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Celem prezentacji jest przedstawienie obecnej teorii dylatacii odnoszacej sie do
nieprzemiennych ukladéw kontrakcji. W tym celu wprowadZzmy na poczatek
nastepujace pojecia:

Definicja 0.1 (Klasy operatoréw). Gdy H, K sq przestrzeniamsi Hilberta, sym-
bolem B(H,K) oznaczaé bedziemy zbidr wszystkich operatoréw liniowych, cig-
glych T : H — K z normg ||T|| := sup{||Tz|| : = € H,||z|| < 1}. Operator T
nazywamy kontrakcja (odp. izometriag), gdy

VezeH [Tl <zl (odp. |Tz| = []])
Tzometrie surjektywne nazywamy operatorami unitarnyms.

Dla domknietej podprzestrzeni M C H jako projekcje (rzut) na M okresla-
my operator Py; spelniajocy warunek:

Pyr=y & yeM oraz Vyey (x—1y,2)=0

Jak wiemy, istnieje prosty sposoéb na to, czy dany operator jest izometria, ope-
ratorem unitarnym lub projekcja:

Lemat 0.1 (Charakterystyka izometrii, operatora unitarnego i projekeji).
(i) Operator T € B(H) jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy T*T = Iy.
(ii) Natomiast T jest unitarny, jezeli T* = T~ cayli: T*T = TT* = Iy.
(iii) Gdy P € B(H), to:
(Gmcw P=Pu) & (P=P?>=PY)

Podstawa teorii dylatacji unitarnych sa miedzy innymi operatory przesuniecia
oraz rozktad Wolda:



Definicja 0.2 (Przesuniecie jednostronne). Niech T bedzie operatorem okreslo-
nym w przestrzeni {4 (Z..), oraz niech wymiar przestrzeni H wynosi k. Operator
T nazywamy przesunieciem krotnosci k, kiedy dla kazdego x € 03, (Z+.) zachodzi:

Tx = (Tp-1)nez,

Gdyn =0, to x,_1 = x_1. Definiujemy tutaj x_1 := 0.

Operator T nazywamy przesunieciem elementarnym, gdy jest przesunieciem
krotnosci 1.

Przesunigcie dwustronne definiujemy tak samo, jak powyzej, tylko ze dla (% (Z)
oraz x_j nie stanie si¢ po przesunieciu réwnym zero.

Twierdzenie 0.1 (Rozklad Wolda). Kazdy liniowy operator izometryczny S
dzialajgcy na przestrzeni Hilberta H wyznacza w sposob jednoznaczny rozklad
przestrzeni H na sume H = Hy & Ha, gdzie podprzestrzenie Hy i@ Ha majg
nastepujgce wltasnosci:

1. Podprzestrzenie Hy i Hy redukujg operator S

2. Operator S ograniczony do Hy jest operatorem unitarnym. Gdy jest na-
tomiast ograniczony do Hs jest on przesunieciem krotnosci k = dim(H ©
SH).

8. Podprzestrzenie Hy i Ho przymujg nastepujgcg postac:

H, = ﬁ S"H

n=0

o0
Hy=@S"L, L=HoSH
n=0
gdzie Hy jest podprzestrzeniq domknietq oraz L jest nazwana podprzestrze-
nig wedrujgcg izometrii S.

W skrécie mowiac, rozktad Wolda umozliwia rozbié¢ izometrie S na sume prosta
dwdch operatoréw tj. przesuniecie jednostronne oraz pewny operator unitarny.
Poniewaz mozemy rozszerzy¢ bez straty ogdlnoéci przesuniecie jednostronne do
przesuniecia dwustronnego (co jest operatorem unitarnym), to z racji tego, ze
suma prosta operatoréw unitarnych bedzie operatorem unitarnym, jesteSmy w
stanie rozszerzy¢ ("to dilate”) izometrie do operatora unitarnego tj. S = Ulg.
Wtedy U nazywa sie dylatacjg unitarng operatora S. Oczywiscie zachodzi to
réwniez, jezeli wezmiemy potege izometrii tj. S™ = U" |y

Zeby otrzymaé dylatacje unitarna dla kontrakcji 7', musimy znalezé dylata-
cje izometryczna kontrakcji (wtedy majac izometrie wiemy, ze istnieje dyla-
tacja unitarna) oraz uzywaé zamiast zwyklego zawezenia tzw. kompresji (tj.



T = PyU|g).

Okazuje sie, ze jesteSmy w stanie skonstruowaé taki operator S, ktéry bedzie
dylatacja izometryczna dla T

Twierdzenie 0.2. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Dla kazdej kontrakcyi
T € B(H) istnieje potegowa dylatacja izometryczna S € B(K), gdzie K jest
pewng przestrzenig Hilberta zawierajgcqg H. Jest ona postaci:

Sh = {Thg, Drho, h1,...}

gdzie Dy = /(Iy — T*T) jest tzw. operatorem defektu dla T i ponadto dla
het3(Zy)=K

Istnienie dylatacji unitarnej pociaga za soba réwniez tzw. nieréwnos¢ von Neu-
manna:

lp(T)]| < sup |p(2)]
z€D

gdzie p jest zespolonym wielomianem skoficzonego stopnia oraz D = {z € C
|z] < 1}.

Powstaje teraz pytanie, czy istnieje dylatacja unitarna réwniez dla ukladu n
przemiennych ze soba kontrakcji? Odpowiedz jest tylko czesciowo pozytywna.

Dla n = 2 gwarantuje nam twierdzenie Ando istnienie dylatacji unitarnej dla
pary przemiennych kontrakcji (zatem otrzymamy: T7*T3" = PyUTUY |5 ):

Twierdzenie 0.3 (Ando). Niech Ty,Ts bedzie parg przemiennych kontrakcji w
przestrzeni Hilberta H. Wtedy istnieje taka przestrzen Hilberta K zawierajgca
H, oraz para przemiennych izometrii S1,5 w K, Ze

T T3 = Py Sy S5 m

dla
Vieq1,2y Sih = {Tiho, D1,ho,0,h1,...}

W zwiazku z tym zachodzi tutaj réwniez nieréwnosé von Neumanna:

[p(T1, T2)| < sup |[p(z,w)|
(z,w)€eD?

Dla n > 3 jednak nie zawsze istnieje dylatacja unitarna, trzeba narzuci¢ dodat-
kowe warunki. Jednym z nich jest np. warunek Brehmera:

Definicja 0.3 (Warunek Brehmera). Uklad n przemiennych kontrakeji (Ty, ..., T,)
spetnia warunek Brehmera, gdy:

Yncmy Y, (“DFMTY Ty >0
MCN

gdzie Tpy := Ty v oo » Ton,, jezeli M = {mq,...,my} C{1,...,n}. W dodatku
Ty jest rowny operatorowi identycznosci.



Te sytuacje mozemy wykorzystaé¢ jako wprowadzenie do unitarnej dylatacji nie-
przemiennych kontrakcji. Tutaj oznaczenie "nieprzemienne” oznacza “nie sa
przemienne w klasycznym znaczeniu” tj. gdy komutator dwéch dowolnych ope-
ratoréw z uktadu n kontrakcji jest rowny 1.

1 Przemienno$¢ wedlug grafu a istnienie dyla-
tacji unitarnej

Przemiennosé operatorow ze soba mozna uogdélni¢ za pomoca tzw. ”przemien-
nosci wedtug grafu”:

Definicja 1.1 (Przemienno$é wedtug grafu). Niech Ty,...,T, € B(H) bedzie
ukladem n operatoréw oraz niech G bedzie grafem o wierzcholkach {1,...,n}.
Mowimy, ze Ty, ..., T, komutujg ze sobg wedlug G, gdy T;T; = T;T;, jezeli (i, j)
jest krawedzig w G.

O—O

Rysunek 1: Przyktad grafu G dla pary przemiennych operatoréw

Rysunek 2: Przyklad grafu G dla tréjki przemiennych operatorow

W zwiazku z tym istnieje twierdzenie, ktére w konsekwencji uogélnia, czemu dla
n > 3 przemiennych ze sobg kontrakcji nie zawsze istnieje dylatacja unitarna:

Twierdzenie 1.1 (o istnieniu dylatacji unitarnej dla operatoréw przemiennych
wedlug grafa). Niech G bedzie acyklicznym grafem zn wierzcholkami {1,... ,n}.
Dla kazdego ukladu n kontrakcji Ty,...,T, € B(H) przemiennych wedlug G
istnieje uklad takich n operatoréw unitarnych Uy, ..., U, € B(K) przemiennych
wedlug G, ze:

T... T, =PgUy...Upln

Na odwrot zachodzi, Ze jezeli G posiada cykl, to istnieje taki uklad n kontrakcji
przemiennych wedlug G, Ze nie posiada dylatacji unitarnej przemiennej wedtug

G.

To wyttumacza, czemu nie zawsze istnieje na ogét dylatacja unitarna dlan > 3
przemiennych ze soba kontrakeji: Jest tak, poniewaz otrzymamy cykl (dlan = 3
jak widaé przyjmuje graf postaé tréjkata, dla n = 4 czworokata, itd.).



O—0—0

Rysunek 3: Przyklad grafu G dla tréjki (11,7%,7T3) z przemiennoscia 1175 =
ToT, oraz TyT3 = T3T5. Jak widaé, nie zachodzi T1T3 = T3T). Ponieaz G
nie zawiera cykli, to na podstawie poprzedniego twierdzenia istnieje dylatacja
unitarna, ktéra jest wedlug tego schematu przemienna.

2 Operatory g-przemienne

Definicja 2.1 (Operatory g-przemienne). Niech q := €'® bedzie stalq zalei-
ng od parametru rzeczywistego «. Nazywamy operatory 11,1 operatorami q-
przemiennymi, gdy ToTy = ¢TI Ts.

q

OWO

1

Rysunek 4: Przyktad grafu G dla operatoréw g-przemiennych. W poréwnaniu do
wezesniejszych graféw, uwzgledniamy tutaj wagi krawedzi oraz wprowadzamy
krawedzie skierowane.

Praca autorstwa Dinesh Kumar Keshari i Nirupama Mallick pod tytutem ”g-
commuting dilation” z 2019 pokazatla, ze dla kazdej pary g-przemiennych kontr-
akcji istnieje dylatacja we formie pary g-przemiennych operatoréw unitarnych.

Poniewaz PDF nie jest nigdzie dostepny (tylko abstrakt jest do znalezienia),
to na podstawie abstraktu przypuszczam (to sa tylko moje osobiscie domysle-
nial), ze uzasadniono to na podstawie tego, ze by¢ moze istnieje izomorfizm
miedzy dwoma krawedziami skierowanymi o wadze z modutem 1 (Rysunek 4)
oraz zwykla krawedzia nieskierowana (Rysunek 1), przez co mozemy zastosowaé
poprzednie twierdzenie dla operatorow g-przemiennych.

W kazdym razie ciekawa rzecza tutaj jest pojawienie sie zjawiska tzw. n-dylatacji.
Pozwala to nam pokazaé¢ zwiagzek miedzy para g-przemiennych operatoréw oraz
para przemiennych operatoréw.

Najpierw ale wprowadzmy jeszcze nastepujace pojecia:

Definicja 2.2 (A, - C*-algebra generowana przez par¢ g-przemiennych opera-
toréw unitarnych). C*-algebre nazywamy takq algebre banacha (tj. taka algebra
z mnozeniem, ze mamy dla normy ||abl| < |lal|||b|| dla a,b - elementy z alge-
bry), ktora jest wyposazona z dzialaniem inwolucji (tj. (a + b)* = a* 4+ b* oraz
(ab)* = b*a*) i spelnia warunek:

la*all = lla]lfla"|



Jezeli jest gemerowana przez pare q-przemiennych operatoréow unitarnych, mo-
wimy, zZe jest ta algebra nieprzemiennym torusem.

Dodatkowo nazywamy jg wymierng/niewymierng, gdy 5= jest wymierne/niewymierne.

2.1 n-dylatacja

Definicja 2.3 (n-dylatacja). Niech n € C oraz (T1,...,T,) bedzie ukladem
n kontrakcji w przestrzeni Hilberta H. Jako n-dylatacje bedziemy nazywac taki
uklad n przemiennych operatoréw (nUu, ..., nUy,) w nadprzestrzeni Hilberta K,
ze:

Viert,...,y Ti =nPuUiln

Uwaga. Bedziemy skrétowo pisaé, ze (nU,nV) jest n-dylatacjg (U, V), gdy
(U, V) =<nU,V).

Naszym celem jest znalezienie takiej wartosci 7, ze:
N :=inf{n > 1| (U, V) <n(U,V)}

Okaze sie, ze najmniejsza wartoéé 1, dla g = €' wyraza sie nastepujaco:

4

e + uf + va + 03]

UL

Dowdd tego jest dos¢ zmudna sprawa, sprobuje to tutaj mozliwie jak najlepiej
przedstawic.

Na poczatek potrzebujemy kilka twierdzen:

Twierdzenie 2.1. Niech U,V bedg q-przemiennymi operatoramsi unitarnymi
dla g = e'*. Wtedy istnieje taka dylatacja dla U,V , Ze jest w postaci operatoréw
normalnych M, N o normie ||M|, ||N]| < 7.

To twierdzenie zostawimy bez dowodu.

Twierdzenie 2.2. Niech U,V bedq q-przemiennymi operatorami unitarnymi
dla q = e**. Jezeli M, N sq takimi przemiennymi operatoramsi normalnymi, ze
sq dylatacjq dla U,V oraz |M|,||N|| <n, ton > m.

Dowdd. Dowdd polega na tym, ze jezeli zakladamy, ze ||M]||,||N|| < r dla r <
m, to wtedy powinni§my dostac¢ sprzeczno$¢ z nieréwnosciag von
Neumanna (a wiec nie istnialaby taka dylatacja):

IPU V)| >  sup_ |P(z,w)|

(z,w)€erD?

Uwaga: W pordéwnaniu tutaj ze ”zwykla” nieréwnoscia von Neumanna dla ope-
ratoréw unitarnych, bierzemy tutaj - ze wzgledu na goérne oszacowanie normy



operatoréw przez r - supremum po rD?2!

Dla latwosci zakladamy, ze P to wielomian (o macierzowych wspétezynnikach)
o stopniu 1.

Miejmy na uwadze, ze A, = C*(U,V). Wtedy kazda niezredukowana repre-
zentacja C*(U, V) (ozn. w(-)) jest postaci:

m(U) =aX, (V) =bY

dla pewnych a,b € D oraz:

1 0 ... 0
0 g O 0
X = )
0 0 0 g1
oraz - _
0 1 0 0
0 0 1 0
Y=1: 1t : R
0 0 0 ... 1
1 0 0 0 0]

gdzie jako k definiujemy najmniejsza liczbe naturalna, dla ktérej ¢F = 1.

Ustalmy: B
P(z,w) = Py(z,w) = M + zaX™ + wbY

dla A > 0. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze U = aX oraz V = bY.
Wtedy:
PUV)=AMI+X" 93X +YQY

Otrzymamy, ze |[P(U, V)| = A + 2. Wyliczamy SUD(, e, D7 |1P(z,w)]:

sup ||P(z,w)||> = sup ||A + zaX* +wbY|? =
(z,w)€rD? (z,w)erD?

= sup | +rZaX* +rw'dY|? <. ..
(z’,w’)eﬁ

Tutaj wyliczamy ||A + r2/'@aX* + rw'bY ||%:
A+ r2'@X* + rw'bY |2 = (A +72'aX* 4+ rw'dY) f, (A +r2'aX* + rw'dY) f)
dla || f|| = 1. Oszacujemy i liczymy w sposéb nastepujacy:
(M, AIf) = N2
NI f,r2aX*fy = Ar{Z'aX f, f)



(rZ/aX* f, AL f) = Mr(ZaX*f, f)
ML, rw'bY f) = Ar(w'bY* f, f)
{rw'bY f AL f) = Ar(w'bY f, f)
X Y Y X XX LYY ) <P XY < R

Zatem otrzymamy:

< osup A M ((ZaX 4 2aXt +w'bY +FwbY ) f, f) +4r? <
(2", w’")eD?

< sup A4 Nr||ZaX + 2aX 4+ w'bY + w'bY || + 4r? =
(z',w')eD?

dla v := z'a oraz § := w'b mamy:

= sup A4+ M|y X* +FX + Y 4+ 6Y*|| + 4r?
(1,6)€D?

= A2 4 € |lug + Ul 4 v + UL + 402

Ostatnia réwno$é¢ wiaze sie z tym, ze macierze X i Y spelniaja warunek || X +
X*+Y + Y = |luq +ul, +vo + 0%

Dalej liczymy:

4 — 472
A

1
) (IIP(U, VI” - supllP(z,w)||2> > 4= rlua +ug +va + il +

(z,w)erD?

Stad wynika, ze prawa strona bedzie (dla dostatecznie duzych M) tylko wtedy
dodatnia, jezeli r < m Udowodniliémy wiec tego, czego chcieliSmy
(bo to oznacza, ze ||P(U,V)|| jest wigksze od SUD(, e b2 |P(z,w)l|, skoro réz-
nica jest dodatnia). Wiec dla takiego oszacowania r, nieréwno$é von Neumanna
nie bedzie spetniona. O

Twierdzenie 2.3. Istnieje dla operatorow unitarnych q-przemiennych U,V dy-

latacja w postaci pary przemiennych operatorow normalnych o normie ([T ———

Dowdd. Ze taka wartos¢ dla normy dylatacji moze zachodzi¢, wlasnie pokaza-
liSmy w poprzednich twierdzeniach. Dowdd wiec polega tutaj na konstrukcji
odpowiedniej dylatacji z taka norma.

Niech hy = |luq + u) + vo + v%|. Najpierw pokazemy, ze istnieje taki stan
. e,
o ma Aa, e [p(ua)] = p(va)| = il

Wybierajac taki stan 1, ze:

[ (ua + g + va +05)| = ([t + ug +va + 05|



oraz korzystajac z faktu, ze istnieje taki automorfizm o na A,, ze o(uy) = v
oraz 0(vy) = Uq, to definiujemy:

sorzi(w+woo+wo<72+woo3)

Okaze sie tez, ze istnieje wektor na = € L := C¥, ze dla wszystkich a € A, ma-
my ¢(a) = (z,7(a)z) (gdzie w1 k to jest to samo co z poprzedniego twierdzenia).

Nasze szukane dylatacje o normie konstruujemy w nastepujacy

4
lua+ug+va+ull
sposéb:

W(ua)’ VeV m(va)
P(ua) ¢(va)

Beda to dylatacje na przestrzeni K = H ® L. Rozwazmy teraz izometrie:

U=U®

Ve Wh=h®ux

gdzie x jest ten wektor w L zwiazany z postacia stanu .

Okaze sie, ze U i U (oraz analogicznie ‘N/'~ i V) sa (izometrycznie) réwnowaz-
ne ze soba, co oznacza, ze faktycznie U i V sa dylatacjami U i V:

WUW = MU U
o(ua)

N LN s I
©(va)

O

Faczac te twierdzenia razem, jesteSmy w stanie wskazaé, ze faktycznie najmniej-
sze oszacowanie dla wartosci n bedzie przyjmowalo postaé m (
dy po prostu ”unormujemy” operatory normalne do operatoréw unitarnych, stad
ich norma ”wyskoczy przed operator” i staje si¢ nasza szukana wartoscia 7, (w

zwiazku z tym z normalnej dylatacji otrzymamy n-dylatacje)).

wte-

Zeby méc wyznaczy¢ wartosé 7., uzywano narzedzi i metod obliczeniowych.

Obecnie przypuszcza sig, ze minimum jest osiagniety dla o, := 3% = 2r(v2-1),

gdzie §, jest srebrnym podzialem tj. v/2 + 1.



1.5

1.4

1.3

1.2 4

1.1

1.0 4

Rysunek 5: Rézne wartosci 7, dla réznych o € [0, 27] tze 5= jest wymierne.

2.2 Interpretacja fizyczna

Operator postaci hq = U + Ul + v + 2 jest tak zwanym almost Mathieu
operator. Definiujemy go dla kazdego a. Wystepuje on jako Hamiltonian
w modelu matematycznym opisujacym elektron w kracie pod wplywem pola
magnetycznego.

Co ciekawe, probujac obrazowa¢ widmo tego operatora dla réznych « tze. 5-

jest wymierne (wartosci widma sa wyliczone numerycznie), to otrzymamy tzw.
Hofstadter butterfly:

10
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Rysunek 6: Hofstadter butterfly

To, co sie okazalo, ze widmo h, wydaje sie zmienia¢ w sposéb ciggly w zalezno-
$ci od a (to w sumie jest tez na tyle logiczne, ze widmo Hamiltoniana (a wiec
he) opisuje stany energii - tutaj w zaleznosci od «).

Inna bardzo cieakwa rzecz jest tzw. Ten Martini Problem: Czy widmo h, jest
zbiorem Cantora dla takich a ze - jest niewymierne? Odpowiedz jest TAK.

Wracajac ale do ciagloéci widma: Matematycy Choi, Elliott i Yui pokazali, ze
widmo o(hy) jest (w metryce Hausdorffa) ciagle w sensie Holdera dla wykltad-
nika % Natomiast Avron, Mouche i Simon pokazywali to dla %

Za pomoca teorii dylatacji jestedmy w stanie udowodnié¢ nastepujace twierdze-
nie:

Twierdzenie 2.4 (o 3-Hélder ciaglosci hy). Widmo o(ha) jest &-Hélder ciggle
wzgledem odleglosci Hausdorffa dla zwartych podprzestrzeni w R.

Przypomnijmy przed dowodem najpierw, co to oznacza ” ciagltosé¢ w sensie Holdera”:

Definicja 2.4 (Ciaglo$é w sensie -Holdera). Jest to w pewnym sensie wogdl-
nienie cigglo$ci wedlug Lipschitza:

|f(@) = f)| < Cllz =yl

11



dla0<6<1
Dowdd. Do dowodu musimy przytoczy¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.5 (o ciaglodci skali dylatacyjnej). Niech «, 3 bedg rzeczywi-
ste oraz q = ip = €eP. Niech n = e Wtedy dla dowolnej pary q-

przemzennych opemtorow unitarnych U,V istnieje taka para operatorow p-przemiennych

U,V, ze (U V) <nU,V).

ia

Wiec jezeli a = 3, to tutaj n ~ 1.

Zatem:
o — [t
nug = y oz
a wiec:
ha =«
nhs = ( y Z)
Bo ale:
[z, [yl < v1-n*>~0
to mamy:

he O
T]h,ﬂ ~ (Oa Z>
Warto$é z nie jest w dowodzie wazna. Dostaniemy dla widm:

i) € ot(( 2)) = ataa) = oth)

W analogiczny sposéb mozna pokazaé¢ na odwrét, ze o(hg) sie¢ w sposéb przy-
blizony zawiera w o(hq).

Co to oznacza? Wprowadzmy teraz krétki lemat:

Lemat 2.1. Dia U € B(K) i U’ € B(H) opertoréw unitarnych (dla H C K)
oraz R bedgc kompresjg U na H- mamy:

IU— (U &R)| <2V1-¢

cU E
o= (% %)
to wtedy liczymy wprost:

w-@sni =17 Dren(C (R f)ie

Zakladajac, ze || E|, ||F|| < V1 — ¢2, otrzymamy:

o< l—c+V1-2<2/1—¢2

Dowdd. Jak mamy:
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Teraz trzeba:

ISTER

he =x Nha
hg = = hg= -
e (y Z> o ( 7 >

Bez straty ogélnosci mozemy dalej traktowaé z, gy, z jako x,y, z. Wtedy liczac:

a— 1
VIi-p2=\1-e" < —/a- g
V2
Mozemy zastosowac lemat, i otrzymamy faktycznie ciggloéé %—Héldera:

d(o(ha,hp)) < K- V2y/a— 3

gdzie k pojawia sie przez nastepujace gorne oszacowanie wielomianu:

Ip(z1, - xn) = p(yrs s yn)ll < k-max{llzs — gl o —yall}

Tutaj d jest odlegloécia Hausdorffa.
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