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9.1 Pierścienie - c.d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Rozdzia l 1

Wyk lad 1. 7.X.2009

1.1 Wst ↪ep

Zacznijmy od kilku informacji o historii nazwy przedmiotu.
Nazwa algebra pochodzi od tytu lu dzie la arabskiego matematyka dzia laj ↪ace-
go w IX wieku w Bagdadzie, Muhammada Ibn Mussa Al Chwarizimi: Hisab
al-dżabr wal mukabala (w transkrybcji polskiej, oczywíscie). Algebra jest znie-
kszta lconym al-dżabr z owego tytu lu1. Tytu l ten oznacza Sztuka redukcji i
przenoszenia, zaś samo dzie lo arabskiego matematyka dotyczy lo rozwi ↪azywania
równań algebraicznych stopni pierwszego i drugiego. Al Chwarizimi by l g lówn ↪a
postaci ↪a znakomitej instytucji któr ↪a by l bagdadzki Dom Nauki, prekursor póź-
niejszych uniwersytetów i instytucji naukowych. Nazwisko Al Chwarizimiego,
także zniekszta lcone2, sta lo si ↪e źród lem nazwy algorytm, tak ważnej we wspó l-
czesnej matematyce i informatyce.
Zainteresowanych histori ↪a matematyki namawiam gor ↪aco do przeczytania pi ↪e-
knej ksi ↪ażki Marka Kordosa Wyk lady z historii matematyki dzi ↪eki której można
poznać histori ↪e matematyki, prześledzić jak powstawa la i zrozumieć jak bardzo
niebanalnymi by ly, dla pozbawionych wspó lczesnego formalizmu algebraicznego
uczonych, dzia laj ↪acych we wcale niedawnej przesz lości wieków średnich, naj-
prostsze operacje algebraiczne.

Poza aspektami historycznymi, warto w tym miejscu zwrócić uwag ↪e na jesz-
cze jedn ↪a spraw ↪e. Ta cz ↪eść algebry, która jest obiektem Notatek, najcz ↪eściej
nazywana jest algebr ↪a abstrakcyjn ↪a. To pi ↪ekna i dobra nazwa, która wyróżnia
ten dzia l od algebry liniowej. Niestety przymiotnik abstrakcyjna sugruje też:
niekoniecznie potrzebna. To oczywista nieprawda - nawet podczas tego wyk ladu

1W j ↪ezykach angielskim i francuskim podobieństwo s lowa algebra czy też algèbre do arab-
skiego orygina lu jest znacznie wyraźniejsze niż w j ↪ezyku polskim.

2Tytu l dzie la Al Chwarizimiego przet lumaczony na  lacin ↪e brzmia l Algorithmi de numero
Indorum, co mia lo znaczyć: Al Chwarizimiego dzie lo o liczbach indyjskich. To w laśnie dzieki
temu dzie lu Europa pozna la dziesi ↪atkowy system pozycyjny i liczb ↪e zero, które matematycy
arabscy przej ↪eli od Hindusów.

4
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b ↪edziecie mieli okazje do poznania niektórych zastosowań. Czasu nie wystar-
czy lo, by przedstawić ich wi ↪ecej. Poznacie je z pewności ↪a na innych przedmio-
tach (kodowanie, matematyka dyskretna, teoria algorytmów...).

Jak z pewności ↪a zauważylíscie, spis literatury jest znacznie obszerniejszy
niż ten, który poda lem podczas wyk ladu. Oczywíscie nie musicie wszystkiego
czytać, w każdym razie nie dzisiaj :)

A. Pawe l Wojda
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1.2 Arytmetyka liczb ca lkowitych

Przypomnijmy twierdzenie o dzieleniu liczb ca lkowitych.

Twierdzenie 1.1 Dla dowolnych liczb ca lkowitych a i b, b > 0 istniej ↪a jedno-
znacznie wyznaczone liczby q, r ∈ Z takie, że a = bq + r, przy czym 0 ≤ r < b.

Liczby q oraz r nazywamy, odpowiednio, ilorazem i reszt ↪a dzielenia a przez
b.

Warto podkreślić, że twierdzenie 1.1 nie jest tym, które wi ↪ekszość studentów
pami ↪eta ze szko ly3.

Mówimy, że d jest najwi ↪ekszym wspólnym dzielnikiem liczb ca lowitych
a i b jeżeli

• d|a i d|b oraz

• dla każdego c ∈ Z: c|a ∧ c|b⇒ c|d

Algorytm Euklidesa

Niech a, b ∈ Z, a, b 6= 0.
Tworzymy rekurencyjnie ci ↪ag (rn):
r0 = a, r1 = b
rn−1 = qnrn + rn+1, gdzie 0 ≤ rn+1 < rn.

Twierdzenie 1.2 Niech a, b ∈ Z, a, b 6= 0. Istnieje takie k ca lkowite, że rk 6= 0,
rk+1 = 0 (gdzie ci ↪ag (rn) jest wyznaczony przy pomocy algorytmu Euklidesa).
Co wi ↪ecej, mamy wówczas rk =NWD(a, b).

Jeśli NWD(a, b)= 1, wówczas mówimy, że a i b s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze i
piszemy (a, b)= 1 lub a ⊥ b.

Twierdzenie 1.3 Niech a, b ∈ Z, nie równe równocześnie zero.

NWD(a, b) = min{d > 0 : d = ax+ by, x, y ∈ Z}

Wniosek 1.4 Jeśli a, b ∈ Z, a ⊥ b, to istniej ↪a α, β ∈ Z:

αa+ βb = 1

Co wi ↪ecej, α i β dadz ↪a si ↪e znaleźć przy pomocy algorytmu Euklidesa.

Twierdzenie 1.5 (Euklides) Istnieje nieskończenie wiele liczb pierwszych.

3Sprawdź, jaki jest wynik dzielenia liczby −9 przez 7?
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1.3 Grupy

Definicja 1.1 (Przypomnienie) Zbiór G z dzia laniem  l ↪acznym ∗, posiadaj ↪a-
cym element neutralny w G i taki, że każdy element w G ma element odwrotny
nazywamy grup ↪a.
O grupie G mówimy, że jest przemienna (lub abelowa) jeśli dzia lanie ∗ jest
przemienne.

Przyk lad. Grupa SX (permutacji zbioru X z dzia laniem sk ladania funkcji).



Rozdzia l 2

Wyk lad 2. 14.X.2008

2.1 Grupy c.d.

h : G1 → G2 jest homomorfizmem grupy (G1, ∗) w grup ↪e (G2, ◦) jeśli h(x ∗ y) =
h(x) ◦ h(y) dla dowolnych x, y ∈ G1.
Homomorfizm h jest:

• monomorfizmem, jeśli h jest injekcj ↪a,

• epimorfizmem, jeśli h jest surjekcj ↪a,

• izomorfizmem, jeśli h jest bijekcj ↪a.

W tym ostatnim przypadku mówimy, że grupy G i H s ↪a izomorficzne.

Przyk lad 2.1 Przyk lady grup: (Z,+), (Q,+) (Q+∗, ·) (Zn,+), (R,+), ...
– grupy przemienne (Q∗ = Q−{0}), Q+∗ = {a ∈ Q|a > 0}. (S(X), ◦) – grupa
permutacji zbioru X, nieprzemienna dla |X| ≥ 3
Z dok ladności ↪a do izomorfizmu, istnieje tylko jedna grupa o co najwyżej 3 ele-
mentach.
Istniej ↪a dok ladnie dwie grupy (z dok ladności ↪a do izomorfizmu) rz ↪edu 4: grupa
(Z4,+) oraz grupa Kleina (materacowa) (Z2 × Z2,+).

Twierdzenie 2.1 Niech n ∈ N∗ i niech a ∈ Zn. a jest elementem odwracalnym
ze wzgl ↪edu na dzia lanie mnożenia w Zn wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i n s ↪a
wzgl ↪ednie pierwsze.

Przyk lad 2.2 (Z10, ·) oczywíscie nie jest grup ↪a (elementem neutralnym dla
mnożenia jest 1, nie istnieje element odwrotny do elemwntu 2). Co wi ↪ecej,
także (Z′10, ·), gdzie Z′ = Z−{0}, nie jest grup ↪a. Grup ↪a przemienn ↪a natomiast
jest (Z∗10, ·), gdzie Z∗10 = {1, 3, 7, 9}.

Definicja 2.1 Niech n ∈ N. Definiujemy

Z∗n = {z ∈ Zn : a ⊥ n}.

8
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Twierdzenie 2.2 Niech n ∈ N. Wówczas (Z∗n, ·) jest grup ↪a przemienn ↪a.

Definicja 2.2 (Funkcja ϕ Eulera) Niech n ∈ N. Przez ϕ(n) oznaczamy
liczb ↪e takich a ∈ N, że a ⊥ n = 1 (a i n s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze). Funkcj ↪e
ϕ : N→ N nazywamy funkcj ↪a Eulera.

Definicja 2.3 Jeśli grupa G na skończon ↪a liczb ↪e elementów, wówczas mówimy,
że G jest skończona a jej liczb ↪e elementów nazywamy rz ↪edem grupy G.

Przyk lad 2.3 Rz ↪ad Zn jest równy n.
Rz ↪ad Z∗ jest równy 4.

Nast ↪epne twierdzenie nie wymaga dowodu.

Twierdzenie 2.3 (O rz ↪edzie Z∗n) Dla każdej liczby naturalnej n ≥ 2

ϕ(n) = |Z∗n|.

W lasności funkcji Eulera: Niech P b ↪edzie liczb ↪a pierwsz ↪a. Wówczas

• ϕ(p) = p− 1,

• ϕ(p2) = p2 − p,

• ϕ(pn) = pn − pn−1

• Jeśli także q jest pierwsze, to ϕ(pq) = pq − p− q + 1 = (p− 1)(q − 1).

Twierdzenie 2.4 (Formu la Sita1 lub Zasada W l ↪aczania i Wy l ↪aczania)
Niech
A1, A2, ..., An b ↪ed ↪a zbiorami skończonymi. Wówczas zachodzi wzór

|A1 ∪A2 ∪ ... ∪An| =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(−1)k+1|Ai1 ∩Ai2 ∩ ... ∩Aik |.

Formu la sita pos luży nam do wykazania nast ↪epuj ↪aego twierdzenia.

Twierdzenie 2.5 Niech n = p1...pt, gdzie pi s ↪a różnymi liczbami pierwszymi
dla i = 1, ..., t. Wówczas

ϕ(n) = n− n

p1
− n

p2
−... n

pt
+

n

p1p2
+...+

n

pt−1pt
− n

p1p2p3
−...− n

pt−2pt−1pt
+...± (−1)tn

p1p2...pt

= n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
...

(
1− 1

pt

)
Przyk lad 2.4 ϕ(42) = ϕ(2 · 3 · 7) = 12

Wniosek 2.6 Wzór na ϕ z twierdzenia 2.5 pozostaje identyczny jeśli po lożymy
n = pa11 · ... · p

at
t gdzie p1 < ... < pt s ↪a liczbami pierwszymi, a1, ..., at ∈ N.

1Dok ladniej: ”sita Eratostenesa”. Eratostenes, (276-194 p.n.e) by l kustoszem Biblioteki
Aleksandryjskiej i jednym z najwi ↪ekszych umys lów starożytności. Sito Eratostenesa s luży lo
do ”odsiewania” liczb pierwszych od ”plew” innych liczb (por. twierdzenie 2.5 i wniosek 2.6).
Jego innym, wielkim osi ↪agni ↪eciem by la próba zmierzenia promienia Ziemi przez zmierzenie
d lugości cieni rzucanych w po ludnie przez dwie tyczki: jednej ustawionej w Aleksandrii, drugiej
zaś w Syene (dzisiejszy Asuan). Wynik jaki otrzyma l różni l sie tylko o 1% od nam znanego,
a by lo to w czasach kiedy w kulistość Ziemi wierzy l ma lo kto!
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2.2 Grupy cykliczne

Definicja 2.4 (Generator grupy) Mówimy, że element g jest generatorem
grupy G z dzia laniem ∗, jeżeli każdy element grupy G można otrzymać jako
wynik dzia lania ∗ na elementach g i g−1.

Przyk lad 2.5 1 (a także −1) jest generatorem grupy Z (addytywnej grupy liczb
ca lkowitych).
2 jest generatorem (multyplikatywnej) grupy Z∗5.



Rozdzia l 3

Wyk lad 3 - 21.X.2009

3.1 Grupy cykliczne - c.d.

Twierdzenie 3.1 Jeżeli G jest multyplikatywn ↪a grup ↪a skończon ↪a, g ∈ G, wówczas
istnieje n ∈ N takie, że gn = g−1

Dow. ...

Definicja 3.1 Jeśli grupa G na skończon ↪a liczb ↪e elementów, wówczas mówimy,
że G jest skończona a jej liczb ↪e elementów nazywamy rz ↪edem grupy G.

Definicja 3.2 Najmniejsze n ∈ N takie, że

gn = e (3.1)

nazywamy rz ↪edem elementu g grupy, jeśli n ∈ N spe lniaj ↪ace (3.1) nie istnieje,
wówczas mówimy, że rz ↪edem g jest ∞.
Jeśli grupa zawiera generator, to nazywamy j ↪a cykliczn ↪a.

Przyk lad 3.1 Grupa (Z4,+) jest cykliczna, grupa Kleina nie.

Twierdzenie 3.2 Każda grupa cykliczna jest przemienna.

Dowód oczywisty – tym bardziej trzeba umieć!

Twierdzenie 3.3 Każda skończona grupa cykliczna G jest izomorficzna z (Zn,+),
gdzie n jest rz ↪edem grupy G. 1

Bez dowodu (za to do udowodnienia samodzielnego) poda le:

Twierdzenie 3.4 Każda nieskończona grupa cykliczna jest izomorficzna z (Z; +).

Oczywíscie st ↪ad wynika, że każda grupa cykliczna jest przeliczalna (ale to w
ogóle od razu widać.

1Inaczej: jedyn ↪a, z dok ladności ↪a do izomorfizmu, grup ↪a skończon ↪a o n elementach jest
(Zn,+).

11
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3.2 Twierdzenia Cayleya i Lagrange’a

3.2.1 Podgrupy - przypomnienie

Niech (G; ∗) b ↪edzie grup ↪a, H ⊂ G. Jeśli (H; ∗) (a dok ladniej: (H, ∗|H×H)) jest
grup ↪a, wówczas mówimy, że H jest podgrup ↪a grupy G.
Jako ćwiczenia należy udowodnić nast ↪epuj ↪ace 3 twierdzenia.

Twierdzenie 3.5 (Znane!) Niech G b ↪edzie grup ↪a z dzia laniem ∗. Niepusty
podzbiór H zbioru G jest podgrup ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych ele-
mentów a, b ∈ H zachodzi a ∗ b−1 ∈ H.

Twierdzenie 3.6 ( Latwe) Jeśli w grupie skończonej G zbiór S 6= ∅ jest za-
mkni ↪ety ze wzgl ↪edu na dzia lanie grupowe (∗), to S stanowi podgrup ↪e G.

Twierdzenie 3.7 (Trudniejsze) Każda podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

Dowód można znaleźć stronie 154 Przegl ↪adu Algebry wspó lczesnej Birkhofa
i MacLane’a.

3.2.2 Twierdzenie Cayleya

Definicja 3.3 (Grupa transformacji) Dowoln ↪a podgrup ↪e grupy permutacji
S(X) nazywamy grup ↪a transformacji.

Twierdzenie 3.8 (Tw. Cayleya) Dowolna grupa jest izomorficzna z pewn ↪a
grup ↪a tranformacji.

3.2.3 Twierdzenie Lagrange’a

Twierdzenie 3.9 (Lagrange’a) Niech H b ↪edzie podgrup ↪a grupy skończonej
G, a = |H|, b = |G|. Wówczas a|b.

Definicja 3.4 (Przystawanie modulo pó lgrupa) Niech H b ↪edzie podgrup ↪a
grupy G, a, b ∈ G. Mówimy, że a przystaje do b modulo H (piszemy a ≡
b (mod H) lub aRHb) jeżeli ab−1 ∈ H.

Lemat 3.10 Jeżeli H jest podgrup ↪a G wówczas relacja przystawania modulo H
jest w G relacj ↪a równoważności.

Lemat 3.11 Niech G b ↪edzie dowoln ↪a grup ↪a, zaś H jej podgrup ↪a. Wówczas
klas ↪a elementu neutralnego grupy G modulo H jest zbiór H.



Rozdzia l 4

Wyk lad 4 - 28.X.2009

Dokończenie dowodu twierdzenia Lagrange’a.

Lemat 4.1 Niech G b ↪edzie dowoln ↪a grup ↪a, zaś H jej podgrup ↪a. Wówczas do-
wolne dwie klasy równoważności modulo H s ↪a równoliczne (bijektywne)1.

Oczywíscie twierdzenie Lagrange’a wynika natychmiast z lematu 4.1.

4.0.4 Wnioski z twierdzenia Lagrange’a

Wniosek 4.2 Każdy element grupy skończonej G ma rz ↪ad b ↪ed ↪acy dzielnikiem
rz ↪edu grupy G.

Wniosek 4.3 Jeśli rz ↪ad grupy G jest liczb ↪a pierwsz ↪a, to G jest cykliczna.

Wniosek 4.4 (stary) Jedynymi grupami grupami rz ↪edu 4 s ↪a Z4 i grupa Kle-
ina.

4.0.5 Twierdzenie Eulera i Ma le Twierdzenie Fermata

Twierdzenie 4.5 (Eulera) Jeśli liczby naturalne a, n s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze,
wówczas

aϕ(n) ≡ 1 (mod n)

Twierdzenie 4.6 (Ma le Twierdzenie Fermata) Jeśli p jest liczb ↪a pierwsz ↪a,
a ∈ Z, to

ap ≡ a( mod p)

1W przypadku gdy G jest grup ↪a skończon ↪a oznacza to, że dowolne dwie klasy
równoważności modulo H maj ↪a tak ↪a sam ↪a liczb ↪e elementów.

13
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4.1 Ćwiczenia

1. Niech G b ↪edzie grup ↪a. Wykaż, że podzbiór niepusty H ⊂ G jest podgrup ↪a
G wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x, y ∈ H : xy−1 ∈ H.

2. Wykaż że jeśli w grupie skończonej G zbiór S 6= ∅ jest zamkni ↪ety ze
wzgl ↪edu na dzia lanie grupowe, wówczas S jest podgrup ↪a.

3. Wykaż, że podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

4.2 Chińskie twierdzenie o resztach
– równania modularne

Twierdzenie 4.7 Równanie modularne

ax ≡ 1 (mod n) (4.1)

ma rozwi ↪azanie wtedy i tylko wtedy gdy a i n s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze (oczywíscie
takie rozwi ↪azanie jest jedyne w Zn i jest postaci x ≡ a−1b (mod n), lub inaczej:
x = x0 + kn, gdzie k ∈ Zn, zaś x0 jest równy a−1b przy czym a−1 jest el.
odwrotnym do a w Zn ze wzgl ↪edu na mnożenie).

Uwaga. Sposobem znajdowania elementu odwrotnego do elementu a w Zn
jest skorzystanie z algorytmu Euklidesa. Jest to możliwe zawsze wtedy gdy taki
element istnieje, a mianowicie gdy a i n s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze. Rzeczywíscie,
a⊥n wtedy i tylko wtedy, jeśli istniej ↪a s i t ca lkowite spe lniaj ↪ace

sa+ tn = 1

Wówczas sa = 1 + (−t)n, co oznacza, że s jest w Zn elementem odwrotnym do
a.

Twierdzenie 4.8 (Chińskie o resztach2) Niech a, b ∈ Z, m,n ∈ N, m⊥n.
Wówczas uk lad równań {

x ≡ a ( mod m)
x ≡ b ( mod n)

(4.2)

ma rozwi ↪azanie. Co wi ↪ecej, każde dwa rozwi ↪azania tego uk ladu różni ↪a si ↪e o
wielokrotność mn (można też powiedzieć, że rozwi ↪azanie jest jedyne modulo mn
lub, że zbiór rozwi ↪azań (4.2) jest postaci {x0 + k(mn)|k ∈ Z}).

Twierdzenie 4.8 pozwala  latwo (indukcyjnie) udowodnić nast ↪epuj ↪ace uogólnie-
nie chińskiego twierdzenia o resztach - o tym uogólnieniu podczas wyk ladu nie
mówi lem!

2Twierdzenie to udowodni l ok. 350 roku n.e. Sun Tsu Suan-Ching.
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Twierdzenie 4.9 Niech m1, . . . ,mk ∈ N b ↪ed ↪a parami pierwsze (t.zn. mi⊥mj

dla i 6= j). Wówczas uk lad równań
x ≡ a1 ( mod m1)
x ≡ a2 ( mod m2)

. . .
x ≡ ak ( mod mk)

(4.3)

ma jednoznaczne rozwi ↪azanie modulo m1 · . . . ·mk.



Rozdzia l 5

Wyk lad 5 - 4.XI.2009

5.1 Kwadratowe residua modulo

Twierdzenie 5.1 Niech p b ↪edzie liczb ↪a pierwsz ↪a i niech a ∈ Zp. Wówczas a
ma co najwyżej dwa pierwiastki kwadratowe w Zp.

Niech n ∈ N, a ∈ Zn. Mówimy, że a jest kwadratowym residuum mo-
dulo n, jeżeli istnieje b ∈ Zn takie, że a = b2 (mod n).

Twierdzenie 5.2 Niech p ∈ N b ↪edzie liczb ↪a pierwsz ↪a, p ≡ 3 (mod 4) i niech a
b ↪edzie residuum kwadratowym w Zp. Wówczas pierwiastkami kwadratowymi a

z Zp s ↪a a
p+1
4 (mod p) oraz −a

p+1
4 (mod p).

5.2 Zasady kryptografii z kluczem publicznym

Wyobraźmy sobie, że mamy trzy osoby: Alicj ↪e, Boba i Ew ↪e. Alicja chce przeslać
Bobowi pewne informacje tak, by Ewa (ani nikt inny poza Bobem) nie móg l
odgadn ↪ać ich treści mimo, że informacje te przekazywane s ↪a w sposób jawny1.
Warto w tym miejscu zdać sobie spraw ↪e, że każd ↪a informacj ↪e można traktować
jako liczb ↪e. Standardowym zapisem jest powszechnie znany kod ASCII który
można z  latwości ↪a zdobyć, na przyk lad za pomoc ↪a internetu (w kodzie tym
każdemu znakowi odpowiada 3-cyfrowa liczba, a to 097, spacja to 032, o to 111
itd). Kod ASCII ma jednak oczywist ↪a wad ↪e: wszyscy go znaj ↪a, a w każdym razie
wiedz ↪a jak sie w niego zaopatrzyć. Tak wi ↪ec Alicja i Bob b ↪ed ↪a musieli przesy lane
dane zaszyfrować (funkcj ↪e szyfruj ↪ac ↪a oznaczać b ↪edziemy przez E2, na dodatek

1Rozszyfrujmy kilka spraw. Dlaczego Alicja, Bob i Ewa? To proste. Alicja, bo na liter ↪e
A, Bob bo na liter ↪e B, E bo po angielsku pods luchiwacz to eavesdropper (a wi ↪ec na liter ↪e E,
jak Ewa (Eve)). Rozs ↪adnie jest także za lożyć, że wszystkie przesy lane informacje mog ↪a być
śledzone. Czyż nie tak jest gdy wyjmujemy pieni ↪adze z bankomatu lub, w jeszcze wi ↪ekszym
stopniu, gdy p lacimy za zakupy dokonywane za pośrednictwem internetu?

2E od angielskiego encoding

16
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wychodz ↪ac z za lożenia, że wszystkie przesy lane wiadomości s ↪a pods luchiwane
(przez Ew ↪e).

By osi ↪agn ↪ać swój cel, Alicja i Bob b ↪ed ↪a post ↪epowali wed lug nast ↪epuj ↪acego
schematu:

1 Bob znajduje funkcj ↪e koduj ↪ac ↪a (szyfruj ↪ac ↪a) E oraz dekoduj ↪ac ↪a D,
a wi ↪ec takie by D(E(l)) = l

2 Bob przesy la tekstem otwartym (Ewa widzi przekaz) funkcj ↪e E Alicji
3 Alicja koduje informacj ↪e któr ↪a chce przes lać Bobowi wed lug

otrzymanej przez niego instrukcji (t ↪e instrukcje zna także Ewa).
Inaczej mówi ↪ac Alicja oblicza wartość m = E(l)

4 Alicja wysy la Bobowi m
(Ewa oczywíscie także widzi przesy lan ↪a informacj ↪e)

5 Bob liczy D(m) i poznaje treść przesy lki Alicji

Wydaje si ↪e, że znalezienie w tej sytuacji skutecznej metody szyfrowania
chroni ↪acej przesy lane informacje przed niezdrow ↪a

3 ciekawości ↪a Ewy b ↪edzie bar-
dzo trudne. Okazuje si ↪e, że taka metoda istnieje, choć opiera si ↪e na bardzo,
na pozór, kruchej podstawie. T ↪a podstaw ↪a jest przekonanie (hipoteza), że nie
istnieje skuteczna metoda faktoryzacji liczb naturalnych. Rzeczywíscie, choć
pomnożenie r ↪ecznie, a wi ↪ec bez użycia komputera dwóch dużych, powiedzmy o
500 pozycjach dziesi ↪etnych liczb, wydaje si ↪e czynności ↪a k lopotliw ↪a, wymagaj ↪ac ↪a
dużej ilości czasu i papieru, dla komputera jest proste i odbywa si ↪e w mgnieniu
oka, daj ↪ac w rezultacie liczb ↪e o 1000 miejscach dziesi ↪etnych. Nawet naszemu
domowemu komputerowi taka czynność zajmie mniej niż sekund ↪e. Jeśli jednak
odwrócimy zagadnienie, czyli jeśli otrzymamy 1000-pozycyjn ↪a liczb ↪e n = pq,
gdzie p i q s ↪a nieznanymi nam liczbami pierwszymi, i zadanie nasze b ↪edzie po-
lega lo na znalezieniu p i q, to b ↪edziemy musieli wykonać liczb ↪e dzieleń (prób)
rz ↪edu 10500, co nawet najszybszemu komputerowi zajmie niewyobrażaln ↪a ilość
czasu4. Na dodatek, gdyby wynaleziono komputery o wiele szybsze niż znane
do tej pory, wystarczy zwi ↪ekszyć liczb ↪e cyfr znacz ↪acych n z 1000 do 2000 by
liczba operacji potrzebnych do znalezienia faktoryzacji wzros la 101000 krotnie.

Poniżej pokażemy w jaki sposób rozważania na temat z lożoności oblicze-
niowej mnożenia i znajdowania rozk ladu liczb na czynniki pierwsze mog ↪a być
przydatne w kryptografii.

5.2.1 Metoda Rabina

Metod ↪e kodowania Rabina5 można opisać nast ↪epuj ↪aco. Niech n b ↪edzie ustalon ↪a,
wystarczaj ↪aco duż ↪a (powiedzmy 300-cyfrow ↪a) liczb ↪a. Funkcj ↪a koduj ↪ac ↪a jest

E(l) = l2( mod n)

3A przede wszystkiem niebezpieczn ↪a dla Alicji i Boba!
4Sam sprawdź. Przyjmij, że jedno dzielenie wymaga 1 mikrosekundy, a dla u latwienia

obliczeń, że minuta ma 100 sekund, doba 100 godzin, rok 1000 dni.
5Nazwa od twórcy metody: Michaela Rabina
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Oznacza to tyle, że Bob prześle Alicji liczb ↪e n i funkcj ↪e koduj ↪ac ↪a. Alicja obliczy
l2 (mod n), prześle t ↪e informacje Bobowi. Ewa, pods luchiwaczka, b ↪edzie zna la
zarówno l2 jak i n, a jednak, z powodów opisanych wyżej, nie b ↪edzie w sta-
nie obliczyć l. Zauważmy. że tak świetnie licz ↪ace pierwiastki kalkulatory (czy
komputery) s ↪a w tej sytuacji zupe lnie bezużyteczne. Na przyk lad gdybyśmy
obliczyli przy pomocy kalkulatora

√
10 to otrzymalibyśmy 3.1621..., co nijak

ma si ↪e do pierwiastka z 10 (mod 13) (dwie liczby daj ↪a w kwadracie 10 (mod
13), mianowicie 6 i 7). Jak to jednak możliwe, że Bob b ↪edzie w stanie zrobić to,
czego nie jest w stanie uczynić Ewa, to znaczy obliczyć l?

Oto opis metody.

1. Bob wybiera dwie duże liczby pierwsze p i q takie, by p ≡ q ≡ 3 (mod 4).
Nast ↪epnie oblicza n = pq i przesy la Alicji (a wszystko to podgl ↪ada Ewa).

2. Alicja konwertuje swoj ↪a wiadomość w kodzie ASCII otrzymuj ↪ac liczb ↪e l i
oblicza m = l2 (mod n). Nast ↪epnie przesy la Bobowi m. Ewa widzi m, zna
już n, nie umie jednak obliczyć p i q, bo to jest w laśnie trudny problem
faktoryzacji.

3. Bob znajduje pierwiastki z m obliczaj ↪ac wpierw a = m
p+1
4 (mod p), b =

−m
p+1
4 (mod p), c = m

q+1
4 (mod q) oraz d = −m

q+1
4 (mod q), a nast ↪epnie

rozwi ↪azuj ↪ac cztery uk lady równań modularnych:{
x ≡ a (mod p)
x ≡ c (mod q)

{
x ≡ a (mod p)
x ≡ d (mod q){

x ≡ b (mod p)
x ≡ c (mod q)

{
x ≡ b (mod p)
x ≡ d (mod q)

Uk lady równań modularnych maj ↪a jednoznaczne rozwi ↪azania modulo n =
pq dzi ↪eki lematowi chińskiemu. Otrzymamy wi ↪ec aż cztery rozwiazania, choć
wiemy, że dobre jest tylko jedno z nich. To jednak, by wśród rozwi ↪azań odróżnić
w laściwe b ↪edzie dla Boba bardzo proste. Po przej́sciu z kodu ASCII na litery
otrzyma jedn ↪a wiadomość sensown ↪a i trzy ci ↪agi znaków nie maj ↪acych sensu.

5.2.2 Metoda RSA

O ile metoda Rabina wykorzystuje Ma le Twierdzenie Fermata, to metoda RSA6

opiera si ↪e na twierdzeniu Eulera.
Opis metody RSA.

1. Bob:

(a) Znajduje 2 duźe liczby pierwsze p, q, liczy n = pq oraz ϕ(n) = (p −
1)(q − 1).

6Nazwa metody od pierwszych liter nazwisk jej twórców: Rivest, Shamir i Adleman.
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(b) Wybiera (dowolne) e ∈ Z∗ϕ(n) (a wi ↪ec e jest wzgl ↪ednie pierwsze z

ϕ(n)).

(c) Oblicza d = e−1 w Z∗ϕ(n).

2. Ewa: Widzi! Widzi zarówno n jak i e. Wie także jaka jest funkcja szy-
fruj ↪aca.

3. Alicja:

(a) Liczy l = me (mod n)

(b) Wysy la l Bobowi.

Bob: Liczy
ld = (me)d ≡ m (5.1)

Prawdziwo wzoru 5.1 wymaga uzasadnienia. Oto one.

(a) Przypadek: m ⊥ n. Skoro ed ≡ 1 (mod ϕ(n)) mamy: ed = 1+kϕ(n)
(gdzie n jest pewn ↪a liczb ↪a ca lkowit ↪a. Wówczas

med = m1+kϕ(n) = m(mϕ(n))k ≡ m( mod n)

(b) Przypadek: m i n nie s ↪a wzgl ↪ednie pierwsze. Wtedy albo p|m albo
q|m (gdyby p|m i q|m to mielibyśmy sprzeczność z (milcz ↪acym) za lo-
żeniem, źe m < n7). Za lóżmy, że p|m oraz q 6 |m.

Mamy teraz: med = m1+k(p−1)(q−1) = m(mq−1)k(p−1). Ale q ⊥ m
(bo q jest liczb ↪a pierwsz ↪a i q nie dzieli m). Wiemy że, ϕ(q) = q − 1.
A wi ↪ec med ≡ m · 1k(p−1) = m (mod q).

Ostatecznie otrzymalísmy

med ≡ m (mod q)

Mamy także
med ≡ m (mod p)

(bo m ≡ 0 (mod p). Z chińskiego twierdzenia o resztach m jest
jedynym rozwi ↪azaniem uk ladu równań

m ≡ ld (mod q)

m ≡ ld (mod p)

7Co to jest milcz ↪ace za lożenie? Odpowiedź jest prosta. To takie o którym wyk ladaj ↪acy
zapomnia l! Zak ladamy, że liczby szyfrowane s ↪a mniejsze od n, w przeciwnym przypadku
ulega lyby obci ↪eciu modulo n, a wi ↪ec zniekszta lceniu. Takie szyfrowanie by loby bez sensu!



Rozdzia l 6

Wyk lad 6. 18.XI.2009

Sesja!!! Terminy egzaminów pisemnych;

I termin 1 lutego 2010, s. 1,8, 1.9, 2.1 godz. 13.30

II termin 22 luty s. 1.8 i 1.9 godz. 9.00

III termin 26 luty s. 1.8 godz. 9.00

Egzamin ustny dla osób zwolnionych z egz. pisemnego rozpocznie si ↪e najpraw-
dopodobniej już 1 lutego. Szczegó ly zostan ↪a podane później.

6.1 Grupy c.d.

6.1.1 Zliczanie

Przykady szachownic o 2× 2 i 2× 3 polach.
Problem: Ile jest różnych szachownic?

Definicja. Niech G b ↪edzie grup ↪a multyplikatywn ↪a. Mówimy, że G dzia la
na zbiorze X jeśli jest określone odwzorowanie ϕ : G × X → X spe lniaj ↪ace
nast ↪epuj ↪ace dwa warunki (piszemy g(x) zamiast ϕ(g, x)):

1. dla dowolnych g1, g2 ∈ G oraz dla każdego x ∈ X (g1 · g2)(x) = g1(g2(x))

2. dla dowolnego x ∈ X e(x) = x (gdzie e jest elementem neutralnym grupy
G).

Przyk lady: grupa Kleina jako podgrupa permutacji na zbiorze {1, 2, 3, 4}.
Grupa izomtrii kwadratu, szachownicy itp.

Twierdzenie 6.1 Jeśli grupa G dzia la na zbiorze X, g ∈ G, to g jest bijekcj ↪a.

20
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Dla grupy G dzia laj ↪acej na zbiorze X oraz el. x ∈ X stabilizatorem x
nazywamy

Stab x = {g ∈ G : g(x) = x}

Przyk lad ..

Twierdzenie 6.2 Stabilizator dowolnego elementu x ∈ X jest podgrup ↪a grupy
G.

Przyk lad. Grupa obrotów sześcianu (foremnego).
Orbit ↪a elementu x ∈ X nazywamy zbiór

Orb x = {g(x) : g ∈ G}

Relacja R określona przez

xRy ⇐⇒ ∃g ∈ G : g(x) = y

jest w X równoważnościowa.

Twierdzenie 6.3 Jeśli skończona grupa G dzia la na zbiorze X, wówczas dla
każdego x ∈ X

|G| = |Stab x| · |Orb x|

Liczne przyk lady – ilustracja funkcjonowania twierdzenia 6.3.
Grupa izometrii pi ↪eciok ↪ata.

Grupy izometrii sześciościanu:

wykonalnych: 24-elementowa

nie daj ↪acych si ↪e przeprowadzić bez zniszczenia sześcianu: 48-elementowa



Rozdzia l 7

Wyk lad 7 - 25.XI.2009

7.1 Grupy - c.d.

Dowód twierdzenia 6.3 z poprzedniego wyk ladu.

7.1.1 Lemat Burnside’a

Dla danej grupy G dzia laj ↪acej na zbiorze X oraz ginG zbiór punktów sta lych g
oznaczamy przez Fix g:

Fix g = {x ∈ X : g(x) = x}

Twierdzenie 7.1 (Lemat Burnside’a) Niech G b ↪edzie grup ↪a skończon ↪a dzia-
 laj ↪ac ↪a na zbiorze skończonym X. Wówczas liczba N orbit zbioru X ze wzgl ↪edu
na G wynosi

N =
1

|G|
∑
g∈G
|Fix g|

Przyk lady ...
Dowód (metod ↪a podwójnego zliczania)...

Przyk lad. Liczba róźnych naszyjników o sześciu per lach: dwóch czarnych
i czterech bia lych.

7.1.2 Podgrupy normalne

Warstwy prawo- i lewostronne

Już wiemy (dowiedzielísmy sie tego przy okazji dowodu twierdzenia Lagrange’a),
że dla dowolnej podgrupy H grupy multyplikatywnej G relacja: aRb⇐⇒ ab−1

jest równoważnościowa. Klas ↪a równoważności dowolnego elementu a ∈ G dla
tej relacji jest zbiór

Ha = {ha|h ∈ H}

22
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zwany warstw ↪a prawostronn ↪a.
Podobnie można zdefiniować warstw ↪e lewostronn ↪a elementu a:

aH = {ah|h ∈ H}

Z  latwości ↪a można sprawdzić, że warstwy lewostronne s ↪a klasami równoważności
dla relacji (także równoważnościowej) L zdefiniowanej w G wzorem aLb ⇐⇒
a−1b ∈ H (gdzie H jest podgrup ↪a G).

Przyk lad. Warstwy (lewo- i prawostronne) dla podgrupy {id, (12)} grupy
S3 permutacji zbioru {1, 2, 3}.

Twierdzenie 7.2 Jeśli grupa G jest przemienna, to dla dowolnej podgrupy H
i a ∈ G

aH = Ha

Definicja 7.1 Mówimy, że podgrupa H grupy G jest normalna (lub niezmien-
nicza), jeśli dla dowolnego a ∈ G zachodzi aH = Ha.



Rozdzia l 8

Wyk lad 8 - 2.XII.2009

8.1 Grupy - c.d.

8.1.1 Podgrupy normalne

Twierdzenie 8.1 Podgrupa H grupy G jest normalna wtedy i tylko wtedy gdy
dla każdego a ∈ G i dla każdego b ∈ H

aba−1 ∈ H

Dowód ...

Twierdzenie 8.2 Niech H b ↪edzie podgrup ↪a grupy multyplikatywnej G. H jest
podgrup ↪a normaln ↪a wtedy i tylko wtedy gdy relacja R (zdefiniowana wzorem
aRb⇔ ab−1 ∈ H) jest zgodna z dzia laniem grupowym grupy G.

Dowód jako ćwiczenie! !

Twierdzenie 8.3 Dla dowolnego morfizmu grup f : G → H zbiór Ker f =
f−1({eH}) jest podgrup ↪a grupy G.

Dowód jako ćwiczenie! !

Twierdzenie 8.4 Jeśli H jest podgrup ↪a normaln ↪a grupy G, to G/H z dzia laniem
zdefiniowanym wzorem

Ha · Hb = Hab

jest grup ↪a (zwan ↪a grup ↪a ilorazow ↪a).

Dowód jako ćwiczenie! !

Twierdzenie 8.5 (O morfiźmie grup) Jeśli f : G → H jest morfizmem
grup, to grupa ilorazowa G/Ker f jest izomorficzna z Im f .
Dok ladniej: jeśli oznaczymy przez k : G → G/Ker f morfizm kanoniczny
dany wzorem k(g) = (Ker f)g, zaś przez h : G/Ker f → Im f odwzorowanie
zadane wzorem h((Ker f)a) = f(a), to h jest izomorfizmem grup i zachodzi
wzór f = h ◦ k.

24
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Dowód jako ćwiczenie! !

8.2 Pierścienie

W definicji pierścienia, któr ↪a podajemy poniżej, stosujemy powszechnie znan ↪a
ze zbiorów liczbowych (R,N,Z etc) konwencj ↪e nie pisania znaku dzia lania ·
(inaczej: dzia lania multyplikatywnego), o ile tylko nie prowadzi to do nieporo-
zumień. W wyrażeniach postaci (ab)+c opuszczamy nawias i piszemy ab+c, co
oznacza, że jeśli nie ma nawiasu, to stosujemy regu l ↪e pierwszeństwa mnożenia
przed dodawaniem (w laściwie powinnísmy powiedzieć: pierwszeństwa dzia lania
multyplikatywnego (to znaczy: oznaczanego przez ·) przed dzia laniem addytyw-
nym (to znaczy: oznaczanym przez +)).
B ↪edziemy pisać a− b zamiast a+ (−b).

Definicja 8.1 Zbiór P z dwoma dzia laniami + (dodawania) oraz · (mnożenia)
nazywamy pierścieniem jeśli:

• P z dzia laniem dodawania jest grup ↪a przemienn ↪a,

• dzia lanie mnożenia jest  l ↪aczne,

• dla dowolnych elementów a, b, c ∈ P : a(b+ c) = ab+ ac oraz (a+ b)c =
ac+ bc (rozdzielność mnożenia wzgl ↪edem dodawania)

Element neutralny dla dzia lania + pierścienia P nazywamy zerem pierście-
nia (i najcz ↪eściej oznaczamy przez 0).

Jeśli dzia lanie · jest przemienne to P nazywamy pierścieniem przemien-
nym.

Jeśli ab = 0 ⇒ a = 0 lub b = 0 to P jest pierścieniem bez dzielników
zera.

Jeśli zaś w P istnieje taki element 1 ∈ P , że dla dowolnego x ∈ P zachodzi:
1x = x1 = x to P nazywamy pierścieniem z jedynk ↪a (a element 1 jedynk ↪a
pierścienia P ).
Pierścień przemienny z jedynk ↪a i bez dzielników zera nazywamy pierścieniem
ca lkowitym.

Pierścien ca lkowity P w którym każdy element różny od zera ma element
odwrotny ze wzgl ↪edu na mnożenie1 nazywamy cia lem. (Tego akurat odczas
wyk ladu nie powiedzai lem, ale wiecie to sk ↪ad in ↪ad!)

Twierdzenie 8.6 Pierścień P jest bez dzielników zera wtedy i tylko wtedy dla
dowolnych elementów spe lniony jest warunek:

∀a, b, c ∈ P, c 6= 0

{
ac = bc ⇒ a = b
ca = cb ⇒ a = b

( prawa skracania) (8.1)

1Inaczej: dla każdego a ∈ P, a 6= 0 istnieje a′ ∈ P taki, że aa′ = 1.
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Dowód. Przypuśćmy wpierw, że w pierścieniu P spe lniony jest warunek (8.1)
oraz, że dla pewnych a, b ∈ P zachodzi ab = 0. Wówczas mamy ci ↪ag implikacji:
ab = 0 ⇒ ab = a0 ⇒ ab − a0 = 0 ⇒ a(b − 0) = 0 ⇒ a(b − 0) = a0. Z ostat-
niej równości oraz z drugiej z implikacji warunku (8.1) wynika, że jeśli a 6= 0,
wówczas b− 0 = 0, a wi ↪ec b = 0.
Przypuśćmy teraz, że pierścień P jest bez dzielników zera. Wówczas, dla dowol-
nego c ∈ P, c 6= 0 prawdziwe s ↪a implikacje ac = bc⇒ ac−bc = 0⇒ ac+(−b)c =
0 ⇒ (a + (−b))c = 0 ⇒ a + (−b) = 0 ⇒ a = b. Podobnie dowodzimy prawa
lewostronnego skracania.

8.2.1 Przyk lady pierścieni

Z pewności ↪a najlepiej znanymi pierścienimi s ↪a zbiory liczbowe: liczb ca lko-
witych, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych ze zdefiniowanymi w znany
sposób dzia laniami dodawania zczególn ↪a rol ↪e w teorii pierścieni odgrywa pierścień
liczb ca lkowitych.
Z  latwości ↪a można sprawdzić, że poniższe zbiory ze wskazanymi w nich dzia laniami
s ↪a pierścieniami.

• Zbiór macierzy Rn×n, (o n wierszach i n kolumnach), z dzia laniami okre-
ślonymi w zwyk ly sposób.

•  Latwo sprawdzić, że w zbiorze liczb ca lkowitych Z relacja przystawania
modulo n zdefiniowana przez

a ≡ b (mod n) ⇐⇒ n|b− a

jest zgodna z dzia laniami dodawania i mnożenia w Z. Można wi ↪ec zdefi-
niować dzia lania indukowane dodawania i mnożenia w zbiorze klas
Z/(mod n). Nietrudno także wykazać, że z tymi dzia laniami Z/(mod n)
jest pierścieniem (z jedynk ↪a, bez dzielników zera wtedy i tylko wtedy gdy
n jest liczb ↪a pierwsz ↪a).

• Niech P b ↪edzie pierścieniem przemiennym2. Zbiór {
∑∞
i=0 aix

i|ai ∈ P}
nazywamy zbiorem szeregów formalnych  Latwo można wykazać (ćwi-
czenie!), że zbiór ten tworzy pierścień !

• Pierścień wielomianów P [x] o wspó lczynnikach w pierścieniu P to zbiór
szeregów formalnych, w których skończona liczba wspó lczynników jest
róźna od zera.
Inaczej: oznaczmy przez xi = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸

i zer

, 1, 0, ...︸︷︷︸
zera

). Zdefiniujmy mnożenie

naszych x-ów wzorem xixj = xi+j . Wówczas, jak to  latwo można udo-
wodnić3, zbiór szeregów foralnych o skończonej liczbie wspó lczynników !
różnych od zera z dzia laniami określonymi wzorami:

2O tym za lożeniu nie powiedzia lem podczas wyk ladu!
3W domu lub podczas ćwiczeń!
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– (
∑∞
i=0 aix

i) + (
∑∞
i=0 bix

i) =
∑∞
i=0(ai + bi)x

i

– (
∑∞
i=0 aix

i) · (
∑∞
j=0 bjx

j) =
∑∞
l=0 clx

l, gdzie cl =
∑l
k=0 akbl−k jest

pierścieniem przemiennym (z jedynk ↪a, o ile w P jest jedynka).

8.3 Podpierścienie

Podpierścieniem pierścienia P nazywamy dowolny podzbiór A ⊂ P, A 6= ∅
jeśli A wraz z dzia laniami + i · (zacieśnionymi do zbioru A) jest pierścieniem.

Twierdzenie 8.7 Niech P b ↪edzie pierścieniem. A ⊂ P, A 6= ∅. A jest pod-
pierścieniem P wtedy i tylko wtedy, gdy

1. ∀a, b ∈ A a− b ∈ A,

2. ∀a, b ∈ A ab ∈ A.

8.4 Zadania

Zadanie 1 Sprawdź, że zbiory:

• Z <
√
−1 >= {a+ ib|a, b ∈ Z}

• Z <
√

3 >= {a+
√

3b|a, b ∈ Z}

z dzia laniami dodawania i mnożenia w zbiorze liczb zespolonych lub rzeczywi-
stych, s ↪a pierścieniami. Podaj przyk lady innych, podobnie skonstruowanych
pierścieni.

Zadanie 2 W pierścieniu P oznaczmy przez P ′ zbiór dzielników zera pierście-
nia P . Sprawdź, że w zbiorze P − P ′ mnożenie jest dzia laniem.
Zbadaj w lasności mnożenia w P − P ′ dla pierścienia Z/(mod 6)

Zadanie 3 Element a pierścienia P nazywamy nilpotentnym, jeżeli istnieje
liczba ca lkowita l taka, że ap = 0. Jeśli dodatkowo zachodzi al−1 6= 0, to l nazy-
wamy rz ↪edem elementu nilpotentnego a 6= 0. Rz ↪edem elementu nilpotentnego
0 jest z definicji 1.
Co można powiedzieć o elementach nilpotentnych w pierścieniu ca lkowitym?
Zbadaj elementy nilpotentne pierścienia Z/( mod 12).
Wykaż, że suma i iloczyn elementów nilpotentnych jest nilpotenna. Co można
powiedzieć o ich rz ↪edzie (nilpotencji)?

Zadanie 4 W przyk ladzie pierścieni Z/mod(n) wyst ↪api ly sformu lowania  latwo
sprawdzić i nietrudno wykazać. Sprawdź wi ↪ec i wykaż. Przyjrzyj si ↪e pierścieniom
Z/mod(6) i Z/mod(7) (wypisz elementy tych pierścieni, utwórz tabelki zia lań,
wskaż dzielniki zera (o ile istniej ↪a)).
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8.4.1 Idea ly

Definicja 8.2 Niech P b ↪edzie pierścieniem, I ⊂ P, I 6= ∅. Mówimy, że I jest
idea lem pierścienia P jeśli spe lnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace dwa warunki:

1. a, b ∈ P ⇒ a− b ∈ P

2. α ∈ P, a ∈ I ⇒ αa ∈ I, aα ∈ I

Przyk lad 8.1 W dowolnym pierścieniu P zbiory {0} i P s ↪a idea lami.

Przyk lad 8.2 W dowolnym pierścieniu przemiennym P , dla dowolnego a ∈ P ,
zbiór (a) = {αa|α ∈ P} jest idea lem. Idea ly tej postaci nazywać b ↪edziemy
idea lami g lównymi .

Definicja 8.3 Pierścień P nazywamy pierścieniem g lównym jeżeli każdy
jego idea l jest idea lem g lównym.

Najlepiej znanym przyk ladem pierścienia g lównego jest pierścień liczb ca l-
kowitych.

Twierdzenie 8.8 Pierścień liczb ca lkowitych Z jest pierścieniem g lównym.

Dowód. Przypuśćmy, że A jest idea lem w Z, A 6= {0}. Zauważmy, że do A
należy co najmniej jedna liczba dodatnia. Rzeczywíscie, skoro A 6= {0}, w A
jest jakaś liczba a 6= 0. Wobec tego także −a ∈ A (wiemy, że 0 jest w dowolnym
ideale, a zatem i 0− a = a ∈ A), zaś jedna z liczb: a lub −a jest dodatnia.
Niech teraz a0 b ↪edzie najmniejsz ↪a liczb ↪a dodatni ↪a w A. Oczywíscie A zawiera
wszystkie wielokrotności liczby a, a wi ↪ec A ⊃ (a). Wystarczy wi ↪ec wykazać, że
A ⊂ (a).
Na mocy twierdzenia o dzieleniu z reszt ↪a w zbiorze liczb ca lkowitych, istniej ↪a
q, r ∈ Z spe lniaj ↪ace

b = qa+ r, 0 ≤ r < a

r = b− qa, a wi ↪ec r ∈ A, a ponieważ a jest najmniejszym dodatnim elementem
A, mamy r = 0 i w konsekwencji a|b.



Rozdzia l 9

Wyk lad 9 - 9.XII.2009

9.1 Pierścienie - c.d.

9.1.1 Wi ↪ecej o pierścieniach wielomianów

Dla wielomianu v = v0+v1x+. . . ∈ P [x] najwi ↪eksze k0 dla którego vk0 6= 0 nazy-
wamy stopniem wielomianu v i oznaczmy przez ∂(v). Stopniem wielomianu
zerowego jest −∞1. Wspó lczynnik vk0 nazywamy wtedy wspó lczynnikiem
dominuj ↪acym wielomianu v.

Z  latwości ↪a można sprawdzić, prawdziwość nast ↪epuj ↪acych dwóch twierdzeń.

Twierdzenie 9.1 Dla dowolnego pierścienia P zbiór P [x] jest pierścieniem.
Jeśli P jest pierścieniem ca lkowitym, wówczas także P [x] jest pierścieniem ca l-
kowitym.

Twierdzenie 9.2 Dla dowolnego pierścienia P i wielomianów v, w ∈ P [x] za-
chodz ↪a wzory:

∂(v + w) ≤ max{∂v, ∂w}
∂(vw) ≤ ∂v + ∂w

Co wi ↪ecej, druga z tych nierówności jest równości ↪a o ile P jest pierścieniem
(przemiennym) bez dzielników zera.

Zauważmy, że z każdym wielomianem w ∈ P [x], w = w0 +w1x+ . . .+wnx
n

można skojarzyć funkcj ↪e wielomianow ↪a:

w : P 3 x→ w(x) = w0 + w1x+ . . .+ wnx
n ∈ P

Zbiór funkcji wielomianowych o wspó lczynnikach w pierścieniu P oznaczamy
przez P (x). Jest oczywiste, że także P (x) jest pierścieniem (przemiennym jeśli
P jest przemienny, ca lkowitym, jeśli P jest ca lkowity).

1Zauważmy, że wielomian zerowy v = 0 nie ma wspó lczynnika vk0
6= 0. Można wi ↪ec

post ↪apić na dwa sposoby: albo nie definiować w ogóle stopnia wielomianu zerowego, albo
zdefiniować go jako −∞ i definiuj ↪ac a +−∞ = 0, max{a,−∞} = a, dla dowolnego a ∈ Z, by
wzory na stopień sumy i iloczynu wielomianów pozosta ly prawdziwe (sprawdź, że rzeczywíscie
tak jest!).

29
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9.1.2 Podzielność w pierścieniach

Definicja 9.1 Niech P b ↪edzie pierścieniem ca lkowitym, a, b ∈ P . Mówimy, że
a dzieli b jeżeli istnieje c ∈ P takie, że b = ac. Piszemy wówczas a|b.
Jeśli a|b i b|a to elementy a i b nazywamy stowarzyszonymi.

Przyk lady...

Definicja 9.2 Elementy stowarzyszone z 1 (jedynk ↪a pierścienia) nazywamy je-
dnościami pierścienia.

Twierdzenie 9.3 Zbiór jedności pierścienia P tworzy grup ↪e (multyplikatywn ↪a).
(Grup ↪e t ↪e nazywamy grup ↪a jedności pierścienia).

Przyk lady.

1. Zbiór {−1, 1} jest zbiorem jedności w pierścieniu liczb ca lkowitych.

2. W pierścieniu Z[
√

3] = {a + b
√

3 : a, b ∈ Z} (sprawdź, że to pierścień!)
prawdziwy jest wzór

(2−
√

3)(2 +
√

3) = 1

St ↪ad
(2−

√
3)k(2 +

√
3)k = 1

(dla dowolnego k naturalnego. A wi ↪ec w pierścieniu Z[
√

3] zbiór jedności
jest nieskończony.

Każde przedstawienie elementu a pierścienia P w postaci

a = a1 · . . . · an (9.1)

nazywamy rozk ladem na czynniki. O rozk ladzie 9.1 mówimy, że jest w laściwy,
jeśli

1. n ≥ 1,

2. żaden z czynników a1, . . . , an nie jest jedności ↪a.

Jeśli żaden w laściwy rozk lad elementu a nie istnieje, wówczas mówimy, że a jest
nierozk ladalny.

Element a pierścienia P nazywamy pierwszym, jeżeli zachodzi implikacja:

a|bc⇒ a|b lub a|c

Wbrew temu co pami ↪etamy ze szko ly, poj ↪ecia elementów nierozk ladalnych
i pierwszych s ↪a różne, choć ca lkowite liczby nierozk ladalne i pierwsze to jednak
to samo. Poniższe twierdzenie podaje relacj ↪e zawierania pomi ↪edzy zbiorami
elementów pierwszych i nierozk ladalnych dowolnego pierścienia ca lkowitego.
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Twierdzenie 9.4 W dowolnym pierścieniu ca lkowitym P , każdy element pier-
wszy jest nierozk ladalny.

Dowód. Niech a ∈ P b ↪edzie elementem pierwszym pierścieni ca lkowitego P .
Przypuśćmy, że istnieje rozk lad a, czyli

a = a1 · . . . · ak (9.2)

dla pewnego k ≥ 2. Wówczas istnieje i ∈ {1, . . . , k} takie, że a|ai. Ponieważ
(na mocy (9.2)) ai|a, elementy a oraz ai s ↪a stowarzyszone.
Wykażemy teraz, że jeśli dwa elementy x, y s ↪a stowarzyszone w pierścieniu
ca lkowitym P , powiedzmy x|y i y|x, wówczas x = yz, gdzie z jest jedności ↪a.
Rzeczywíscie,

x|y ⇒ ∃z ∈ P : y = zx
y|x⇒ ∃t ∈ P : x = ty

}
⇒ y = zty

St ↪ad i z faktu, że P jest pierścieniem ca lkowitym (a wi ↪ec z jedynk ↪a i prawem
skracania) wnioskujemy  latwo, że zt = 1, czyli, że z i t s ↪a stowarzyszone z je-
dynk ↪a, czyli jednościami pierścienia P .
Odnosz ↪ac te rozważania do a i ai otrzymujemy a = a1 · . . . ·ai−1ai+1 · . . . ·akai =
aiz, przy czym z jest jedności ↪a. Korzystaj ↪ac z przemienności i ponownie z prawa
skracania otrzymujemy, że a1 · . . . · ai−1ai+1 · . . . · ak = z, a wi ↪ec, jak  latwo za-
uważyć, także a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ak s ↪a jednościami, co kończy dowód.

Bardzo znanym przyk ladem na to, że twierdzenie odwrotne do twierdzenia
9.4 nie jest prawdziwe, jest pierścień Dedekinda Z[

√
5i] = {a+bi

√
5|a, b ∈ Z}.

Wykażemy wpierw, że liczba 2 jest elementem nierozk ladalnym pierścienia De-
dekinda. rzeczywíscie,

2 = (a+ bi
√

5)(c+ di
√

5)

daje uk lad równań
ac− 5bd = 2
bcd+ ad = 0

Traktuj ↪ac ten uk lad jako uk lad o niewiadomych c i d otrzymamy

c =
2a

a2 + 5b2
d =

−2b

a2 + b2

(zauważmy, że a i b nie mog ↪a być równocześnie równe zero).
Ponieważ c i d s ↪a ca lkowite, zachodzi a2 + 5b2 ≤ 2|a| (lub a = 0). St ↪ad

|a| ≤ 2

i wobec tego
a ∈ {0,−1, 1,−2, 2}

• Gdyby a = 0 wówczas mielibyśmy ac = 0 i w konsekwencji 2 = −5bd, co
dla ca lkowitych b i d jest niemożliwe.
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• Gdyby a = 1 mielibyśmy c = 2
1+5b2 , a wi ↪ec b = 0 i w konsekwencji c = 2 i

d = 0. Nasz rozk lad by lby wi ↪ec z konieczności postaci 2 = 1 · 2, a wi ↪ec nie
by lby rozk ladem w laściwym (jeden z czynników jest jedności ↪a).

• Gdyby a = 2 wówczas mielibyśmy c = 4
4+5b2 a st ↪ad wnioskujemy  latwo, że

b = 0, c = 1, d = 0 i wobec tego 2 = 2 · 1 – sprzeczność z przypuszczeniem,
że rozk lad liczby 2 (w Z[

√
5i]) jest w laściwy.

• Podobnie jak powyżej sprawdzamy, że a nie może być równe ani −1 ani
−2.

Zauważmy teraz, że
6 = 2 · 3 = (1 + i

√
5)(1− i

√
5)

Wobec tego 2|6.  Latwo także sprawdzić, że 2 nie dzieli ani 1 +
√

5 ani 1 −√
5. Sprawdzilísmy, że w pierścieniu Dedekinda Z[

√
−5] liczba 2 jest elementem

nierozk ladalnym, który nie jest elementem pierwszym.

9.1.3 Pierścienie Gaussa

Definicja 9.3 Pierścień P nazywamy pierścieniem z rozk ladem jeżeli każdy,
nie b ↪ed ↪acy jedności ↪a pierścienia P , element a ∈ P da si ↪e przedstawić jako ilo-
czyn skończonej liczby elementów nierozk ladalnych w P .
Dwa rozk lady elementu a:

a = a1 · ... · am a = b1 · ... · bb

nazywamy jednakowymi jeżeli

1. m = n,

2. istnieje permutacja σ : [1,m] → [1, n] taka, że elementy ai oraz bσ(i) s ↪a
stowarzyszone.

Pierścień ca lkowity P nazywamy pierścieniem Gaussa 2 jeśli każdy nie b ↪ed ↪acy
jedności ↪a element pierścienia P ma rozk lad jednoznaczny (tzn. ma rozk lad na
iloczyn elementów nierozk ladalnych i każde dwa rozk lady dowolnego elementu na
iloczyn elementów nierozk ladalnych s ↪a jednakowe).

Przyk lad 9.1 Z, K[x] - gdzie K jest dowolnym cia lem, s ↪a pierścieniami Gaussa
(dowód tych faktów b ↪edzie nieco później).
Pierścień Dedekinda nie jest pierścieniem Gaussa (np. rozk lad liczby 6 w tym
pierścieniu nie jest jednoznaczny: 6 = 3 · 2 = (1 +

√
−5)((1−

√
−5)).

2Carl Friedrich Gauss 1777-1855
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Wyk lad 10 - 16.XII.2009

10.0.4 Pierścienie Gaussa c.d.

Twierdzenie 10.1 Pierścień ca lkowity z rozk ladem P jest pierścieniem Gaussa
wtedy i tylko wtedy gdy każdy element nierozk ladalny a ∈ P jest w P elementem
pierwszym.

Uwaga. Pierścień Dedekinda Z[
√
−5] nie jest pierścieniem Gaussa. W tym

pierścieniu element 6 ma dwa różna rozk lady na czynniki nierozk ladalne.

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−1)

10.0.5 Powrót do wielomianów

Twierdzenie 10.2 Niech P b ↪edzie pierścieniem ca lkowitym i niech p ∈ P [x]
b ↪edzie wielomianem którego wspó lczynnik dominuj ↪acy jest odwracalny. Dla ka-
żdego wielomianu v ∈ P [x] istniej ↪a wielomiany q, r ∈ P [x] takie, że

v = qp+ r, ∂r < ∂p lub r = 0 (10.1)

Wielomiany q i r o tych w lasnościach wyznaczone s ↪a jednoznacznie.

Dowód. Wykażemy wpierw istnienie wielomianów p oraz r.
Oznaczmy przez k stopień wielomianu v i przez m stopień wielomianu p. Dowód
poprowadzimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na k.
Twierdzenie jest prawdziwe dla k < m. Rzeczywíscie, wówczas v = 0p + v,
k = deg v < deg p = m.
Przypuśćmy, że k ≥ m a także, że jeśli v∗ ∈ P [x] jest wielomianem stop-
nia k′ < k wówczas istniej ↪a wielomiany q∗ oraz r∗ takie, że v∗ = q∗p + r∗,
deg r∗ < deg p lub r = 0.
Oznaczmy przez vk i pm wspó lczynniki dominuj ↪ace wielomianów v i p. Z
za lożenia element pm jest odwracalny. Wielomian v̄ = v−vkp−1m xk−mp jest stop-
nia mniejszego od k. Z za lożenia indukcyjnego istniej ↪a wi ↪ec wielomiany q̄ oraz r
takie, że v̄ = q̄p+r, deg r < deg p lub r = 0. Wówczas v−vkp−1m xk−mp = q̄p+r,

33
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a zatem v = (vkp
−1
m xk−m + q̄)p+ r, co kończy dowód istnienia wielomianów q i

r.
Pozostaje wykazać jedyność wielomianów q i r spe lniaj ↪acych warunki (10.1).

Przypuśćmy, że
v = qp+ r

oraz
v = q̄p+ r̄

przy czym ∂r < ∂p lub r = 0 i ∂r̄ < ∂p lub r̄ = 0. Wówczas r − r̄ = (q̄ − q)p,
∂(r − r̄) < ∂p lub r − r̄ = 0. St ↪ad już  latwo wywnioskować, że q̄ = q i r = r̄.

Wniosek 10.3 Niech P b ↪edzie pierścieniem z jedynk ↪a. Reszta z dzielenia wie-
lomianu v ∈ P [x] przez wielomian x− c jest równa v(c).

Dowód. Na mocy twierdzenia o dzieleniu wielomianów możemy napisać

v = q(x− c) + r

gdzie deg r = 0 lub r = 0. Wówczas v(c) = q(c)(c − c) + r(c), co oznacza, że
r(c) = v(c). ponieważ zaś wielomian r może mieć jedynie wspó lczynnik r0 różny
od zera (mówimy, że r jest sta ly), r0 = v(c).

Element c pierścienia P nazywamy pierwiastkiem wielomianu v ∈ P [x]
jeśli v(c) = 0.
Niech v ∈ P [x], gdzie P jest pewnym pierścieniem ca lkowitym, x = q(x − c) +
r, gdzie r jest wielomianem stopnia zero. Z wniosku 10.3 wynika, że c jest
pierwiastkiem wielomianu v wtedy i tylko wtedy, gdy x − c dzieli v. Zapiszmy
to spostrzeżenie

Wniosek 10.4 Niech P b ↪edzie pierścieniem ca lkowitym. Wielomian v ∈ P [x]
jest podzielny przez wielomian x−c wtedy i tylko wtedy, gdy c jest pierwiastkiem
wielomianu v.

Z wniosku 10.4 bardzo  latwo można wykazać jeszcze jeden, bardzo ważny
wniosek.

Wniosek 10.5 Niech P b ↪edzie pierścieniem ca lkowitym. Dowolny wielomian
v ∈ P [x] stopnia k ma co najwyżej k pierwiastków.

Twierdzenie 10.6 Pierścień wielomianów K[x] nad dowolnym cia lem K jest
pierścieniem g lównym.

Dowód. Niech B b ↪edzie idea lem pierścienia K[x]. Jeśli B = {0}, to B jest
oczywíscie idea lem g lównym, B = (0). Przypuśćmy wi ↪ec, że B 6= {0}. Wtedy
w B s ↪a wielomiany niezerowe. Niech d b ↪edzie wielomianem niezerowym, mini-
malnego stopnia w B. Wykażemy, że B = (d). W tym celu wystarczy wykazać,
że dla dowolnego b ∈ B istnieje q ∈ K[x] takie, że b = qd.
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Z twierdzenia o dzieleniu wielomianów (twierdzenie 10.2) wynika, że istniej ↪a
takie wielomiany q, r ∈ K[x], że

b = qd+ r deg r < deg d

St ↪ad r = b − qd ∈ B. Jednak w ideale B jedynym wielomianem stopnia silnie
mniejszego niż deg d jest wielomian r = 0, a wi ↪ec b = qd, co należa lo udowodnić.

Już niebawem okaże si ↪e, że bardzo ważn ↪a w lasności ↪a pierścieni g lównych jest,
że dowolny wst ↪epuj ↪acy ci ↪ag idea lów pierścienia g lównego jest stacjonarny. T ↪e
w lasność wykażemy w nast ↪epnym twierdzeniu.

Twierdzenie 10.7 W pierścieniu g lównym P każdy wst ↪epuj ↪acy ci ↪ag idea lów

C1 ⊂ C2 ⊂ . . . ⊂ Ck ⊂ . . .

jest stacjonarny, tzn. istnieje k0 ∈ N takie, że

Ck0 = Ck0+1 = . . .

Dowód. Suma idea lów C =
⋃∞
i=1 Ci iest idea lem (por. zad. ??). Ponieważ P

jest pierścieniem g lównym, istnieje a ∈ P takie, że C = (a). Oczywíscie a ∈ C,
a wi ↪ec istnieje k0 ∈ N takie, że a ∈ Ck0 .
Z definicji C (jako mnogościowej sumy CI , i ∈ N): Ck0 ⊂ C. Z drugieje strony,
skoro a ∈ Ck0 , to z definicji idea lu (a) ⊂ Ck0 , a wi ↪ec C ⊂ Ck0 i ostatecznie:
C = Ck0 .

Najwi ↪ekszym wspólnym dzielnikiem elementów a i b pierścienia ca lko-
witego P nazywamy element d ∈ P spe lniaj ↪acy warunek:

d|a, d|b oraz dla każdego c ∈ P : c|a, c|b⇒ c|d

Najwi ↪ekszy wspólny dzielnik elementów a i b oznaczamy przez NWD(a, b) lub,
cz ↪eściej, przez (a, b).
W pierścieniach g lónych najwi ↪ekszy wspólny dzielnik dwóch elementów zawsze
istnieje i można go zapisać w specjalnej postaci. Twierdzenie które o tym mówi
nazwiemy twierdzeniem o NWD w pierścieniu g lównym.

Twierdzenie 10.8 Każde dwa elementy a, b pierścienia g lównego P maj ↪a naj-
wi ↪ekszy wspólny dzielnik d ∈ P który jest ich kombinacj ↪a liniow ↪a, tzn. istniej ↪a
s, t ∈ P takie, że

d = sa+ tb

Dowód. Rozważmy zbiór

S = {s1a+ t1b|s1, t1 ∈ P}

 Latwo sprawdzić (por. zadanie ??), że S jest idea lem. Ponieważ z za lożenia P
jest pierścieniem g lównym, idea l S jest g lówny, a wi ↪ec istnieje d ∈ P takie, że
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S = (d). Ponieważ zarówno a jak i b należ ↪a do S, d|a oraz d|b.
Jeśli c|a i c|b, a wi ↪ec a = αc, b = βc (α, β ∈ P ), wówczas

d = sa+ tb = sαc+ tβc = (aα+ tβ)c

i wobec tego c|d.
Jeżeli najwi ↪ekszym wspólnym dzielnikiem elementów a i b jest jedynka pier-

ścienia (inaczej: jeżeli (a, b) = 1), wówczas mówimy, że a i b s ↪a wzgl ↪ednie
pierwsze. Wówczas jedynymi wspólnymi dzielnikami a i b s ↪a 1 i elementy
stowarzyszone z 1 (a wi ↪ec, elementy odwracalne pierścienia). Zamiast pisać
(a, b) = 1 cz ↪esto piszemy a ⊥ b.

10.1 Miasta Parzyste i Nieparzyste - w prezen-
cie na gwiazdk ↪e!

W mieście E o 32 mieszkańcach kluby s ↪a tworzone wed lug nast ↪epuj ↪acych zasad.

(i) Każdy klub ma parzyst ↪a liczb ↪e cz lonków.

(ii) Przeci ↪ecie dowolnych dwóch klubów ma parzyst ↪a liczb ↪e elementów.

Natomiast w mieście O (także o 32 mieszkańcach) kluby s ↪a tworzone wed lug
tak, by

(a) Każdy klub mia l nieparzyst ↪a liczb ↪e cz lonków.

(b) Przeci ↪ecie dowolnych dwóch klubów mia lo parzyst ↪a liczb ↪e elementów.

Problem. Jaka jest maksymalna liczba klubów w E, a jaka w O?
Wykazalísmy, że w O można utworzyć co najmniej 216 ≥ 65536 klubów, po-
dzczas gdy w O co najwyżej 32.
Bardzo si ↪e zdziwilísmy!

Uwaga konkurs! Og laszam konkurs na nazwy miast E i O
Weso lych Świ ↪at!



Rozdzia l 11

Wyk lad 11 - 6.I.2010

W którym wykorzystalísmy wiele twierdzeń z wyk ladów poprzednich. Można na-
wet pokusić si ↪e o stwierdzenie, że po ci ↪eżkiej (?) pracy w ubieg lym roku przyszed l
czas żniw. Teraz dopiero możemy zobaczyć jak wiele i jak bardzo poźytecznych
twierdzeń i poj ↪eć nauczylísmy si ↪e. A kto tego nie widzi... do okulisty!

11.1 Pierścienie euklidesowe

Definicja 11.1 Pierścień ca lkowity P nazywamy euklidesowym jeśli istnieje
funkcja h : P ∗ → N+ taka, że dla wszystkich a ∈ P, b ∈ P ∗ istniej ↪a q, r ∈ P :
a = bq + r, i albo r = 0 albo h(r) < h(b).

Przyk lady.

1. Z z funkcj ↪a h(n) = |n|

2. K[x] gdzie Kjest pewnym cia lem, z funkcj ↪a h(v) = 2∂(v)

3. Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z} zaś h(a+ bi) = a2 + b2

Wykażemy, że funkcja h tak zdefiniowana rzeczywíscie spe lnia postulaty
definicji pierścienia euklidesowego.
Niech a+bi ∈ Z[i] i niech c+di ∈ Z[i]∗. Oczywíscie a+bi

c+di = e+fi, gdzie e i
f s ↪a liczbami wymiernymi (żeby to zobaczyć wystarczy wymnożyć licznik
i mianownik wyrażenia a+bi

c+di przez c−di i wykonać dzielenie). Wybierzmy

teraz e0 oraz f0 tak, by |e− e0| ≤ 1
2 i |f − f0| ≤ 1

2 .
Przyjrzyjmy si ↪e liczbie

r = a+ bi− (c+ di)(e0 + f0i)

Oczywíscie a + bi = (c + di)(e0 + f0i) + r. Pozostaje wi ↪ec wykazać, że
h(r) < |c+ di|2.

37
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h(r)| = |r|2 = |a+ bi− (c+ di)(e0 + f0i)|2 =

= |(c+ di)(e+ fi)− (c+ di)(e0 + f0i)|2 ≤ |c+ di|2|e+ fi− e0 − f0i|2 =

= |c+ di|2((e− e0)2 + (f − f0)2) ≤ |c+ di|2(
1

4
+

1

4
) < |c+ di|2 = h(c+ di)

 Latwo można wykazać , że prawdziwe jest nast ↪epuj ↪ace twierdzenie. Ćwiczenie!

Twierdzenie 11.1 Każdy pierścień euklidesowy jest pierścieniem g lównym.

Bez żadnych trudności można zaobserwować, że w pierścieniach euklideso-
wych funkcjonuje algorytm euklidesowy znajdowania NWD dowolnych dwóch
elementów (wystarczy prześledzić algorytm Euklidesa dla liczb ca lkowitych). Ćwiczenie!

ALGORYTM EUKLIDESOWY W PIERŚCIENIU EUKLIDESO-
WYM)

11.2 Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki

Nast ↪epuj ↪ace twierdzenie nazywa si ↪e Zasadniczym Twierdzeniem Arytmetyki
(lub Twierdzeniem o Jednoznacznej Faktoryzacji).

Twierdzenie 11.2 Każdy pierścień g lówny jest pierścieniem Gaussa.

Dow. ...

Oczywíscie, skoro każdy pierścień euklidesowy jest pierścieniem g lównym,
prawdziwy jest nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 11.3 Każdy pierścień Euklidesa jest pierścieniem Gaussa.

11.3 Cia lo u lamków pierścienia ca lkowitego

Niech P b ↪edzie pierścieniem ca lkowitym, P ∗ = P − {0}. wzbiorze Q = P × P ∗
zdefiniujmy dwa dzia lania:

(a, b) + (c, d) = (ad+ bc, bd) (11.1)

(a, b) · (c, d) = (ac, bd) (11.2)

oraz relacj ↪e R:
(a, b)R(c, d)⇐⇒ ad = bc (11.3)

Twierdzenie 11.4 Dla dowolnego pierścienia ca lkowitego P relacja R zdefinio-
wana przez 11.3 jest relacj ↪a równoważności zgodn ↪a z dzia laniami 11.1 i 11.2.
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Dzi ↪eki twierdzeniu 11.4 w zbiorze ilorazowym P ×P ∗/R można wprowadzić
dzia lania dodawania i mnożenia:

[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad+ bc, bd)] (11.4)

[(a, b)] · [(c, d)] = [(ac, bd)] (11.5)

Twierdzenie 11.5 (O ciele u lamków) Dla dowolnego pierścienia ca lkowitego
P zbiór P ×P ∗/R z dzia laniami zdefiniowanymi wzorami 11.4 i 11.5 jest cia lem
przemiennym.

Cia lo wyst ↪epuj ↪ace w tezie twierdzenia 11.5 nazywamy cia lem u lamków
pierścienia P .

Dla wielomianu v ∈ P [x] (gdzie P jest pewnym pierścieniem ca lkowitym)
można zastanawiać si ↪e, kiedy element a

b z cia la u lamków pierścienia P może
być pierwiastkiem v (w niemal oczywisty sposób możemy przrecież traktować
wielomian v jako wielomian nad cia lem u lamków pierścienia P ). Rozwi ↪azanie
tego problemu przypomina znane ze szko ly twierdzenie o pierwiastkach wymier-
nych wielomianów o wspó lczynnikach ca lkowitych.

Twierdzenie 11.6 Niech P b ↪edzie pierścieniem ca lkowitym, F cia lem u lamków
pierścienia P , zaś a i b wzgl ↪ednie pierwszymi elementami P . Jeżeli element
a
b ∈ F jest pierwiastkiem wielomianu

P [x] 3 v = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0

wówczas a|a0 oraz b|an.

Dow. ...
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12.1 Kryterium Eisensteina

Bardzo cz ↪esto zamiast mówić, że wielomian jest nierozk ladalny mówimy, że jest
nieprzywiedlny. Kryterium Eisensteina1 bardzo ważnym, cz ↪esto stosowanym
warunkiem wystarczaj ↪acym nieprzywiedlności wielomianów nad pierścieniem
Gaussa.

Twierdzenie 12.1 Niech P b ↪edzie pierścieniem Gaussa, p ∈ P [x], p = a0 +
a1x+ · · ·+ anx

n. Jeśli istnieje element pierwszy a w P taki, że

1. a|a0, a|a1, . . . , a|an−1,

2. a 6 | an,

3. a2 6 | a0
wówczas p jest nierozk ladalny w P (a co za tym idzie, także w F - ciele u lamków
pierścienia P ).

Dow. ...

Zauważmy, że dla dowolnego n ≥ 1 wielomian xn + 2 jest nierozk ladalny
na mocy kryterium Eisensteina.2 Mamy wi ↪ec przyk lad nieskończonego zbioru
wielomianów nierozk ladalnych.

1Ferdinand Eisenstein (1823-1852) jest postaci ↪a ze wszech miar godn ↪a uwagi. Pochodzi l z
bardzo skromnej rodziny, by l pochodzenia źydowskiego. Wiele zawdzi ↪ecza l Aleksandrowi von
Humboldtowi, który odkry l jego talent i pomaga l mu w karierze. W roku 1844 dwudziestojed-
noletni Eisenstein opublikowa l 23 artyku ly naukowe i rok pźniej otrzyma l honorowy doktorat
Uniwersytetu we Wroc lawiu (jeszcze przed tem nim uzyska l habilitacje, w wieku lat 24 w Ber-
linie). By l cz lonkiem Akademii Getyndze i w Berlinie. Gauss mia l o nim powiedzieć, że by lo
tylko trzech matematyków o epokowym znaczeniu: Archimedes, Newton i Eisenstein. No cóż,
w końcu jednak wysz lo na to, że to jednak wyniki Gaussa przetrwa ly i wp lyn ↪e ly na rozwój
nauki, przede wszystkim zaś matematyki w znacznie wi ↪ekszym stopniu. Choć porównywanie
tu nie bardzo ma jakikolwiek sens.

2Zauważmy takźe, że 2 można tu zast ↪apić dowoln ↪a liczb ↪a pierwsz ↪a 6= ±1 i otrzymać także
wielomian nierozk ladalny w Z[x].

40
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12.2 Pierścienie ilorazowe

Twierdzenie 12.2 Niech P b ↪edzie pierścieniem, a D ⊂ P jego podpierście-
niem. Relacja RD zdefiniowana w D wzorem

aRDb ⇐⇒ a− b ∈ D

jest relacj ↪a równoważności w D.

Dow. ... Ćwiczenie!
Zbiór klas równoważności P/RD nazywamy ilorazem pierścienia P przez

podpierścień D i oznaczamy przez P/D.

Twierdzenie 12.3 W dowolnym pierścieniu P i dla dowolnego podpierścienia
D ⊂ P relacja RD jest zgodna z dzia laniami pierścienia wtedy i tylko wtedy, gdy
D jest idea lem pierścienia P .

Dow. ... Ćwiczenie!

Twierdzenie 12.4 (O ilorazie pierścienia przez idea l) Jeśli I jest idea lem
pierścienia P , to P/I jest pierścieniem (przemiennym, jeśli P jest przemienny,
z jedynk ↪a, jeśli P jest z jedynk ↪a).

Dow. ... Ćwiczenie
Zauważmy, że zerem pierścienia P/I jest I. Jeśli P jest pierścieniem, zaś I

jego idea lem, wówczas pierścień P/I nazywamy pierścieniem ilorazowym.

12.3 Homomorfizmy pierścieni

Odwzorowanie h : P → Q pierścienia P w pierścień Q jest homomorfizmem
jeśli spe lnia warunki

1. h(a+ b) = h(a) + h(b)

2. h(ab) = h(a)h(b)

dla dowolnych a, b ∈ P . Im h = h(P ) nazywamy obrazem zaś Ker h = h−1[0]
j ↪adrem homomorfizmu h.

Twierdzenie 12.5 1. Obraz homomorfizmu pierścieni h : P → Q jest pod-
pierścieniem pierścienia Q.

2. J ↪adro homomorfizmu pierścieni h : P → Q jest idea lem pierścienia P .

Twierdzenie 12.6 Dla dowolnych pierścieni P,Q homomorfizm pierścieni h :
P → Q jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker h = {0}.

Dow. Ćwiczenie!
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Twierdzenie 12.7 (Podstawowe o izomorfiźmie pierścieni) Jeśli h : P →
Q jest epimorfizmem pierścienia na pierścień Q, wówczas zachodzi wzór

h = h̃ ◦ k

gdzie k : P → P/Ker h jest homomorfizmem kanonicznym, zaś h̃ : P/Ker h→
Q izomorfizmem przyporz ↪adkowuj ↪acym każdej klasie elementów P/Ker h ich
wspóln ↪a wartość w homomorfiźmie k.

Dow. ...

12.4 Wielomiany wielu zmiennych

Niech b ↪edzie dany pierścień P ca lkowity. Wówczas (P [x])[y] nazywamy pier-
ścieniem wielomianów dwóch zmiennych. Pierścień ten oznaczamy przez
P [x,y].

Użycie powyżej nazwy pierścień dla zbioru wielomianów dwóch zmiennych
jest pozornym nadużyciem. Nie udowodnilísmy przecież, że P [x,y] jest rze-
czywíscie pierścieniem. Jednak wiemy już, że P [x] jest pierścieniem i to ca lkowi-
tym. Wobec tego P [x,y] jako zbiór wielomianów (zmiennej y) o wspó lczynnikach
w pierścieniu ca lkowitym P [x] jest pierścieniem (ca lkowitym).
Wielomian n zmiennych x1, ...,xn definiujemy rekurencyjnie poprzez (rekuren-
cyjn ↪a) definicj ↪e pierścienia wielomianów n zmiennych:

P [x1, ...,xn] = P[x1, ...,xn−1][xn]

Bardzo  latwo stwierdzić, że ogólna postać wielomianu v ∈ P [x1, ...,xn] jest
nast ↪epuj ↪aca

v(x1, ...,xn) =
∑

ai1,...,inxi1 · ... · xin

(ai1,...,in ∈ P nazywamy wspó lczynnikami wielomianu v).

12.4.1 Wielomiany symetryczne

Twierdzenie 12.8 (Wzory Viety) Niech K b ↪edzie cia lem. Jeśli K[x] 3 v =
a0 + a1x+ . . .+ anx

n jest wielomianem stopnia n o n pierwiastkach α1, . . . , αn
(niekoniecznie różnych) należ ↪acych do pewnego cia la L ⊃ K, wówczas

v = k(x− α1) · . . . · (x− αn)

i zachodz ↪a wzory (zwane wzorami Viety):

an = k

an−1 = −k(α1 + . . .+ αn)

an−2 = k(α1α2 + α1α3 + . . .+ αn−1αn)

. . .

a0 = k(−1)nα1 · . . . · αn
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Dowód - praktycznie oczywisty: wystarczy porównać wspó lczynniki wielo-
mianu we wzorze

a0 + a1x+ . . .+ anx
n = k(x− α1) · . . . · (x− αn)

r-tym podstawowym wielomianem symetrycznym Sr(x1, . . . , xn) na-
zywamy wielomian n zmiennych x1, . . . , xn który jest sum ↪a wszystkich różnych
iloczynów r różnych zmiennych.

Przyk lad.
n = 4, r = 1: S1(x1, . . . , x5) = x1 + x2 + x3 + x4 + x5
n = 5, r = 3: S3(x1, . . . , x5) = x1x2x3 + x1x2x4 + . . .+ x3x4x5

Wniosek 12.9 (Inna postać tw.Viety) Jeżeli α1, . . . , αn ∈ L s ↪a pierwiast-
kami wielomianu v ∈ K[x] (gdzie cia lo K jest podcia lem cia la L), v = anx

n +
an−1x

n−1 + . . .+ a0 to

ar = (−1)rSr(α1, . . . , αn)

St ↪ad ważny (zobaczycie!) wniosek.

Wniosek 12.10 Jeśli α1, . . . , αn ∈ L s ↪a pierwiastkami wielomianu v ∈ K[x]
(gdzie K jest podcia lem cia la L), to

Sr(α1, . . . , αn) ∈ K

dla każdego r, 1 ≤ r ≤ n.

Wielomian v ∈ P [x1, ...,xn] nazywamy symetrycznym jeżeli dla dowolnej
permutacji σ ∈ Sn zachodzi wzór

v(xσ1, ...,xσn) = v(x1, ...,xn)

Twierdzenie 12.11 (Podstawowe o wielomianach symetrycznych) W do-
wolnym opierścieniu z jedynk ↪a D dla każdego wielomianu symetrycznego v ∈
D[x1, . . . , xn] istnieje dok ladnie jeden wielomian w ∈ D[x1, . . . , xn] taki, że

v(x1, . . . , xn) = w(S1(x1, . . . , xn), . . . , Sn(x1, . . . , xn))

Twierdzenie to udowodni ↪e na nast ↪epnym wyk ladzie.
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Wyk lad rozpocz ↪elísmy od bardzo pożytecznego i ważnego ze wzgl ↪edu na zasto-
sowania aktualne i w przesz lości, twierdzenia Wilsona (1741-1793)1

13.1 Twierdzenie Wilsona

Twierdzenie 13.1 (Twierdzenie Wilsona) Liczba p ∈ N jest pierwsza wtedy
i tylko wtedy, gdy

(p− 1)! + 1 ≡ 0( mod p)

Dow. ...
Po twierdzeniu Wilsona przeszlísmy i dowodzie Podstawowego Twierdzenia

o Wielomianach Symetrycznych (Gauss), przeszlísmy do jednego z ważniejszych
twierdzeń wyk ladu, mianowicie do Zasadniczego Twierdzenia Algebry (Gauss,
jakżeby inaczej!). W dowodzie tego twierdzenia by lem zmuszony korzystać z
poj ↪ecia cia la rozk ladu i Twierdzenia o Ciele Rozk ladu. Pewno Twierdzenia o
Ciele Rozk ladu nie zd ↪aże juź przedstawić, lecz samo poj ↪ecie takiego cia la jest
proste, a twierdzenie intuicyjnie akceptowalne. Zainteresowanych odsy lam do
[13, 12].

13.2 Cia lo rozk ladu

Cia lem rozk ladu wielomianu v ∈ K[x] nazywamy najmniejsze cia lo, w którym
v rozk lada si ↪e na iloczyn czynników liniowych

v = a(x− b1) . . . (x− bn)

Cia lo to oznaczamy K(b1, . . . , bn)

1Jak widać, poodczas wyk ladu poda lem b l ↪edn ↪a informacj ↪e mówi ↪ac, że Sir John Wilson,
autor twierdzenia o którym mowa, by l matematykiem żyj ↪acym w XIX wieku. Ciekawostk ↪a
jest także, że Wilson tego twierdzenia nie udowodni l, a jedynie stwierdzi l, odkry l (a wi ↪ec, jak
należy s ↪adzić, raczej podejrzewa l), że jest prawdziwe. Przypisanie wi ↪ec twierdzenia Wilsona
Wilsonowi jest nie do końca s luszne. Pierwszy dowód poda l Lagrange w 1773 roku.
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Twierdzenie 13.2 (O Ciele Rozk ladu) Dla dowolnego cia la K i wielomianu
v ∈ K[x] istnieje rozszerzenie L : K w którym v rozk lada si ↪e na iloczyn czyn-
ników liniowych.

Przyk lady: Q(
√

2) (cia lo rozk ladu wielomianu x2−2 (nad Q), C (cia lo rozk ladu
x + 1 nad R).

13.3 Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Mówimy, że cia lo K jest algebraicznie zamkni ↪ete jeżeli każdy wielomian
v ∈ K[x] ma w K wszystkie ∂v pierwiastki w K, czyli

v = a(x− u1)(x− u2) · ... · (x− ud)

gdzie d = ∂v, u1, ..., ud, a ∈ K.

Twierdzenie 13.3 Cia lo liczb zespolonych jest algebraicznie zamkni ↪ete.

Dowód (niedokończony, c.d. b ↪edzie na wyk ladzie nast ↪epnym).
Podzielić go można na kilka cz ↪eści.
1. Wykażemy, że twierdzenie wystarczy wykazać dla wielomianach o
wspó lczynnikach rzeczywistych.
Niech v ∈ C[x]. Oznaczmy przez v̄ wielomian powsta ly przez sast ↪apienie wszyst-
kich wspó lczynników v ich sprz ↪eżeniami, tzn. jeśli v(x) = a0 + a1x + ...+ adx

d

wówczas v̄(x) = ā0 + ā1x + ...+ ādx
d.

Zauważmy, że wielomian
w = vv̄

ma wspó lczynniki rzeczywiste. Rzeczywíscie, w(x) =
∑d
l=0(

∑l
i=0 āial−i)x

l.
 Latwo sprawdzić, że

b̄l =

l∑
i=0

aiāl−i = bl

Czyli bl ∈ R dla wszystkich l.
Jeśli, dla pewnego u ∈ C w(u) = 0, wówczas v(u)v̄(u) = 0, czyli v(u) = 0 lub
v̄(u) = 0. W drugim przypadku mamy 0 = v̄(u) = v(ū). A to oznacza, że ū jest
pierwiastkiem wielomianu v.
A wi ↪ec, wielomian v (dowolny wielomian o wspó lczynnikach rzespolonych) ma
pierwiastek w zbiorze liczb zespolonych wtedy i tylko wtedy, gdy pewien wielo-
mian o wspó lczynnikach rzeczywistych (mianowicie vv̄) ma pierwiastek zespo-
lony.
2. Dalsza cz ↪eść dowodu przez indukcj ↪e. Niech v ∈ R, ∂v = d = 2nm,
gdzie m jest liczb ↪a nieparzyst ↪a ( latwo zaobserwować, że każd ↪a liczb ↪e naturaln ↪a
d różn ↪a od zera można zapisać w tej postaci). Indukcj ↪e poprowadzimy za
wzgl ↪edu na n.
Jeśli n = 0, wówczs v jest stopnia nieparzystego - wiemy (także jeszcze ze
szko ly!), że każdy wielomian o wspó lczynnikach rzeczywistych i stopnia niepa-
rzystego ma pierwiastek (i to rzeczywisty).
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Przypuśćmy wi ↪ec, że n ≥ 1 i niech u1, ..., ud b ↪ed ↪a pierwiastkami wielomianu v
w jego ciele rozk ladu2. Wówczas v(x) = a(x − u1) · ... · (x − ud) gdzie a ∈ R.
Oczywíscie

v(x) = axd + aS1(u1, ..., ud)x
d−1 + ...(−1)daSd(u1, ..., ud)x

d

i dla każdego k = 1, ..., d Sk(u1, ..., ud) ∈ R[x].

Dla dowolnego h ∈ Z zdefiniujmy wielomian

vh(x,x1, ...,xd) =
∏

1≤i<j≤d

(x− xi − xj − hxixj)

Oczywíscie vh ∈ R[x,x1, ...,xd] = R[x][x1, ...,xd]. Co wi ↪ecej, dla ustalonego
h ∈ Z wielomian vh jest wielomianem symetrycznym ze wzgl ↪edu na zmienne
wielomianowe x1, ...,xd. A wi ↪ec, na mocy Zasadniczego Twierdzenia o Wielo-
mianach Symetrycznych, vh jest wielomianem S1(x1, ..., xd), ..., Sd(x1, ..., xd) o
wspó lczynnikach w R[x]. Skoro S1(u1, ..., ud), ..., Sd(u1, ..., ud) ∈ R także wie-
lomian vh(x, u1, ..., ud) (a wi ↪ec wielomian zmiennej x) ma wspó lczynniki w R
(dla każdego ca lkowitego h). Stopień tych wielomianów (bo dla każdego h ∈ Z
mamy jeden) wielomianu ze wzgl ↪edu na x wynosi

∂vh =

(
d

2

)
=

1

2
d(d− 1) = 2n−1m(2nm− 1)

Z za lożenia indukcyjnego, vh ma pierwiastek w C (to, że te wielomiany maj ↪a
pierwiastki, to nic ciekawego, wiadomo z Twierdzenia o Ciele Rozk ladu - ważne
jest to, że te pierwiastki s ↪a w C!).

Wobec tego każdy wielomian (dla każdego h ∈ Z) ma pierwiastek w C, a
st ↪ad relacja

ui + u+ j + huiuj ∈ C

jest spe lniona dla nieskończonej liczby parametrów h. Musz ↪a wi ↪ec istnieć i oraz
j (ustalone) oraz takie h i h′, oba ca lkowite, h 6= h′, że

ui + uj + huiuj ∈ C

ui + uj + h′uiuj ∈ C

St ↪ad  latwo wywnioskować, że

ui + uj ∈ C

oraz
uiuj ∈ C

A wi ↪ec (x − ui)(x − uj) ∈ C[x]. Równanie zaś kwadratowe o wspó lczynnikach
zespolonych ma rozwi ↪azania zespolone (a wi ↪ec ui, uj ∈ C).

2Tu w laśnie korzystamy z Twierdzenia o Ciele Rozk ladu.
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14.1 Rozszerzenia cia l

Rozszerzeniem cia la K nazywamy cia lo L takie, że istnieje monomorfizm
T : K → L. Piszemy wtedy L : K (taki napis czytamy cia lo L jest rozszerze-
niem cia la K).
Oczywíscie, jeśli cia lo K jest podcia lem cia la L, wówczas L : K. Co wi ↪ecej, z
tak ↪a sytuacj ↪a b ↪edziemy mieli do czynienia najcz ↪eściej (choć nie zawsze). Cza-
sami cia lo K nazywamy ma lym zaś L dużym.

Cia lem generowanym przez X ⊂ K nazywamy najmniejsze cia lo zawie-
raj ↪ace K.

Cia lo generowane przez X ⊂ K jest równe1:

• przeci ↪eciu wszystkich podcia l cia la K zawieraj ↪acych X,

• zbiorowi elementów które można otrzymać w ci ↪agu skończonym operacji
(dzia lań w ciele) na elementach z X (o ile X 6= ∅).

Niech L : K, X ⊂ L. Cia lem powsta lym z K przez do l ↪aczenie X nazywamy
cia lo generowane w L przez K ∪X.

Przyk lad 14.1 Q(i,
√

2)

Rozszerzenie cia la K o element a ∈ L nazywamy rozszerzeniem prostym
i oznaczamy przez K(a) (zamiast K({a})). Rozszerzenia o zbiór skończony
{a1, . . . , an} oznaczamy przez K(a1, . . . , an).

Ćwiczenie 14.1 Sprawdź, że Q(i,−i,
√

3,−
√

3) jest rozszerzeniem prostym.

1O tym podczas wyk ladu nie powiedzia lem - a wi ↪ec dowód nie obowi ↪azuje.
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14.1.1 Rozszerzenia skończone, algebraiczne i przest ↪epne

Jeśli L i K s ↪a cia lami i L : K i wymiar przestrzeni wektorowej L nad cia lem K
wynosi n to mówimy, że n = [L : K] jest wymiarem cia la L nad K. Rozszerzenie
L nazywamy wówczas skończonym. Baz ↪a cia la L nad K nazywamy baz ↪e L
(traktowanego jako przestrzeń wektorowa nad K). L jest rozszerzenienm
nieskończonym L, jeśli nie jest rozszerzeniem skończonym.

Element a ∈ L nazywamy algebraicznym nad K jeśli a jest pierwiastkiem
pewnego, niezerowego wielomianu v ∈ K[x]. Liczb ↪a algebraiczn ↪a nazywamy
dowolny element algebraiczny nad cia lem Q.

Przyk lad 14.2 Sprawdź, że i,
√

3,
√

2 +
√

2 oraz i+
√

3 s ↪a liczbami algebraicz-
nymi. Wskaż ich wielomiany minimalne.

Twierdzenie 14.1 (Cantora) Zbiór liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Element a ∈ L nazywamy elementem przest ↪epnym nad K (gdzie L : K),
jeżeli a nie jest algebraiczny nad K. Elementy przest ↪epne nad Q nazywamy
liczbami przest ↪epnymi.

Wniosek 14.2 (O liczbach przest ↪epnych) Zbiór liczb przest ↪epnych jest nie-
przeliczalny.

Rozszerzenie L cia la K nazywamy algebraicznym jeźeli każdy element a ∈
L jest algebraiczny nad K.

Przyk lad 14.3 Wszystkie dotychczasowe przyk lady.
Q(
√

2, 3
√

2, 4
√

2, . . .)
Podaj inne, nietrywialne przyk lady.

Twierdzenie 14.3 (O rozszerzeniach skończonych) Każde rozszerzenie
skończone jest rozszerzeniem algebraicznym. Co wi ↪ecej, jeśli [L : K] = k i
a1, . . . , ak jest baz ↪a L nad K, to L = K(a1, . . . , ak) i każdy element b ∈ L jest
elementem algebraicznym stopnia co najwyżej k nad K2.

Twierdzenie 14.4 (O wielomianie minimalnym) Dla każdego elementu
a ∈ L algebraicznego nad K istnieje dok ladnie jeden wielomian unormowany3

v ∈ K[x] taki, że

• v jest nierozk ladalny na K,

• v(a) = 0,

• v dzieli każdy wielomian w ∈ K[x] którego a jest pierwiastkiem4.

2Cz ↪eści twierdzenia wypisanej tu ”prostońa wyk ladzie nie sformu lowa lem, choć de facto
udowodni lem. Jednak nie obowi ↪azuje na egzaminie.

3To znaczy taki, którego wspó lczynnik dominuj ↪acy (przy najwyższej pot ↪edze) jest równy
jedynce.

4O tym twierdzeniu na wyk ladzie nie mówi lem. Pozostaje dla ciekawych, ale na egzaminie
nie b ↪ed ↪e z niego pyta l. Ani z tego co jest tuż po tym twierdzeniu (3 linijki).
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Wielomian v o którym mówi twierdzenie 14.4 nazywamy wielomianem mi-
nimalnym elementu algebraicznego a, zaś stopień tego wielomianu stop-
niem elementu a.

14.2 Cia lo rozk ladu

Przypomnijmy znane już wcześniej pierścienie ilorazowe.
Jeżeli I jest idea lem pierścienia P , wówczas iloraz P/I jest pierścieniem. Pami ↪etamy,
że zerem tego pierścienia jest I zaś elementami zbiory postaci

I + a

gdzie a ∈ P . Dzia lania w pierścieniu s ↪a wtedy określona wzorami:

(I + a) + (I + b) = I + (a+ b)

(I + a)(I + b) = I + ab

Przypomnijmy także, że jeśli K jest cia lem, to K[x] jest pierścieniem g lównym.
 latwo jest udowodnić nast ↪epuj ↪ace twierdzenie. Ćwiczenie!

Twierdzenie 14.5 Jeśli K jest cia lem, v ∈ K[x], ∂v = n, wówczas

K[x]/(v) = {(v) + w : w ∈ K[x], ∂w ≤ n− 1}

Przyk lad. U lóż tabelk ↪e dzia lań dla Z2[x]/(x2 + 1), Z5[x]/(x2 + x + 3), ...
może jeszcze coś?

Twierdzenie 14.6 Jeśli K jest cia lem a v ∈ K[x] wielomianem nierozk ladalnym
nad K, wówczas K[x]/(v) jest cia lem.

Dow. ...

Ćwiczenie. Dla jakich wartości a ∈ Z3 pierścień ilorazowy Z3[x]/(x2 + a) !
jest cia lem?

Zauważmy, że cia lo K[x]/(v) (gdzie v jest wielomianem nieprzywiedlnym
nad K) zawiera podcia lo izomorficzne z K. Tym podcia lem jest zbiór

{[a] : a ∈ K} = {(v) + a : a ∈ K}

Izomorfizmem jest T : K 3 a→ (v)+a. Dlatego też K[x]/(v) jest rozszerzeniem
K (K[x]/(v) : K).

Cia lem rozk ladu wielomianu v ∈ K[x] nazywamy najmniejsze cia lo, w
którym v rozk lada si ↪e na iloczyn czynników liniowych

v = a(x− b1) . . . (x− bn)

Inaczej mówi ↪ac, jest to cia lo K(b1, . . . , bn)
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Twierdzenie 14.7 (O ciele rozk ladu) Dla dowolnego cia la K i wielomianu
v ∈ K[x] istnieje rozszerzenie L : K w którym v rozk lada si ↪e na iloczyn czyn-
ników liniowych.

Dow. ...
Dowodu w Notatkach ... nie podaj ↪e. Zwracam tylko uwag ↪e na 2 fakty:

• Dowód jest indukcyjny ze wzgl ↪edu na n = ∂v.

• Chyba najbardziej istotn ↪a cz ↪eści ↪a dowodu jest dowód przypadku, gdy
v nad K jest nierozk ladalny. Wtedy jako rozszerzenie bierze si ↪e cia lo5

K[x]/(v) w którym pierwiastkiem wielomianu v jest (v) + x.

5To po to w laśnie dowodzilísmy twierdzenie 14.6 K[x]/(v), w którym pierwiastkiem v
okazuje si ↪e być (v) + x.
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