Procesy stochastyczne 2013 - Zestaw I

Zadanie 1. Pokazac, ze jezeli F jest o-cialem zbioréw, to dla dowolnych
A BeF

a) ANB e F,
b) A\ B e F.

Zadanie 2. (Nier6wno$¢ Harrisa) Niech f,¢g : R — R beda funkcjami
niemalejacymi. Zakladajac, ze odpowiednie wartosci oczekiwane sg skon-
czone, udowodnié, ze

E(f(X)g(X)) = E(f(X))E (9(X)).

Wsk. Udowodnié¢ najpierw, ze dla niemalejacych funkcji mamy
(f(z) = f(y)(g(x) — g(y)) > 0 dla kazdego z,y € R.

Zadanie 3. Zmienne losowe X,Y maja jednakowy rozklad. Przy jakim
dodatkowym zalozeniuo X i Y

E(XfY) :E<Xiy>‘

Obliczy¢ wtedy E (XLH,)

Zadanie 4. Rzucamy dwa razy symetryczna kostka do gry. Jaka jest
warunkowa warto$é¢ oczekiwana sumy wyrzuconych oczek pod warunkiem,
ze pierwsza wypadla jedynka?

Zadanie 5. Niech X bedzie zmienng losowa o rozkiladzie Poissona.
Znajdz warunkows wartosé¢ oczekiwang X pod warunkiem, Ze X jest parzy-
ste.

Zadanie 6a. Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozkladzie wykladniczym z parametrem A > 0. Obliczy¢ E(X|X >
Y).

Zadanie 6b. Niech X bedzie zmienng losows o rozkladzie wykladni-
czym z parametrem A\ > 0. Obliczy¢ E(X|X > t) dla ustalonego ¢ > 0.

Zadanie Ta. Rzucamy trzema monetami o nominatach 5, 10 i 25 cen-
tow. Jezeli wypadta reszka to mozemy zatrzymaé monete i jej wartosé jest
doliczana do naszej wygranej. Niech X oznacza wygrang po trzech rzutach, a
Y bedzie liczba wyrzuconych ortéw. Znajdz o(Y), E(X|Y) oraz o(E(X|Y)).
Poréwnaj otrzymane o-ciata.

Zadanie 7b. 7 worka zawierajacego 4 kule o nr odpowiednio 1,2,3,4
losujemy dwie. Jezeli przynajmniej jedna kula ma numer wiekszy niz dwa




wygrywamy 1 w przeciwnym razie przegrywamy 1. Niech X bedzie wy-
grana/przegrana, a Y pierwsza wylosowana kula. Znajdz o(Y), E(X|Y)
oraz o(E(X]Y)). Poréwnaj otrzymane o-ciala.

Zadanie 8. Udowodnié, ze dla nieujemnej i catkowalnej zmiennej loso-
wej X zachodzi:

o EX = [(PP(X > t)dt
o dlar>0,EX" = [(°rt" 'P(X > t)dt

Zadanie 9. Dana niech bedzie przestrzen probabilistyczna (2, F,P).
Dla A, B € F obliczy¢ E(I4|lp), gdzie 14 oznacza funkcje charakterystyczna
zbioru A.

Zadanie 10. Udowodnié, ze jezeli P(A) > 0, to

E(XIp|A) = E(X|AN B)P(B|A)

Zadanie 11. Niech X i Y beda dwiema niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi takimi, ze P(X =1)=P(Y =1) =p, P(X =0)=P(Y =0) =1 —p,
gdzie p € [0,1]. Niech Z = Ix4y—o. Obliczy¢ E(X|Z) i E(Y|Z). Czy
zmienne losowe E(X|Z), E(Y|Z) sa niezalezne?

Zadanie 12. Niech 2 = [0, 1], P- miara Lebesque’a na [0, 1]. Obliczy¢
E[f|F], jezeli:

i f(x):\/i,fza([o,i],[
i f(:L‘):—.%',}-:U([O,%),[
b f(x):l'Qvf:U([O’%]’[

)
71])
1)

3
4
Zadanie 13a. Niech Q = [0,1] x [0,1] i niech P = dzxdy- miara Lebes-
gue’a. Niech X (z,y) =2z 1Y (z,y) =y. Policzyé¢ E[f(X,Y)|F] jezeli:

o fx,y)=x, F=0(Y)

[ N

b f(ﬂf,y) = CC2y, JF = U(Y)

Zadanie 14. Na Q = [0, 1] rozwazmy o-cialo zbiorow borelowskich i
miare Lebesque’a. Znalezé E[X|Y], gdy

1 x€]0,1/3),
Y()=4¢ 2 xz€][1/3,2/3), (1)
0 ze2/31].

oraz



S e

Zadanie 15. Niech Q = [0,1] i niech P = dz. Znalez¢ E(X|Y), gdy

X (x) = 2?2 oraz
)] 3 =x€]0,1/3),

Yiz) = { 22 ze[1/3,1]. (3)

Zadanie 16. Niech Q = [0,1] i niech P = dz. Znalezé E(X|Y), gdy
X (z) = 222 oraz

B 2 x€]0,1/2),
Y(x)_{ 20 —1 z€[1/21]. (4)

Zadanie 17. Niech 2 = [0,1] i niech P = dz. Znalezé¢ E({|n), gdy
&(x) = 22 in(z) =1 — |20 — 1|. Wskazéwka: 7 jest symetryczna wzgledem
1/2.

Zadanie 18. Niech Q = [0, 7], F = B([0, 7]) i niech P = adz.

e Wyznaczy¢ « tak, aby P byto miara probabilistyczna na €.

e Niech n(z) = sin(x), {(x) = cos(x) dla x € Q. Wyznaczy¢ E(&|n)(x).
Wynik przedstawi¢ w jak najprostszej postaci.

Zadanie 19. Niech 2 = [0,1], F = B([0,1]) i niech P = dzx. Niech
X(z)=2x -1+ 2z -1, Y(z) = 1— |2z — 1] dla z € Q. Wyznaczy¢
E(X]Y).

Zadanie 20. Niech (X,Y’) ma rozklad laczny o gestosci

) ex(y—x)eY 0<z<y<oo
g(z,y) = { 0 w przeciwnym przypadku. (5)

e 7malezé parametr c,

e Pokazaé, zedla0 <z <y < oo
fxy(zly) = 6x(y —x)y™®
frix(zly) = (y—=x)e™™?

e Policzyé¢ E[X|Y] i E[Y|X].



Zadanie 21. Niech (X,Y’) ma rozklad laczny o gestosci

K(y* —2%)e™v 0<y<oo —y<z<y
9(z,y) = .
0 w przeciwnym przypadku.
(6)
e Znalezé parametr K,
e Obliczy¢ E(Y|X),
e Znalezé a € R takie, ze E(Y|X =a) = 2.
Zadanie 22. Niech (X,Y) ma rozklad taczny o gestosci

(2,y) = K(2x +y) 2 +y? <1
I\ Y) = 0 w przeciwnym przypadku.

e Zmnalez¢ parametr K,
e Policzy¢ E[X|Y] i E[Y]|X].

Zadanie 23. Zalézmy, ze Xy, X1,...,X,, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1]. Obli-
czy¢ warunkowa wartos¢ oczekiwang

E[max{Xo, ce ,Xn}‘Xo]

Zadanie 24. Sgsiadka upiekla placek dla swoich dwéch synéw. Jed-
nak zjedzenie wiecej niz polowy ciasta powoduje niestrawnosé¢ u kazdego z
nich. Podczas, gdy sasiadka wyszla na zakupy starszy brat zjadl kawatek
ciasta. P6zniej mlodszy z braci poczestowal si¢ z tego co zostawil brat. Za-
kladamy, ze iloé¢ zjedzonego ciasta przez kazdego z braci jest losowa i ma
rozklad jednostajny (na tym co aktualnie jest dostepne). Jaki jest oczeki-
wany rozmiar pozostawionego ciasta, jezeli wiadomo, ze zaden z braci nie
dostal niestrawnosci?

Zadanie 25. Mamy n osiedli potozonych wzdtuz drogi w odlegtosci 1km
od siebie. Osiedla obstuguje jedna karetka pogotowia. Kazde kolejne zglo-
szenie z jednakowym prawdopodobienstwem pochodzi z dowolnego punktu
i zostaje natychmiast przekazane do karetki oczekujacej na osiedlu w ktérej
znajdowal sie ostatni chory. Jaka jest srednia odleglosé przejezdzana przez
karetke w czasie jednego kursu?

Zadanie 26.Kupujemy Y loséw na loterii, gdzie Y jest zmienng losowa
o rozkladzie Poissona z parametrem A = 10. Kazdy los wygrywa z praw-
dopodobienstwem p niezaleznie od pozostatych. Znajdz warunkowa wartoscé



oczekiwang liczby loséw wygrywajacych X pod warunkiem Y. Oblicz war-
tos¢ oczekiwang X.

Zadanie 27.Liczba bledéw popelnianych przez maszynistke na kazda
strone ma rozktad Poissona z parametrem A\ niezaleznie od pozostalych
stron. Trzy stronicowy artykul jest przygotowywany przez jedna z 4 ma-
szynistek, dla ktérych A wynosi odpowiednio 1,2,3,4. Maszynistka jest
wybierana losowo z jednakowym prawdopodobienstwem. Jaka jest wartosé
oczekiwana btedéw w calym artykule.

Zadanie 28. Zmienne losowe X7, Xo,..., X5 sa niezalezne i maja jed-
nakowy rozklad wykladniczy z parametrem 1. Niech Y oznacza zmienng
losowa réwna 1, gdy X1 > 3 i réwna 0 w przeciwnym przypadku. Niech
T =X+ -+ X5. Wyznaczy¢ E(Y|T = 5).

Zadanie 29. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana liczby prob Bernoulliego
przeprowadzanych az do momentu uzyskania 2 sukceséw i porazki.

Zadanie 30. Gdy EX? < oo, to mozemy zdefiniowaé¢ warunkowa wa-
riancje

Var(X|F) == E (X - B(X|F))*|F).

Wykazaé,ze
Var(X) =E (Var(X|F)) + Var(E(X|F)).

Zadanie 31. Wykorzystujac fakt, ze Var(X|F) > 0 udowodnij, ze
E (X|F)* < E(X?|F).

Zadanie 32. Niech X,Y beda catkowalnymi z kwadratem, symetrycz-
nymi niezaleznymi zmiennymi losowymi. Udowodnié, ze

E(X+Y)?X2+Y?) =X24+Y2

Zadanie 33. Niech (Xj)}_; bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych catkowalnych o tym samym rozkladzie. Pokazaé, ze

1
B (X1 X1+ 4 Xp) = — (X1 4+ Xn).

Zadanie 34. Niech (X,),en bedzie ciagiem niezaleznych, symetrycz-
nych i catkowalnych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie. Niech

n
Sn = Z Xk:a
k=1



Dla dowolnych k,n € N wyznaczy¢
E(Sk | Sn)- (8)

Zadanie 35. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wartosciach w R. Niech f : R? — R bedzie funkcja taka, ze E|f(X,Y)| < oo.
Pokazac, ze

E(F(X,V)|Y) = Ef(X, )lyy = /]R @, Y )x (dz). (9)

Zadanie 36. Niech P i () beda miarami probabilistycznymi na (2, F)
dla ktorych istnieje gestosé % = Z > 0, P-p.n.. Niech G bedzie ¢ pod-

cialem F i niech X bedzie zmienna losowa Q) catkowalng. Pokazaé, ze
_ Ep(XZ|G)

Edﬁ@_ﬁﬂﬁ@ﬁ (10)

Zadanie 37. Udowodni¢ nastepujaca postaé twierdzenia Bayesa:

Jp P(A|F)dP

FEA =T B

dla B € F. (11)



