Procesy stochastyczne 2013 - Zestaw III

Zadanie 1. Niech (§;) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych.
Niech
Xpn=6++&, Fn=0,....&), neN

a) E& = 0 dla kazdego i € N, to (X5, F),,cy jest martyngatem,
b) E&; > 0 dla kazdego i € N, to (X, Fn), e jest submartyngatem,
c) E& <0 dla kazdego i € N, to (X, Fn),cy jest supermartyngatem,

Zadanie 2.Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna z filtracja
{Fi}t>0 oraz calkowalna zmienna losowa X. Pokazaé, ze proces X; =
E(X|F:) jest martyngalem wzgledem filtracji F;.

Zadanie 3. Pokaz, ze jezeli ciag zmiennych losowych (&,)nen jest mar-
tyngalem wzgledem filtracji F = {F,}nen to jest réwniez martyngatem
wzgledem filtracji G, = o(&1,...,&).

Zadanie 4. Niech Z, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym
samym rozkladzie i zerowej Sredniej. Niech F,, = o(Zp,...,Zy,) i

Xo = Zo,

n
Xo = Y. ZkZ.
k=1

Niech N; = {j,7 +1,...}. Podaj najmniejsze takie j, dla ktérego (X, )nen
jest martyngalem wzg. filtracji F,, = 0(Zo, Z1,...,2Zyn), n€N;j.

Zadanie 5.Zal6zmy, ze £1,&2, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o tym samym rozkladzie takim, ze P(§; = A) = P(§ = 0) = 3. Niech S, =
& + - + & Wykaz, ze dla dowolnego A > 0 cigg {exp(nA?/2 — AS,) hnen
jest nadmartyngatem wzgledem filtracji generowanej przez ciag &,.

Zadanie 6. Niech (&, )nen bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o tym samym rozkladzie, calkowalnych z kwadratem i o éredniej zero.
Niech S, = & +...&,. Pokazaé, ze proces

Y, =82 —Var(S,), ne€N,

jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez proces &,.

Zadanie 7.Niech (&,)nen bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o tym samym rozkladzie i skonczonej wartosci oczekiwanej. Niech
Sp =& + -+ &,. Pokazaé, ze proces

Y, = Sp, — nE&, neN,



jest martyngatem wzgledem filtracji generowanej przez proces &,.
Zadanie 8. Niech (&,)nen bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych o tym samym rozkladzie. Niech P({; = 1) =p, P(§ = —1) = ¢ :=

1 —p. Niech F, = 0{&,...,&} oraz Z, = (%)Zi:lfl. Wykazaé, ze ciag
(Zpn, Frn) jest martyngalem.

Zadanie 9. Niech (Y),)nen bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych o tym samym rozkladzie jednostajnym na odcinku [—1,1]. Niech

S=0,8,=Y1+---+Y,dlan>1 oraz

M = Y axn M0 -0 W
k=1
M®? = Sﬁ—%, M(§2>=0. (2)

Czy ciagi zmiennych losowych (ng)) i (My(ll))

filtracji generowanje przez ciag Y,?

Zadanie 10. Niech S, = X;+---+ X,, oraz F,, = 0(X1,..., X,), gdzie
X1, X9,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
takim, ze EX? < oo. Znajdz ciagi ay,, b, dla ktérych S2 + a,S,, + b, jest
martyngalem wzgledem F,.

Zadanie 11.Niech Q = [0,1], P = dz. Wyznacz martyngal E(Y|F,),
gdzieY (w) = w?, a filtracja F generowana jest przez proces

Xp(w) = 2w]1[0717%) (w).

sg martyngatami wzgledem

Zadanie 12.Niech M bedzie martyngalem wzgledem filtracji genero-
wanej przez proces bladzenia przypadkowego Z,. Zalézmy dla utatwie-
nia, ze M(0) = 0. Pokaz, ze istnieje prognozowalny proces H taki, ze
M(n) = S5y HO[Z() — Z(i— 1))

Zadanie 13.Niech X (n) bedzie martyngalem (sub-, super-martyngatem).
Dla ustalonego m, rozwazmy proces X'(k) = X(m + k) — X(m) dla k > 0.
Pokaz, ze X' jest martyngatem (sub-, super- martyngalem) wzgledem filtra-
CJI ]‘76 == fm-ﬁ-k

Zadanie 14.Niech 71,172, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych lo-
sowych. Niech F,, bedzie filtracja taka, ze Fo = {0,Q} i F, = o{mp : 1 <
k < n}. Niech {ay}52; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
takich, ze 0 < a; < M dla kazdego i,gdzie M > 0 jest stala niezalezng od
i. Ponadto zakladamy, ze o, jest F,,—1 mierzalne dla kazdego n (czyli jest
strategia). Zdefiniujmy procesy

¢o =0, ¢n:771+"'+77n (3)



S =0, En=oam + -+ apmy (4)
Udowodnij, ze jezeli ¢ jest (sub, super) martyngatem, to ciag £ réwniez jest

(sub, super) martyngatem.

Zadanie 15.Dana niech bedzie przestrzen probabilistyczna (2, F,P) i
ciag zdarzen niezaleznych {4, }nen, gdzie A, € F, P(A,) = p, € (0,1) dla
n € N. Okrelmy filtracje F,, = o({l4,,...,14,} oraz proces S, = > 1 14,.

e Oblicz ES,

e Czy proces Y, = S, — > ir; p; jest martyngalem wzgledem danej fil-
tracji?



