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Zadanie 0:). Niech dana będzie przestrzeń probabilistyczna z Ω = [0, 1],
F = B([0, 1]) oraz miarą Lebesgue’a na [0, 1]. Niech X będzie procesem
takim, że X(0) = 0 oraz

X(t, ω) = I[0, 1
t
)(ω) dla t > 0.

Znajdź filtrację FX generowaną przez ten proces.
Niech Z będzie dowolną całkowalną zmienną losową na Ω. Znajdź martyngał
Mt := E(Z|FX).
Czy proces Y (t, ω) = tω − 1

2 t jest martyngałem względem filtracji FX?
Zadanie 1. Udowodnij, że limn→∞

Wn
n = 0 P-p.n..

Zadanie 2.Niech Wt będzie jednowymiarowym procesem Wienera. Czy
proces Yt := Wbtc jest procesem Wienera? Oblicz Cov(Ys, Yt) dla 0 ≤ s < t.

Zadanie 3. Niech dany będzie proces Xt =
∫ t

0 Wudu, gdzie W jest
procesem Wienera. Znajdź rozkład Xt oraz Cov(Xs, Xt) dla 0 ≤ s ≤ t.

Zadanie 4. Udowodnij, że proces Mt = exp(σWt − 1
2σ

2t) jest martyn-
gałem względem filtracji generowanej przez proces Wienera W .

Zadanie 5.NiechW i W̃ będą dwoma niezależnymi procesami Wienera,
niech F będzie filtracją generowaną przez te dwa procesy. Dla −1 ≤ ρ ≤ 1
definiujemy proces

Xt = ρWt +
√

1− ρ2W̃t.

Udowodnij, że proces X jest procesem Wienera względem filtracji F oraz,
że Cov(Xt,Wt) = ρt.

Zadanie 6. NiechWt będzie procesem Wienera, 0 > a > b, a τ = inf{t :
Wt > a+ bt}. Pokaż, że dla λ > 0

E(e−λT ) = e−a∗(b+
√
b2+2λ).

Wskazówka: Wykorzystaj zadanie 4 oraz Optional Sampling Theorem

Zadanie 7.Oblicz całkę ∫ 5

0
f(t) dWt,

1



gdzie f(t) = k dla k ≤ t < k + 1.

Zadanie 8. Udowodnij, że jeżeli f deterministyczna, to
∫ T

0 f(t) dWt ∼
N (0,

∫ T
0 f2(t) dt).

Zadanie 9. Pokaż, że∫ t

0
s dWs = tWt −

∫ t

0
Ws ds.
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