Procesy stochastyczne 2015 - Zestaw V

Zadanie 0:). Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna z Q = [0, 1],
F = B([0,1]) oraz miara Lebesgue’a na [0,1]. Niech X bedzie procesem
takim, ze X (0) = 0 oraz

't

Znajdz filtracje F~X generowang przez ten proces.

Niech Z bedzie dowolng caltkowalng zmienng losowg na €2. Znajdz martyngalt
M, .= E(Z|FX).

Czy proces Y (t,w) = tw — %t jest martyngalem wzgledem filtracji FX?

Zadanie 1. Udowodnij, ze lim, oo % =0 P-p.n..

Zadanie 2.Niech W; bedzie jednowymiarowym procesem Wienera. Czy
proces Y; := W) jest procesem Wienera? Oblicz Cov(Ys,Y;) dla 0 < s < t.

Zadanie 3. Niech dany bedzie proces X; = fot Wydu, gdzie W jest
procesem Wienera. Znajdz rozklad X; oraz Cov(Xs, X;) dla 0 < s <.

Zadanie 4. Udowodnij, ze proces M; = exp(cW; — %J%) jest martyn-
gatem wzgledem filtracji generowanej przez proces Wienera W.

Zadanie 5.Niech W i W beda dwoma niezaleznymi procesami Wienera,
niech F bedzie filtracja generowang przez te dwa procesy. Dla —1 < p <1
definiujemy proces

Xt = th + 1— pQWt.

Udowodnij, ze proces X jest procesem Wienera wzgledem filtracji F oraz,
ze Cov(Xy, Wy) = pt.

Zadanie 6. Niech W; bedzie procesem Wienera, 0 > a > b, a 7 = inf{t :
Wi > a+ bt}. Pokaz, ze dla A > 0

E(e ) = gmax(bHVii23)

Wskazéwka: Wykorzystaj zadanie 4 oraz Optional Sampling Theorem

Zadanie 7.0blicz catke
5
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gdzie f(t) =k dlak <t <k+1.

Zadanie 8. Udowodnij, ze jezeli f deterministyczna, to fOT ft)dWy ~
N, JT £2() ).

Zadanie 9. Pokaz, ze

t t
/ sdWs = tW; — / W, ds.
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