: Wyznacz stopnie wierz-
chotkéw w grafie GG, jego liczbe chromatyczng i indeks chroma-
tyczny.

PUNKTACJA: 1 punkt wierzchotki 1 punkt za indeks
1 punkt za liczbe chromatyczna 1 punkt za zacytowanie twierdzen

Niech G bedzie grafem powstalym z grafu K, ,,, dlan > 2, poprzez
rozdzielenie jednej krawedzi.

PODPOWIEDYZ

Stopnie wierzchotkow: w grafie K, , wszystkie wierzchotki maja
stopienn deg(v) = n. W grafie G dodany wierzchotek ma stopien
2, a stopnie innych wierzchotkow sie nie zmieniaja. Stad deg(v) €
12,0}

Liczba chromatyczna: grat K, ,, jest dwudzielny, zawiera tylko
cykle parzystej dtugosci. Graf G nie jest dwudzielny. Cykl w gra-
fie K, ,, ktory zawieral rozdzielang krawedz zamienia si¢ na cykl
dtugosci nieparzystej. Stad x(G) > 3. Istnieje kolorowanie za
pomocy trzech kolorow (wierzchotki jednego zbioru niezaleznego
grafu I, ,, jednym kolorem, drugiego zbioru drugim kolorem, nowy
wierzchotek trzecim kolorem). Stad x(G) = 3.

Indeks chromatyczny: x'(G) = n + 1. Z twierdzenia Wizinga
X'(G) € {A,A + 1}. Niech e bedzie rozdzielana krawedzia. W
grafie K, , — e kazde kolorowanie za pomocg n koloréw ma t¢
wtasno$é, ze oba konce krawedzi e brakuje tego samego koloru.
Gdy chcemy dokolorowaé dwie krawedzie zastepujace krawedz e
w grafie G, musimy uzyé¢ n + 1-go koloru.



Zadanie 2.

Niech G bedzie grafem powstalym z grafu K, ,,, dlan > 2, poprzez
dodanie skojarzenia o maksymalnej liczebnosci (nie dodajemy no-
wych wierzchotkéow, tylko krawedzie; nie tworzymy krawedzi wie-
lokrotnych).

PODPOWIEDZ

Stopnie wierzchotkow: w grafie K, , wszystkie wierzchotki maja
stopieni deg(v) = n. Jedli n jest parzyste, to kazdemu wierz-
chotkowi dodajemy jedna krawedz, czyli deg(v) = n + 1. Jesli
n -nieparzyste, to w obu zbiorach niezaleznych wierzchotkéw zo-
staje jeden wierzchotek, do ktérego nie dodajemy krawedzi, czyli
deg(v) € {n,n + 1}.

Liczba chromatyczna: x(G) = 4. Graf G zawiera podgraf K|,
stad x(G) > 4. Kolorowanie za pomoca czterech kolorow: "po-
towe” wierzchotkoéw jednego zbioru niezaleznego kolorem 1, druga
"potowe” kolorem 2; analogicznie z kolorami 3 i 4 w drugim zbiorze
niezaleznym.

Indeks chromatyczny: x'(G) = n + 1. Krawedzie grafu K, ,
kolorujemy za pomoca n kolorow (jest to graf dwudzielny, wiec
X(Knn) = A = n). Krawedzie dodanego skojarzenia kolorujemy
n+ 1-szym kolorem. Nie da sie uzy¢ mniejszej liczby kolorow, gdyz
z tw. Wizinga x'(G) > A =n + 1.



Zadanie 3 .

Niech G bedzie grafem powstatym z grafu K,,, dlan > 2, poprzez
rozdzielenie wszystkich krawedzi.

PODPOWIEDYZ

Stopnie wierzchotkow: w grafie K, wszystkie wierzchotki maja
stopien deg(v) = n — 1. Dodane wierzchotki maja stopieri rowny
2. Stad deg(v) € {2,n — 1}.

Liczba chromatyczna: x(G) = 2. Graf G jest dwudzielny. Niech
G = (X,Y; E), wtedy X - zbioér oryginalnych wierzchotkow grafu
K,, Y - zbior dodanych wierzchotkow. Nie istnieja krawedzie po-
miedzy dwoma wierzchotkami zbioru X (wszystkie zostaly roz-
dzielone), analogicznie Y.

Indeks chromatyczny: x'(G) = n — 1. Twierdzenie z wyktadu:
jesli G - dwudzielny, to x'(G) = A.



Zadanie 4 .

Niech G bedzie grafem rzedu n = 27, w ktérym wierzchotki sg
wyznaczone przez parami rozne ciagi binarne diugosci 7. Dwa
wierzchotki sg potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy od-
powiadajace im ciagi roznig sie doktadnie trzema bitami.

PODPOWIEDYZ

Stopnie wierzchotkow: dla dowolnego wierzchotka liczymy jego
sasiadow. W tym celu wybieramy 3 bity z 7, na ktérych dokonu-
jemy zmiany bitu. Stad deg(v) = (;)

Liczba chromatyczna: x(G) = 2. Jest to graf dwudzielny. Niech
G = (X,Y; E), wtedy X - zbior wierzchotkéw o parzystej liczbie
jedynek, Y - zbiér wierzchotkéw o nieparzystej liczbie jedynek.
Nie istnieja krawedzie pomiedzy dwoma wierzchotkami zbioru X,
analogicznie Y.

Indeks chromatyczny: x'(G
jesli G - dwudzielny, to x'(G) =

(;) Twierdzenie z wyktadu:

> |



Zadanie 5

Niech G bedzie grafem rzedu n = 3*, w ktérym wierzchotki sg
wyznaczone przez parami rézne ciagi ternarne dlugosci 4. Dwa
wierzchotki sg potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy od-
powiadajace im ciagi roznig sie na doktadnie jednej pozycji o do-
ktadnie 1 (np. ciagi (0,0,0,1) 1 (0,0,0,2) sa potaczone krawedzia,
ale (0,0,0,0) oraz (0,0,0,2) nie sa).

PODPOWIEDZ

Stopnie wierzchotkéw: dla dowolnego wierzchotka liczymy jego
sasiadow. Zauwazmy, ze inaczej liczymy sasiadéw w zalezno$ci od
tego, czy pojawiaja sie 1, czy tez nie. Tzn. wierzchotek (0,0,0,0)
ma inng liczbe sasiadow niz wierzchotek (1,0,0,0).

Rozwazmy przypadki w zaleznosci od liczby 1.

e zero 1: wybieramy pozycje, na ktorej bedzie zmieniana war-
tos¢ - na 4 sposoby. Zmieniamy liczbe na tej pozycji (jest to
0 lub 2) na 1. Mamy deg(v) = 4.

e jedna 1: wybieramy pozycje sposrod tych, na ktorych jest 0
lub 2 - na 3 sposoby. Zmieniamy liczbe na tej pozycji na 1.
Mamy juz 3 sasiadow. Dodatkowych 2 sasiadow otrzymujemy
zmieniajac 1 na 0 lub 2. deg(v) =5

e dwie 2: wybieramy pozycje sposrod tych, na ktorych jest 0
lub 2 - na 2 sposoby. Zmieniamy liczbe na tej pozycji na 1.
Mamy juz 2 sgsiadéw. Wybieramy pozycje sposrod tych, na
ktorych jest 1 - na 2 sposoby. Zmieniamy liczbe na tej pozycji
na 0 lub 2. Mamy dodatkowych 4 sasiadow. deg(v) = 6

e trzy 1: wybieramy pozycje sposrod tych, na ktorych jest 1
- na 3 sposoby. Zmieniamy liczbe na tej pozycji na 0 lub 2.
Mamy juz 6 sasiadow. Na pozycji, na ktorej jest 0 lub 2,
zmieniamy na 1. Dodatkowy jeden sasiad. deg(v) =7

5



e cztery 1: wybieramy, ktore 1 zmieniamy - na 4 sposoby. Zmie-
niamy 1 na 0 lub 2. deg(v) =4-2 =38.

Liczba chromatyczna: x(G) = 2. Jest to graf dwudzielny. Niech
G = (X,Y; F), wtedy X - zbior wierzchotkow o parzystej sumie
cyfr ze wszystkich pozycji, Y - zbiér wierzchotkéw o nieparzystej
sumie cyfr ze wszystkich pozycji. Nie istniejg krawedzie pomiedzy
dwoma wierzchotkami zbioru X, analogicznie Y.



