Zestaw 3

Zadanie 1.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi:
a) 1-11+2-2143-314+ . +n-nl=(n+1! -1,
b) 1424224284 . 4201 =2"—1,

1 1 1 1 . n
¢) tztzstsit -t amm = mD

1 1 1 1 n
d) it tr Tt (Bn—2)(3n+1) _ 3n+1’

e) 1-24+2-3+3 -4+ ... +n(n+1) = 2ote2)

£) 12 =22 432 — 42 4 .+ (=1)"Fip? = (1)t

g) P+224+33+ . 4+nP=(01+2+3+..+n),

h) 12422 4 3% 4 ... 4 p? = otlCnt])

) 1-2:342-3-443-4-5+...+n(n+1)(n+2) = 203

)

DA+t +i+rt=1-1

K) (n+1)(n+2)(n+3)..2n)=2"-1-3-5-...- (2n — 1),
)

HD)1—-24+3—-4+...+—-2n=—n.

Zadanie 2.
Udowodnij, ze prawdziwa jest nierdwnosc¢:
a) (a+b)">a"+0b", dla dowolnych a, b > 0, n € N,

b) 2" > n?, dla dowolnego n > 5,

)

)

c) %+%ﬂ+%ﬁ+...+%>%,n€]\ﬁr,
)

1 1 1 1

e) n! < (=)" neN,,



f) (n)? >n*neN,.

Zadanie 3.

Udowodnij, ze dla kazdego n > 2 prawdziwa jest nier6wnosc¢:
1 1 1 1 13
a) n_-f—l_'_n_-i-2+n_—|—3+'“+%>ﬂ7

b) (1=3) (1=35) (1= 5) (1= 52) = 5

) st sttt i=>Vn

Zadanie 4.

Udowodnij, ze dla kazdego n € N,:
a) 9/7" +3n — 1,
b) 133|117F2 + 122+,

c) 10]9 - 3% + 1,

d) 11]10™ — (=1),
e) 6|n® —n,

f) 42|n" —n,

g) 3[n’ —n,

h) 5|n® —n,

i) 7In" —n.



Zadanie 5.

Udowodnij, ze:

a) mn prostych na plaszczyznie, z ktorych zadne dwie nie sa réwnolegte i
zadne trzy nie przechodza przez ten sam punkt, dzieli ptaszczyzne na
n(n+1) o
—5— + 1 czesai,

b) jezeli ptaszczyzne podzielimy na czesci za pomoca prostych i okregow,
to otrzymana mape mozna pokolorowa¢ dwoma kolorami,

( 3)

c¢) n-kat wypukty ma przekatnych,

d) n plaszczyzn przechodzacych przez jeden punkt, z ktorych zadne trzy
nie maja wspoélnej krawedzi, dzieli przestrzen na n(n — 1) 4+ 2 czesci.

Zadanie 6.

Udowodnij, ze (2n+1) + (2n+3) + (2n+5) T +(4n—1)=3n*dlan € N.
Ta suma moze by¢ tez zapisana w postaci 3 o (2 1).

Zadanie 7.

Udowodnij, ze liczba 5™ — 4n — 1 jest podzielna przez 16 dlan € N.

Zadanie 8.

Udowodnij, ze:

1 N 1 1 1 1 1+ N 1 1
n+1 n+2 7 2n 2 3 4 n—1 2n
dlan € N.

Zadanie 9.

Udowodnij, ze liczba 5"! +2- 3" + 1 jest podzielna przez 8 dla n € N.



Zadanie 10.

Udowodnij, ze liczba 82 + 927! jest podzielna przez 73 dlan € N.

Zadanie 11.
Udowodnij, ze:

n(n+1)(2n+ 1) dlane N

Y P=14449+ .. +n’=

i=1

Zadanie 12.
Udowodnij, ze:

4410416+ ...+ (6n — 2) = n(3n + 1) dla wszystkich n € N

Zadanie 13.

Udowodnij, ze:

1 1 1 1

n
15 59 03 T @3t dn+l

dlane N



Zadanie 14.

Udowodnij, ze liczba 11" — 4™ jest podzielna przez 7 dla wszystkich n € N.

Zadanie 15.

Udowodnij, ze n? > n + 1 dlan > 2.

Zadanie 16.

a) Oblicz 14+ 3+ ...+ (2n — 1) dla kilku wartosci n, a nastepnie odgadnij
wzOr ogblny.

b) Udowodnij przez indukcje, ze wzor otrzymany w ¢wiczeniu a) jest pra-
widlowy.

Zadanie 17.

Udowodnié, ze dla dowolnego n € N liczba postaci 3%"*2 4- 1 jest podzielna
przez 10.

Zadanie 18.

Pokaza¢, ze dla dowolnego n € N liczba 13" — 7 jest podzielna przez 6.

Zadanie 19.
Udowodnié, ze dla dowolnego n naturalnego oraz z rzeczywistego zachodzi

nieréwnosé | sinnx| < nlsinx|.

Zadanie 20.

Udowodni¢, ze dowolna kwote pieniedzy ztozona z n ztotych (n > 4) mozna
wyplaci¢ monetami 2 i 5 ztotowymi.



Zadanie 21.

Wyznaczy¢ liczbe odcinkow taczacych n punktéow na plaszezyznie, z ktorych
zadne trzy nie sa wspotliniowe.

Zadanie 22.

Udowodni¢, ze

(n+1)(4n? + 8n + 3)
3

P4+32+52+ .. +(2n+1)*=

dla dowolnej liczby naturalnej n.

Zadanie 23.
Pokazaé, ze dla dowolnego n € N jest prawdziwa réwnosé
L D S 1 o
1-3 3.5 5.7 7 (2n-12n+1) 2n+1

Zadanie 24.

Pokazac, ze
22447+ 4+ (2n) =22+4+ ... +2n)?

dla dowolnego n € N.

Zadanie 25.

Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 4" +15n—1 jest podzielna
przez 9.

Zadanie 26.
Pokazaé, ze liczba 10" + 4™ — 2 jest podzielna przez 3 dla dowolnego n € N.

Zadanie 27.

Udowodnié, ze liczba postaci n® + 2n jest podzielna przez 3 dla dowolnego
n & N.

Zadanie 28.

Pokazaé, ze dla dowolnego n € N liczba 2971 4 3%27+2 jest podzielna przez
11.



Zadanie 29.

Pokazac, ze

10"+ — 9n — 10
T4+ 11+ 111+ ..+ 11..1 =
F 1141114 .+ 9l

n

dla dowolnego n € N.

Zadanie 30.

Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n jest prawdziwa réwnoscé

1
1-2242-3 4+ .. +nn+1)7°= En(n +1)(n+2)(3n +5).
Zadanie 31.
Udowodnié, ze liczba 2"%2 . 3" + 5n — 4 jest podzielna przez 25 dla kazdego
n e N.
Zadanie 32.

Udowodnié¢, ze liczba 10" — 10(n + 1) + n jest podzielna przez 81 dla do-
wolnego n € N.



