ZADANIA Z MATEMATYKI
DLA WYDZIALU IMIR

ZADANIA w semestr ze zimowym

Teoria zbioréw, funkcje.

A Poda¢ interpretacj¢ geometryczna zbiorow:

a) A" B, jezeli A=N i B=C b) X*=X" X" X, gdzie X =(3,4)
) A B, gdzie A={x:0£x£%},B=R d) (1,3)" {24}
e {137 {24.

A Znalez¢ dziedziny nastepujacych funkgji:
a) y=v-x+J4+x b) y=v4x- x* 0 y:arcsinx?1

A Zbada¢ parzystos¢ (nieparzystose) nastepujacych funkcji:

a) y=w b) y=aX-i C) y=Xx+X°.
X a

A Niechfunkcje f(x) i g(x) beda zadane nastepujaco:

1x+1 da x<1
f(x)=i3 da x=1
I +2x+1 dia x>1

2 da x<0

g(x):{x da xi[0.1)
}2x—1 da x31

I-x

a) narysowa¢ wykresy obu funkcji
b)  sprawdzi¢, czy funkcje f(x) oraz g(x) sa réznowartosciowe
C) wyznaczyé f*oraz gt

A Znalez¢ funkcje, z ktorych utworzone sa funkcje ztozone okreslone wzorami:

a  f(x)=(2¢+x+1) b)  g(x)=3



c) h(x) = \/sin gog, (tg3x)g
A Obliczy¢:
a) 3arcsinl- 2arcsin0+4arctgl- arctg(- 1)
1 V3 2

b —arccos— +arctg (- 3)- 3arcsin—
) 2 2 g( ) 2

& 10 7 0
C 2arccosa- — -+ arct a? —p =- arctgl.
) § 25 Ac9gUgP s ol

Rachunek rézniczkowy fukncji jedngl zmienng.

A Zapisa¢ przy pomocy kwantyfikatorow definicje pojec:

lima, =¥ lima, =-¥

n® ¥ n® ¥
A Korzystgjac z odpowiednigj definicji wykazac, ze:

) e
g  imZ 100 b ImE*10-06 ¢
n® ¥ n 1] n®¥85n+2g

Li®r9(2n— 1) =¥

A Zbadac, czy istnigja nastepujace granice i obliczy¢ te, ktéreistnigja:

QT 0
O ImETE ?
9  lim(sinVn+1- sinvn) )
9 hmg"n”g 0
R,

(n-1)(n+3)(n+1)
ey An*+2n°- 7

I.m\/n2+1+\/ﬁ
noy dd - n-n

) . a
[im2"sin—
n® ¥ 2"

,.2Nn
& 2n 0
¥ &N +1p




A Obliczy¢ granice:

- 4-

8  lim3nX B  limXt

x®0 By x-1
x®1
2 X .,
sin® Zsin® 2x

9 limS d lim—2
x®0 8x x® 0 3x

_ _ 3

g  limtX ) lime 99X

®L p X x@P 2- Ctgx- ctgX
97 2
e*-1  1- 2x- X% - (1+X)

0) I|®n(‘)1 - h) lim

x®0 g* - 1 x®0 2X
H 2

iy lim3X

x®0 X
A Obliczy¢ granice niewlasciwe:
. 10x

Q) lim—

x®2(x_ 2)
3

b limX Xt
x® 1 (X— 1)

o limSnX
x®0 X3

A Obliczy¢ granice:

2 lim 3x*+1 b) Iim3x3— 2x*+x- 8
X® ¥ 116+X4 x® ¥ 9X3+2X2+1
2% . 3

C) !<I®n;] 1+x° d) !(|®|’TQ 1+ X2

3

€) Iim(\/xz— 3x+1- \/x2+x+1) f) lim X )i

x® ¥ ®¥ 2+ X

A W podanych punktach obliczy¢ granice jednostronne danych funkcji i rozstrzygna¢, czy
funkcje te maja granice w tych punktach:

a) f(x)=e

x|

w punkcie x=0

b) f(x):|x:]14+x w punkcie x=1

0 f(x):arctgli w punkcie x=1.
- X



A Wyznaczy¢ punkty nieciagtosci funkcji

X+|X sin x
a) y= 2|| by y=—r
X K
X
C = d =tg2x
) Y e ) Y=g
1
e) y= arctg% f) y=2%2
X2 +1
0) y=—;
X

oraz okresli¢ rodzaj nieciagtosci w tych punktach.
A Dlajakich wartosci afunkcja f (x)bedzie funkcja ciagta w (- ¥,¥)?

_ix-a da x<10

J f(X)_%Iogx da x310
t12*+8 dla x£0

=t
i(x-a)” da x>0
Y ex-1

0 f(x):l's da x£0

}a da x>0
A Dobra¢ al Rtak, aby funkcja

I1+x-1

F()=t" x
fa dla x=0

byta ciagta dlawszystkich xI R

da x10

A Funkcja f(x)=1- xsin jest nieokreslonadla x = 0. Okresli¢ wartos¢ f (0) tak, aby
X

funkcja f (x) bytaciagtaw punkcje x=0.

A Wykorzystujac wiasnosci funkcji cciagtych wykazaé , ze rownanie x° - 3x =1 maco
najmnigj jeden pierwiastek zawarty miedzy 1i 2.

A Wykazaé, ze rbwnanie € - iz =0 mapierwiastek w przedziale g%,ﬁ.
X a



A Obliczy¢ granice:

(0]
a) Xl_
(%]
b) |imaszx
X® 0 X
C limarct
) marcgg

A Napodstawie definicji znalez¢ wzér na pochodna funkcji:

a) y=\/§ b) y=x*
1
C =3+ x? d =
) y ) Y=o i1
o S f)  y=-2+5¢
3X

3
A Napisa¢ rownanie stycznej do linii y = Xg w punkcie x=-1.

A Pod jakim katem linia y =sin x przecina os OX?
A Dlafunkdji y:(1+x\/§)x obliczy¢ y'(0)- y'(1)

1- x+xX2- X

NG

A Znalez¢ punkty, w ktorych nastepujace funkcje nie posiadaja pochodnych:

A Pokaza¢, ze pochodna funkcji  f (x) = jest funkcja parzysta.

a) y=|x+2
b) y=[q+x-1
Wyniki zilustrowa¢ rysunkiem.

A Obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji:

3 1- \/;
a =(x- 1- X b =
) =[x %) A e
C) y=52- i d) y:arctgl_—x
Voox-1 2X- X2
. 2
€) y =arcsin{2x+/1- x2) f) y = arccos
( V1+x



9) y:e—+1 h) y=¢e‘J1- e +arcsine”

e-1

i y=InitX ) y=Inininx

1-x

1 sin2t

K = xarctgx- =In(1+x° I =In
) y : 2 ( ) ) 1- sin2t
m  y=(sinx)™ n) y =(a+bx)"

1
0) y=x*

W jakim punkcie styczna do paraboli y = x*+1

a) jest rownolegtado osi OX
b) tworzy z dodatnim kierunkiem osi OX kat a =% :

Jaki warunek musza spetniaé wspétczynniki a, b i ¢, aby parabola y = ax® +bx+c byta
stycznado osi OX.

Znalezé kat przecigciakrzywych: y=x*1i y=x.

Obliczy¢ pochodna n-tego rzedu funkcji:

a) y=e?d b) y=Inx
0 y=x d  y=vx
) y = COS’ X.

Obliczy¢ wszystkie rézniczki funkcji y=x* w punkcje x, =2i dla dx=0,5.

Korzystajac z twierdzenia de | Hospitala obliczy¢ granice:

8  lim&t B limXt
x®0 §jN2X x®1 |n X
9 lim&X-Snx g limnX
X®0 X- SiNX X®0 Ctgx
X . X
e lim—— f lim(p - x)tg—=
) x®%tg3x ) x®p(p )92
. . 1 106
lim(1- € )ctgx h im&E - =
g) x®0( ) 9 ) x®08xg'nx XZQ

. . . tox . . 3(':'))(
) lim(sinx) Do limele 2



Wykaza¢, ze pomigdzy pierwiastkami funkgji f (x) = x* - 4x+3 zngjduje sig pierwiastek
j€ pochodnegj. Wyjasni¢ to na rysunku.

Czy teza twierdzenia Rolle’a ma zastosowanie do fungji f (x) =1- 2 w przwdziale
(- 1,1) ? Wyjasnij za pomoca rysunku.

W jakim punkcje styczna do paraboli y = x* jest rownolegla do cieciwy taczace punkty
A(- 11)i B(3,9) . Wyjasni¢ za pomoca rysunku.

Narysowa¢ tuk AB linii y =|cosx| w przedziale (0,p ). Dlaczego tuk ten nie ma stycznej

rownolegtej do cieciwy AB? Ktdre z zatozenia twierdzenia Lagrange a nie sa tutgj
spetnione?

Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkgji:

_1 3 2 — V4 5 2 1
a) y—gx - 4x° +15x- 15 b) y =X —Zx +Z
9 y=— 9 y=e~
xX“+1
e) y= 21
xX“+1

Znalez¢ wspétczynniki trojmianu  y = x* +bx+c  takie ,zeby w punkcje x =1 tréjmian
osiagat minimum réwne 3.

Sposrod trojkatéw o danym obwodzie 2p i danym boku a znalez¢ trojkat, ktérego pole
bytoby najwigksze.

W dana kule wpisa¢ stozek o najwigkszej objetosci.

Okno ma ksztalt prostokata zakonczonego potkolem. Dany jest obwéd okna 2p.
Wyznaczy¢ wysokos¢ i szerokosé oknatak, aby ilos¢ swiatta praenikajacego przez to
okno byta najwigksza.

Pudetko do zapatek ma dtugos¢ 5cm i objetosé 33?1 cm?. Jakamusi by¢ szerokosc i
wysokosc pudetka , aby suma pdl wszystkich dziewigciu $cianek pudetka byta



naj mniejsza?

A Znalez¢ asymptoty linii i narysowaé linie:

NG 2
e = b =—-1
) Y= i1 ) y X
C) y_X2+1

a) y:%—x2 b) y=¢"*
22X i
C) y_1+X2 d) y—2

A Zbada¢ przebieg funkcji i naszkicowaé wykres:

g y=xJx+l b) y:§ﬁ+1}9
X @
1- x)’ x*-1
c) y=( ) d) y=
2X X
1
€) y =ex

A Stosujac twierdznie o wzorze Taylora obliczy¢ przyblizone wartosci:

a) arctgll b) arcsin0,54
¢)  log,ll d  (198).

Liczby zespolone.

A W zhiorzeliczb zespolonych C wykona¢ dziatania:

a) (1+3)+(2- 4i) b) (2-1)(1+3)

o  (2-3)(1+4) d  (3+2)(3- 2).

A Znaez¢ xiy, j&sdli xiy saliczbami rzeczywistymi i spetniaja zwiazek:



(3- 2i)x+(4+i)y=2+6i

A Znalez¢ czesc rzeczywista i cz¢$¢ urojona nastepujacych liczb zespolonych:

a)

2-i

1+i

(\/§+i)(- 1- i\/é).

1+i

b)

(1-9)°- i

(1+i)" +i

A Wykazat, ze |z, - z,| jest odlegloscia miedzy punktami z i z,.

A Znalez¢ zbior punktéw na ptaszczyznie zespolongj spetniajacych warunki:

a) |74 =1

1

-1£=

o [-1el
€) B£argz£&.
3
&
A Obliczy¢: (1+i)7, g

A Obliczy¢ pierwiastki: i,  ¥1-1i,

A Rozwiaza¢ rbwnania:

a)
<)
€)
€)

Z-i=0
Z’-2z+5=0

- (2+i)z-1+7i =0

|Z4+z=2+i.

b)
d)
@1 306
2 25
- 8.
b)
d)
f)

2£|Z£4

_p
agz=—
9274

2 =1+/3i

Z'-622+25=0

|7- z=1+2i



Calki.

A Obliczy¢ catki:
‘(xz - 1)3 dx
a o —

o §f3+2dx) o
) d2x‘ 12 4 3x%8. 5x°’38) dx,

0) 07‘(1_ X)2 dx

xWx
N +1
O+t

e*-1

X

€

du,

K) dx,

A Calkujac przez czgsci obliczy¢ catki:
a)  (pretgy/xdx,

o oOx(arctgx)’dx,
e O< In(1+x) dx,
o)) darccosx)3 dx,

i) O’ arcsin xdx.
A Calkujac przez podstawienie obliczy¢ catki:

2X
. €

a) O—=20dx,
4[ex+1

0 . X°dx
V8- ¢’

€) oxsin (2x2 +1) dx,

b)

d)

f)

h)

i)

b)

d)

f)
h)

b)

d)

f)

dx2 - x+1)(x2 + x+1)dx,

X- 2Yx +445%
63/x
Jx - X+ X

O 3 X,

X

dx,

2

A- 76
é'_gdz’

Z g

de‘ X +1)3 dx,

« C€0S2X

O
COSX- SInX

.xarctgx

NED'S
JIn®x

Oz M

csin(Inx)dx,
CrosxIn(ctgx)dx,

dx,



9)
i)

A Stosujac odpowiednie podstawienia obliczy¢ catki:

a)

c)

€)

A Obliczyc catki nastepujacych funkcji wymiernych:

a)

k)

A Obliczy¢ catki funkcji trygonometrycznych:

a)

c)

€)

g9)

Cposxe™™dx,

lo ]  x2dx.

< Xdx

\3- 5x*
AV 2X + 3dX,

‘1sin1dx
O =™

- dx

x+2)(x- 5)’

-1

O x o,
. (2x+3)dx

X2+ X% - 2X

- dx

Qo) (1)

X+

. (3x+2)dx

X2 +

(x2 - 3x+3)2

- dx

O(arx) (1+)

é;i n3xsin5xdx,

. dx
Osin2x
SN X- COSX

sin2x
. dx

0i+tg x’

dx,

h)

b)

d)

b)

d)

f)

h)

i)

b)
d)
f)

h)

J(arctgx)’
1+ X

- dx
O 6x+12’

. (6x- 7)dx

O3 - 7¢ 411"

(4x- 1)dx
Oy x-2

< dx
O—

x* - x?
.(2x- 5)dx
O, .3
(x-1)
\(2x3+x2+5x+1)dx

(x2+3)(x2 - x+1) ’

X+ 2% +4x+4
O+ 28 +2x

.cos® xdx
sin’x '
. dx

COSX
1- cosx

+ COSX

dx,

s n° xdx,



] (pOs2xcos3xdx,

sin? xdx

Kk o
) 1- tgx

A Obliczy¢ catki funkcji niewymiernych:

N dx
Ix+23x2
L++x

O

a)

C) dx,

XA+l

O\/ 3x+1

g [x-2
9 Oy ™

. XX+l
) . Y1+ x

€) dx,

dx,

A Obliczy¢ catki:

N dx

V11- 6x+x2

0 . 2dx

O—l
V-2 +4x+7
. (8x- 11)dx
J5+2x- 2
9 . (2- 5x)dx
O/ac +ox+1
) \(2x2- S)dx
| O—
VX - 2x+5
3
K) . X=X+l

VX +2x+2
m) OV1- 4x- x2dx,

N dx

071
XV X2 +2x-1

N dx

P) O(X-l)\/X2+X+1’

a)

dx,

j)

b)

d)

f)

h)

j)

b)

d)

f)

h)

j)

.C0Ss2xdx
cos? x

+ Ixdx
SR

< Xdx
Ix+2'
(‘j({‘/ 2xX+ 3dx,

\ dx
x+1)V1- x’

“ xdx
0O T
(x+1)2 +(x+1)3

- dx
Oor————
V- X +4x+12
N 5dx
0oF—
VOXZ - BX+2
“ 2X+5 dx,
VX +6x+2
. (x-3)dx
V3- 2x- 32
< 3dx
VX +4x+5’

O [x? - 2x- 1dx,
@(2\/4— x2dx,



< dx
0(2x— 3)\/4x— X2

a)

A Wyprowadz wzor rekurencyjny na |, = cgin" xdx , n® 0.

A Zapomoca definicji catki oznaczongj obliczy¢:

6 3 1
a) Orax, b) g2x+1)dx, ) CEldx.
2 1 0
A Obliczy¢ catki:
2 °. xdx b) 2 dx
03 X - 4’ _03x2+2x+1’
1 -13 dX
C) OV1+ xdx, d) O——
0 2 (3- X)4
16 1
dx 4
€ A : f e - 1) edx,
N )4
9 ' xdx ) S dx
o(X2+1)2 1 Xy1- (Inx)”
5 dx 'x-1

[ o , ' O—_ dx.
) 20§x2+3x— 2 2 o x+1

A Stosujac twierdzenie o zmianie zmiennych w catce oznaczone obliczy¢:

P
a) 6047,14-)(Inxdx’ b) 2@ n xv/1+ cos® xdx,
_13 0
0 N c;sﬁx, d) l\ezxd>x<,
b Jsinx cl+e
2 1

atX
a- X

f)

NCA
‘U
(2]
><N S
x|
o
X
o PRSI
1
i
X

' dx

) S
_8\/8+ 2x- X



A Catkujac przez czesci obliczy¢ nastepujace catki:

9)

A Obliczyc¢ (jesli istnigja) catki:

a)

g9)

1
O arctg xdx,
0
P
3

xdx

a
O /a® - xdx,

0

2 dx
lex— 1’

b)

d)

f)

h)

b)

d)

f)

h)

b)

d)

f)

h)

N[O

\A2X

sin? xdx,

" @

2
c‘)\(log2 xdx,
1

a7 3
< Xdx
—dX

e
c‘jn3 xdx.
1

2 dx
0. 2”0
o (x- a)

° xdx

_Dl NS
‘ dx

o——=
2~ X2 +8x- 12

132 +2

3/2
1 X

dx.



¥ ¥

i Oxsinxdx, i) Oce dx,
0 0
¥ ¥

K) ¢ ™ cosbxdx, & ‘;‘29 X
0 1

A Zbada¢ zbieznosé catek:

¥, xdx W+
a o , b) ¢ X,
) O ) Oyrd
¥ Inx ¥ X2 -2
C) o—dx d) O F7—d
1 X N X3 /X2 -1
A Obliczy¢ pola obszarow ograniczonych liniami:
a  y=3-2x-x,y=0 b) xy=4,x=1Lx=4,y=0,
c) y=x*,y=2- X, d) y=xX+4x, y=x+4
€) pole figury ograniczong) kardioida x =2acost- acos2t, y =2asint- asin2t,
f) pole figury ograniczonej lemniskata Bernoulli’ego: r* =a’cos .

A Obliczy¢ objetos¢ bryty utworzonej przez obrét wokét osi Ox figury ograniczonegj liniami:

a) xy=4,x=1x=4,y=0, b) y:—lz,y:O,x:Lx:-L
1+x
C) XZ_yZ:aZ,x:ZX,X:—Za, d) y:cos§<—%9,x:0,y:0
[}

(przy x>0),
e x=acos’t, y =bsin’t (astroida). f) r =a(1+cosj )(kardioida).

A Obliczy¢ diugosc tuku lini:

2

a) :XE—lodcigtej osiq O, b) y:In(l— XZ)Od x=-12dox=12,

C) X = 2acost - acos2t, y = 2asint- asin2t, d) r=a(l+cosj ),

€) dtugos¢ jednego zwoju spirali Archimedesar =g .
A Wyprowadz wzor na pole czaszy kuli.

A Objasnij metode trapezéw dla catek oznaczonych i podaj tw. o zbieznosci tej metody.



ZADANIA w semestrze letnim

Algebraliniowa

A Dane sg macierze:

él 1 20 él 2 30 € 00 & 0
A=¢1 0 30 B=€s4 0 1Y  c=% 1Y D=& g
! ¢ G e & 14

g4 2 1§ 61 2 2§ & 1§

Wyznaczy¢ :a) C' , b) 2A- 3B ,c)D?.

A Sprawdzi¢, ze prawdziwa jest rownosé¢ AX =Y jezeli:

a 1 10 61 1 -1 é 0 oy
_é a _é a 0
A_gl 2 35, X=g1 -3 24, go 1 o.
g 3 44 g1 2 -1y g€ 0

A Sprawdzi¢ czy (AB)' =BTA" |, jezeli:

el 1 3

€ 2 W 5=% o 13
A% 118 BT 0
8 2 1y

A Sprawdzi¢, ktore z podanych macierzy sa osobliwe:

@ 2 1 0f 62 1 1 10

e 2 30 € 3 -1 1Y €3 2 o 14
A=% 5 &Y, B=¢ 4, c=€ a
e u & 5 0 10 81 4 2 3
& 8 94 é d é U
&8 4 1 24 g2 1 1 4

A Dlapodangf macierzy A znalezé : @)  macierz dopetnien algebraicznych, b) macierz
transponowana dopetnien algebraicznych, c¢)  wyznacznik macierzy, d) macierz
odwrotna:



él 1 1 1u
® 1 -1 oY

A=¢€ U, Sprawdzi¢ rachunkiem poprawnos$é wyniku.
2 -2 1 -1§

A Obliczy¢ rzedy nastepujacych macierzy:

€ 1 1 10 60 2 -2 4
& v é v
aces 211 goa2 3 -4 6
& 3 2 20 &4 0 2 00
€ u e u
& 0 0 1g é a

A Dlajakig wartosci parametru amacierz A ma najwyzszy rzad:

& 1 1 4
é a
A=éa410 1L’|
é1 7 17 30
2 2 4 34

A Stosujac wzory Cramera, metode macierzowa i metode eliminacji Gaussa rozwiazat
uktady réwnan:
12X-y-z=4
a) :'3x+4y— 2z=11
{3x- 2y+4z=11

12x+2y- z+t=4
[4x+3y- z+2t=6

b) i B
j8X+3y- 3z+4t =12
{3x+3y-2z+2t=6
I X+iy =1+i

C) Py

12@+i)x+(-1+i)y =3

A Rozwiazat réwnanie macierzowe AX =B , gdzie:

) ald 20 g e0s
- =g
2 -1 & 34



él 2u é 1
AT ol BTy
€ u U

A Zbada¢ rozwiazalnos¢ podanych uktadéw rownan i —gdy jest to mozliwe — znalez¢ ich
rozwiazania:

12X+7y+3z+t=5 12X+3y-z+t=1
N "Il:x+3y+5z- 2=3 ’ ]%:8x+12y— 9z+8t=3
jX+5y-9z+8t =1 jAx+6y+3z- 2t =3
{5x+18y+4z+5t =12 {2x+3y+9z- 7t =3
i2X+y-4z=0 12X- y+5z+7t=0
c)  I3x+5y-7z=0 * d)  4x- 2y+7z+5=0.
¥4x—5y+6220 ¥2x— y+z-5=0

1 2x+3y+11z+5=2
J|,'x+ y+5z+2t=1
[Ox+y+3z+2t=-3
fx+y+3z+4t=-3

13X- oy +2z+4t =2
€) %7x—4y+z+3t:5 : f)
15x+7y- 4z- 6t=3

A Okresli¢, dlajakich wartosci parametrow ,a” i ,,b” uktad rownan:
13x- 2y+z=b
15x- 8y+9z=3
12x+y+az=-1

jest: @ oznaczony, b) nieoznaczony, c) sprzeczny.

A Oblicz wartosci i wektory wtasne dlamacierzy
€l 2 30
_é a
A=g 5 6
& 8 9

A Coto jest wielomian charakterystyczny macierzy ? Podaj definicjg wektorai wartosci
wlasng.

Geometria analityczna w przestrzeni.




Ao Oblicz odlegtos¢ punktu M(1,0,1) od prostey x=3z+2, y=2z .
Ao Przez punkt (0,8,1) przeprowadz ptaszczyzng prostopadta do prostel x=y=z .

A Znajdz ptaszczyzne przechodzaca przez prosta x+y-3z+6=0, 2x-y+2z+5=0 i réwnolegta
doprostgf x=y=z.

Ao Podg definicje lewoskretnego uktadu wektoréw i definicje iloczynu wektorowego w
przestrzeni.

A Kiedy trzy wektory w przestrzeni sa komplanarne (podaj definicje i twierdzenie)?

A Wymien wtasnosci iloczynu wektorowego. Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(7,-3,0),
B(1,2,-2), C(1,5,-4).

Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych.

A Wyznaczy¢ dziedzine podanych nizej funkcji:

a) z=4a’- x*- y?, b) z=/xy, C) z=ﬁ

d) z:%, €) Z2=X+X* - Y, f) z:wwnLl,

0) z=.,/xsiny.

A Wykaza¢, zedla x® 01 y® O funkcja u = Y moze dazy¢ do réznych wartosci
X-y

liczbowych. Poda¢ przyktady takiego sposobu dazenia punktu (x,y) do punktu (0,0), dla

ktérego: limu=3,limu=2,limu=1,limu=0,limu=-2.

A Wykazag, ze:
) 2- +4 ) sin ) sin
a) im 2L S0y iy SN,
(xY)® (0,0) Xy 4 @00 Xy oyeo X

A Narysowa¢ wykres funkgji:



|l gdy xy >0
z=F(xy)=10, gdyxy=0
L1 gdyxy<0

i pokaza¢ nanim linie nieciagtosci funkcji.

A Obliczy¢ pochodne czastkowe rzgdu 1-szego nastepujacych funkgji:

a) z:(5x2y— y3+7)3, b) zZ=x y+%, c) z:In(x+w/x2+y2),

.z [\2 y?
d) z=e"’, f) Z=arcsin =Intg§,
X +y y
hy — z=2 L oy i) z=xye™™®

1+ xy’

i) z=x+y- X’ +y* wpunkcie(3,4), 9 +arcsin Y
V 2

A Jaki kat tworzy z dodatnim kierunkiem osi Oy styczna do krzywej:

z=1+x*+y?, x=1w punkcie(ll\/é)?

A Powierzchnie z=x* +2x+3y- 4 przecieto ptaszczyzna y =1. Znalez¢ rownanie Krzywej
przecieciai rownanie stycznej do krzywe przecigciaw punkcie, ktérego wspotrzednax =1.

A Pod jakim katem przecingja sie krzywe ptaskie otrzymane z przeciecia sie
2 2

2
+
powierzchni z = x* +y€ i z= % z plaszczyzng y =27

A Sprawdzi¢, ze z, =z, €Sl z=arctgz,xl 0.
X

A Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe rzedu drugiego dla funkgji:

a) z:In(x+Jx2+y2) b) z:arctglXj
- Xy

0 u=ev d) z=¢€"(xcosx- ycosy)



A Obliczy¢ pochodne funkcji ztozonych

a) u=e“?, gdzie x=sint, y=t? %:?

b) z:leny,x:E, y=3u-2v, z,=? z="?
v
A Sprawdzi¢, zefunkcja z= arctgz, gdzie x=u+v, y=u- Vv spetniaréwnanie
y
u-v
u®- v

z,+2, =

A Znaez¢ gradient funkcji:

a z=.4+x*+y*> dapunktuP(2,1)

b)  z=In(X’+4y*) w punkcie M(6,4,In100)
A Obliczy¢ kat miedzy gradientami funkcji z= arcsin% w punktach A(1,1) i B(3,4)
Xty

A Znalezé pochodng funkcji z= x®- 3x*y+3xy” +1 w punkcie M(3,1), w kierunku wektora
MN, gdzie N(6,5).

A Obliczy¢ pochodna funkcji u = xy*>+2*- xyz w punkcie M(1,1,2) w kierunku tworzacym

z osiami uktadu wsp6trzednych katy odpowiednio: pPpP

3'4'3
A Znalez¢ rozniczki zupetne zadanych funkcji:
8 z=—2 b)

X2+y2

) z=3Fx+y? da p(25), (axay)=(0,10,01)

u :In(x3+3y3- 23)

A Obliczy¢ przyblizone wartosci wyrazenia:

3n’+2n+1

a im
) ¥ 507 +2

A Znalez¢ ekstrema funkgji:



a) z=4(x- y)- X*- y?, b) Z2=X+xy+y +x- y+1.

A Znalez¢ najwigksza i najmnigjsza wartos¢ funkgji:

a) z=x*-y?, wkole XxX*+y*£4

b) z=x"+2xy- 4x+8y w prostokacie ograniczonym prostymi
x=0,y=0,x=1Ly=2

C) z=xy(4- x-y) w tréjkacie ograniczonym prostymi

Xx=0,y=0,x+y=6.

Catki wielokrotnei krzywoliniowe.

A Obliczy¢ catki podwdjne po zadanych prostokatach:

a) aydxdy, gdzie D:{(x, y):0EX£LOEYE 2}
D
w X o _
b) mdxdy, gdzie D—{(x,y).0£ XE£LO£ y£1}
c) Q@)xsin(x+y)dxdy, gdzie D=}(x,y):0£x£p,0£ y£%§
D |
d) < ye*dxdy, gdzie D={(x,y):0£x£L0£ y£ 2}
D

A Calke podwéjna () (X, y)dxdy zamieni¢ na catke literowana, jesli obszar D jest:
a) réwnoI[;giobokiem ograniczonym prostymi: x=3, Xx=5, 3x- 2y+4=0,
3x- 2y+1=0
b) D:{(x,y):x2+y2£1x3 0,y3 0}
c) D:{(x,y):y3 X2, y? £ 4- x2}
d) tréjkatem o bokach y=x, y=2x, Xx+y=6

A W podanych catkach zmieni¢ kolejnos¢ catkowania:
1 1-x2

a) ox o f(xy)dy,

-1 0



1 Wy
b) X Of (x y)dy,
oy
o N2k X2
c) X O f(xy)dy
0 X
A Obliczy¢ catki:

a  ydxdy, gdzie D jest tréjkatem o wierzchotkach: O(0,0), A(4,0), B(0,6)
D

b) @‘y(yzdxdy, gdzie D jest obszarem ograniczonym liniami o réwnaniach: y = x>
D
i y+x=2
2
C) @‘)X—zdxdy, gdzie obszar D jest ograniczony liniami o réwnaniach: xy =1,

D
y=4x oraz Xx=3

A Przechodzac do wspbtrzednych biegunowych wyznaczy¢ granice catkowania
w nastepujacych catkach:

101 1 1@
a) CxOf (x.y)dy, b) aix O f(xy)dy,
0 0 0 1- x

2 x3
C) Crix (‘)f(\/x2+y2)dy
0 X
A Zapomoca catki podwojnej obliczy¢ pole obszaru ograniczonego liniami:

a) y>=4x+4 oraz y=2- X
b) y=x*-8x+20 oraz y=x+2
C) 3y? = 25x oraz 5x* =9y

A Obliczy¢ objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami o rownaniach:

a) 2x+3y+5z=24, x=0, y=0, z=0
b) z=x+Vy*, x+y=4,x=0,y=0,z=0
C) z=Xx+y+4, yY=4x, x=4, z=0, y=0 (dla y>0)

d) y=x*, x=Vy% z=12=y- x*

A Obliczy¢ nastepujace catki krzywoliniowe:



a) OXdx, gdzie L jest konturem trojkata, ktdrego bokami sa osie uktadu

wspotrzednych i prosta §+% =1, w kierunku przeciwnym do ruchu

wskazowek zegara.
b) dx2 - yz)dx, gdzie L jest tukiem paraboli y = x* migdzy punktami A(0,0)

L
i B(24)
(1) (1)
c) O xydx+(y- x)dy oraz ¢)2xy+x*dy wzdtuz linii:
(0.0) (0.0)

1) y=x2) y=x*3) y=x4)y*=x

2
d) c‘)yj;:iydy gdzie L jest czescig okregu: x =acost, y=asint dla

tT (0p)

Rownani a rézniczkowe zwyczajne.

A Znalez¢ caltke, anastepnie catke szczegdlna rownania rézniczkowego, spetnigjaca podany
obok warunek poczatkowy:

a) ﬂ=smx y8
25
dy_ X _
b) &—e , y(l)—
c) %:x 3¢ +x-1, y(-1)=-2

A Wykaza¢, ze podana funkcjajest catka szczegdlna danego rownania rézniczkowego
w pewnym zbiorze liczb:

sinx
a) y=——,; Xy'+y=Cosx
X

b) y=xvl- X*; yy'=x- 2x°

3 1
C) y=—— y"- ytgx=0
COSX

A Dany jest wzdr okreslajacy rodzing funkcji oraz réwnanie rozniczkowe:



a =
) y 4x+C
b) y:In(C+2eX); y'=2e"Y
2 2
c) y=+2x*+Cx; y.:2x2+y
Xy
A Wykaza¢, ze wzdr ten przedstawia catke 0golna danego réwnania rdzniczkowego.

L y'=4y

A Rozwiaza¢ réwnania rozniczkowe o zmiennych rozdziel onych:

a) oty b) y- xﬂ:1+x2ﬂ
dx X dx dx

C e’ (1+ X dy 2x(1+e’)=0

) (1) 3 - 2x{1+e)

A Znalez¢ catki szczegblne ponizszych réwnan, dla podanych obok warunkéw
poczatkowych:

a) ydx + ctgxdy =0, y%lg:—l
€25

b) y=y'cos’xIny, y(p)=1

0 2(1+ex)yy':ex, y(0)=0

1+y?
d) y':ﬁ, y(0)=1

A Rozwiaza¢ rGwnanie rézniczkowe:

a) y'+ﬂ=ex,
X X
y'COSX- ysSinXx=sin2x,
y'- Ytgx =ctgx,
Ay, x 1

dx 1+x2y 2x(1+x2)'

b) y'+3y=¢e’,



y'-y=xe”,
4y'+ 7y =14x% - 11x+18,
2y'+5y =5sn x+4cosX,

dy 2y =3x"- 2x° +(4x- 2)cos2x- 4xsin2x,

dx

%+3y=cos$x- (6x+1)sin3x+e¥,
X

%+y:(x+1)0052x— 2XSiN2X+sin X+ Ccosx+ X’.
X

0  y-xy=-ye~
X2y2yl+ yX3 ::L
tds- 2sdt =t3Intdt,

X =X Jnalesé krzywa przechodzaca przez punkt R (0,1).

Y- 2(x-1) 2y

A Wyznaczy¢ catke szczegblna spetniajaca podane warunki poczatkowe:

tg—tS:Zts— 3; s=1lgdyt=-1

3y’y'+y’=x+1; y=-1lgdy x=1,
(1— xz)y'— xy=xy>; y=0,5gdy x=0.

A Rozwiaza¢ réwnania rozniczkowe:

2 ym)=2 y(®=1 y'(1)=1

y'= X

y"=4cos2x; y(0)=0, y'(0)=0
y"+y'tgx =sin 2x

yy"+y® =0

Xy'-y'=ex’

y"+2yy* =0.

A Rozwiaza¢ rGwnaniarézniczkowe:



y"- by'+4y=0
2y"- 6y'- y=0
y"- 4y'- 5y =0
y"- 4y'+13y =0
y* 2y+y=0
y"=4y

A Znalez¢ catkg szczegdlng podanego rownania rézniczkowego spetniajaca zadane wrunki
poczatkowe:

y'- 4y'+3y=0; y(0)=2 y'(0)=4
4y"- 12y'+9y =0; y(0)=5, y'(0)=14
y'- 2y'+5y=0; y(0)=3 y'(0)=15

A Rozwiaza¢ rownania rézniczkowe liniowe niejednorodne:

y"+6y'+10y =1- X

y' 3y'+2y=x°

y"+9y = 2c0s3x +5sin3x
y"- 6y'+8y =€ +e*

X

" . €
Y™ 2y+y=—
X

y"+4y =

COS2X

A Znalez¢ catki szczegdlne podanych rownan rézniczkowych przy zadanych warunkach
poczatkowych:

a) y"+4y=sinx; x=0, y=1 y'=1
1
81

b) y"-2y'=e”+x*-1, x=0, y y'=1.

Zadania wybrali: dr Maria Potepa i dr Ryszard Mosur ski.




