"Liczby rzagdzg swiatem."
Pitagoras
Def. Liczba zespolong nazywamy liczbe postaci z= x +yi, gdzie x, y € R oraz i?=-1.

Zbior liczb zespolonych oznaczamy przez C={ x + yi: x, y € R}
Oznaczenia x= Re z — czes¢ rzeczywista liczby z,
y=Im z — cze$¢ urojona liczby z .

Def. Mowimy, ze liczby zespolone z= x+ yi oraz w= a+ bi sg réwne < x=a A y=b.
Dziatania na liczbach zespolonych.

Niech z= x+ yi, w= a+ bi, wtedy :
z + W =(x+ yi) + (a+ bi)= (x+ a)+ (y+ b)i
z-w==(x + yi) - (a+ bi) = x-a+ y-ai + x-bi +y-bi? = (xa - yb )+(ya + xb)i

Tw. wtasnosci dziatan w C
Niech z, w, u bedg dowolnymi liczbami zespolonymi. Wtedy:

Z+W=W+1z przemiennos¢ dodawania
(z+w)+u=z+(w+u) t3cznos¢ dodawania
z+(0+0i)=z element neutralny dodawania
z+(-1)-z=0+0i element przeciwny do z
Z-W=W-Z przemiennos¢ mnozenia
(z-w)-u=z-(w-u) tacznos¢ mnozenia

z-(w +u)=z-w + z-u rozdzielnos¢ dodawania wzgledem mnozenia



Dowdd:

Niech z=x +yi; w=a + bi; u=c+di;

Ad.1 z+w=x+yi+a+bi=a+bi+x+tyi=w+z

Ad.2 (z + w)+u=(x+ yi + a+ bi)+c+di =(x+a)+c+((y+b)+d)i =x+(a+c)+(y+(b+d))i=z+(w+u)
Ad.3 z+(0+0i)=x +yi +0+0i =x+0+(y+0)i =x +yi =z

Ad.4 z+(-1)-z=x+yi + (-1)-(x+ yi)=x+yi -X- yi=x-x+(y-y)i=0+0i

Ad.5 z-w=(x +yi)-(a +bi)=(xa-yb)+(xb+ya)i=(ax-by)+(bx+ay)i=(a +bi)-(x +yi)=w-z

Ad.6 (z-w)-u=((x +yi)-(a +bi))-(c +di)=((xa-yb)+(xb+ya)i)-(c+di)=
=(xac-ybc-xbd-yad)+(xbc+yac+xad-ybd)i

z-(w-u)=(x +yi)-((a +bi)-(c +di))=(x+yi)-((ac-bd)+(ad+bc)i)=(xac-xbd-yad-ybc)+(yac-ybd+xad+xbc)i
Ad.7 z-(w+u)=(x+yi)-(a+c+(b+d)i)=(xa+xc-yb-yd)+(xb+xd+ya+yc)i =
=(xa-yb)+(xb+ya)i+(xc-yd)+(xd+yc)i=z-w+z-u

Def. Sprzezeniem liczby zespolonej z= x + yi nazywamy liczbe zZ=x-yi; (ozn. Z=z*)
Modutem liczby zespolonej z= x +yi nazywamy liczbe |z| = {/x? + y?

Tw. wiasnosci sprzezenia liczby zespolonej
1.Zz=2z
2.(z+w) =2
3.ZwW=2Z'Ww
4.z€R> z=2z
5.z+Z = |z|?

+w

Dowdd: wystarczy rozpisac



Tw. wtasnosci modutu liczby zespolonej
1.1z| 20 A |z =02z=0

2. |z-wl| =|z] - |w]

3. lz+w| < |z| + |w]

4. Rez < |z| A Imz < |z]

Dowdd: wystarczy rozpisac

Whiosek: )
Jezeliz # 0, to 1= iz
z |z|
Np. Oblicz
(1-20)(=2+3i) (—4+302)* (A-20)(-2-31) (—4+3)(=-2)*
(3 + )2 1+ 94 6i+i2 (1+2i+i2)3
_ —2—-6+4i+6i (—4+3D)2D° (-8+100)(8—-60) (—4+30)(=2i)
B 8 + 6i (2i)3 B 64 + 36 4 B
_ —64+60+80i+48i 6+8i
B 100 4
1 3+322__ 77 18
~ 725 27 \257 %) T T50 25¢

Interpretacja geometryczna liczby zespolonej:

Liczbe zespolong reprezentuje punkt na ptaszczyznie
zespolonej z=(x,y), gdzie x=Rez, y=Imz.




Np.
1. Narysuj na ptaszczyznie zespolonej zbiér A={z € C: |z + 2Z| < 3}
Niech z=x+yi |x + yi + 2x — 2yi| < 3
VB ()* <3

2 + % < 1 rownanie elipsy
2. Narysuj na ptaszczyznie zespolonej zbiér B={z € C: |z — 2 + 3i| = 2}
Zgodnie z definicja |z-w| jest odlegloscig pomiedzy punktamiziw =
|z — 2 + 3i| = 2 jest okregiem o $rodku 2-3i i promieniu 2 Rez

Def. Argumentem liczby zespolonej z = x +yi nazywamy

kazda liczbe rzeczywisty ¢, takg ze : cos go—lxl 1zl

Zbior wszystkich argumentéw liczby zespolonej z nazywamy Arg z ={¢: ¢-argument z}
Argumentem gtéwnym liczby z nazywamy taki ¢ € Argz, ze ¢ € [0,2m) (0zn. ¢ = argz)

A Sing =

Whiosek:
Jezeli z=x+yi, to dla ¢ € Arg z: z= |z| (cosyp +ising) — postaé trygonometryczna liczby z

Def. e!? = cosg + ising, gdzie p € Arg z

Whiosek:
Jezeli z= | z|(cosg +ising), to dla ¢ € Arg z: z = |z|e'® - posta¢ wyktadnicza liczby z

Np. Napisz posta¢ trygonometryczna Iiczby z=3-2i

1z|=y/32 + (=2)2= 13

COSp = —
‘/_ = @elV ¢wiartki A tgep = — = => p=- arctg—

sing = \/—_



2 2
3 — 2i =V13(cos <—arctg 5) + isin <—arctg §))
Tw. Wtasnosci argumentu liczby zespolonej
Jezeli peArgz A YyeArgw , to
1. ¢+ € Arg(z-w)
2. -y e Arg(%) , W0

Dowdd:
z-w=|z|(cosp+ising)- |w|(cosy+ising)=|z|-|w|(cospcosy-singsing+ i (sinpcosy+cospsing))=
=|z|-|w|(cos(p+y)+isin(p+y))

Z _ |z|(cosp+ising) _ |z|(cosp+ising)(cos—ising) _
w |w|(cost+ising) |w|(cos2Y+sin2y)
|z|(cos¢cos;ﬁ+sm(psmg|0v:-lz(smgpcoslﬁ—cos(psmlﬁ) (COS (¢ — 0) + isin(e — W))

Whiosek: wzor de Moivre’a

(|z|(cose + ising))"= |z|"(cosne + isinngp) dlan €
Dowdd: indukcja
. n=1 O.K.
1. Z: (|z|(cosp + ising))*= |z|"(cosng + isinng)
T: (|z|(cosg + ising))*t1=|z|*"*1(cos(n + 1) + isin(n + 1)¢)

D:(|1z|(cosp + ising))" 1= |z|*(cosng + isinng) - |z|(cos@ + ising) =
|z|"* 1 (cos(ng + @) + isin(ng + @))



Np. Oblicz
137 6n)+ ( 137 6n))

(\/§—i)13(\/§+\/7i)6_213'26(“5( 6 T2 6 T2
17 - 41

/2 — JGi17 - 4 in
(—v2 —Vei) (2\/_) (cos +isin—s—)

2P 4w 681 i 4w 68m\\ 1 701 i 701
= 5gg cos | —— 3 isin | —— > =%h cos 2 isin >

:\/_7<_1+i\/_§):—«/§+\/8i

28 2 2 2°
(cosgo £
Z1=\/§—i, |z1| = 2 < ! 21:><p1€IVéW. tgcp1=—\/?§:><p1=—%
singp, = —=
\ 2
( V2
_ COSQy = — -
Zz:ﬁ"'\/il, |Z;| = 2 { \/_:><p261cw tg<p2=1:><p2=z
\Sing, = —
COSQP3 = —=
z3 = —V2 —V6i, |z3] =22 \/—:>g03E”ICW tgps = V3= ¢, =—
sings = ey
Zadanie:
2 2—1i 1+1 .13 N3
1. Oblicz:a) (=2 + 3i)(3 —5i) + (3+4l) , b) ETIEYETE c) i3 (2v2 —6i)
2. Wylicz wszystkie liczby zespolone spetniajace réwnanie: a) z? = |z| , b Z—+1 +1=1,

c)2—-i)z+(1-3i)z=1-3i



3. Na ptaszczyznie zespolonej narysuj zbiory: a) { ze C: Im(-1+3i)z+1-i< 0},
b) {ze C: |iz+2-3i|>2 ~ argz® < m}, c){ze C: |z? + 4| < |z — 2i| A arg(iz — z) > 3;”}

4. Przedstaw w postaci trygonometrycznej liczby: a) V3 — 3i, b) 1 + itgllo , C) —cosg + isin%n

(B (—V2H+VED)S (2—2i)18 (i-1)(VI5—VEi\°
>. Oblicz: a) (3—V3i)tt ’ )(1+i)8(—\/7+\/ﬁi)10'c)( V2+V2i )

Def. Niech z € C\{0}, neN.

Pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z#0 nazywamy kazdg liczbe zespolong w taka,
ze w™ = z (piszemy, ze w = /z)

UWAGA: Pierwiastkiem zespolonym z z=0 jest w=0. (0 = V0)

Tw.
Jezeli z = |z|(cos + ising) € C\{0}, to ¥/z € {}/|z|(cos (pfkn + isin (pfkﬂ): k=0,1,...,n-1}
Dowdd:

n + 2k + 2km + 2km + 2km

[V Izl(coscp— + isin(p—)]”z |z| (cosn(p— + iSinn¢—> =

n n n n
= IZI(cos(qo + 2km) + isin(p + 2k7t)) = |z|(cosp + isingp) dlak =0,1,..,n—1

Whiosek:

Pierwiastki n-tego stopnia z liczby zeC\{0}, lezg na okregu o srodku w z, = 0 i promieniu
r = V/|z| oraz tworza n-kat foremny wpisany w ten okrag.



Np. Oblicz 3/(1 + i)3 Lon
J(A+ D3 € {1+4i,V2(cosp + isinB), V2(cosy + isiny)}
_n _ + 21 T N 41 /
s ﬁ_4 3 11Y_4 i ;
A +0)3 e{1+14, \/f(cosl—zn + isinl—zn), /\/5
\/7(605119—; + isin—-)}
Whiosek:

Kazdy wielomian zmiennej zespolonej o wspoétczynnikach rzeczywistych stopnia n
ma n pierwiastkow w zbiorze liczb zespolonych.

Jezeli z, jest pierwiastkiem wielomianu o wspotczynnikach rzeczywistych,

to z, tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Dowdd:
1. Kazdy wielomian o wspodtczynnikach rzeczywistych rozktada sie na czynniki liniowe

lub kwadratowe o ujemnym wyrdzniku. Pierwiastkami trojmianu kwadratowego

az* +bz+c=00A<0s32;, = —sz_:/Z , gdzie VA jest jednym z pierwiastkdw zespolonych z A

2.NiechW(z) =a,z" + an,_1z" 1+ +az+ayiW(zy) =0.
W(Zo) =0 A anZOn + an_1Z0n_1 + -+ a1z + Ag = 0 =
AnZo" + Ay 120" T4+t aiZg+ag=0=W(Z) =0




Np. Rozwigz

1.22-22+4=0

A =-12 = /A € {2+/3i, —2V/3i }

21y = 2J_r22\/§i — 1 ++/3i
2.2*—2z224+5=0
w=2z>=w?-2w+5=0
A=-16 = VA € {4i, —4i }

Wi, =120 2 2z2=1+2i [/ 2z2=1-2i

1
2 _ N2 — y == =l
(x+yi)2=1+2i =3 X y 1<:> X o y -
2xy = 2 2 1 4 5
x—;:]_ xr—x2_-1=
rx—+ 145
| ‘ 2 V5-1
y =+ [
\ 2

dla (x + yi)? = 1 — 2i otrzymamy pierwiastki sprzezone do wczeéniej wyliczonych




3.(z—20)3= 2z + )3
1 \3
zaktadamy, ze 2z # —i bo (—Zzi) * 0

(z—2i)3 1 o z—2i _ w

2Z+1 2Z+1
|11|=1, ¢p = argl =0 =

V1€ {i/T(cosO + isin0), V1 (cosz?n + isin 2—”), V1 (cos%ﬂ + isin 4?”)} = {1, Iy V3 i}

3
z—2i z—2i 1 V3 z-2i 1 V3
z+i Y gy 2tV it
L _ 3i—+3 _ 3i+V3
RSP T NG
, 3i — 53 3i + 53
Z=73L YV zET V2=

Zadanie:

6. Oblicz pierwiastki zespolone: a) v/8v3 — 8i, b) &/ (1+10)?, ¢ 8\/(\/§i — 1)2%4

7. Rozwigz réwnania: a) (iz— 1)3=—i, b)z3=Bz—-13, o) (1 —2)*= (1 -8
8.Rozwigz:a)z*+1=0, b)z2+2z+5=0, ¢)z*—4z2+5=0
9.Rozwigz:a) 1823 —9z%2 +2z—1=0, b) (1 +i)z3 + 22>+ (4 + 4i)z+8 =0,
c)z3+3R2—-0)z2+33—-4i)z+(2-11) =0

10. Wiedzac, ze z, jest pierwiastkiem rOwnania rozwiaz:

a) 2z* —10z3 + 3522 —30z+13=0 z,=2-3i,

b) z* — 223+ 622 —8z+8=0 Zo=1+1,
c)z>—2z*+10z3+22-224+10=0 zo =1+ 3i
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