"Nie mozna oprzec sie wrazeniu, ze formuty matematyczne majg niezalezny od nas byt
i inteligencje, ze sg madrzejsze niz my sami, nawet madrzejsze niz ich odkrywcy,

i ze mozemy wywnioskowac z nich wiecej niz poprzednio w nich zawarto."

Heinrich Rudolph Hertz

Def. Macierzg o wymiarach n na m nazywamy odwzorowanie A: {1,2,...,n}><{1,2,...m}—>aije X.
Jezeli X=R v X=C, to macierz A nazywamy macierzg liczbowga.

Metody zapisu macierzy:

a1 aAqi2 alm-
a a .. a
1. tablicowyA=| -~ 2 7 7@m
On1 An2 ... Ann|
Wi
: W . . . .
2. wierszowy A = | .7|, gdziew; = [Qi1 Q2 .. Qim] jest i-tym wierszem macierzy A
| Wh |
alj'
. Q. .. :
3. kolumnowy A = [k k, .. kyl, gdziek; =] ."|jestj-ta kolumna macierzy A
_anj_

4. skrocony A = [aij] i=1,..m
j=1,...m
Def. Jezeli m=n, to macierz o wymiarach n na n nazywamy macierzg kwadratowg stopnia n.

Oznaczenia: M(n,m) — zbidr wszystkich macierzy liczbowych o wymiarach n na m
M(n) — zbidr wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n



Def. Macierzg trojkatng gorng nazywamy macierz AeM(n) takg, ze Vi > j: a;; = 0.
Macierza trojkatng gorng nazywamy macierz AcM(n) takg, ze Vi < j: a;; =0

A1m
Aom

Ann |

- macierz trojkatna gorna

aiq
az1

[ An1

0
05y

An2

0
0

Ann

- macierz trojkatna dolna

Macierza diagonalng (przekatniowg) nazywamy macierz AeM(n) taka, ze Vi # j: a;; = 0.

Diagonalg (przekatng) macierzy kwadratowej A nazywamy macierz d = [Q11

[A11  A12
0 ay
| 0 0
a;; O
0 a22
0 0

0

0

Ann |

- macierz diagonalna

ayy Ann].

Macierzg jednostkowg stopnia n nazywamy macierz diagonalng stopnia n, ktéra na diagonali

ma same jedynki. Oznaczamy ja 1,, =

0

1

O .

Macierzg zerowg wymiaru n na m nazywamy macierz tego wymiaru, ktorej wszystkie elementy

rowne sg 0. Oznaczamy jg O,,um =

(1 0

0 1

0 0
0 0 0
0 O
0 0 0]

9.

Uwaga: W oznaczeniach macierzy jednostkowej i macierzy zerowej opuszczamy indeksy, jezeli
znane sg wymiary tych macierzy.



Def. Méwimy, ze macierze AiB sgrowne & ABe M(nm) AVi=1,..,nVj =1, ..., m: aj = bl-j

Def. Niech A,BeM(n,m). Sumg macierzy A i B nazywamy macierz A+BeM(n,m) taka, ze
A+ B = |a;| + [bij| = |a;; + by
Uwaga: Aby dodac do siebie dwie macierze muszg one miec¢ ten sam wymiar!

Definicja: lloczynem macierzy A i liczby & nazywamy macierz a - A € M(n, m), taka ze
a-A= a-[aij] = |a - a;j]

Tw. wtasnosci sumy macierzy i iloczynu macierzy przez liczbe
JezeliA,B,C e M(nm)ia,f €X (X =RVCQ),to:
1.A+B=B+A

2A+B+C)=A+B)+C

3J.A+40=4

4. A4+ (-1)-A=0

5.0(A+B)=a*A+a-B

6.(a+B)A=a-A+B-A

7.(a-p)-A=a-(B-4)

8.1-A=A

Dowdd:

1. A+ B = |a;;| + |bij| = |aij + bij] = |bij| + [aij] =B+ 4

2.4+ (B +0) = [ay]| + ([by] + lcis]) = lay] + [bij +ci] = [ayj + bij + ¢y =
= (lay] + [bij]) + leij] = @+ BY + C

33.A+0 = [aij] + [0] = [aij] =A



4A+(—1)A = [Clij] +(—1) [aij] = [Cll'j] +[(—1)Cll]] = [aij —al-j] — [O] =0

5.a(A+ B) = a(|a;| + |bij]) = a-|ai; + bij| = |a-a;; + a-b;| = [a-a;;] +|a-by] =
=a-[aij]+a- _bij]=a-A+a-B

6.(a+PA=(a+p) |aj]=|(@+B)-ai] =|a-a;j+B-a;] =|a-aj]+]|Bai] =
=a-[aij]+,8- :_al-j]=a-A+,8-A

7.(a-B)-A=(a-B)|ay] =@ B -aij] =|a-(B-aj)] =a-[B-ay] =

=a-(f-[ay])=a-(B-4)
81A=1[au]= [1-aij]=[aij] =A

Def. Jezeli A € M(n. m) to macierza transponowang do A nazywamy macierz AT € M(m, n) taka,
ze [aij]T= [a]l]

Tw. wtasnosci transponowania

JezeliA,B € M(n,m)ia € X, to:

1. (AT)T =

2.(A+B)'=A" + BT

3.(a-A)T=a-AT

Dowdd:
1. (AN = ([au]T) [aJl]T = [au] =

2.(A+B)' = ([au] + [bu]) = [au T bu] = [a]l + b]l] = [aﬂ] + [bjl] = [au] + [bu]
— AT + BT

3. (a-A)'=(a- [au]) @ ai;]"=|a-a;| =a-|a;]=a- [aij]T =a-A



Def. NiechA € M(n,m) i B € M(m, k). iloczynem macierzy A przez B nazywamy macierz
i=1,..

A-B € M(n, k) taka, ze
m
A-B = |ay] - [ba] = 2“1‘1 by
j=1
1=1,..,

Uwaga: Aby wykona¢ mnozenie dwéch macierzy, ilos¢ kolumn w macierzy pierwszej musi byé
taka sama jak ilos¢ wierszy w macierzy drugiej.

= =

Tw. wtasnosci iloczynu macierzy

JezeliA,E € M(n,m),B,D € M(m, k),C € M(k,p),a € X, to
1.(A-B)-C=A-(B-C)
2.(a-A)'B=A-(a-B)=a-(A-B)
33J.A'(B+D)=A-B+A-D

4. (A+E)-B=A-B+E-B

5.(A-B)T =BT - AT

6. A-L,=A=1,"A

Dowdd:
1. niech f; = }Zl(ai] ]1) Ijp= Zz 1(191 Clp)

m k
([a:;1 - [Bji]) - [ewp] = [ful * [c1p] = lz(fil “Cp) | = zi(aij “bjp) - cp| =



2. (@ [ay]) - [bn] = lz((“ aij) - bﬂ)] lz(aij | (“'bﬂ))] = lai;] - [a-bj] =

- Z“ (a;; - jz)}za'([au]'[bﬂ])

3. ag] - (Ibyud + [dj]) = L] - [y + ] = Z 1 b

- i(au-bﬂﬁi(a”dﬂ) z(“u bo| +
j=1 j=1

4. analogicznie
m

m

5.[(A-B)'];; = [(A- B)]ji

o=1

= [ay;] - 1] = Z(aij 0) +ay-1f=[ay] =4
=1

_j¢l

A= [IU] . [ajl] = Z(O ' aij) +ail -1 = [ail] =A
=1

_j¢i




Np. Oblicz:

(s E DR TR s

—1 2
i
—2 1
[1 6 —13] —1+18+26 2+24—13]:[¢1‘3 13]
4 5 9 —4+15—-18 8+ 204+9 —7 37

. -2 3 4 -3
2. A-BiB-Adlad=|" 2]3_1[4_291] L
A-B=| ) _1|, B-A=[5 _4]
Whniosek: Mnozenie macierzy ogdlnie nie jest przemienne.

~ ro 2 —4
3) Rozwiaz: 622 L%+ 2 (1)][_13 g‘=]1

XeM(2)=>X=[a b

XT'3[_12 :§]+l_7 —19] [(1)

sy, o 77 SEl=lo 3 _[7 o
3 l—Za +c¢ —a-—3c I —19
—2b+d —b—3d -—7 20



(a =2
—6a + 3c =5 211
~3¢-9c=-19 _ b=
—6b +3d = -7 c=2
—3b —9d = 20 1
ﬂ=_z

Uwaga: W tego typu zadaniach, gdy nie istnieje rozwigzanie uktadu to nie ma takiej macierzy.
Gdyby uktad miat nieskonczenie wiele rozwigzan to istnieje nieskorficzenie wiele macierzy X.

Zadanie:

: -1 1 -4 2 .
1. NlechA—l5 _4 2] B = lO _3 —4]’C_l1 3].Obhcz.
a) BA—-B)'-C,b)A-BT-2C, c)AT - C + 3BT
2. Wylicz macierz X z rownania:

of; T2 )= )

T -2 0 2
b) 1_233_)(:3 1 1-21 |1 -3 3
L 31 -2 3 1 4 2 -1 1)
3 4 =2
4 11 -1 2171
c)X+2XT=2l—2 1]-[3 1]
3 21 1l2 -3

1]8 ) lcosa —Sinar

o073 277 [
3. Oblicz: a) l_4 _2] , b) lO 1 sina  cosa



Def. Permutacjg zbioru {1,...,n} nazywamy kazde odwzorowanie o0={1,...,n}=>{1,...,n}, ktére jest

. . . H — 1 2 o n
wzajemnie jednoznaczne. Oznaczamy ja 0 = (0(1) 5(2) . a(n))

Przez P, oznaczmy zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n}

Whiosek
Wszystkich permutacji zbioru {1,...,n} jest n!

2 3 4 5N\o(1 2 3 4 5_¢(1 2 3 4 5
)°( )=( )

_ .. (1
Np.ObIlczz’fozenle( 5 3 1 2 4/ \4 2 3 1 5§

3 1 2 5 4

Def. Transpozycjg w zbiorze {1,...,n} nazywamy permutacje t € P, takg, ze
i,je{l,..,n}i+j:[t())=j At(j)=iarVke{l, .., n\{ij} t(k) =k]

Def. Znakiem permutacji 0 € P, nazywamy liczbe
{ 1, o jest ztozeniem parzystej liczby transpozycji
sgno = : .. . . .
-1, o jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji

Np. Oblicz znak o= ( i

1
3
R



Def. Jezeli A € M(n), to wyznacznikiem macierzy A nazywamy liczbe

detA = |A| = z SgNO * A15(1)A20(2) -+ Ana(n)

oEP,

Np. Oblicz wyznaczniki
1. detlaq1] = a1

11=1 o1 = (1) sgno; =1

alz]—a Ay — A120
Ay, oo 11422 — Qq202,

21=2 o1 = (1 ;), 0, = (% i) sgno; =1, sgno, = —1

2. det[

a1 Qi QAag3
3.det|A21 Q22 Q23| = ay1a,,033 + A1,033031 + A13021032 — A11A33037 — Q12021033 —
az1 dzz dA3z3

1 2 3 1 2 _3a13a22a311 2 3 1 2 3
36 0 = (1 2 3) (2 3 1) (3 1 2)' 4= (1 3 2)'
/123y /123
“5_(2 1 3)'“6_(3 2 1)
sgnoy; =1, sgno, =1, sgnoz = 1, sgno, = —1, sgnos = —1, sgnog = —1

Whiosek:
|A| = Xgep, SGNO * Ag(1)186(2)2 -+ Aa(m)n
Dowdd:
odwzorowanie odwrotne do permutacji jest permutacjga(i) =j = i = o7 1(j).

sgno~! = sgno



Tw. reguta Sarrusa
Mowi jak inaczej wyliczy¢ wyznacznik macierzy 3 na 3

Wyznacznik réwny jest sumie iloczyndw na wyznaczonych
- przekatnych wzietych z odpowiednimi znakami

Wyznacznik réwny jest sumie iloczyndéw na
wyznaczonych przekatnych wzietych
z odpowiednimi znakami

Dowdd: wystarczy obliczy¢ wyznacznik zgodnie z regutg i porownac z poprzednim wynikiem
|A| = a11a22033 + A12023031 + A13021A32 — Q11023037 — A12021033 — A13022031

-1 2 3] -1 2
Np.Oblicz|1 -1 0/ 1 -1=44+0+6—-(64+0+8)=—4
-2 2 4l -2 2
Zadanie:
1 9 1 2 2 2 -1 3
1.Ob|iczwyznaczniki:a)|2 _4|,b) -2 1 =3|,0l1 4 -1
3 -4 2 6 6 4

5. Oblicz i sprowadz do najprostszej postaci:



0 sinx ctgx
sinx 0 sinx
ctgx sinx 0

Sinxcosy sinxsiny COSX
rCOSXCOSYy  TrCosxsiny —rsinx
—rsinxsiny rsinxcosy 0

Ib) ,C)

Def: Niech AeM(n). Dopetnieniem algebraicznym elementu a; macierzy A, nazywamy liczbe A;
rowng wyznacznikowi macierzy, ktdra powstaje z macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza
oraz j-tej kolumny pomnozonemu przez (-1)™.

-2 13
Np. Oblicz dopetnienia algebraiczne elementéw macierzy A = 104
0 4 {3 32 —4 -
=(-1)2 ={- =(-1)3 = =(-1)4 =
—1 4 -2 3 -2 3
=(-1)3 = (- =(-1)4 = =(-1)° =
Ap,=(-1) _3 _4| (-16) Ay=(-1) 3 _4| 17 As,=(-1) |_1 4| 5
-10 —2 -2 1
=(-1)4 =- =(-1)° = =(-1)6 =
A1 5 | =22 A1 _5 5J=2 A= o]

Tw. Laplace’a
Jezeli AeM(n), to |A|=XT, a;j A;j - rozwinigcie Laplace’a wzgledem j-tej kolumny (j=1,...,n) lub
|A|= Z] 1@;jA;j - rozwinigcie wzgledem i-tego wiersza (i=1,...,n).
Dowdd:
im1ij Ay =X a;; (1) Y sep  SGNO A15(1) - Ai—16(i-1) Ait10(i+1) - Ano(n) = **°

5:{1,..,i—1,i+1,.n}->{1,....j—1,j+1,..n}



niech 6:{1, ...,n} - {1, ...,n} taka, ze 5(k) = {Ja(k) ’ll; j ;

_ (1 .. i-1 i i+1 .. n
“‘(0(1) 0(1—1) j o(i+1) .. a(n))

i —1 [+1 n
oi—1) o(i+1) .. a(n))

dotozy¢ na konicu (’) i nastepnie ,,przesunac¢” je na swoje miejsca dokonujgc (n-i) transpozycji dla

aby obliczy¢ sgnd nalezy do permutacji o0 = ( 1)

wskaznika i oraz n-j transpozycji dla wskaznika j
sgné = sgno - (—1)" - (=) = sgno - (—1)'/

“ = Z Sgn5 A15(1) = Aig(D) - Ang(n) = |A|

OEP,
Np. Oblicz wyznacznik:
13z 0 -1 3 13
=—2-(-D™1 -2 1[|+2-(-D**|]1 -2 1|=
Lo—2 1 2 0 -1 2 0 -1
2 0 -1
=—-2:-9-2-19=-56
Tw. wtasnosci wyznacznikéw
Jezeli A=[Kk; ... k] to
ldet_kl... n]— det[ky ... kj . ki .o ky]
2. det|ky ... ak; . kn| = adet[k, .. k Vky], a €X
3. det[k, ...kl- + kl n] = det[ky ... k; ... kn] + det[ky ... k; ... ;]




4.detlk,..0 .. k,] =0

5.det[ky ... k; .. k; ..k, ] =0

6.det|ky .. k; + akj ..k; ... kp| = det[ky ... k; .k k]
7.detl =1

8.detAT = detA

Dowadd:
1. det[k1 vk ke kn] = Yoep, SGNO A14(1) - Aig(i) - Ao (j) = Ang(n) = **°
niech § = 1°0 , gdzie 1eP, takie, ze (i) = j,T(j) = i—transpozycja = sgng = —Sgno

= Lgep, (—SGNG) A15(1) - Az (j) - Aig (@) - Angny = — det[ky . kj .. ky . ky]

2. det[k1 wak .k kn] = Yoep, SGNO A14(1) - Aig(i) - Ang(n) =

= A Ygep, SGNO A15(1) - Aig(i) = Ono(n) = A det[kq ... K; ... k]

3.det[k1 ki + E,; kn] = Z(,Epn SGNO Aq5(1) --- (aw(i) + dia(i)) e Aug(n) =

= ZaePn SgNO A145(1) - Aig(i) - Ano(n) T ZaePn SGNO A14(1) - Aig(i) - Ang(n) =

= det[ky ... k; ... k,,] + det[ky ... k; ... k]

4.detlk;..0 ..k,| = det[k;..O+0..k,| =det[k;..O..k,]| +detlk,..0..k,] =
= 2det|k, ...0 ...k,,| = det|k; ...O ...k,] =0

5.det|ky ... k; ... k; ...kn] —det[k ki ...kl k al = detlky .. k; ... k; ... k ]

6. det[ky ... k; + ak kn| = det[kl ki .. k] + det|ky ...ak; . n] =
= det[ky ... kj .. kj ... n] + adet|ky ... kj ... k; ... n] = det[k; ... k; ...kj ...kn]

7.detl = Zaepn sgnaala(l) e Apg(n) = a11 ...ann =1 boa;;=0dlai+#j

8.detA" = ¥ ;cp SGNOA5(1)1 - Ag(n)n = detd



Whiosek:
Takie same wtasnosci jak dla kolumn, prawdziwe sg dla wierszy.

Np. Oblicz wyznacznik

k, -3k, W, + W,

1 3 —2 0 1 k3+2k1 1 O O O 0 5 _1 1 1 W3+2W1 5 _1 1 1
R L L -1 4 2 —7lwe2w-22 11 0 -11
4 -2 -4 2 -3 _ |4 -14 4 2 -7=1(-) 8 7 _o _4 =
3 1 1 -2 -1 3 -8 7 -2 -4 - B 2 5 0 -2
2 3 -3 4 -2 2 -3 1 4 -4 -3 1 4 -4 -19 15 0 -12
k, + 2k,
-2 1 “1jg. |0 10 o 3
=11-1-(-D% 2 5 -2| = 11.12 5 3:11.1-(—1)311 3‘:—11-(36—33):—33
-19 15 -12 11 15 3

Tw. Cauchy’ego
Jezeli A,B eM(n),to |A-B|=|A]|:|B].

Dowadd:
przyjmijmy C=A-B = c¢; = Y- a;;bj

|A| - |B| = Z SGNO A14(1) - Aig(i) - Ang(n) * Z SGNW b1¢y(1) - Diw(@) - Pnwm) =

o€eP, WEPy
niech 0 = w’°0 = sgno = sgnw * sgno

o = Xigep, SING X (1)=1 oD s(1)w (1)) Yo (i)=1 Aic()Do(D)w(a )
o Zg()=1 AnembPomyw(an)) = Laer, SINC C15(1) - Ciz(i) - Cnzn) = |C| = |A - B]




Np. Oblicz wyznacznik

1 -2 37 1 =2 37\
l.det|2 1 -1 =<det2 1 —1>=107

1 3 =2 1 3 =2
1 0 O 1 0 1 -1 7 36]
2.detX jezeli|0 0 -3|-X-|2 -2 0|=|5 12 O
0 2 O 3 0 0 3 0 O
1 0 O 1 0 1
det|0 0 —3|-detX-det|2 -2 0|=det
0 2 O 3 0 0
6-detX-6=—-36-12-3 = detX = —36

Whiosek:

Jezeli AeM(n) jest macierzg tréjkatng, to |A| = a{1a55 ... Ayy

Dowdd: indukcja
. n=1 O.K.

—1

Il.  Z:jezeli AeM(n) jest macierzg tréjkatng, to |A| = a;1a55 ... Ay
T: jezeli AeM(n+1) jest macierzg tréjkatng, to |A| = @115 ... Ay Ansin+1

D: zatézmy, ze AecM(n+1) jest macierzg trojkatng goérng ( dla tréjkatnej dolnej analogicznie)

ai1 Q12 - A1p Qin+1
0 aAro . Aon Aorn+1
Al = ¢ 5 : : = an+1n+1(_1)2n+2
0 0 o Ann Ann+1
0 0 0 An+1n+1

= An+1n+1nn - A11

aiq

0

0

ain
Ao

0

* Aqn
. aZn

- Qnn
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Zadanie:

1. Wylicz dopetnienia algebraiczne elementéw macierzy:

1 2 3 -3 0
a)[4 5 6|,b){1 —4
7 8 9 5 2
x 2x-—1
2. Rozwigz : a) |2 —1
3 1
3. Rozwigz nieréwnosci:
4sinx 1
a) | 1 2cosx| <1b)
1
4. Oblicz wyznaczniki: a) 3
3

5. Wylicz wyznacznik macierzy X z réwnania: a) 2 - X - XT =

1 2 1
b)X-1-2 1 -2
1 3 1

-1
-3

1
1
1

X =X -

2

, C)

= 4,b)

2 x+2
1
5

1

-3

1

-3

2

2

1
2

-3
1
2

2

-1
-2

X

—2
1
0

—4
3 -3 =2
—1
2 -1
sinx sin?
V2 1
3
LER
logx
> 0, c)
logx?
1 3 2
2 1 5
S
2 1 1
3 -1 1

,c) X3 =

1
1

_m N RN D

-3

2

—2

-12) .,
1 1-[3_1
0 3

X

=N UT B W N

-1
2

|

N = O Ul W

W N = ONUL D

=W N =ON Ul

s W Nk O




