,Kto lekcewazy osiggniecia matematyki przynosi szkode catej nauce, poniewaz ten,
kto nie zna matematyki, nie moze poznac innych nauk scistych i nie moze poznac swiata."
Roger Bacon

Def. Zdaniem logicznym nazywamy zdanie w trybie oznajmujgcym, ktéremu mozna, w sposéb
jednoznaczny, przyporzgdkowac wartosé logiczng : prawda (oznaczana 1) lub fatsz (oznaczana 0).
Symbole zdan zapisujemy jako: p,q,r.

Np. p — ,liczba 2 jest parzysta”; q — ,liczba 7 jest mniejsza niz 1”.

Def. Formg zdaniowg okreslong w dziedzinie D nazywamy wyrazenie zawierajgce zmienng
(lub zmienne), ktore staje sie zdaniem, gdy w miejsce zmiennej (lub zmiennych)
podstawimy nazwe (lub nazwy) dowolnego elementu (lub dowolnych elementéw) zbioru D.
Symbole form zdaniowych to: f(x), f(x, y).

Np. f(x) — ,x>5" ; g(x,y) — ,x-y=5".

Def. Zbidér elementéw spetniajgcych forme zdaniowa (zbidr rozwigzan formy) jest to zbiér tych
elementow dziedziny D, ktére po podstawieniu w miejsce zmiennych czynig z formy zdaniowej
zdanie prawdziwe.

Funktory zdaniotworcze:

A - koniunkcja - ,,i”

V - alternatywa - ,lub”

= - implikacja — ,wynika z”

< -rownowaznosc — ,rownowazne z”
~ - negacja — ,nieprawda, ze”



Tabele wartosci logicznych:
p |~p Jllo a pra bva lpoa |pea
1 0 1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 O 1 0 0
0O 1 O 1 1 0
0O 0 O 0 1 1

Sprawdzanie wartosci logicznej zdania metodg 0-1: [(pAq)=r]=[(p=>r)A(g=r)]

pla rprd | (paa)ar | por [gor | (pn)ala=n) | [pra)srlelpnaa=n]
1 1 1 1 1 1 1

1

O O O O Fr B kB B
o O rr r»r O O Bk
o b O B O B O
O O O O o o Bk
N = = T =
R R R R O Rk O
N = T = N = S = S S
R B O Rk O L O
R R O R O R, R



Podstawowe prawa rachunku zdan:

~(~p)<p prawo podwdjnego przeczenia

pVv ~p prawo wytgczonego srodka

~(pA~p) prawo sprzecznosci

(pvq)vr & pv(qvr) prawo tagcznosci alternatywy

(pAg)Ar & pa(qar)  prawo tgcznosci koniunkcji

pvq < qvp prawo przemiennosci alternatywy

pAq < qAp  prawo przemiennosci koniunkc;ji

pAa(gvr) © (pAaq)v(par) prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy
pv(gAar) © (pvq) A (pvr) prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkg;ji
~(pvq) © ~pAr~q prawo de Morgan’a

~(pAq) © ~pv~q prawo de Morgan’a

(p = q) © (~q = ~p) prawo kontrapozycji (transpozycji)

~(p = q) © pAr~q prawo zaprzeczenia implikacji

(p = q) © ~pvqg prawo eliminacji implikacji

(p=>qg)A(q=>1)=> (p=>r) prawo przechodniosci implikacji
(p=>q)=>|(@=r)=(p>r)] prawo sylogizmu warunkowego
(g=>7r)=>[(p=>q)=(p=>r)] prawo sylogizmu warunkowego

peq) ©[(p=q9) A (q=p] prawo eliminacji rbwnowaznosci

Zadanie: 1. Udowodnij prawa rachunku zdan: a) rozdzielnosci koniunkcji wzgl. alternatywy,
b) transpozycji, c) przechodniosci implikacji

2. Czy prawdziwe jest zdanie:

a) Jezeli liczba naturalna a jest liczbg pierwszg, to o ile a jest liczbg ztozong, to a réwna sie 4.



b) Jezeli liczba a dzieli sie przez 3 i dzieli sie przez 5, to z faktu, iz a nie dzieli sie przez 3, wynika,

iz a nie dzieli sie przez 5.

c) Jezeli liczba a dzieli sie przez 2 lub a dzieli sie przez 7, to z faktu, iz a nie dzieli sie przez 7,

wynika, iz a dzieli sie przez 3.

3. Skonstruuj tabelki 0-1dlazdan:a)pV[(pAq) = (q=-p)],b)pA[qV (-~ p=>T1)],
dpepA~(-qeld[p=>9Ar(@=>p)]=>@Ve

4. Napisz negacjezadan:a) (p = q) = [(g=>r)=> (-r=>-p)l,b)p e [qA(-p = q)],
-=2prl@=>ple@r-q),d{pVvqvr)={-p=[qVr)A-p]

Kwantyfikatory — operatory dziatajgce na formach zdaniowych, wigzgce zmienne wolne
Vx —,dla kazdego x” (A, )
Ix — ,istnieje x” (V, )

Np. VxeR: x?=0 ; IxeR: x+2=4.
Podstawowe prawa rachunku kwantyfikatoréow:

~VX: (@ & 3IX:~@ prawo de Morgan’a

~3Jx: @ & VX:~@ prawo de Morgan’a

vx: (=) =(Vx: @ = Vx: ) prawo pdtrozdzielnosci duzego kwantyfikatora z implikacja
vx: (pAr) & (Vx: @) A(Vx: ) prawo rozdzielnosci duzego kwantyfikatora z koniunkcja
Ix: (V) & (3x: @)v(Ix: ) prawo rozdzielnosci matego kwantyfikatora z alternatywa
Vx: @ v Vx: = Vx: (V) prawo potrozdzielnosci duzego kwantyfikatora z alternatywa
Ix: @ A Ax: P < Ix: (eAY) prawo potrozdzielnosci matego kwantyfikatora z koniunkcjg



Zadanie: 1. Zaprzecz zdaniu logicznemu: a) IxVy:(x+y>0 < y=2), b) Vx:(x<3=>3y: x+y?=3),
ax:[x =1 AVy:(y3=x = y>1)]
VaxZ-1

2. Znajdz zbidr rozwigzan formuty: a) f(x): x+21 >2,b)f(x): [x—1]|+1|2—4x|=2 =
3x2—8x—-3<0,c¢) f(x,y): Sx—2y+]

3y_2 = 1,d) fC,y):xy<1Ax+y=0

3. Okresl wartos¢ logiczng zdania:a) Vx e RAy e R: (x| = |y| =2 x =y),
b) Vx € RVy € R: (|x| = |y| = x = y), ¢) Va € Rax € R: (x? — 2a? = ax),
d) Vx € R3a € R: (x? — 2a? = ax), e) Ja € RVx € R: (x? — 2a? = ax)

4. Zapisz w jezyku symbolicznym zdanie:

a) Kazda liczba rzeczywista jest rowna samej sobie.

b) Kwadrat liczby wymiernej jest liczbg wymierna.

c) Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba naturalna od niej wieksza.

d) Jezeli dwie liczby catkowite dzielg sie wzajemnie jedna przez drugg, to roznia sie co

najwyzej znakiem.




Zbior jest pojeciem pierwotnym (nie ma definicji zbioru). Oznaczamy A,B,C,...
Zbiory sg okreslane poprzez podanie wtasnosci elementdw zbioru (np. wtasnosci wyrazonych
poprzez forme zdaniowg) A={x: f(x)} lub poprzez podanie wszystkich elementéw A={a,b,c,..}.

Relacje okreslane dla zbioréw: A
x € A—,x nalezy do zbioru A” °y @
~ yeA &S ydé¢ A—,ynie nalezy do zbioru A” 5

A Cc B & VYx: xeA = xeB —, A zawiera sie w B” lub
,A jest podzbiorem B”

A=B
A=B ©Vx: xeA < xeB -, A jest rowne B” ©
B

A
Dziatania na zbiorach: A B

Suma zbioréw AiB: AU B = {x: xeA v xeB}

lloczyn zbioréw A i B (przeciecie, cze$¢ wspdlna): A N B = {x: xeéA A xeB}



Roznica zbiorow Ai B: A\ B = {x: x€A A x¢B}

Dopetnienie zbioru A: A’ = {x: x¢&A}

Podstawowe prawa rachunku zbioréw:

AUB=B UA prawo przemiennosci sumy

ANB=BnNA prawo przemiennosci iloczynu

AUuBUC=(AUB)UC prawo tacznosci sumy

AnNnBNC=AnNB)NC prawo tacznosciiloczynu
AUuBnNnC)=AUB)N(A UC) prawo rozdzielnosciiloczynu wzgledem sumy
ANBUC=MANB)U(A NC) prawo rozdzielno$ci sumy wzgledem iloczynu
(AuB) = A" n B" prawo de Morgana

(ANnB) =A"uU B" prawo de Morgana

AcBACcD=>AuCcBuUD

AcBACcD=>AnNCcBnD



Zadanie: 1. Wyznacz i narysuj zbiory AUB, ANB, A\B, B\A:

a)A={x €R:x?>>4},B={x € Rix > 1}

b)A={(x,y) ER*:y—x<0},B={(x,y) ER*:x+y < 3}
c)A={(x,y) € R%:x?+y?>3},B={(x,y) € R%:x? + y? < 3 — 2x}
2.0bliczAUB,(A\B)NC,(AnB)UC,(C\A) n(C\B):

a)A = (1,5],B =[3,4],C = (—x,2)

b)A =[-2,0),B =(-54]NZC =R\[1, )
cJA={x€eN:x>?—-3x—-4<0},B={x€Z|x—1] <3},C={xER:%2 1}
3. Sprawdz, czy:

a) A\(B U C) = (A\B)\(C

b) A\(B U C) = (A\B) N (A\C)

c)(AUBUC)\(AUB) =C

4. Wykaz, ze

a) (AU B)\C = (A\C) U (B\C)

b) A\(B U C) = (A\B) N (A\C)

c) A\(B\C) = (A\B) U (AN C)

d) (A\B)UC =[(AUC)\B]JU(BNC(C)



lloczyn kartezjanski zbiorow AiB: AX B = {(x,y):x €A A y € B}

Podstawowe prawa dla iloczynu kartezjanskiego:

AX((BUC)=(AXB)UAXC(C)
(AUB)XC=(AXC)U((BXC(C)

AX(BNC)=((AXB)N(AxXC) -

(ANB)XC=(AXC)Nn(BXxXC)

__________________________________________

AX(B\C)=((AXB)\AXxC)
(A\B) X C=(AXC)\(BxC)
AcCcB AN CcD > AXCcBXxD

Np. Narysuj zbiory AxB i BxA
1. A=[-1,1)u{2}, B=(0,1] T

1. A={1,2}, B={-1,1}




Zadanie: 1. Narysuj zbiory AxB i BxA: a) A=(-c0,2)U[3,4), B=(-1,3]U{5},
b) A=ZN[-2,2), B=(-3,5]\[-1,4) , ) A={n €N:n? —3n — 4 < 0}, B={x € R: 22"_+x1

2. Zbadaj, czy:a) AX (BUC)=(AXB)U(AXC),b)AXx (B\C) =(AXB)\(A4x0C),
c) A\(B X C) = (A\B) x (A\C)

> 0}

Zbiory liczbowe:

N - zbior liczb naturalnych

Z - zbidr liczb catkowitych

Q - zbidr liczb wymiernych

Q’ - zbior liczb niewymiernych
R - zbidr liczb rzeczywistych

Dziatania w zbiorze liczb rzeczywistych:

dodawanie: x+y

X+y=y+Xx przemiennosc

X+(y+z)=(x+y)+z tgcznosé

x+0=x element neutralny O

istnieje liczba przeciwna do x oznaczana —x taka, ze: x + (-x)=0
definiujemy odejmowanie: x+(-y)=x-y



mnozenie: x-y

X-y=y:Xx przemiennos¢

x-(y-z)=(xy)z tacznosc

x-1=x,x20 element neutralny 1

et 1 . 1
istnieje liczba odwrotna do x+0 oznaczana - taka, ze: x-;=1

definiujemy dzielenie dla y20: x:y =x-%

Potegowanie:
dla a€R i neN definiujemya® =a-a- .. *a;a®=1,a # 0

T

n razy

wiasnosci:
n+m



Wzory skréconego mnozenia:

kwadrat sumy (a + b)?= a® + 2ab + b?

kwadrat réznicy (a — b)?= a? — 2ab + b*

sze$cian sumy (a + b)>= a3 + 3a?b + 3ab? + b3
szeécian roznicy (a — b)3= a3 — 3a?b + 3ab? — b3
réznica kwadratéw a?—b? = (a + b)(a — b)

suma szeéciandw a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?)
réznica szecianéw a> — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)

Pierwiastkowanie:
dla a=0ineN definiujemy YYa=b b" =a

dla a<0i n — nieparzystego definiujemy /a = —%/|a|
Uwaga: nie istniejg pierwiastki stopnia parzystego z liczb ujemnych

wtasnosci:

Na-b="%a-Vb
n|ad ]

b Nb

NVam =%a™

n al. n —parzyste
“a = a oraz Vam ={ lal, parzy
a, n— nieparzyste



— 2 2
Zadanie: 1. Upros¢ wyrazenia: a) (a b a+b) (a +h ) ab

at+tb a-b 2ab a2+b2’
Va3-4p3 4 4|a b 375 > > > a3-p3
b) (W_ \/5—\@)(\/%+ 1>,C)E\/(a —2ab + b=)(a*—b )(a+b)W
: s L x+1 x—1 _ 2
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia: a) Tty dlax = 7

b) 2b xz_l,dlax =2 |2+ b ,a,b>0, c) T + 12 dla x = ﬂ, k>0
x—Vx2-1 2\y/b a =1 1 1+k
1—x 1—x

1

1 1
rvsrzvenio’ O v’ O nia i

3. Usun niewymierno$¢ z mianownika: a)



Graficzna interpretacja zbioru liczb rzeczywistych

x<0 x>0
| | I
0 a b
a<b
Podstawowe rownania:
Xx-y=0 = x=0 v y=0
% = 0= x=0 A y#0
Podstawowe nieréwnosci:
x-y>0 < (x>0 A y>0) v (x<0 A y<0)
x-y<0 & (x>0 A y<0) v (x<0 A y>0)
X
;>O < xy>0 A y£0
Modut (wartos¢ bezwzgledna):
|X|={X' x=0 a-b|
—X, x<0 { I\ \
|a| b




Przedziaty:

otwarty (a,b): xe(a,b) © a<x A x<b w skrocie a<x<b cl:
a
domkniety <a,b> ( lub [a,b] ) : xe<a,b> < a<xA x<b w skrdécie a<x<b

o O—

-

a

nieograniczony (a,+oo) lub (-00,b): x&(a,+00) © a<x lub xe&(-00,b) & x<b

&

&

T @—

O
d

Zadanie:

1. Rozwigz:

a) 2|x+6|+|x-6] - |x|=18
b) | |x+1]-2|=x-1

c) |x2—1|+|x2—x| =X
d) [x + 2| — |x — 1] Sx—%
e)lx — 6] > |x? — 5x — 9|
filx=2—|x—1|=|x+1] -5

2. Rozwigz:

a)Vx+Vx+ 1l +Vx—Vx+ 11 =4
b)vx+1+4++V4x+ 13 =+v3x+ 12
JVvx—6—+v10—x>1

d)v/3x2 +5x+7—/3x2 +5x +2 > 1

A=

b



Def. Funkcjg ze zbioru X w zbidr Y nazywamy przyporzgdkowanie f:X->Y, ktére kazdemu
elementowi zbioru X przyporzadkowuje doktadnie jeden element zbioru Y.

Oznaczamy y=f(x), gdzie y to wartosc¢ funkcji a x to argument funkgji.

X nazywamy dziedzing funkcji f: D,

Y nazywamy zapasem funkgc;ji f

funkcja nie funkcja
Np.
_ _ 3x+4 S x#1
V=00 = 5= Dy, 275 g =* € L)

Przeciwdziedzing, zbiorem wartosci f nazywamy zbiér D 1={yeY: AxeX: y=f(x)}
Wykresem funkcji nazywamy zbior Wy = {(x,y): y = f(x)}

wykres funkcji krzywa nie jest wykresem funkgcji



Wzér funkcji y=f(x) mowi jak policzy¢ wartosc y jezeli znamy argument x.

Wykres funkcji jest graficzng reprezentacjg funkcji w uktadzie wspotrzednych Oxy.
Z wykresu funkcji mozna odczytaé dziedzine, zbior wartosci oraz wtasnosci funkgcji.



Przeksztatcenia wykresow:
1. y=f(x) — y=f(ax)

1
P oy
powinowactwo prostokatne wzgledem osi OY

1
o skali =
a

2. y=f(x) — y=af(x)

Piox"
powinowactwo prostokgtne wzgledem osi OX

o skalia

3. y=f(x) — y=f(x-a)+b

Tia,p)
translacja o wektor [a,b]




4. y=f(x) —  y=[f(x)]
Sox{y<0}
symetria osiowa wzgledem osi OX czesci wykresu dla y<0
5. y=f(x) —  y=f(|x]) \_ y=f(x)
Soy{x=0}
symetria osiowa wzgledem osi QY czesci wykresu dla x=0
y=f) O\ |

Zadanie: Opisz przeksztatcenia prowadzace od wykresu: a) f(x) = v/x do f(x) = \/1 — |3x + 2]
b) f(x) =xdo f(x) =3+ |4—|2x+1]|,c) f(x) =x%do f(x) = |x? — 2x| — 2



Wiasnosci funkcji f:X—Y

Def. Mowimy, ze funkcja f jest rosngca w AcX © Vxq,x, € A: x1 < x5 = f(x1) < f(x3)
Def. Mowimy, ze funkcja f jest malejgca w AcX & Vxq,x, € A: x1 < x5 = f(x1) > f(x3)
Def. Mowimy, ze funkcja f jest stata w AcX © Vxq,x, € A: x1#x, = f(x1) = f(x3)

stata w B

rosngca w A / \alejqca w C

T 7 J
| ' [} ! \

Badanie monotonicznosci

1. f(x)=3x+2 , D; =R

wezmy x; < X,

f(x,) -f(x,)= 3x,+2 =3x, =2 = 3(x,-x,)>0

Odp. Funkcja jest rosngca w catej dziedzinie



2.

f(x):ﬁ D, =R\{-1)

f(x)- F(x)=—2 - K %MD X6 %%
T N 0+ (et D0 +D) (D0, +D)

dla x <x,= f(x)-f(x)>0=
(x, +1)(x,+1) >0

X, +1>0 X, +1<0 X, >—1 X, <-1
Vv — Vv
X +1>0 X +1<0 X, >-1 X <-1

< X, Xy € (-1+0) v (—o0;—-1)

Odp. Badana funkcja jest rosnaca dla x; x,€(-c0,-1) i dla x; x,€(-1,00)

Zadanie: Zbadaj monotonicznos¢ funkciji:

a) f(x) =V2x2+x—1,dlax € (—oo,—1)
b) f(x) =

c) f(x) =

1-3
x, dla x €(-2, ),
xX+4

2
1-x2
> dla xeR
X

1+




Def. Méwimy, ze funkcja f jest parzysta w AcX <
S VxeA: -xeAn f(-x)=f(x)

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY jam ‘,}

Def. Méwimy, ze funkcja f jest nieparzysta w ACX & T
SVYxeA: -xeAn f(-x)=-f(x)

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem

punktu (0,0)

[ TR W S S I

Badanie parzystosci

1 fix)= g Dy V=% #0
x —x3 #0 D.=R\{-1,0,1}
x(1—x2)#0 xeDg= -xeDy
XF0 A Xx#F1 A x#£-1

fl-x)= |—x|+(—)*  _ |x[+x*  |x|+x*

CYros wvonre Rl Terweo A Ve funkcja nieparzysta




2. fig=L L

s Df:2-|3x| =0
x<IAx=-2 D¢=[—5, 31\ {0}
xeDg= -xeDy
) V2-13(=x)| /2—|3x| .
f-x)= Tt (-2 Eea) funkcja parzysta
3. f(x) = 4x2 = 3|x| — 1 Ds: 4x? = 3|x| — 120, t=|x|
4t? — 3t — 120
A=25 = te(-c0, — %] U [1, ®) = x&(-00,-1]U[1,00)=Df
xeDr= -x€Dy
f(=x) = J4(=x)2=3|—x| — 1 = /4x2 = 3|x| — 1 = f(x) funkcja parzysta
Zadanie: Zbadaj parzystosc¢ funkgcji:
2%—1
) fo0 =22,

B) f(x)=|lx—=2l—1|+|lx + 2| —1]



Def. Méwimy, ze funkcja f jest okresowa w Ac X (o okresie T>0) ©VxeA: xxTeA A f(x£T)=f(x)
Y A

Badanie okresowosci

f(x)=sin3x+2cos(§ — %)

sin3x=sin(3x+271) = sin3x=sin3(x+2?n) = okresem funkcji sin3x jest T; = 2?n
xX+6m
3

X T X VA X V(A V[ ‘s X T
cos(; — 7)=cos(; — o+ 2m) = cos (5 — 7)=cos( — ) = okresem funkcji cos (§ — Z)
jest T, =6r
muszg istniec liczby naturalne k,| takie, ze T = kT orazT = 1" T,
Odp. Okresem funkcji f jest T=6x

Zadanie: Zbadaj okresowos¢ funkcji:

a) f(x) =

T
e b) f(x) = 2cos4x — ctg(3x — >)

c) f(x) = Sinzgx — |cosgx|



Def. Méwimy, ze funkcja jest roznowartosciowa (iniektywna) w AcX
Vxl, X2 € A: xl#:xz = f(xl):/:f(xz)@
Vx1, % € A: f(x1) = f(x2) = %1 = X3

f jest roznowartosciowa w A

Badanie roznowartosciowosci:

Lf(x)=vx3+x+2 wA=1[0,00), Df =[-1,00)= AcD,

fx)=f(x) © (@)’ +x1+2=(0x)+x,+2 & (x1)°—(x2)° +x; —

xX,=0 =
(x; — x)[(x)%+x1x, + (x)%+1]=0 & (x1 = x)v[(x)?+x1%, + (x5)%+1]=

0
poniewaz (x;)2+x,x, + (x3)?+1>0dlax; > 01 x, > 0, wiec x; = x,
Odp. Badana funkcja jest réznowartosSciowa w [0, )



2. f(x)= g D, =R\ {-2}

3—X1 _ 3—XZ
x1+2 a .'X'z+2
3%, +6-X X,-2X; = XXX, +6-2X, & 5%,=5%x,/:5 & x;=x,
Odp. Funkcja jest roznowartosciowa w Dy

f(x,) =f(x,) & & (3-x)(x,+2) = (x;+2)(3-x,) &

3.f(x)=2x>-x+1  D;=R
f(x)=f(x,) < 2(x))?-(x)+1=2(x,)2-(x,)+1 &  2(x)?*-2(x,) %, +%x,=0 &
2(X2%,%) - (X1-%,) =0 & 2(X1-X, ) (X +X,) = (X4~ xzz =0 & (x%)[2(x;+x,)-1]=0 <

X;%=0Vv2(X;+%X,)=1 & X=X, V X +X,= >

o ,. , . . , . , 1 1
Odp. Funkcja nie jest roznowartosciowa w R ale jest rdznowartosciowa w ( -oo,z) oraz (Z,oo)

Zadanie: Zbadaj roznowartosciowos¢ funkcji:
a) f(x) = —2x3 + 3,

b) f(x) = 2=

x=2"

c) f(x) =v3 —6x




