"W kazdej wiedzy jest tyle prawdy, ile jest w niej matematyki."
Immanuel Kant

Def. Jezeli A c R, to kresem gornym zbioru A nazywamy liczbe supA taka, ze
1. VxeA: supA 2 x,
2. Yy: (y < supA = IXEA:y < x<supA)

Def. Jezeli A c R, to kresem dolnym zbioru A nazywamy liczbe infA taka, ze
1. VxeA: infA <x,
2.Vy: (y>infA= dxEA:y >x = infA)

Np. sup(a,b]=b; inf(a,b]=a
sup(-00,0]U{1}=1; inf(-00,0]U{1} nie istnieje
sup{1/n: neN\{0}}=1; inf{1/n: neN\{0}}=0

Def. Mowimy, ze zbior A C R jest ograniczony od gory < istnieje supA € R.
Mowimy, ze zbior A c R jest ograniczony od dofu & istnieje infA € R.
Mowimy, ze zbior A c R jest ograniczony <& A jest ograniczony od gory i od dotu.

Np. Zbiory (-1,4]U[5,6), {1,2,5,8} s ograniczone
Zbiory (-00,3), Z\N sa ograniczone od goéry
Zbiory [-3,00), N sg ograniczone od dofu

Zadanie: Znajdz kresy (o ile istniejg) zbiorow:
a) il e N}, b) {1+(_1) :n €N}, ¢) {xeR: V121 — 4x2 - (x? — 11|x| + 30) < 0}

n+1 2n—1




Def. Mowimy, ze funkcja f:X— R jest ograniczona od dotu (od gory) < zbidr wartosci f

jest ograniczony od dotu (od gory).

Mowimy, ze funkcja f:X—=> R jest ograniczona < zbior wartosci f jest ograniczony.

Np. f(x)=3x-2 jest nieograniczona
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f(x)= x2-2 jest ograniczona od dotu

f(x)=sinx jest ograniczona
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Zadanie: Zbadaj ograniczonos¢ funkcji:

a) f(x) ==

I|I -EIIJIB—

“\_ri 10k

—3|x]|
2+|x| , b) f(x) =\/4—3x—x2,c)f(x) =

".\ ..,."

X242
x*—4



FUNKCJE ELEMENTARNE

I. Wielomiany

Def. Funkcje postaci f(x)=a x"+a, x"1+...+a,x1+a,, gdzie a # 0 nazywamy funkcja
wielomianowg (wielomianem) stopnia n zmiennej x.
Stopien wielomianu oznaczamy degf.

Np. Funkcja kwadratowa f(x) = ax?+ bx +c, a#0
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

f(x)
a>0
2>0 A<0
A>0
X
"1\_/"2
f(x) = ax?+ bx + ¢ = a(x-p)? + q - posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej
P, d s3 wspotrzednymi wierzchotka paraboli p =;—2 , q =;—2, A= b? — 4ac
A20  f(x)= a(x-x,)(x-x,) - postac iloczynowa funkcji kwadratowe;j
— Vh2—
X, = iR Zba mac sq pierwiastkami funkcji kwadratowej

. ’a. __b —E
Wzory Viete'a: x1+x2—a , X1'Xz—a



Tw. o dzieleniu wielomianéow

Jezeli wielomian W ma stopien nie mniejszy od stopnia wielomianu P, to istniejg wielomiany
Q oraz R takie, ze W(x)=P(x) -Q(x) + R(x), przy czym degR < degP.
Np.
Wielomian W(x)= 3x> — 2x3 + 4x? — x + 6 podziel przez P(x)= x?—3x + 2

3x3+ 9x2+ 19x + 43

3 —2X3+4x2—Xx+6:xX2—3x+2
- 3x°—9x* + 6x3

= Ox*—8x3+4x2—-x+6
- 9x*—27x3 +18x?

= 19%3-14x>-x+6 W(x) = (3x3 +9x2 +19x +43) (x2-3x +2) + 90x — 80
- 19x3—57x% + 38x
= 43x>—-39x + 6
- 43x? —129x + 86
= 90x - 80

Wielomian W(x)= 3x° — 2x3 + x + 4 podziel przez P(x)= x3 = 2x%2 +x + 1
3x2 +6x+7
3x°=2x3+x+4 : (x3-2x%+x+1)
-3x° + 6x* —3x3 — 3x?
= 6x*-5x3-3x% +x+4
6x* +12x3 —6x% — 6x W(x) = (x3—=2x2+x+ 1) (3x2+ 6x + 7) + 5x2 = 12x -3
=  7x3-9x%-5x+4
7x3 +14x% = 7x -7
=  5x%-12x-3




Def. Méwimy, ze wielomiany W(x) i U(x) sg rdwne < degW=degU oraz wspoétczynniki przy
takich samych potegach x sg réwne.

Def. Mowimy, ze x, jest pierwiastkiem wielomianu W(x) & W(x,)=0

Tw. Bezouta
X, jest pierwiastkiem wielomianu W(x) & W(x) jest podzielny przez (x-x,) bez reszty

Np.
X—=d3+x2—4:x+1=x*-x3-3x2—-4x -4

Schemat Hornera: pozwala schematycznie wykonac dzielenie wielomianu W(x) przez (x-x,)
O O I O O C D
1 0 -4 1 0 -4

-1 0 1 -1 -3 4 -4 0

Tw. o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wspodtczynniki wielomianu sg liczbami catkowitymi to x, jest pierwiastkiem wymiernym
wielomianu W(x) <=>x, € {p/q : p jest podzielnikiem wyrazu wolnego - a, i q jest
podzielnikiem wyrazu przy najwyzszej potedze - a,}

Np.
1. Pierwiastki wymierne wielomianu W(x)=9x* -30 x3 +37x% — 20x + 4 nalezg do zbioru
{+1,+2,+4,+1/3,+2/3,+4/3,£1/9,+2/9,+4/9}

2. Pierwiastki wymierne wielomianu W(x) = x3 — x — 6 nalezg do zbioru {+1, +2, +3, +6}



Zadanie:
1. Wykonaj dzielenie wielomiandw:
a) —4x° + 5x%+8:2x% + x, b) 3x* +x3 + 2x : x3 —2x% +1,
c)5x% —4x%2 +x —1:3x3 —2x — 4
2. Dla jakich wartosci k, m:
a) wielomian x3 — (2k + 1)x? + 3,5x + k? — 4 dzieli sie przez x-2
b) reszta z dzielenia x* — (k2 — 1)x3 + (k +1)? x? — 3(m + 1)x — 5: x%-1 wynosi 2x+1

Def. Méwimy, ze x, jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x) <
W(x) dzieli sie przez (x-x,)* i nie dzieli sie przez (x-x,)*!

Tw. o rozktadzie wielomianu na czynniki
Kazdy wielomian W(x) daje sie przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw typu (x-x,)*, gdzie
X, jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu W(x) oraz typu (ax?+bx+c)™, gdzie A=b?-4ac<0.

Np. Napisz postac iloczynowg dla wielomianu
1. W(x) =x*-9

W(x)=()2 - 3

W(x)= (x? — 3)(x? + 3)

W(x)= (x - V3)( x + V3 )(x? + 3)

2. W(x) =x° —x

W(x) = x(x® — 1)

W(x) = x(x*—1)(x* + 1)

W(x) = x(x2 = 1)(x? + 1) (x* + 2x%2 + 1 — 2x?)
W(x) = x(x — 1)(x + 1)(x2 + 1) [(x® + 1)2 -(+/2 x)?]



W(x) = x(x — 1)(x + 1)(x2 + 1)(x® + 1 - V2x)(x2 + 1 + v2x)
3.W(x) =x>—-4x3+x2—-4

W(x)= x3(x2 —4) + (x2 — 4)

W(x)= (x — 2)(x + 2)(x3 + 1)

W(x)=(x-2)(x+2)(x+1)(x* — x + 1)

Rozwigz
1.x*+4x3+4x2—x—-2=0

1 ) 1 c (@] Q G
s (v} s 9 J O U

(x+1)(x3+3x2+x-2)=0

-1 0 1 2 -1 -1
(x+1)(x+2)(x*+x—-1)=0
2 0 1 5 t1—20 A=s
-2 0 1 1 -1 0 _-1-Vs _-1+V5
177 X2=—
Odp.xe{-1, -2, “1-V5 Z1+5 }

2 72
2. o 7o-exe12=0 [ A I A N A e e
1 0 1 1 -6 -14 -12 0
(x-1)(x+2)(x-3)(x2+2x+2)=0
A<O -2 0 1 1 4 6 0
Odp. xe{-2,1,3} 3 0 1 2 2 0



3. x®-4x>- x*+20x3-20x2 > 0

x2(x*-4x3-x2+20x-20) = 0

1 4 |1 Jao [20 |
2 0 1 -2 -5 10 0
2 0 1 0 -5 0

x%(x-2)?(x2-5) =0

parzystokrotne
\ <N /

v

_ﬁ\/o\/z\/Jg
Odp. xe (-00, —V/5]U{0,2}U[V5,0)

4. Rozwigz (2x+5)%-(4x%-25)%<0

(2x+5-4x%+25)(2x+5+4x2-25)<0
-(4x2-2x-30)(4x%+2x-20)<0
-4(2x2-x-15)(2x%*+x-10)<0
A=121  A,=81

-16(x+2,5)?(x-3)(x-2)<0 A

Odp. x€ (-0,2)U(3,00)\{-2,5}



5. Rozwigz 2|x|-|x+1]|=2
x+1 X

2X-x-1=2
x=3 €[0,00)

-2X-X-1=2
x=-1 €[-1,0)

-2X+x+1=2
x=-1 $(-OOI-1)

Odp. x € {-1,3}

6. Rozwigz |x-2|-]1-x|=|x+1]|-5

x+1 1-x 2
-1 \L 2 /

-x+2-1+xz-x/{ x+2-14x=x+1-5 mxﬂ-s | x-2+1-x2x+1-5

X =-7 A xg(-00,-1) ' X<5 A xe[-1,1) xsg A xe[1,2) X<3 A X€[2,00)

xel[-7,-1) xe[-1,1) xe([1,2) xe[2,3]

Odp. xe [-7,3]

Zadanie:

1. Rozwiaz:

a) 2x* —9x3 +14x2 -9x+2 =0, b) (6x% —x — 1)(4x? +4x + 1) = 0,
) x® +x7 —8x® —6x°> +21x* +9x3 —22x? —4x+8<0

2. Rozwigz:

a) | 2x-1|+x=|2-3x], b) |1-x]|-|x|+|2x+3|>2x+4, c) |3+|x+1||= 4x-3



Il. Funkcja wymierna
Def. Funkcjg wymierng nazywamy funkcje postaci f(x) = %, gdzie P(x) i Q(x) sg

wielomianami zmiennej x.

Np. 1. Narysuj wykres funkcji homograficznej f(x) = z:z
3 5
()_2_3x_—7(2x—3)—7_ 3 5 1
) =03 2x—3  ~ 2 4 _3
2
1 —5
f(x) == —5> f(x) =
4
PJ_OX

Df =R\{>}, D' =R\{- -




Zadanie: Wychodzac od wykresu f(x) = Z sporzadi wykresy funkcji:
5—-x 2|x|+1

Af@ =55, D=2, of=1-2[3

x+2

Np.
4 5

.. 1
1. Rozwiaz + =
q xX24+2x+1 x+2x2+x3 2x+2x2

D:x24+2x4+1#0 A x34+2x%24+x#0A2x24+2x#0

x#-1 A x+0
2x+8  5(x+1)
2x(x +1)2  2x(x + 1)2
3x=3
x=1e€D
Odp. xe{1}
2. Rozwigz * 103

x2-5x+6 ~ 2—Xx

D:x? —5x+6+0 A x+2
X+2 A X£3

14 10
x2—-5x+6 2—x

+3<0



14+10(x—3)+3(x2—5x+6)<0

x?2—-5x+6 -
(x2—5x+6)(3x2 —5x+2) <0
A=1 A=1

Odp. xe[%,l]u(2,3)

Zadanie: Rozwigz:

x+3 x+1 2
a) - 2 )
x—3 x;l X fo+3
X X
b) <

x—2 x+4 — x%2+2x-8'
x3-1  x?%+1

x2—-1 x—1

c)




Tw. o rozktadzie funkcji wymiernej na utamki proste

Jezeli degP<degQ, to funkcja wymierna f(x) RG] daje sie przedstawic¢ jako suma utamkow

Q(x)

prostych postaci:

Ay A Ag;
(e=x)" (e=x)2” " (x—xpki
gdzie x; jest pierwiastkiem wielomianu Q(x) o krotnosci k;
oraz

Byix+C, Byx+Cy Byjx+Cy;
ajx?+bjx+c;j’ (ajx?+bjx+c;)?’ "’ (ajx2+bjx+cj)lf ’

gdzie wyrazenie (ajx2 + bjx + cj)lf pojawia sie w rozktadzie wielomianu Q(x)
do postaci iloczynowej.

N . , _ 2x3-1
Np. Rozt6z na utamki proste funkcje f(x) = PO D22 1)?
2x3—1 A B C Dx+E Fx+G

X—1)2(2+1)% x| x-1 T =12 | 2241 | (x2+1)2
2x3 —1=A(x® — 2x°> + 3x* — 4x3 + 3x2 = 2x + 1)+B(x® — x> + 2x* — 2x3 + x2 —x) +
+C(x° +2x3+x) + (Dx + E)(x®> — 2x* + 2x3 — 2x%2 + x) + (Fx + G)(x3 — 2x? + x)

( A+B+D=0 (A=-1
—2A—-B+C—-2D+E=0 B =0,75
3A+2B+2D —2E+F =0 C =0,25

S —4A—2B+2C—2D+2E —2F+G =2=><D =0,25

SA+B+D—-2E+F—-2G =0 E=-1
—2A—-B+C+E+G=0 F=-1

\ A=—-1 \G = —0,5



4x3-3x2%2-2x+2
2. f(x) = —

4ﬂ—3f—ax+z_$ﬁ—3f—zx+z_ﬂ+E4j:+ D (- 1)
x*—x? B x¥Hx—1) x  x? | 8 :r—lfx *
4x3 —3x* —2x+2=Ax*(x— 1)+ Bx(x—1)+ C(x— 1) + Dx?

dla x=1: 1=D

Dla x=0: 2=-C = C=-2

Dla x=2: 32-12-4+2=4A+2B+C+8D
18=4A+2B+C+8D
18=4A+2B-2+8

12=4A+2B
6=2A+B
s _ ) ) -3=-A+B A=3
Dla x=-1: -3=-2A+2B-2C-D { 6=2A+B = {B =

Zadanie: Roztdz na utamki proste funkcje:

2x—1
a)f(x)_-x‘*—4x3+7x2—8x+4'
_ x3—x
b)f(x) T x%—3x3+4x2+4’
¢) f(x) = —

x4+4



lll. Funkcja niewymierna
Def. Funkcjg niewymierng nazywamy kazdg funkcje, ktéra w swoim wzorze zawiera
pierwiastek (lub pierwiastki) dowolnego stopnia.

Np. 1. Rozwigz (x — 1)Vx + 4 =2 — 4x

D:x=-4

Jezeli obydwie strony rdwnania sg tego samego znaku, to mozemy rownanie stronami
podnies¢ do kwadratu

. x-1=0 A 2-4x=0 = xe(

I x-1<0 A 2-4x<0 = x&(5, 1)
(x —1)%(x +4) = (2 — 4x)?
x3 —14x%>+9x =0

x=0 v x=7-2v10 v x=742v/10 = Odp. x=7-2v10

2. Rozwigz Vx2 + x — 12 < 6 — x

D: x%+x—12>0
XeE(-00,-4]U[3,00)

. 6x=0Ax2+x—12<x? —12x +36 = x > 6 A 13x < 48 > xe(-oo,‘l*—i)
1. 6-x<0 = xe

Czyli xe(-oo,%) A xeD

Odp. xe (-00,-4] U[S,%)



3.Rozwigz V2 +x —x2 >x—1

D: 2+ x — x%=0
xe[-1,2]

l. x-1<0 A xeR = x&(-00,1)

II.x-1zO/\2+x—x2>x2—2x+1:>x21Axe( .

+v17

Czyli xe(-o9, > ) A xeD

0dp. xel-1, 2310

4. Rozwigz VX +3 —4Vx —1+Vx+8—-6Vx—1=1

D:x+3—4vVx—1=20Arx+8—-6Vx—1=0 A x=1
X+3=4+Vx — 1 AX+8=6vVx — 1 A x=1
x+3=0 A (x + 3)%2=4(x-1) A x+8=0 A (x + 8)?=6(x-1) A x=1
x=>-3 A x? — 10x +25=0 A x=-8 A x? — 20x + 1000 =0 A x=1
xe[1,00)
t=\Vx — 1= x=t?>+1
Vt2+ 4 — 4t +Vt2 +9 — 6t = 1/ ()? lub |t-2]|+]t-3]|=1
Jtr —10t3 +37t2 — 60t +36 = —t2 + 5t — 6

3—/17 3+V17
. ) = x€|1,

3+vV17
4

—t?> 4+ 5t —6>0At*—10t3 4+ 37t% — 60t + 36=t* — 10t3 4+ 37t%? — 60t + 36

te[2,3] @ 2<Vx — 1 <3 = x€[5,10] A xeD
Odp. x€[5,10]

)



D: 3x-220 A 2_x>0

3 2
D=[§;2]

5 J3X—2+42—-X=x+1

zauwazamy, ze w dziedzinie prawa strona jest dodatnia (gdyby nie byta nalezatoby zrobi¢
dodatkowe zatozenie), wiec réwnanie podnosimy stronami do kwadratu

3X—2+4 243X =22 x +2—Xx = (x+1)?
24/3x—24/2-x =x* +1

obydwie strony rdwnania sg dodatnie, wiec jeszcze raz podnosimy stronami do kwadratu

—12x% +32x-16=x* +2x* +1
x* +14x% —-32x+17=0

I T T T A
1 0 1 1 15 -17 0

1 0 1 2 17
(x=1)*(x*+2x+17) =0
Xx=1eD A<O

Zadanie: Rozwigz:
Ve —2+V2x —5+vVx+2+3V2x —5=7vZ, b)2¥xZ-5¥x =3
c)Vx2 —3x—-10>x — 2, dVx+6>Vx+1+vV2x -5




