"W matematyce nie ma drogi specjalnie dla krélow."
Euklides

Def.: llorazem réznicowym funkcji f w punkcie x,dla przyrostu Ax nazywamy liczbe

Af (xo) _ f(xo + Ax) — f(xp)

Ax Ax

Sieczna wykresu y=f(x) przechodzaca przez

¥ .
i - AL «— punkty (x, f(x,)) i (x,+A4%, f(x,+Ax))
fiXo+AX) Whiosek:
AKXO) _
1 = 8«
af a — kat nachylenia siecznej wykresu y=f(x)
fXo) = przechodzacej przez punkty (X, f(x,)) i
Ax (x,tAx, f(x,+Ax)) do dodatniej pétosi OX.

| X, X+AX Y

Def: Pochodng funkcji f w punkcie x, nazywamy granice ilorazu réznicowego A7(%o) dla Ax—->0

AX
Oznacza V: f'(X0)=Ali ' f(x0+A22_f(X()) = i f(xz_x’(x())

Np. Oblicz pochodne

1. f(x)=a
P (xp)= lim LOLE0 iy 872 g 9 = ¢ (ay=0
X—Xgo X—=Xo X—>Xg X—X0 X—X



2. f(x)=x

'(xo)= lim —=1lim 1 =1 (x)'=1
x—>x0x X0 X—=Xg
3. f(X) \/— XOE(O OO)
. \/_ \/ X—Xo 1 1
f'(x,)= lim = lim % )= >0
( O) XX X—Xp X=X (x xo)(\/_+,/ ) 2\/_ (\/_) 2\/} )
1
4, f(X)=; , XO¢O
1 1
" xo Xo—X —1 1. -1
f (XO)_ llm ll 0 = > (_)I=_2 ’ x£0
X—Xg X~ xo x—>x0xx0(x—x0) Xo v " x
5. f(x)=a* , a>0
. ax0+Ax —a*o . a*xo an_l
f*(xo)= lim = lim ( )_g*oIna (a*)=a*Ina, a>0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
6. f(x)=sin x
Xo+AX+Xx . Xo+Ax—Xx . Ax
£ (X ) i sin(x0+Ax)—sinxo_ im 2 cos—2 > % sin=9 > 0_ lim COS(XO-I-?)SHI?_COSX

2
(sin x)' = cos x

(cosx)’= - sinx

Zadanie: Z definicji wylicz pochodne funkgji: a) f(x) = Yx, b) f(x) = x—13, c) f(x) = x*

Def: Styczng do wykresu funkcji y=f(x) w punkcie x, nazywamy prostg o réwnaniu
y-f(Xo)=F"(Xo) (X-Xo)

Np. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu y = 1/x w punkcie x, = 4

Odp. Styczna ma réwnanie y — V4 = ﬁ (x—4) & y= %x +1



Def. Katem przeciecia sie dwoch wykresow funkgji, ktére maja pochodne w punkcie przeciecia x,
nazywamy kat ¢, pod ktérym przecinajg sie styczne do wykresow tych funkcji w punkcie x,.

A Y / /
. . [ (x0)—g' (x0)

r

y=f(x) q) y=g(X) tgB=f"(x,)

/( tga=g’(x,)
O

B X
s /,/ X=0 \\" tgp=tg(B-a)

Np. Znajdz kat przeciecia sie wykresow y = 2%,y = 4*

2 =4S x=2x ©5x=0
(2%) = 2%In2, (4%)" = 4%In4

¢ . In 2-1In 4 . In 2

9P = |Tiinz nal ~ 1222
In2

Odp. @ = arctg(1+2m22)

Zadanie: Oblicz kat, pod jakim przecinajg sie styczne do wykreséw funkgji:
a) f(x)=e 2*¥*1ig(x)=e***%, b)f(x)=x? —x + 1ig(x)=-x+4, c)f(x)=sinx i g(x)=cosx,

d) f(x) = - ig(x)=3x+2



Def. Mowimy ze funkcja f jest rézniczkowalna w (a, b) < f ma pochodng w kazdym
punkcie xy € (a, b)

Def. Pochodng prawostronng funkcji f w punkcie xy nazywamy f (x,) = Alir%+ f(xo+A22—f(xo)
X—

Pochodng lewostronng funkcji f w punkcie x, nazywamy f'(x,) = Alin(l)— f(xo+A22—f(x0)
X—

Whiosek: WKW istnienia pochodnej
Funkcja f ma pochodng f'(xo) & f{(xo) = fZ(x0) = f'(x0)

Def. Méwimy ze f jest rézniczkowalna w [a,b] & f jest rozniczkowalna w (a, b)
i istniejg f (a) oraz f!(b)

Np. Zbadaj rézniczkowalnosé funkgciji

1. f(x) = |sin3x| w punkcie x, = 0

, o sindAx . sindAx , o , s —sinAx , o , _
f+(0) - A.}C%%'i- ﬁx _ Aplcl_l;%_ll_ Ax3 Ax _ O’ f_(O) - A_‘)1C1—>IT(1)_ Ax3 Ax _ 0 :>f (xO) - 0
x—1, x <
Z'f(x)_{zh/?, x> 1
,  2+4x—1 2 , - 2x—1-1 o 2(x—1)
i = lim =[] = o0 1) = Jim = = i S =

Funkcja nie jest rézniczkowalna, bo nie jest rézniczkowalna w 1.

Zadanie: Zbadaj rézniczkowalnosé funkcji:
2 |x+1|

x5 x <1 _ o ,x F —1 _ xcos%,xiO
a)f(x)_{\/z,x>1lb)f(x)_{l()’l +1|x=_1’C)f(x)_{1, x:()




Tw. WK istnienia pochodnej
Jezeli f ma pochodng w punkcie x; , to f jest ciggta w punkcie x

Uwaga: Nie jest to warunek wystarczajacy
f(x) =|x| — jest ciagtaw x, = 0
x—0

f1(0) = hm L — =1, f2(0) = lim —

x—0" X—

= —1 = |x| - nie ma pochodnej w x,

sinx
Np. Zbadaj, czy jest rozniczkowalna funkcja f(x) = {g,x # 0
1, x=0
zbadamy ciggtos¢ w punkcie x, = 0: lim SInx — % * f(0)

x—>0 2x
f nie jest ciggta w xo = 0 = f nie ma pochodnejw x, =0

Tw. arytmetyka pochodnych
Jezeli f i g majg pochodne w punkcie x, to:
(f +9) (x0) = f'(x0) + g" (xp)
(a-f)'(xg) =a-f'(xq), a€R
(f - 9) (x0) = f'(x0) - g(xo) + f(x0) - g (x0)

! I} ] _ -’
<£> (xo) = f'(xo) g(xi)q)z(xf)(x()) g (xo) , g(xg) % 0
Np. Oblicz pochodna:
1 g0’ = () =2 = o
D e e T



3. Udowodnij (x™) =n-x™"1, neN
Dowdd indukcyjny:
Ln=1 (x))=1-x"1 ok
I Z:(x™) =n-x"1
T (x"Y) =(m+1)-x"
D:(x™) =" x) =) x+x" () =nx"1-x+x"1=(Mn+1) x"

Whiosek: (a,x™" + a,_x" 1+ -+ a;x+ay) =anx" 1 +a,_;(n—Dx"%+--+a, +0
(3x2+x—4) . (3x2+x—4) (x2+1)— (3x2+x—4) (x2+1)/ _ (6x+1-0)(x2+1)— (3x%+x—-4)(2x+0) _ —x%+14x+1

x2+1 (x%2+1)2 (x%2+1)2 (x%2+1)2
ax3-2x%+x\ _ (4x3-2x%+x)"(x?2+2x+3)—(4x3—2x%+x)-(x%+2x+3)"
2 ( X2+2x+3 ) B (x%2+2x+3)2 B
_ (12x%-4x+1)-(x%+2x+3)—(4x3-2x2+x)-(2x+2) _ 4x*+16x3+31x2-12x+3
o (x2+2x+3)2 T x%4+4x34+10x2+12x49
x3-2
Zadanie: Oblicz pochodne: a) f(x) = 1+\/;, b) f(x) = (arcsinx + 3/x)3%**1, ¢) f(x) = thx

Tw. pochodna funkcji ztozonej
Jezeli f ma pochodng w x,i g ma pochodng w y,=f(x,) to (g of)" (x,) = g"(f (x,)) - f’(x,)

Np. Oblicz pochodna:
1. (sin(3x?% + 2x + e*))'= cos(3x? + 2x + e¥) (6x + 2 + &%)

) 1
2.\/(3362 + 1) Vol 6x

(4x—1)(Vx+ 1)—(2x2—x)%
(Vi+1)

2X“—Xx 2xX“—x
3. (2(x3+_\/§+1))l — 2(x3+_ﬁ+1)ln2 . (3x2 +

)



20 Ax2+x\Y _ x24x 1 x2+4x
e e M

x3—2x x3-2x 3_2x, (3x2-2)(x%+1)-2x(x3-2x)
4. (3°°%%Z+1 )= 3°°° %241 -In3 - (-sin> —7 )

(x%2+1)2

: <4sin3x—3tgx>’ _ (4sin3x— 3t9x) COS( fl) (4sin3x— 3t~gx)cos( _:Cl)r _

cos(z—x) cosz( ) N
x+1 x+1

;02 _atgx 1 ) (2x )_ 3 ot gX\(_ cin 2X 2(x+1)—2x"1
(12$ln xcosx—=3%9%In3——) cos(— (4sin3x—3t9%)( sin——) D2

Zadanie:

1. Oblicz pochodne:

a) f(x) = Yarctgx®+ 3x, b) f(x) = sin*(log,(x% + 4)), ¢) f(x) = 31 (arcctgx)
2. Napisz rownania stycznych do wykreséw

a) f(x)=v2*~1 +3 wx, =1, b)f(x)—

Tw. pochodna funkcji odwrotnej
Jezelif ma pochodnq W X, fjest ciggta i r6znowartosciowa w otoczeniu (x4-6, x,+6) punktu x,

= /2, ¢) f(x)= arctg—;c wxg=1

oraz f'(x,)#0, to (f ~1)(y,)= e (1 e gdzie y,=f(x,)
Np. oblicz pochodne
1 1
1. (log,y)= (ax), ina-yma ° >0, azl
y=a
, 1
(log, x)'= —, x>0



y=x" & x=%/y
1
n r __
(\/E) _nnxn_l;x € D%
1 1 1 1

3. (arcsiny)' =

(sin x)r " cosx \/1—sin2 (arc sin y)_ \/1—y2
y=Sinx & x =arcsiny

. 1 _ 1 -
(arcsinx)' == , xe(-1,1) )
" = 2y = =
4. (arctgy)' = (tanx)’ X= 1+tg?x  1+y2
y=1tgx & x=arctgy
(arctgx)' = Tagz ' XE€ R

Zadanie: Ztw. o pochodnej funkcji odwrotnej oblicz pochodne:
a) f(x)=arccosx , b) f(x)=arcctgx,

o (f 'R, dlaf(x) =3Yx+3Yx+Vx, df D'(e+1), dlaf(x) =x+ Inx

Whiosek: Pochodna logarytmiczna
Jezeli f ma pochodng w x, i f(x,) >0, to f'(xg) = f(xg) “(In f) "(x,)

Np. Oblicz pochodne
1. () =x%(Inx%)'=x%-(alnx)'=x%-a- i= ax® 1, aeR

2. (x*)' =x*-(Inx*)' =x* (xInx)' =x*(Inx +x - §)= x*(Inx +1), x>0



2. (arctgx 3\/_)’ = arctgxi/_(ln(arctgx 3;/_))’ = arctgx%(‘?{/}- Inarctgx)’ =

_ N 3 -
= arctgx ( lnarctgx + \/_arctgx 1+x2)

Zadanie: Oblicz pochodne:

a) f(x) = (sinx + cosx)'9%, b) f(x) = (x*? + \/}),—16 , ¢) f(x) = (arcsiny/x)?retax

Tw. Rolle’a
Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w (a,b) i ciggta w [a,b]
oraz f(a)=f(b), to dc €(a,b): f'(c)=0

Uwaga: w punkcie c styczna do y=f(x) jest réwnolegta do osi Ox /\Z
Np. Zbadaj, czy funkcja spetnia zatozenia i teze tw. Rolle’a

1f () =~ [—1,1] Dy=R\{-2} . :
_ 2x(x+2) (1-x%) _ —x?—4x-1 _ a c b
fx) = (x+2)2 T (x+2)2 Dp=R\{-2}

f jest ciggta w [-1,1] i rézniczkowalna w (-1,1) oraz f(-1)=f(1)=0
flc)=0=c?+4c+1=0=c=-2—-/3¢(-1,1) vc=-2++3 € (-1,1)
2.f(x)=1-%x dlaxe[-1,1]  D;=R

f'x) = —T— Ds,=R\{0}

f jest ciggta w [-1,1] i nie jest rozniczkowalna w x, = 0 oraz f(-1)=f(1)=0, a nie istnieje c tze f’(c)=0



Tw. Lagrange’a

Jezeli funkcja f jest rozniczkowalna w (a,b) i ciggta w [a,b], to dce(a,b): f'(c) = %
! b)-

f'(e) = L0 tga

a - kat nachylenia siecznej y=f(x) przechodzacej przez punkty

(a,f(a)) i (b,f(b)) do dodatniej potosi Ox

Uwaga: styczna w punkcie x=c do y=f(x) jest rownolegta do

siecznej y=f(x) przechodzacej przez punkty (a,f(a)) i (b,f(b)) \

Np. Udowodnij nierédwnosci a Z\\L b

l.e*z1+x ,xER & e*-1=>x \
1° x>0

Funkcja f(x) = e* jest ciggta i rézniczkowalna w zbiorze liczb rzeczcywistyun ik
ex_eO

x—0
>1oeX-12x

niech a=0, b=x = dce(0,x): f'(c) =e€ =

e¥—e0

0<c<x o> e >el=
2°x=0=¢e%-1>0
3°x< 0

niech a=x, b=0 = 3c € (x,0): e‘=

x_

eX— eX—e0

0
e
0Aec<e0:> <1=>e-1>x

X— x—0
2. | arcsinx —arcsiny| = |x-y|, x y€][—1,1]
1° x>y = arcsinx > arcsiny

arcsin x—arcsin
pytamy, czy =—— ——— > 1

f(x) = arcsinx — funkcja ciggta w[—1, 1] i rézniczkowalna w (—1,1)




niech a=y, b=x= 3c € (y,x): f'(c) = ACYPAC))

xX=y
! 1 1 arcsin x—arcsin y
X) = = =
fe0) V1-x? Vi-c? x-=y
arcsin x—arcsin
A<y<c<x<1=2c?<1=1-c¢? 20 A —>1> = Y1
_C —

2°y>x = arcsiny > arcsin x
rcsin y—arcsin x
Y > 1

y—Xx
niecha=x;b=y=3c € (x,y): f'(c) =

pytamy, czy °

f)—-f(x) N 1 arcsin y—arcsinx > 1

= AC<1l A
y—x 1—c?2 y—x 1-c?

3°y=x=0=| arcsinx — arcsiny| = |[x-y| =0

3. — < In(1+x) <x, x>0
1+x

1 In(1+x)
pytamy czy 1+X< ~ <1
f(x)=1n(1 + x) - jest r6zniczkowalna dla x>-1 i ciggta dla x>-1
_In(1+x)-In(1) _ In(1+x)
- x—0 T x

niech a=0, b=x= dce(0,x): f'(c)

f’(x)=ﬁ = f'(c)=1i+c A 0<c<x

1 1 In(1+x)—In(1 1
I<c+l<x+1 > 1>—>— = 1> ( ) ()>
14¢c 1+x x—0 1+x
Zadanie: Ztw. Lagrange’a udowodnij nierdwnosci:

X < 1 < X E —
a)e* >exdlax>1, b)x < arcsinx < mdla 0<x<1, c) lny < x —ydla 1<y<x




Tw.

Jezeli f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b) , to :

1.Vx € (a,b): f'(x) =0 < f(x)= const w (a,b)

2.Vx € (a,b): f’(x)>0 (f"(x)<0) = f jest rosngca (malejgca) w (a,b)
3. f jest rosngca (malejgca) w (a,b) = Vx € (a, b): f'(x)=0 (f'(x)<0)

Np. Zbadaj monotonicznos¢
1. f(x) = e*cosx Df=R

. . 3
f'(x) = e*cosx — e*sinx >0 < cosx > sinx © x € (—Tn + 2kn,% +

2kn)

x3—x)3+x)=0
x € (—o0,—3] U [0,3]

f jest rosngca w kazdym z przedziatéw y=cosx B\ /T \y=sinx /
(=% + 2km, T + 2kn ) /\ S
4 4 0 \ j
f jest malejgca w kazdym z przedziatow f \\ st | f/ 0 er |
(% + Zk”'%n + Zk”) / ” ET 1 n v "'\ ? ' ;f'
2. f(x) =V9x — x3 Df:9x —x3 =0 \ /b \i/

9 — 3x?
2V9x — x3
©3(V3-x)(V3+x)>0Ax €Dy & x € (0,V3)
f jest rosngca w (0,v/3)
f jest malejaca w przedziatach (—oo, —3) oraz (+/3, 3)

f(x) =

IIl . IIII - :' |
§ 1 ..' L
\ I
\ / L
R 10k

>0©9-3x*>0 Ax € Dpr = (—,-3) U (0,3)




2

x
oy 2x(x—1)—-x?%  x%-2x N
Frix)= (x-1)2 (x—1)2 .

Odp. frosnaca dla xe(-00,0) oraz xe(2,+)
f malejgce dla xe(0,1) oraz xe(1,2)

1+x?
<5< 2<2x<1+x? o—x?—-2x—-1<0<x*-2x+1s
<:>—(x+1)2SOS (x —1)? @ xeR
_ 1 2(14x?)-2x2x 2 1 2(1-x%) _
= 1+x 2+ 1_( - )2 (227 S 1+2x2 +x%—4x2 (1+x2)2
1+x2 (1+x2)2
A POV e DR PO ek
1+ x2 J@ = x2)? 14«2 |1 — x?|
f(x)= {1+ 2 1=x">0
0 ,1—-x%2<0

Odp. frosnacadla xe(-1,1)
f=const dla xe(-c0,-1) oraz dla xe(1,+ o)

Zadanie: Zbadaj monotonicznosé: a) f(x) = xe %%, b) f(x) = x2 , ¢) f(x) = l:l/;_



Whiosek:

Jezeli f i g sq rézniczkowalne w (a, b), to

1. [Vxe(a,b): f'(x)=g'(x) A dxge(a,b): f(x,)=g(x,)] = V¥xe&(a,b): f(x)=g(x)
2. [Vxe(a,b): f'(x)<g'(x) A f(a)sg(a)] = Vxe(a,b): f(x)<g(x)

Np.
1. Udowodnij tozsamos¢: arcsin x + arccos X =2£ ,X€ (—1,1)

1° Niech f(x)= arcsin x + arccos x, g(x)= g

F(X)= ——— + ‘1x2=o dlaxe (=1,1), g(x)=0 = f(x)=g’(x)

Vi-x2  Vi- - -
wezmy x,=0= f(0)=0+—, g(0)=7,

czyli f(x) = g(x) dla x € (-1,1)

2° dla x=-1 mamy -§+n=§ = f(x) = g(x) dla x=-1

3° dla x=1 mamy §+ 0 =§ = f(x) = g(x) dla x=1

2. Udowodnij nieréwnoé¢ 1+ 2Inx< x? , dlax> 1

f(x) =1+ 2Inx g(x)=x?
Flx)== g'(x)= 2
pytamy, czy % < 2x dlax>1
a2
% <2x =2 - < 0 x(1x)(1+x)<0 & x&(-1,0) U (L,00) OK.

f(1)=1=g(1) =1 0.K.



3
2. Udowodnij nierdwnosc¢: tg x > x + x? , XE (0,§ )

3
f(x)= tg x , g(x)=x+ =

f/(x)= . g'(x)= 1+ x?
(= —2; &'(x
Pytamy, czy : > 1+ x?
Y YrCZy o
" 1 cosx]est dodatnl 1 1
> 1+ X = COS x < >COSX < = & X > arccos
cos?x +x2 1+x?% Vi+x2 V1+x?

Wezmy f,(x)=x; gl(x) arccos— - obie funkcje sg rézniczkowalne w (0, —)

1
(__) ,/ 1+x 2)3 \/ (\/(1+x2)3=1+x2

1+x?

f'(x)=1; g,/(x)=

1+x2

Pytamy, czy 1
= /() > g, (x)| f1(0)_o > g,(0)=0 = f,(x)> g,(x), dla xe (o, )
> F(x)>g'(x), dlax€ (0,7) i f(0)=0= g(0) = 0= f(x) > g(x), dlaxe (0,-)

Zadanie:

.. . £ .. . _ X
1. Uzasadnij tozsamosci: a) arcsinx = arctgm
b) arctgx = % — arctg:jz dlax > —1, c) arcsinhx = In(x + V1 + x?)
2. Uzasadnij nieréwnoéci: a) V1 +x < 1 + g dlax>-1, b)cos?x >1—x?dlax €R,

2
c) coshx = 1+x7dlax ER



