"Tyle jest w kazdym poznaniu nauki, ile jest w nim matematyki."
Immanuel Kant

Def. Pochodng rzedu neN funkcji f w punkcie x, nazywamy pochodng z pochodnej rzedu
(n-1) funkcji f w punkcie x,. Oznaczenie fV(x,) = (f")’(x,)
Np. Oblicz:
1. f3)(x) dla f(x)=e*"+1
f(x )=eX**1 - 2, f7(x)= (eX 1 .2x)-2x+ eX 1 2= X *1 (4x242)
f3)(x)=(e* +1 -2x)-(4x2+2)+ X +1 .8x= X 1 (8x3+12x)
Sinl ,x #+ 0
X

x=0

f’(x)=3x2sin 2 +x3cos = -(_—:) =3x2sin = -xcos = dla x#0
X X X X X

2. £7(0) dla f(x)= {x3
0,

O ograniczona
T 1

2

o1
3sm

X =]lim x Sm— =0

f’(0)=lim

x—0 X " x—0
, 3x2sin = —xcos — ,x #* 0
f'(x)= x x
0, x=0

~ 3x? sm——xcos—
(0 )=lim X = hm(3xsm— — oS —) — nie istnieje w pkt O
x—0 X x—0
VBN

O ograniczona




Zadanie:

X

1. Oblicz pochodng f®)(x): a) f(x) = x3Inx, b) f(x) = arctgx, c) f(x) = 87
2. Zbadaj, czy istnieja pochodne: a) £3(0) dla f(x) = x3|x|,

b) £(0) dla f(x) = { (¥ =1%x =0 ) ) (0) dla f(x) = {

x2, >0

1
x4arctg;,x * 0
0, x=0

Tw. Taylora
Jezeli f ma pochodng rzedu (n+1) w otoczeniu (x, — 6, x, + ), to:
Vx € (xg-6,xy +6)36 € (0,1):

) ) (n) )
f(x) = f(xp) +f( = (x — xg) +f ( 0% (x — x9) %+ +1 (|xo (x —x0)™ + R, (),
n.

) )(x +0(x—xp))
gdzie R, (xg) = (7f+1)' 2 (x xo)(n+1)
Np.
1. Oblicz przyblizong wartos¢ cos0,2 z doktadnoscig 10.
f(x)=cosx, x=0,2 , X,=0
Rozwijamy funkcje cosinus ze wzoru Taylora:
€050,2 = cos 0 + =12 (0,2 — 0) + =2 (0,2)%+ 22 (0,2)*+ 22 (0,2)*

cos0

- (0,2)4| <1074

c0s02=1—— (o 2)2+ - (0,2)*~ 0,98006667

2. Oblicz przybllzonq wartosc /0,98 z doktadnoscig 1073
f(x) = 3/x, x=0,98, xg=1



Fx)= cx7s £/(x) = = -(—f)x‘g

4 4
/0,98 = V1 + £ .(-0,02) +25 . (—0,02)? | 25.(-0,02)*|< 1073
3. Oszacuj dok’radnosc przybllzenla coshx = 1 + =, |x| <=

xo =0, f(x) = coshx

eX +e ¥\ ¥ —eX eX —e X\ X 47X
f=\"7—) =77 =simhx ['@ =T ) =g = coshhx
f®)(x) = sinhx
sinh0 coshO 5 sinhc 3
coshx = coshQ + x + x< + X
1! 2! 3!

, o —c 2,21034—

Trzeba oszacowac R, S”;'hc 3. Sinhe 3| — |e=e | < TM = 0,000184195

cE(Ox)dlax>OVcE(xO)dlax<O =>c€ (-0,1;0,1)
le€ —e~¢| < |ef] + |e™¢| < 2% =2,21034

2
4. Oszacuj doktadnos¢ przyblizenia In(1 + x) =~ x — % , x| < 1—10 .
Xo=0, f(x)=In(1+x)
(o) = —1 £} = ——1 B (x) = 2
FO) =10 100 = g fO0) = 75

-1 2

1
ln(1+x):ln(1+0)+%x+(1;)) 2+(1;:)3x
X ! !
_ (+0)3 (1+0)3 103 _1,9—3
31 31 3-.(1-0,1)3 3
ce(0,x)dlax>0V c€e(x,0)dlax<0=>ce(-01;0,1)

2 1

Trzeba oszacowac R,




Zadanie:
1. Wylicz wartos¢ wyrazenia z doktadnoscia d'

a)In(1,1), d=10"%, b) 10,996, d=1073, ) 4{, d=10"3
3 5
2. Oszacuj btad przyblizenia:a) vl +x = 1 +5—?, |x]| < 1, b) sinx = x _x? +%, x| < 1,
x?  x3
c)In(1 —x) = —X === | x |<1—0

Tw. reguta de I'Hospitala
Jezeli f i g sg rozniczkowalne w (x,-6,x,+6) oraz g’(x)¢0 dla x € (x5-6,%y+6)\{X,} i
lim f(x) = lim g(x) =01lub lim f(x) =+ o0 = lim g(x), to

X=X X=X X=X X=X
’ X

lmf()—a:> llmf() a

x-xq 9'(%) x—xo 9(X)

Np. Oblicz granice

0 ] —sinx sinx 1
0.2 : ncosx __cosx o _xcosx 2
l ’ . lim —— l] _hm —2sin2x = lim 4sin2x
0" o x—0t Incos2x x—Qt 222022 x—0t 22202t 4
COS2X 2XC0S2x
e*+1 eX H eX H eX

lim —==|—=| = lim =~ =lim — = lim — = oo

x—oo X x—>oo x—00 6X X—0

limx sinx [ ] 1—cosx l ] smx 1

x—0 x3 x—>0 3x2 x—>0 6x 6

3. Sinx
im, = [2 = lim —Si”" " = fim SSXX iy S Mo iy cos2x = 1

x—0+ In(tgx) —oo| T xS0t = 2 x—-0t  sinx x-0t  sinx x—0%

tgx coslx



inx & -
[0-00]: lim xlnx =[0-o0] = lim === lim =% = hm( x) =0
x—-0% x-0t - x>0t —=  x-0*
H

. 2 -X . _ . Xz _ . X_z _ 2 — at - el

Jim <767 = [o0-0] = Jim A= Jim = [2]=im 2 = [Z]<tim = 2] =0
1 —In2
1 —_ —

. 1 . 2x-1 2 x-1D2 . 1 Inx \°
lim lnx - 2x-1=[0-00] = lim = lim = lim 2x-1-xIn2 - =
x—-1t x-1t 1 x-1t 1 1 x—1t x—1

Inx In?x x
= [2°] = o0

x—-1t x-1 0 x—1t 1
_ . 1 1 . x l-e™¥ 0,7
00 — 00 lim(e* —x) = —oo=11m(———)=11m = [-]=
[ ] x—>oo( ) [ ] x—oo \e~ ¥ 1 x—oo e Xx~1 [O]
. —x"2+e™ A 2(1 — x2%e™)
1m = |Im =
x—o0—e Xx~l —e™X x72 x50 —x 2(xe"‘+e‘x)
. 1 1 Inx—x+1 __1
lim (— — — :[oo—oo]—hm—: — ( 1):
o1+ \x—1  Inx x—1* (x—1)(Inx) x—>1"‘ Inx+-2=

I 1—x [] 1
xg?+xlnx+x— 1 0 x—>1+ lnx+ 1+ 1 2




ln(%arctgx)x lim xln(—arctgx) _2

[1%°;09; 000]: lim (2 arctgx)*= [1°] = lim e ex-%0 =en
xX—oo T X— 00
1 2 1
_ 2 _ ln(—arctgx) H zarctgx T 1+x2 1 —x? 2
lim xin (— arctgx) = [c0- 0] = lim - = lim — = lim =—=
X—00 4 X—00 o X—00 =2 x—oo arctgx 1+x2 (3
. . lim tgxinsinx
lim sinxt9% = [0°] = ex—0 Y =el=1
x—0
P cosx
. nsinx . i . .
lim tgxInsinx = [0 - oo] = lim = lim=2% = lim(—sinxcosx) = 0
ctgx 1
x—0 x—0 ctg x>0 =3 x—0
2
x2-1 _
lim (_1 ) — [000] = exott (*-Dm= _ =1
x—-1t \x—1
1 -1
In— H (x-1)—— 7 x%-1)? x—1)(x+1)?
lim, (x? — 1)ln—= [0 00] = lim 2= =lim I Gt e WD” G DOHDT
x-1t -1 x-1t — x-1t ——— x—-1t 2x(x=1)  x-1* 2x
x“—1 (x2-1)
=0
Zadanie: )
. . x—arctgx hx . cosx—sinx+1 . 1+x E—e
1. Wylicz granice: a) lim —g , b) l , C) lim — ,d lim LF20*—e
x—>0 x3 oox+ex Xl Sin2x—cosx x—0 X

1 2

2. Wylicz granice: a) lim xex, b) llm xarcctgx, c) 111{1 Inxin(1 — x), d) llm tg(x? — 4) tgg

x—-0*t

1
3. Wylicz granice: a) lim(x ™2 — sin™%x), b) lim (/x — Inx), c¢) lim |ex — l
x—0 X—00 x—0% x
1

- Inx
4. Wylicz granice: a) lim(2 — x) g , b) l (aragx)xz, ¢) lim —

x—1 X x—oo (In x)*



Np. znajdZ asymptoty funkcji: f(x) = xln(e+l) D, :e+1 >0
X X

(ex+1)x>0

Xe (—oo,—%) U (0,+x)

1 1 _1)
- - In(e+x) oH  eri’ X2
lim xIn(e+ ) +00 lim xIn(e+=) = lim ——2-=| — | = lim -0
e L x—0" X X0~ 1 00 x—07" _ 1
e X X2

1. . .
prosta x=—— jest asymptota pionowa lewostronng, prosta x=0 nie jest asymptotg

xln(e+1)
lim ——2-=1
X—>+00 X
1 1 1
In(e+=)-1 H — (=)
1 0 e+1 X 1
lim (xIn(e + ) x)= lim x(ine+>)-1) = lim X =|=|= lim —2 ==
X—>+00 X—>+00 X—>+00 E 0 X—>+00 _i e
X X?

1. .
prosta y=x+— jest asymptota ukos$ng obustronng



Def. Mowimy, ze x, € D jest punktem maksimum lokalnego funkcji f <
36 > 0Vx € (xg — 6, xo+)\{xp}: f(x) < f(xp) (W pewnym otoczeniu x, wszystkie wartosci f
s3 mniejsze niz wartos¢ w punkcie maksymalnym).

Mowimy, ze x, € Dy jest punktem minimum lokalnego funkcji f <
36 > 0Vx € (xg — 6, xo+)\{xp}: f(x) > f(xp) (W pewnym otoczeniu x, wszystkie wartosci f
sg wieksze niz warto$é w punkcie minimalnym). f nier6zniczkowaina

°
max min max m‘m\ f rézniczkowalna

Uwaga: Nie wymagamy réozniczkowalnosci, aby okresli¢ maksimum lub minimum lokalne.
Oznaczenie: Punkt, w ktorym f moze przyjg¢ wartos¢ ekstremalng nazywamy stacjonarnym.

Tw. Fermata (WK istnienia ekstremum)
Jezeli ma pochodng w x; i x jest punktem ekstremum funkcji f, to f'(xy)=0

Uwaga: Tw. Fermata nie jest warunkiem wystarczajgcym na ekstremum. V=X

Np. f(x)=x3, f'l(x) =3x?2=0 & x=0

ale xo = 0 nie jest punktem ekstremum f

brak
esktremum

Whiosek: Funkcja moze przyjmowaé wartosci ekstremalne
w punktach zerowania sie pierwszej pochodnej lub w punktach,
w ktérych pochodna nie istnieje.




Tw. I-szy warunek wystarczajgcy na ekstremum
Jezeli jest ciggta w x, i rosngca (malejaca) w (xy — 8, x) oraz malejagca (rosngca) w (xg, xg + &)
to w X, przyjmuje swoje maksimum (minimum).

Whiosek: Funkcja rézniczkowalna w otoczeniu x przyjmuje w tym punkcie wartos¢

maksymalng (minimalng) & f’(xg)=0 if’ zmienia znak przy przejsciu przez x4 z ,,+” na ,,-”
” ”

( Z,- Nna n+ )

Np. Wyznacz ekstrema

1.f(x)=§x3-x2+x—2 K J
1

f(x)=x%2-2x+1=(x — 1)?
funkcja nie ma ekstremow

Inx

2. f(X) = 7 , x>0
Lx—1-Inx 1-Inx ‘Hﬁ\:\l
f'(x) = == =——=01-Inx=0 & Inx=1< x=e >

: x S
fmax(e) = A e

3.f(x) =Vx2+3x—4  Dpx?+3x—-4=0
(x—1D(x+4)=0
X € (—o0,—4) U (1, +)




1 3 ;'

! 2\/x23+ 3x — 4 2

X = —3 & Dpr = (—00,—4) U (1, ) 4

Punkty stacjonarne: x=-4, x=1 € D¢\Dy, . 3k

fmin(—4) = 0, bo Vx € (—o0,—4]: f'(x) <0 \ :

fmin(1) =0, bo Vx € [1,00): f'(x) >0 ;
4. f(x) = |x| — |2x + 1] I

( 1

X) = 1 \ DS F

) <—3x—1, —ESx<O 5 AN

L —x-1, o<x L

1; X< ——= Y -Lof;

() = 12 /

X) = ;

/ -3, ——<x<0 / 20}

2 rd 1

— o -larp

L -1, 0<x ) ~l

Nie ma punktu, w ktérym f’(x)=0
Punkty stacjonarne: x = —%,x =0

1\ 1
fmax(_i) _E

W x=0 nie ma ekstremum.




5. f(x) = [x=2]| + |x?=3x—4|
(—x 4+ 2+ x2 —3x—4, xe(—o0,—1) \ ﬂ/
£(x) = < —x + 2 — x2+3x+4, xe[—1,2) %/ﬂ >
x—2— x>+3x+4, xe[2,4)

| x—2+ x*—3x—4, xe[4,»)

(x? —4x — 2, xe(—o0,—1) min min, " V=

—x%+4+2x+6, xe[—1,2) NEH 2 4

=1 2 pax+2 2,4 T S >
X x+2, xe[2,4) - i\;\o

L X2 —2x—6, x€[4, )

2x —4, xe(—oo,—1)

—2x+ 2, xe(—1,2)
—2x + 4, xe(2,4)
2x — 2, x€(4, ) er

f'(x) = f'(x)=0dlax=1

punkty stacjonarne : -1, 2,4, 1

-\{?-
T T T T

fmin(-1) =3
fmax(l) = 7 I'.II ;:__x | --"“'-.-.x

\ ! \\
f min(4) =2 I' | A




Tw. lI-gi warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum

Jezeliistnieje n € N takie, ze f ma ciggtg pochodng rzedu (2n) w punkcie x, oraz

f(xo) = " (x0) =..= fFE" ™V (xg) = 00 fPM (x0) <0 (fE™(x0) > 0),
to f ma w punkcie xy maksimum (minimum) lokalne.
Np. Wyznacz ekstrema :, B
1 f(x) ===, Dri x>0 ab
f'(x) = - mx =0<=>x=ce¢ :.1

' 1-Inx)2 —3+21 S
f(): x(x4nx)x: ;Snx ":'III """ s B
" -3+2 -1 1 b
f()_ - e—3<0 fmax(e) == e

2. f(x) =x—3/x Df=R

"(x) = D¢,=R\{0
f (x 3%2 f \{ }

=0y =1o Ly E=-tor=tvr=-1
FO) =037 <o iR =gy E=-Fox=gpvi=-gp
f (x)=93\/§5

(AN 2 g L\__ .2

f (3\/§)_\/§9’f ( 3\/_)_ N

1 2
fmax(=35) Gt E
-1 _1___2
fmm( \/—) 3\/— \/§ - 3\/5



Whiosek: Funkcja ciggta w przedziale [a,b] moze przyjgé swojg wartos¢ najwiekszg
i najmniejszg w punkcie stacjonarnym lezgcym w [a,b] oraz na koncach przedziatu.

warto$¢ najwieksza=f(a)

Max

a\/ \mﬁ;b

min=wartos¢ najmniejsza

Uwaga: Dla przedziatu otwartego wyliczamy granice jednostronne zamiast
wartosci na koricach przedziatu.

Np. Znajdz wartos¢ najwiekszg i najmniejszg funkcji f(x) = cosx + V3sinx, x € [0, g]
f'(x) = —sinx + V3cosx =0 & \/Z—gcosx—%sinx = 0@cos(%+x) =0 (:)%+x :§+kﬂ
s
X =—=+knm
3

f(x) moze przyjac¢ wartos¢ najwiekszg (najmniejszg) w punktach: %,O,%

f (g) = %+ V3- \/; = 2 wartoS¢ najwieksza
f(0) = 1 warto$¢ najmniejsza

F(3)="3

2



Zadanie:

1. Wyznacz ekstrema: a) f(x) = 1:;4 , b) f(x) = e* — cosx , c) f(x) = In’x — Inx?
2. Znajdz warto$¢ najwieksza i najmniejsza: a) f(x) = Vx2 — Vx2 — 1,x € [—%,g]
5 2%2 + 2 x # 0
b) f(x) =2]1—|1—x*||-1,x €[-2,1], c) f(x) = x?2 , X €[-2,2]
1, x=0



