RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Elementarnym pojeciem w rachunku prawdopodobienstwa jest zdarzenie elementarne w
tzn. mozliwy wynik pewnego doswiadczenia
np. rzut moneta: wyrzucenie orfa lub reszki

narodziny cztowieka: urodzenie sie chtopca lub dziewczynki

rzut kostka: wyrzucenie Scianki z odpowiednig liczbg oczek itp.

Def. Przestrzenig zdarzen elementarnych nazywamy zbiér Q={w, w,, ... } sktadajacy sie z
wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych w danym doswiadczeniu.

Zdarzeniem nazywamy dowolny podzbior A c ().
o-algebrg zdarzen w przestrzeni ) nazywamy rodzine (zbiér) zdarzen S taki, ze:

1.0eS
2. AcS=>A eS8

3.VieEN: 4, €S = UiAi =A;UA,U---UA, U-- €S (suma moze byc¢
skoniczona lub nie)

Whiosek: Jezeli S jest o-algebrg zdarzen w przestrzeni (), to L € S.

Oznaczenia: zdarzenie () nazywamy zdarzeniem niemozliwym
zdarzenie A’ = Q) \ A nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A
zdarzenie () nazywamy zdarzeniem pewnym

Whiosek: Jezeli Vi: A; €S,to [, 4; €S



Np.
1. Robotnik wyprodukowat n elementéw pewnego urzadzenia. Niech zdarzenie A; polega na
tym, ze i-ty element jest wadliwy (i=1,...,n). Zapisz zdarzenia:
a) A-zaden z elementdéw nie jest wadliwy: A=A, ' NA, Nn--NA,
b) B-co najmniej jeden element jest wadliwy: B=A4; UA, U---UA,
n
c) C-tylko jeden element jest wadliwy: C = U [4; N ﬂ’;;L:l Al
i=1

k#i
d) D-co najwyzejjeden element nie jest wadliwy:

n
D=(A;N4,N---NA,)U U [A;" N ﬂ’;:lAk]
1

= k=+i

2. Rzucamy monetg tak dtugo, az upadnie dwa razy pod rzagd na te samg strone. Opisz przestrzen
zdarzen elementarnych oraz zdarzenia:

a) gra skonczy sie przed pigtym rzutem

b) bedzie potrzebna parzysta liczba rzutéw

c) moneta nigdy nie upadnie pod rzad na te sama strone

Q ={(r,r,.)n=22 A1, €{0O,R} AN1yy_1 =1, A1; ¥ 1i_1,dlai <n}
A ={(0,0),(R,R),(O,R,R),(R,0,0),(R,0,R,R),(O,R,0,0)}

B={(r;, 1, ... ):2In A1 €E{O,R} AN1yy_1 =1y A1 #1;_1,dlai <n}
C={(ry, 15, ... T, .. ):1; E{O,R} A 17 #1i_4,dlai €N}



Def. Mowimy, ze zdarzenia A i B wykluczajg sie © ANB=0Q

Np. W doswiadczeniu polegajgcym na wylosowaniu jednej karty z talii, zdarzenia A-wylosowanie
kréla i B-wylosowanie damy wykluczajg sie.

Def. Niech () bedzie przestrzenig zdarzen elementarnych, S bedzie o-algebrg zdarzen w (..
Prawdopodobienstwem w przestrzeni {2 nazywamy funkcje P: S - R taka, ze

1.YAeS:0<PA)=<1
2.P(Q)) =1
3. jezeli {A;} jest zbiorem zdarzen parami sige wykluczajacych (tzn. i#j > A; N A; = 0),
to P(U,4:) = 2, P(4)

Whioski: Jezeli A,B € S, to

1. P(A’)=1-P(A)

2. Jezeli B c A, to P(A\B) = P(A) — P(B)

3. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Def. Trojke (£2,S,P) nazywamy przestrzenig probabilistyczna.

Np. DosSwiadczenie polega na rzucie moneta.
1
Q0 ={0,R}, S ={0,{0}L{RLQ}, P(O) = P(R) =2
Tréjka (£2,S,P) jest przestrzenig probabilistyczng dla tego doswiadczenia.

Def. Mowimy, ze zbidr zdarzen {4;} jest niezalezny &
Viy, ig, o in: P(A;, NA;, NN A ) =P(4;,) P(4;,) - P(4;)



Np. W doswiadczeniu polegajgcym na rzucie trzema monetami, jezeli wiemy, ze rzuty sg od siebie
niezalezne prawdopodobienstwo zdarzenia A-wyrzucono trzy orty wynosi

1, 1
P(A) = P(01)P(02)P(03) = (5)°= 3

gdzie O; - wyrzucenie orta na i-tej monecie
ELEMENTY KOMBINATORYKI

Wiekszos¢ doswiadczen, dla ktorych obliczamy prawdopodobienstwo, ma bardzo duzo wynikéw.
Wtedy do obliczenia prawdopodobienistwa nalezy uzy¢ kombinatoryki. Wyrdzniamy trzy
podstawowe schematy kombinatoryczne: permutacje, wariacje i kombinacje. W kombinatoryce
czeste zastosowanie ma tzw. reguta iloczynu

Tw. reguta iloczynu
Jezeli pewne doswiadczenie mozna wykonadé w k etapach, przy czym etap 1-szy mozna wykonac
na n, sposobow, etap 2-gi na n, sposobdw, ..., etap k-ty na n; sposobow, to cate doswiadczenie
mozna wykonacna N =nq *n, * -+ * n, sposobow.

N=n{-n, - "n

Def. Permutacja bez powtdrzen

Permutacjg bez powtdrzen n-elementowego zbioru A={a, a,, ..., a,} nazywamy kazdy

n-wyrazowy cigg, w ktérym kazdy element zbioru A wystepuje dokfadnie raz.

Np. Permutacjami bez powtdrzen zbioru A={1,2,3} s3 ciagi (1,2,3), (2,1,3), (3,1,2) itd.

Tw. Liczba P,, wszystkich permutacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego wynosi n!
P, = n!



Przyktad: Na ile sposobdw mozna ustawié 24 osoby w szereg tak, aby dane trzy osoby staty obok
siebie?

Dane trzy osoby mogg sta¢ obok siebie na 3! sposoby. Jezeli potraktujemy je jako jedng osobe, to
W szeregu mozna ustawic je na 22 sposoby. Pozostate 21 oséb mozna ustawi¢ w szeregu na 21!

sposobow. Stosujemy regute iloczynu otrzymujac
N =22-3!-21!

Def. Permutacje z powtdrzeniami

Permutacjg n-elementowg z powtdrzeniami zbioru k-elementowego A={a4, a,, ..., a;}, w ktorej
element a; powtarza sie n, razy, element a, powtarza sie n, razy, ..., element a, powtarza sie
ny razy, przy czym nq + n, + - + n, = n, nazywamy kazdy n-wyrazowy ciag, w ktorym
poszczegoblne elementy zbioru A powtarzajg sie wskazana liczbe razy.

Tw. Liczba P, "2 wszystkich n-wyrazowych permutacji z powtdrzeniami zbioru
. n!

k-elementowego wynosi

nqln,l.ng!

n!
P nl)nZI"')nk —
n

nyin,!...ng!

Przyktad: Na ile sposobdw mozna z liter A, A, A, E, K, M, M, T, T, Y utozy¢ stowo, niekoniecznie
majgce jakiekolwiek znaczenie?

Litera A powtarza sie trzy razy, a litery M oraz T po dwa razy, czyli
10!

N=32m




Def. Wariacja bez powtorzen
Wariacja k-wyrazowa bez powtdérzen ze zbioru n-elementowego A={a4, a,, ..., a,,}, gdzie k < n,
nazywamy kazdy k-wyrazowy cigg réznych elementéw tego zbioru.
Np. Cigg (7,2,5,4) jest czterowyrazowq wariacjg bez powtérzen ze zbioru A={0,1,2,3,...,9}
Tw. Liczba V¥ wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego

|
(T:'k)! =nn—-1)n-2)..(n—k+1).

Vnk = nlkl

WYNOoSi nlkl =

Przyktad: Na ile sposobodw mozna szesc¢ z dziesieciu ponumerowanych kul wrzuci¢ do szesciu
szuflad tak, aby w kazdej szufladzie znalazta sie tylko jedna kula?

Stosujemy 6-cio wyrazowg wariancje bez powtoérzen zbioru 10-cio elementowego

10!
_ 10[6] —
N = 10" = a0

Def. Wariacja z powtdrzeniami

Wariacjg k-wyrazowg z powtdrzeniami ze zbioru n-elementowego A={a4, a,, ..., a,}, nazywamy
kazdy k-wyrazowy cigg elementéw tego zbioru.

Np. Ciag (4,2,4,2,2) jest pieciowyrazowg wariacjg z powtérzeniami ze zbioru A={2,3,4}

Tw. Liczba WX wszystkich k-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami ze zbioru n-elementowego
WYNOoSi nk.

Wnk — le

Przyktad: Centrala telefoniczna pracuje na numerach szesciocyfrowych. llu abonentéw moze
zarejestrowad, jezeli numer nie moze zaczynac sie od zera?



Stosujemy szeSciowyrazowe wariacje z powtdrzeniami ze zbioru cyfr {0,1,...,9}, od ktérych
odejmujemy wariacje zaczynajgce sie od cyfry O
N = W160 - W150 = 106 - 105

Def. Kombinacja bez powtodrzen

Kombinacje k-elementowg bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego A={aq, a,, ..., a,}, k < n,
nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér tego zbioru.

Np. Zbior {2,4,6} jest trzyelementowa kombinacjg ze zbioru A={0,1,2,...,9}

Tw. Liczba CF wszystkich k-elementowych kombinacji bez powtdrzen ze zbioru n-elementowego

k=)

Przyktad: Na ile sposobdw mozna wybraé 9 par szachowych sposréd 20 szachistow z kraju Ai 15
szachistow z kraju B, jezeli w kazdej parze majg by¢ szachisci z roznych krajow?

Wybieramy po 9 szachistéw z kazdego kraju, ustawiamy szachistéw z kraju A w szeregu
i dobieramy dla nich partnerdéw z kraju B.
N = C3y- C{s 9!

Def. Kombinacja z powtdrzeniami

Rozwazamy elementy n réznych rodzajow, przy czym elementy tego samego rodzaju traktujemy
jako identyczne. Kombinacjg k-elementowg z powtdrzeniami z n rodzajow elementéw, nazywamy
kazdy k-elementowy zbidr, ktérego kazdy element jest jednego z tych n rodzajow.

Kombinacja z powtdrzeniami jest w petni okreslona przez podanie liczby elementéw
poszczegolnych rodzajow wchodzacych w jej sktad.



Tw. Liczba K;¥ wszystkich k-elementowych kombinacji z powtdrzeniami z n rodzajéw elementéw

WYNosi (" + ]l‘; - 1).

K,lf _ (Tl + ]]z — 1)
Przyktad: Na ile sposobéw mozna utozy¢ bukiet z pieciu kwiatdw, majac 10 réz, 9 tulipanéw

i 7 zonkili?
Stosujemy piecioelementowg kombinacje z powtdrzeniami z 3 rodzajow elementéw

v=1i=()

PRZYKLADY OKRESLANIA PRAWDOPODOBIENSTWA

I. Prawdopodobienstwo klasyczne

Niech A=A, UA, U---UA,, gdzie A; € S, zbidr {A;} jest zbiorem zdarzen parami
1

n' )
to prawdopodobienstwo A okreslamy jako P(A) = ~

wykluczajacych sie o jednakowych prawdopodobieristwach P(4;) =

Jezeli A=Al'1 U Aiz U---u Aik’

Zdarzenia 4; , A;,, ..., A;, nazywamy zdarzeniami sprzyjajacymi zdarzeniu A.

Np.
1. Rzucamy koscig do gry. Oblicz prawdopodobieristwo wyrzucenia liczby oczek podzielnej przez 3

Wszystkich zdarzen elementarnych jest 6, zdarzen sprzyjajacych A jest 2 = P(A) = % = §

2. Z urny, w ktérej jest m=3 kul biatych i n=3 kul czarnych, losujemy ze zwracaniem 3 kule. Oblicz
prawdopodobienistwo wylosowania 3 kul czarnych.

| wariant rozwigzania: Zdarzenia wylosowania kuli czarnej za kolejnym razem s3 niezalezne.



Prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej za jednym razem wynosi # P(A) = (L)?’.

n+m
Il wariant: Q = {(kq, k,, k3): k; € {1, ...,n + m}}, Q= (n +m)3
A={lky, ky ks): k; €{1,..,n}}, A=n3
P(A) = ()3
3. Z urny, w ktoérej jest m=3 kul biatych i n=3 kul czarnych, losujemy bez zwracania 3 kule. Oblicz

prawdopodobieristwo wylosowania 3 kul czarnych.
Q= {{ky, ky, kad: by € {1,..,n+m}}, D=

A={{ky ky kst ki € (1,..,m}), A=3)
_ n(n-1)(n-2)
P(A) T (n+m)(n+m-1)(n+m-2)"
4. Losowo rozmieszczono n kul w n komaérkach. Oblicz prawdopodobienstwo, ze doktadnie jedna
komadrka jest pusta.

n-;m)

w S

Q=n"
doktadnie jedna komorka jest pusta jezeli w jednej komodrce sg 2 kule, a w (n-2) komadrkach po
: . = n
jednej kuli= A = (2) n!
(n—-1)n!
2nn—1

P(A) =

Il. Prawdopodobienstwo geometryczne

Niech Q bedzie pewnym ograniczonym podzbiorem R¥, zdarzeniami z S beda podzbiory Q
majgce miare m(A) (np. dla k=1 majace dtugos¢, dla k=2 pole, dla k=3 objetos¢).
m(A)

Prawdopodobienstwo zdarzenia A okreslamy wzorem P(A) = oy



Np.

1. Na odcinku [0,1] umieszczamy losowo, tzn. zgodnie z prawdopodobienistwem geometrycznym
oraz niezaleznie, dwa punkty x i y, ktore dzielg ten odcinek na trzy odcinki. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze mozna z tych odcinkow zbudowac trojkat.

Punkty x,y mozna traktowac jako wspodtrzedne x i y punktu w nalezgcego do kwadratu o

wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Kwadrat ten bedzie teraz przestrzenig (). \

m({)=1.
Aby z odcinkdw mozna byto zbudowac trojkat,

kazdy z nich musi by¢ krétszy od %

1 1, 1
Dla x<y: X<, y-X< i 1-y<5

m(A)=2< = P(A) =+

2. Losowo wybrano dwie dodatnie liczby x i y nie wieksze od 1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze

ich suma jest nie wieksza niz 1, a iloczyn nie mniejszy niz 0,09.

Q) =1[0,1]x[0,1], m(Q2)=1

Zdarzenie A jest figurg zawartg pomiedzy wykresami

0,09
y=1—xorazy=7.

x+%—1=0<:x=0,1vx=0,9

m(A) = )7 (1 — x — 2=)dx=0,4 — 0,09In9

P(A) =0,4 — 0,09In9

10k,

Dt

0.4}




Def. Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A pod warunkiem zdarzenia B dane jest wzorem
PnB) dlaP(B) >0
_, a
P(B)
Prawdopodobienstwo warunkowe zdarzenia A jest prawdopodobienstwem tego zdarzenia,
w sytuacji, gdy zalezy ono od dodatkowych warunkdw (zajscia zdarzenia B).

P(A|B) =

Whioski:

1. Zdarzenia Ai B sg niezalezne < P(A) = P(A|B), gdy P(B)>O0.

2. Jezeli (£),S,P) jest przestrzenig probabilistyczng, B € Si P(B)>0, to (£1,S,P( . |B)) jest
przestrzenig probabilistyczng (tzn. prawdopodobieristwo warunkowe spetnia aksjomaty
prawdopodobienstwa)

Np. Dane sg dwie urny, w pierwszej sg 2 czarne i 1 biata kula, a w drugiej 2 biate i 1 czarna.
Z pierwszej urny losujemy z prawdopodobienstwem %, a z drugiej z prawdopodobienstwem %.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze wyciggniemy czarng kule z drugiej urny.

Niech A-wylosowanie kuli czarnej, B-wylosowanie urny drugiej.

P(B) ==, P(A|B) =7 = P(ANB) = P(A|B)P(B) =

Tw. wzor na prawdopodobienstwo catkowite
Jezeli zbidr {A4;}, A; € S jest zbiorem zdarzen parami wykluczajacych sie i ZiP(Ai) =1, to

P(B) = ZP(BIAi)P(Ai),dla Be S



Tw. wzor Bayesa
Jezeli zbior {A;}, A; € S jest zbiorem zdarzen parami wykluczajgcych sie i ZiP(Ai) = 1 oraz

P(B|A;)P(4;
P(B)>0, to P(A;|B) = = P(;)( )

Np.

1. Na tasme trafiajg wyroby wytwarzane przez dwa automaty. Stosunek ilosciowy produkgji
pierwszego automatu do produkcji drugiego wynosi 3:2. Pierwszy automat wytwarza 65%
produktoéw pierwszej jakosci, a drugi 85%. Z tasmy wybieramy jeden produkt. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze bedzie to produkt pierwszej jakosci.

A;-wybrany produkt jest wyprodukowany przez i-ty automat, A-wybrany produkt jest pierwsze;j
jakosci

P(A;) + P(4,) = 1 i%:% = P(A;) == iP(4;) =2
P(A) = P(A;) P(A|A;) + P(4,) P(A|Ap) =2+ - 4 20 2= I

5 100 5 100 100

2. Jezeli produkt ma defekt, to automat wykrywa go w 90% przypadkow, jezeli nie ma defektu, to
mimo to automat informuje o defekcie w 1% przypadkdéw. W partii jest 2% produktow majacych
defekt. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany produkt wykryty jako uszkodzony, jest
rzeczywiscie uszkodzony.

A-produkt jest uszkodzony, B-automat wykryt uszkodzenie
P(A) =0,02; P(B|A)=0,9; P(B|A’) =0,01

P(A|B) = P(B|A)P(A) _ 0,9:0,02 B 0,018

~ P(B)  P(B|A)P(A)+P(B|A")P(A') 0,018+0,01-0,98

=0,6474



