
Najczęściej spotykane rozkłady dyskretne: 
 

I.  Rozkład dwupunktowy: 
 

Def. Zmienna X ma rozkład dwupunktowy  z prawdopodobieostwem 1 przyjmuje tylko  dwie  
       wartości, tzn. P(X = 𝑥1) = p i P(X = 𝑥2) = 1 – p = q 
  EX = 𝑥1p + 𝑥2𝑞, 𝑚𝑘 = (𝑥1)𝑘𝑝 + (𝑥2)𝑘𝑞 
np. rozkład zero-jedynkowy:  P(X = 1) = p i P(X = 0) = 1 – p = q 
Zdarzenie *X = 1+ nazywamy sukcesem, a *X = 0+ porażką 

EX=p, 𝑚𝑘=p, 𝐷2𝑋 = 𝑝𝑞, 𝑐𝑘 = p 1 − 𝑝𝑘;1 = 𝑝𝑞  𝑝𝑖𝑘;2
𝑖<0 , 𝜎 = 𝑝𝑞 

 

Przykład: 

1. jednokrotny rzut monetą: niech sukcesem będzie wyrzucenie orła, to P(X = 1) = 
1

2
, P(X = 0) = 

1

2
 

2. jednokrotny rzut kostką: niech sukcesem będzie wyrzucenie „6”, to P(X = 1) = 
1

6
, P(X = 0) = 

5

6
 

 
II.  Rozkład dwumianowy (Bernoulliego) 
Niech 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 będą niezależnymi zmiennymi o rozkładzie zero-jedynkowym i niech 

𝑋 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 
EX = np, 𝐷2𝑋 = 𝑛𝑝𝑞, 𝜎 = 𝑛𝑝𝑞 
Jeżeli P(X = k) = 𝑝𝑘, to 𝑝𝑘 jest prawdopodobieostwem zdarzenia, że dokładnie k zmiennych  

spośród 𝑋𝑖  przyjmie wartośd 1  𝑝𝑘 =
𝑛
𝑘

𝑝𝑘𝑞𝑛;𝑘. 

Zmienne 𝑋𝑖  nazywamy próbami Bernoulliego, a prawdopodobieostwo 𝑝𝑘 prawdopodobieostwem 
k sukcesów w n próbach Bernoulliego. 
 

Def. Zmienna X ma rozkład dwumianowy  P(X = k) =
𝑛
𝑘

𝑝𝑘𝑞𝑛;𝑘, 0  k  n. 
 

 



Przykład:  
1. W pewnym gatunku zwierząt prawdopodobieostwo urodzenia osobnika płci męskiej wynosi  
0,6.  Oblicz prawdopodobieostwo, że w miocie, w którym urodziło się pięcioro młodych będą co  
najmniej cztery osobniki męskie. 

P(A) =
5
4

0,640,41 +
5
5

0,650,40 = 0,64 ∙ 2,6 

2. Załóżmy, że prawdziwa jest hipoteza Mendla, iż dla krzyżówki grochu w drugim pokoleniu  
stosunek nasion żółtych do zielonych jest jak 3 : 1. Wylosowano dziesięd nasion. Oblicz  
prawdopodobieostwo, że będzie co najwyżej siedem nasion żółtych. 

P(A) = 1 −
10
8

3

4

8 1

4

2
−

10
9

3

4

9 1

4

1
−

10
10

3

4

10 1

4

0
= 1 −

3

4

8
,
45

16
+

30

16
+

9

16
- 

 



III.  Rozkład hipergeometryczny 
 

Z populacji liczącej N elementów pobieramy n-elementową próbkę (n  N). Wiadomo, że w 
populacji m elementów ma cechę A, a reszta cechę B. Szukamy prawdopodobieostwa, że 
dokładnie k elementów w próbce ma cechę A (k  min{n,m}). 

P(A) = 
𝑚
𝑘

𝑁;𝑚
𝑛;𝑘

𝑁
𝑛

 = 
𝑛
𝑘

𝑁;𝑛
𝑚;𝑘
𝑁
𝑚

 

 

Def. Zmienna X ma rozkład hipergeometryczny  P(X = k) = 
𝑚
𝑘

𝑁;𝑚
𝑛;𝑘

𝑁
𝑛

,             0  n  N,  

     max{0,n+m - N}  k  min{n,m}  

 EX = 
𝑛𝑚

𝑁
 

𝐷2𝑋 =
𝑛𝑚(1 −

𝑚
𝑁)(𝑁 − 𝑛)

𝑁(𝑁 − 1)
 

 
 
 
 
 
 
 
Np.  
1. W urnie znajduje się 5 kul białych i 3 czarne. Oblicz prawdopodobieostwo, że losując 4 kule 
wyciągniemy 2 kule białe i 2 czarne. 
 
 
 

N=100, n=30, m=50 



P(A) = 
5
2

8;5
4;2
8
4

=
3

7
 

2. W grze polegającej na skreślaniu 6 spośród 49 liczb umieszczonych na karcie, oblicz  
prawdopodobieostwo skreślenia 5 poprawnych liczb. 
 

P(A) = 
6
5

49;6
6;5

49
6

=
43

22∙46∙47∙49
 

 
IV.  Rozkład geometryczny 

 

Rozkład geometryczny jest rozkładem opisującym prawdopodobieostwo zdarzenia, że proces  
Bernoulliego odniesie pierwszy sukces dokładnie w k-tej próbie (k  1) z prawdopodobieostwem 
sukcesu p. 
 
Def. Zmienna X ma rozkład geometryczny  
 P(X = k) = (1 − 𝑝)𝑘;1𝑝 
 

EX = 
1

𝑝
 

𝐷2𝑋 =
1 − 𝑝

𝑝2  

 
 
 

N=30, p=0,2 



Np.  
1. Oblicz prawdopodobieostwo, że przy 10-krotnym rzucie monetą orzeł zostanie wyrzucony w 
4-tym rzucie. 
 

P(A) = (
1

2
)5 

 

2. Oblicz prawdopodobieostwo, że przy 12-krotnym rzucie kostką „4” zostanie wyrzucona w  
5-tym lub 8-mym rzucie. 
 

P(A) = (
5

6
)41

6
+ (

5

6
)71

6
 

 
V.  Rozkład Poissona 
 

Def. Zmienna losowa X przyjmująca  
wartości naturalne ma rozkład  
Poissona z parametrem   

P(X = k) = 𝑒;𝜆 𝜆𝑘

𝑘!
 , k=0,1,… 

 
EX = ,  
𝐷2𝑋 = 
 

Tw. 

Jeżeli lim
𝑛→∞

𝑛𝑝 = 𝜆, to ∀𝑘 ≥ 0: lim
𝑛→∞

𝑛
𝑘

𝑝𝑘𝑞𝑛;𝑘 = 𝑒;𝜆 𝜆𝑘

𝑘!
. 

Rozkład Poissona daje dobre przybliżenie wartości rozkładu dwumianowego, gdy n jest  
dostatecznie duże (n100), a p małe (p0,1) oraz np. 

=10 



Np. 
1. W 100 próbach Bernoulliego prawdopodobieostwo sukcesu wynosi p = 0,98. Oblicz  
prawdopodobieostwo, że poniesiemy co najwyżej jedną porażkę. 
 

prawdopodobieostwo porażki wynosi q = 0,02 i przyjmijmy  = nq = 2 

P(A) = P(X = 0) + P(X = 1)  𝑒;2 20

0!
+

21

1!
=

3

𝑒2 
 

2. Prawdopodobieostwo przesłania błędnego bitu wynosi 2,5∙ 109 niezależnie od pozostałych. 
Przesyłamy 108 bitów i na koocu dodajemy bit parzystości. Błędny ciąg odbierzemy  
jako poprawny, gdy przekłamaniu ulegnie parzysta liczba bitów. Oblicz prawdopodobieostwo  
odebrania błędnego ciągu jako poprawnego. 



ciąg błędny zostanie odebrany jako poprawny, jeżeli przekłamaniu ulegną 2,4,6,… bity 
weźmy  = 0,25 

P(A) =  𝑃(𝑋 = 2𝑘)104

𝑘<1 ≈  𝑒;0,25 0,25 2𝑘

2𝑘 !
104

𝑘<1 ≈ 𝑒;0,25 0,25 2

2!
= 0.0243375 

ponieważ 𝑒;0,25 (0,25)4

4!
= 0.000126758 

 
Najczęściej spotykane rozkłady ciągłe: 

 
I.  Rozkład jednostajny (prostokątny) 
 
Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład jednostajny  gęstośd X ma postad 

              𝑓 𝑥 =  
1

𝑏;𝑎
, 𝑥 ∈ ,𝑎, 𝑏-

0,   𝑥 ∉ ,𝑎, 𝑏-
 

 

               𝐹 𝑥 =  

0,        𝑥 ≤ 𝑎
𝑥;𝑎

𝑏;𝑎
, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)

1,   𝑥 ≥ 𝑏

 

 

       EX = 
𝑏:𝑎

2
,  

       𝐷2𝑋 =
(𝑏;𝑎)2

12
,  

 



𝑚𝑘 =
1

𝑏 − 𝑎
 𝑥𝑘𝑑𝑥

𝑏

𝑎

=
𝑏𝑘:1 − 𝑎𝑘:1

(𝑏 − 𝑎)(𝑘 + 1)
, 

𝑐𝑘 =  

0, 𝑘 − nieparzyste

(𝑏 − 𝑎)𝑘

(𝑘 + 1)2𝑘
, 𝑘 − parzyste

 

 

Uwaga: Jeżeli zmienna X ma rozkład jednostajny na *0,1+, to zmienna Y = (b-a)X + a ma rozkład  
               jednostajny na [a,b] 
 
II.  Rozkład trójkątny 
 

Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład trójkątny w przedziale *a,b]  

                               gęstośd X ma postad 𝑓 𝑥 =

4(𝑥;𝑎)

(𝑏;𝑎)2 , 𝑥 ∈ ,𝑎,
𝑎:𝑏

2
-

4(𝑏;𝑥)

(𝑏;𝑎)2 , 𝑥 ∈ (
𝑎:𝑏

2
, 𝑏-

0,   𝑥 ∉ ,𝑎, 𝑏-

 

 

      𝐹 𝑥 =

0,        𝑥 ≤ 𝑎
2(𝑥;𝑎)2

(𝑏;𝑎)2 , 𝑥 ∈ (𝑎,
𝑎:𝑏

2
-

1 −
2(𝑏;𝑥)2

(𝑏;𝑎)2 , 𝑥 ∈ (
𝑎:𝑏

2
, 𝑏)

1,   𝑥 ≥ 𝑏

 

 
       



EX = 
𝑎:𝑏

2
, 

 𝐷2𝑋 =
1

24
(𝑏 − 𝑎)2 

 
III.  Rozkład wykładniczy 
 

Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład wykładniczy z parametrem  > 0 

                               gęstośd X ma postad 𝑓 𝑥 =  
0, 𝑥 < 0

𝜆𝑒;𝜆𝑥 , 𝑥 ≥ 0
 

 

       F 𝑥 =  
0, 𝑥 < 0

1 − 𝑒;𝜆𝑥,   𝑥 ≥ 0
 

 

      EX = 
1

𝜆
, 

      𝐷2𝑋 =
1

𝜆2 

 
=2, =1, =0,5 



Tw. 
Jeżeli X jest zmienną losową o rozkładzie wykładniczym, to P(X > x + 𝑥0 | X >𝑥0) = P(X > x). 
Własnośd ta nazywana jest brakiem pamięci rozkładu wykładniczego. 
 
Np. Jeżeli zmienna losowa X o rozkładzie wykładniczym jest czasem pracy pewnego elementu,  
gdzie parametr  jest intensywnością uszkodzeo tego elementu, to prawdopodobieostwo  
uszkodzenia w czasie x od chwili obecnej 𝑥0 nie zależy od dotychczas przepracowanego czasu 𝑥0. 
 
IV. Rozkład normalny 
 
Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład normalny z parametrami m   i >0 

gęstośd zmiennej X ma postad 𝑓 𝑥 =
1

𝜎 2𝜋
𝑒

;
(𝑥−𝑚)2

2𝜎2 , x   

     Oznaczenia:  
     rozkład normalny z parametrami m i  
       oznaczamy N(m,) 
     N(0,1) jest rozkładem normalnym  
      standaryzowanym 
 
 
 

     EX = m, 
     𝐷2𝑋 = 𝜎2 
 

      

m=2, =0,5 
m=3, =0,7 
m=0, =1 
 



Uwaga:  
1. Jeżeli zmienna X ma rozkład normalny standaryzowany XN(0,1), to zmienna Y = X + m ma  
      rozkład normalny z parametrami m oraz  Y  N(m,). 
2.   Dystrybuanta rozkładu normalnego N(m,) nie jest funkcją elementarną,  
      a wartości dystrybuanty Φ rozkładu N(0,1) są stablicowane 
 
Np. Oblicz moment centralny rzędu 4 dla rozkładu normalnego N(m,) 
 

𝐸(𝑋 − 𝐸𝑋)4 =
1

𝜎 2𝜋
 (𝑥 − 𝑚)4𝑒

;
(𝑥;𝑚)2

2𝜎2

∞

;∞

𝑑𝑥 =
𝑡 =

𝑥 − 𝑚

𝜎
𝑑𝑥 = 𝜎𝑑𝑡

=
𝜎4

2𝜋
 𝑡4𝑒;

𝑡2

2

∞

;∞

𝑑𝑡 

 

 𝑡4𝑒;
𝑡2

2

∞

;∞

𝑑𝑡 =
𝑡3             3𝑡2

𝑡𝑒;
𝑡2

2       − 𝑒;
𝑡2

2

= −𝑡3 𝑒;
𝑡2

2
 
;∞

∞

+ 3  𝑡2𝑒;
𝑡2

2 𝑑𝑡
∞

;∞

= 

 

=
𝑡             1

𝑡𝑒;
𝑡2

2       − 𝑒;
𝑡2

2
= 3 −𝑡 𝑒;

𝑡2

2
 
;∞

∞

+  𝑒;
𝑡2

2 𝑑𝑢
∞

;∞

= 3 2𝜋 

 

𝐸(𝑋 − 𝐸𝑋)4 = 3𝜎4 
 



tablica wartości  
dystrybuanty (z)  
rozkładu normalnego N(0,1) 



Wniosek: 
1. Funkcja gęstości rozkładu normalnego N(m,) przyjmuje zawsze wartości nieujemne, 
a całkowite pole pod krzywą gęstości jest równe 1. 
2. Krzywa gęstości normalnej zmiennej losowej X jest symetryczna względem prostej prostopadłej 
do osi OX przechodzącej przez punkt x = m. Pola pod krzywą gęstości na lewo i na prawo od  

punktu m są równe 
1

2
 

3. Dla dystrybuanty rozkładu N(0,1) zachodzi ( - x) = 1 - (x) 
 
Np.  
1. Załóżmy, że iloraz inteligencji w populacji dorosłej części ludzkości ma rozkład zbliżony do  
normalnego ze średnią  m = 100. Wtedy połowa ludzkości jest mądrzejsza od osoby przeciętnie  
mądrej.  
 
 
 
 
2. Jeżeli XN(0,1), to bezpośrednio z tablicy  
     P(X < 1,37) = (1,37) = 0,9147 
      P(X  1,37)= 1 - P(X <1,37) = (-1,37) = 0,0853 
      P(|X| <1,37) = P( - 1,37 <X <1,37) =  
      = P(X < 1,37) - P(X  - 1,37)= (1,37) - ( - 1,37)= 
      = (1,37) - (1 - (1,37)) = 0,8294 



Tw. reguła 3-sigmowa 
Jeżeli zmienna X ma rozkład normalny N(m,), to P(|X-m| > 3) < 0,01. 
 

Wniosek: P(X  (m-3,m+3)) > 0,99 
 
Np.  Jeżeli X ma rozkład normalny N(0,1), to 
1. P(|X| <3) = P( - 3 <X < 3) = (3) - ( - 3) =  
   =0,9987 - (1 – 0,9987) = 0,9974 
2. kwantyl rzędu 0,9  
   P(X < 𝜉0,9) = 0,9 
z tablicy odczytujemy, że 𝜉0,9 = 1,28. 
 
Tw. o standaryzacji 
Jeżeli zmienna losowa X ma rozkład N(m,),  

to zmienna losowa: Y = 
𝑋;𝑚

𝜎
ma rozkład normalny N(0,1). 

 

Np.  

1. Jeżeli X ma rozkład normalny N(10,2) oblicz P(X < 8) = P( 
𝑋;10

2
<

8;10

2
 ) = P(Y < - 1) = ( - 1) = 

      1 - (1) = 0,8413 
2.   Wiadomo, że zysk (w zł) z pewnego przedsięwzięcia ma rozkład normalny N(80,45). 
Oblicz prawdopodobieostwo, że inwestując w dane przedsięwzięcie, poniesiemy stratę. 
 

niech zmienna X oznacza zysk z przedsięwzięcia, prawdopodobieostwo poniesienia straty  
oznacza prawdopodobieostwo, że zysk będzie ujemny. 

P(X < 0)=P( 
𝑋;80

45
< −1,78) = ( - 1,78) = 1 - (1,78) = 0,0375 



V.  Rozkład lognormalny 
 
Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład lognormalny z parametrami m   i > 0 

 gęstośd X ma postad 𝑓 𝑥 =
1

𝜎𝑥 2𝜋
𝑒

;
(𝑙𝑛𝑥−𝑚)2

2𝜎2 , x  : 
 

Uwaga: Zmienna X ma rozkład lognormalny z parametrami m i  lnX ma rozkład N(m,) 
 

  EX = 𝑒𝑚:
𝜎2

2 , 

 𝐷2X = 𝑒2𝑚:𝜎2
(𝑒𝜎2

− 1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
VI.  Rozkład chi-kwadrat  
 
Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład chi-kwadrat o k stopniach swobody  
       X jest sumą kwadratów k niezależnych zmiennych losowych 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑘 o rozkładzie  

       normalnym N(0,1), tzn. 𝑋 =  (𝑋𝑖)
2𝑘

𝑖<1  
 
 
 

m=0, =0,5 
m=1, =0,5 
m=0, =1 
 



Funkcja gęstości  rozkładu chi-kwadrat zależy 
od nieelementarnej funkcji  Eulera, która jest 
uogólnieniem silni dla wartości naturalnych 
Γ 𝑥 + 1 = 𝑥Γ 𝑥 , Γ(𝑘 + 1) = 𝑘!, dla 𝑘 ∈ ℕ 

𝑓 𝑥 =

0, 𝑥 ≤ 0

2;
𝑘
2𝑒;

𝑥
2𝑥

𝑘
2;1

Γ(
𝑘
2
)

, 𝑥 > 0
, k > 0 

 
 EX = k, 
 𝐷2𝑋 = 2𝑘 
 

VII. Rozkład Snedecora 
 

Def. Mówimy, że zmienna Y typu ciągłego ma  
rozkład Snedecora o (𝑛, 𝑚) stopniach swobody  

         Y =
𝑋1
𝑛

𝑋2
𝑚

, gdzie 𝑋1 i 𝑋2 są niezależnymi  

zmiennymi losowymi o rozkładach chi-kwadrat 
o odpowiednio 𝑛 i 𝑚 stopniach swobody. 
 

EX = 
𝑚

𝑚;2
, dla m>2 

𝐷2𝑋 =
2𝑚2(𝑛 + 𝑚 − 2)

𝑛(𝑚 − 4)(𝑚 − 2)2 , dla 𝑚 > 4 

 
 
 
 

  

n=10,m=15, 
n=3,m=3, 
n=1, m=15 



 Funkcja gęstości rozkładu Snedecora zależy od nieelementarnej funkcji  Eulera  

𝑓 𝑥 =  

0, 𝑥 ≤ 0

𝑚
𝑚
2 𝑛

𝑛
2𝑥

𝑛
2−1

(𝑛𝑥:𝑚)
−

𝑛+𝑚
2

Β(
𝑛

2
,
𝑚

2
)

, 𝑥 > 0
 , gdzie Β 𝑎, 𝑏 =

Γ(𝑎)Γ(𝑏)

Γ(𝑎:𝑏)
 

 
VIII. Rozkład t-Studenta 
 
Def. Mówimy, że zmienna t typu ciągłego ma rozkład t - Studenta o k stopniach swobody   

t =
𝑌

𝑍
𝑘, gdzie Y i Z są niezależne, Y ma rozkład normalny N(0,1), a Z ma rozkład chi-kwadrat  

o k stopniach swobody 
 
EX = 0, dla k>1 

𝐷2𝑋 =
𝑘

𝑘 − 2
, dla 𝑘 > 2 

 

𝑓 𝑥 =
(

𝑘
𝑥2 + 𝑘

)
𝑘:1

2

𝑘Β(
𝑘
2

,
1
2
)

 



IX. Rozkład gamma 
 
Def.Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład gamma o parametrze kształtu  > 0  
       i parametrze skali   > 0  funkcja gęstości X ma postad  

𝑓 𝑥 =  

0, 𝑥 ≤ 0

𝑒
;

𝑥
𝛽𝑥𝛼;1𝛽;𝛼

Γ(𝛼)
, 𝑥 > 0

 

 
  EX = , 
 𝐷2𝑋 = 𝛼𝛽2 
 
Uwaga:  
Rozkład chi-kwadrat o k stopniach 
swobody jest rozkładem gamma  

z parametrami 𝛼 =
𝑘

2
 𝑖 𝛽 = 2 

=2, =5 
=2, =10 
=5, =5 
 



X. Rozkład beta 
 
Def. Mówimy, że zmienna X typu ciągłego ma rozkład beta o parametrach kształtu , > 0  
          funkcja gęstości X ma postad  

𝑓 𝑥 =

0, 𝑥 < 0

(1 − 𝑥)𝛽;1𝑥𝛼;1

Β(𝛼, 𝛽)
, 𝑥 ∈ ,0,1-

0, 𝑥 > 1

 

 

  EX = 
𝛼

𝛼:𝛽
, 

 𝐷2𝑋 =
𝛼𝛽

𝛼:𝛽 2(1:𝛼:𝛽)
 

 
Uwaga: Dla dystrybuanty 
rozkładu beta zachodzi 
F(1-x) = 1 – F(x) 

=2, =5 
=2, =10 
=5, =5 
 


