Najczesciej spotykane rozktady dyskretne:
I. Rozktad dwupunktowy:

Def. Zmienna X ma rozktad dwupunktowy < z prawdopodobienstwem 1 przyjmuje tylko dwie
wartosci, tzn. P(X=x1)=piP(X=x,)=1-p=q
EX = x1p + Xpq, My = (x1)*p + (x2)"q
np. rozktad zero-jedynkowy: P(X=1)=piP(X=0)=1-p=q
Zdarzenie {X = 1} nazywamy sukcesem, a {X = 0} poraqu
EX=p, m=p, D*X = pq, ¢, = p(1 —p* ") = pa Ti55 p', 0 = Vg
Przyktad:

1. jednokrotny rzut moneta: niech sukcesem bedzie wyrzucenie orta, to P(X =1) == P(X 0)

P(X 0) =

2. jednokrotny rzut kostka: niech sukcesem bedzie wyrzucenie ,,6”, to P(X = 1) = %

Il. Rozktad dwumianowy (Bernoulliego)

Niech X, X5, ..., X;; bedg niezaleznymi zmiennymi o rozktadzie zero-jedynkowym i niech
X=X1+X, +--+X,

EX =np, D*X = npq, 0 = \npq

Jezeli P(X = k) = pg, to py jest prawdopodobienstwem zdarzenia, ze doktadnie k zmiennych

sposrod X; przyjmie wartos¢ 1 = p;, = (k) pkqnk,

Zmienne X; nazywamy probami Bernoulliego, a prawdopodobienstwo p, prawdopodobienstwem
k sukcesow w n prébach Bernoulliego.

Def. Zmienna X ma rozktad dwumianowy < P(X = k) = (Z) pkq" %, 0<k=<n.



Rozklad dwumianowy, n=10, p=0.8 Rozklad dwumianowy, n=10, p=0.5
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Przyktad:

1. W pewnym gatunku zwierzat prawdopodobienstwo urodzenia osobnika ptci meskiej wynosi
0,6. Oblicz prawdopodobienstwo, ze w miocie, w ktdrym urodzito sie piecioro mtodych bedg co
najmniej cztery osobniki meskie.

P(A) = (Z) 0,6%0,41 + (g) 0,650,4° = 0,6% - 2,6

2. Zatdézmy, ze prawdziwa jest hipoteza Mendla, iz dla krzyzéwki grochu w drugim pokoleniu
stosunek nasion zottych do zielonych jest jak 3 : 1. Wylosowano dziesie¢ nasion. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze bedzie co najwyzej siedem nasion z6ttych.

w=1-() () () - (DG @ -G)@ () =1-() G+



lll. Rozktad hipergeometryczny

Z populacji liczacej N elementéw pobieramy n-elementowg prébke (n < N). Wiadomo, ze w
populacji m elementédw ma ceche A, a reszta ceche B. Szukamy prawdopodobienstwa, ze
doktadnie k elementéw w probce ma ceche A (k < min{n,m}).

(DG G)ae)
PA ===

GO

max{0,n+m - N} < k < min{n,m}

Def. Zmienna X ma rozktad hipergeometryczny < P(X =k O<n<N,

EX = — prawdopodobisnstro
N I
m R
nm(1 — N)(N —n) 015
D?X = N=100, n=30, m=50
N(N — 1)
0.10 |
oos
I 15 1I JEI JI 35 :
Np.

1. W urnie znajduje sie 5 kul biatych i 3 czarne. Oblicz prawdopodobienstwo, ze losujac 4 kule
wyciggniemy 2 kule biate i 2 czarne.



5)(8-5
_ 3
P(A) = L;PZ) — 2
(2)
2. W grze polegajgcej na skreslaniu 6 sposrod 49 liczb umieszczonych na karcie, oblicz
prawdopodobienstwo skreslenia 5 poprawnych liczb.

(6)(49_—6) - 43
P(A) =2 (46%)5  22:46-47-49

IV. Rozktad geometryczny

Rozktad geometryczny jest rozktadem opisujgcym prawdopodobienstwo zdarzenia, ze proces
Bernoulliego odniesie pierwszy sukces doktadnie w k-tej probie (k = 1) z prawdopodobienstwem
sukcesu p.

prawdopodobisnsteo
Def. Zmienna X ma rozktad geometryczny 3}
S PX=k=(1-p)p [

T

015k

1
14 [ N=30, p=0,2
1-p o0 ¢

0.05




Np.
1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze przy 10-krotnym rzucie monetg orzet zostanie wyrzucony w
4-tym rzucie.

P(A) = (5)°

2. Oblicz prawdopodobienstwo, ze przy 12-krotnym rzucie kostka ,4” zostanie wyrzucona w
5-tym lub 8-mym rzucie.

PA) = (@ + 7%

prawdopodobisnsteo
0.2
V. Rozktad Poissona '
Q.10
Def. Zmienna losowa X przyjmujaca [
wartosci naturalne ma rozktad wIEL
Poissona z parametrem A & oosk . A=10
_a Ak ; *
P(X=k) =e ">, k=0,1,.. oosf
0.02 :
EX = A,, [ ® L
D?X =A T T T T TR
Tw.
s : n _ _a Ak
Jezeli lim np = A, to Vk > 0: lim (k) pkqh=k = e 2%
n—oo n—oo k!

Rozktad Poissona daje dobre przyblizenie wartosci rozktadu dwumianowego, gdy n jest
dostatecznie duze (n=100), a p mate (p<0,1) oraz A=~np.



Rozklad dwumianowy, n=100, p=0.01 Rozklad Poissona lambda=1
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1. W 100 probach Bernoulliego prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p = 0,98. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze poniesiemy co najwyzej jedng porazke.

prawdopodobienistwo porazki wynosi q = 0,02 i przyjmijmy A =nq =2

P(A)=P(X=O)+P(X=1)z€.—2(20_(!’_|_21_1):ei2

2. Prawdopodobienstwo przestania btednego bitu wynosi 2,5- 10° niezaleznie od pozostatych.
Przesytamy 102 bitéw i na koricu dodajemy bit parzystoéci. Btedny ciag odbierzemy

jako poprawny, gdy przektamaniu ulegnie parzysta liczba bitéw. Oblicz prawdopodobienstwo
odebrania btednego ciggu jako poprawnego.



cigg btedny zostanie odebrany jako poprawny, jezeli przektamaniu ulegng 2,4,6,... bity
wezmy A = 0,25

2k 2
P(A) = 12 P(X = 2k) ~ DA%, e 7025 S8 ~ ¢7025 ©200 = 0,0243375

4
ooniewaz e—925 &%) _ 4 000126758
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Najczesciej spotykane rozktady ciggte:
I. Rozktad jednostajny (prostokatny)

Def. Méwimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad jednostajny < gestos¢ X ma postad

1
i_r?:sl-:-:us'fi f(x) _ {E,x € [a, b]

- 0, x¢&|a,b]
T 0, x<a
oal F(x) = g,xE(a,b)
1, x=b
oaf b+a

: EX - TI
.:.1-_ DZX — (b_a)z

il [ 12 ’




1
b—a

Cr =

b
j xkdx =
a

bk+1 _

ak+1

(b—a)(k+1)’

0, k — nieparzyste

(b — &)

(k + 1)2k’

k — parzyste

Uwaga: Jezeli zmienna X ma rozkfad jednostajny na [0,1], to zmienna Y = (b-a)X + a ma rozkfad

jednostajny na [a,b]

Il. Rozktad trojkatny

Def. Méwimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad tréjkatny w przedziale [a,b] &

1.0

(4(x—a)
(b-a)?’

a+b

=

X € [a,

gestod¢ X ma postaé f(x) = { 40=%) . (“T“’, b]

[ O]

i

F(x) =«

\

(b—a)?’
. 0, x¢&]la,b]

0, x<a

2(x—a)? a+b
b-az ¥ € (@, =]

_2b-0)° a+b
(b—a)? X € ( 2 'b)

1, x=b

1




EX = 22
2

2y 1 N2
DX—24(b a)

lll. Rozktad wyktadniczy

Def. Méwimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad wyktadniczy z parametrem A > 0
0,x <0

gestos$é X ma postac f(x) = {Ae‘lx x>0

Eastoss
20

| 0,x<0

1 F — ’

f'. () {1 —e™™ x>0
15k _1
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Tw.

Jezeli X jest zmienng losowg o rozktadzie wyktadniczym, to P(X > x + x | X >xq) = P(X > x).
Witasnos¢ ta nazywana jest brakiem pamieci rozktadu wyktadniczego.

Np. Jezeli zmienna losowa X o rozktadzie wyktadniczym jest czasem pracy pewnego elementu,
gdzie parametr A jest intensywnoscig uszkodzen tego elementu, to prawdopodobieristwo
uszkodzenia w czasie x od chwili obecnej x, nie zalezy od dotychczas przepracowanego czasu x.

IV. Rozktad normalny

Def. Méwimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad normalny z parametramim e R i 0>0&
(x=m)?

gestos$¢ zmiennej X ma postaé f(x) = G\/lﬁ e 202 ,xcR
Eestodl Oznaczenia:
o8| rozktad normalny z parametramimi o
m=2, 0=0,5 [ oznaczamy N(m,o)
m=3, 0=0,7 os N(0,1) jest rozktadem normalnym
) standaryzowanym
04} .-"J]
I EX=m,
j \ D*X = o?
0.2 /




Uwaga:

1. Jezeli zmienna X ma rozktad normalny standaryzowany X~N(0,1), to zmienna Y = ocX + m ma
rozktad normalny z parametrami m oraz o Y ~ N(m, o).

2. Dystrybuanta rozktadu normalnego N(m,o) nie jest funkcjg elementarng,
a wartosci dystrybuanty @ rozktadu N(0,1) sg stablicowane

Np. Oblicz moment centralny rzedu 4 dla rozktadu normalnego N(m, o)

. 4 (X m)Z t . X—m
E(X—-EX)* = (x —m)*e 202 dx=| "~ ¢ f 4o 2 dt
ovimJ- dx = odt V2
00 _ﬁ t3 3t2 _ﬁ oo 00 _ﬁ
j tte 2 dt = £2 t2=—t362_oo+3f t?e 2dt =
— te 2 —e 2 — 0
t 1 £2]|% © 42
= ¢ t2[=3|—-te 21_4 +] e 2du|=3V2nm
te 2 —e 2 —00

E(X — EX)* = 35*



4 0,00 | 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 [ 0,09
0,0 {0,5000 |0,5040 (0,5080 |0,5120 |0,5160 (0,5199 |0,5239 (0,5279 |0,5319 |0,5359
0,1 | 5398 | 5438 | 5478 | 5517 | 5557 | 5596 | 5636 | 5675 | 5714 | 5753
0,2 | 5797 | 5832 5871 | 5910 | 5948 | 5987 | 6026 | 6064 | 6103 | 6141
03 | 6179 | 6217 | 6255| 6293 | 6331 | 6368 | 6406 | 6443 | 6480 | 6517
0,4 | 6554 | 6591 | 6628 | 6664 | 6700 | 6736 | 6772 | 6808 | 6844 | 6879
05 | 6915| 6950 | 6985 | 7019 | 7054 | 7088 | 7123 | 7157 | 7190 | 7224
0,6 | 7257 | 7291 | 7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | 7549
0,7 | 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | 7704 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | 7852
0,8 [ 7881 | 7910 | 7939 | 7967 | 7995 | 8023 | 8051 | 8078 | 8106 | 8133
09 | 8159 | 8186 | 8212 | 8238 | 8264 | 8289 | 8315 | 8340 | 8365 | 8389
1,0 | 8413 | 8438 | 8461 | 8485 | 8508 | 8531 | 8554 | 8577 | 8599 | 8621
1,1 |0,8643 |0,8665 |0,8686 |0,8708 (0,8729 |0,8749 |0,8770 |0,8790 {0,8810 |0,8830
1,2 | 8849 | 8869 | 8888 | 8907 | 8925 | 8944 | 8962 | 8980 | 8997 | 9015
1,3 [ 9032 | 9049 | 9066 | 9082 | 9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177
1,4 | 9192 | 9207 | 9222 | 9236 | 9251 | 9265 | 9279 | 9292 | 9306 | 9319
1,5 | 9332 | 9345 | 9357 | 9370 | 9382 | 9394 | 9406 | 9418 | 9429 | 9441
1,6 | 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | 9545
1,7 | 9554 | 9564 | 9573 | 9582 | 9591 | 9599 | 9608 | 9616 | 9625 | 9633
1,8 | 9641 | 9649 | 9656 | 9664 | 9671 | 9678 | 9686 | 9693 | 9699 | 9706
1,9 | 9713 | 9719 | 9726 | 9732 | 9738 | 9744 | 9750 | 9756 | 9761 | 9767
20 | 9772 9778 | 9783 | 9788 | 9793 | 9798 | 9803 | 9808 | 9812 | 9817
2,1 (0,9821 |0,9826 [0,9830 |0,9834 |0,9838 [0,9842 (0,9846 |0,9850 |0,9854 [0,9857
2,2 | 9861 | 9864 | 9868 | 9871 | 9875 | 9878 | 9881 | 9884 | 9887 | 9890
23 | 9893 | 9896 | 9898 | 9901 | 9904 | 9906 | 9909 | 9911 | 9913 | 9916
24 | 9918 | 9920 | 9922 | 9925 | 9927 | 9929 | 9931 | 9932 | 9934 | 9936
2,5 | 9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | 9948 | 9949 | 9951 | 9952
2,6 | 9953 | 9955| 9956 | 9957 | 9959 | 9960 | 9961 | 9962 | 9963 | 9964
2,7 | 9965 | 9966 | 9967 | 9968 | 9969 | 9970 | 9971 | 9972 | 9973 | 9974
28 | 9974 | 9975| 9976 | 9977 | 9977 | 9978 | 9979 | 9979 | 9980 | 9981
29 | 9981 | 9982 | 9982 | 9983 | 9984 | 9984 | 9985 | 9985 | 9986 | 9986
3,0 | 9987 | 9987 | 9987 | 9988 | 9988 | 9989 | 9989 | 9989 | 9990 | 9990

tablica wartosci
dystrybuanty ®(z)
rozktadu normalnego N(0,1)



Whiosek:

1. Funkcja gestosci rozktadu normalnego N(m,o) przyjmuje zawsze wartosci nieujemne,

a catkowite pole pod krzywa gestosci jest rowne 1.

2. Krzywa gestosci normalnej zmiennej losowej X jest symetryczna wzgledem prostej prostopadte;j
do osi OX przechodzacej przez punkt x = m. Pola pod krzywg gestosci na lewo i na prawo od

punktu m s3 réwne%
3. Dla dystrybuanty rozktadu N(0,1) zachodzi ®( - x) = 1 - ®(x)

Np.
1. Zatézmy, ze iloraz inteligencji w populacji dorostej czesci ludzkosci ma rozktad zblizony do

normalnego ze srednig m = 100. Wtedy potowa ludzkosci jest madrzejsza od osoby przecietnie
madrej.

Funkcja gestosci rozkladu N(0,1)

04

03

2. Jezeli X~N(0,1), to bezposrednio z tablicy
P(X<1,37)=®(1,37) =0,9147
P(X >=1,37)=1-P(X<1,37) =®(-1,37) = 0,0853
P(|X]| <1,37) =P(-1,37 <X<1,37) =
=P(X<1,37)-P(X<-1,37)=®(1,37) - (- 1,37)=
=®(1,37) - (1-9(1,37)) =0,8294

. F(1.37)

gestosc
02

0.1

00




Tw. regutfa 3-sigmowa
Jezeli zmienna X ma rozktad normalny N(m,o), to P(|X-m| > 307) < 0,01.

Whiosek: P(X e (m_30-’m+30-)) > 0’99 Funkcja gestosci rozktadu N(0,1)

04

Np. Jezeli X ma rozktad normalny N(0,1), to
1. P(|X] <3)=P(-3<X<3)=®(3)-P(-3) =
=0,9987 - (1 - 0,9987) =0,9974
2. kwantyl rzedu 0,9
P(X<&p9)=0,9
z tablicy odczytujemy, ze &5 = 1,28.

02 03
I

gestosc

0.1

Tw. o standaryzacji

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad N(m,o), o
to zmienna losowa: Y = X_Tmma rozktad normalny N(O,1). 4 2 0 2 4
Np.
s . X—10 8-10
1. Jezeli X ma rozktad normalny N(10,2) oblicz P(X < 8) = P( < )=P(Y<-1)=P(-1) =

2 2
1-®(1)=0,8413

2. Wiadomo, ze zysk (w zf) z pewnego przedsiewziecia ma rozktad normalny N(80,45).

Oblicz prawdopodobienstwo, ze inwestujgc w dane przedsiewziecie, poniesiemy strate.

niech zmienna X oznacza zysk z przedsiewziecia, prawdopodobienistwo poniesienia straty

oznacza prawdopodobienstwo, ze zysk bedzie ujemny.

P(X < 0)=P( % < —1,78) = ®( - 1,78) = 1 - ®(1,78) = 0,0375



V. Rozktad lognormalny

Def. Méwimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad lognormalny z parametramim R i 0> 0
1 _(lnx—m)2

& gestosé X ma postac f(x) = g1 202, xeR;

Uwaga: Zmienna X ma rozkfad lognormalny z parametrami m i o< InX ma rozktad N(m,o)

o2

2
?

EX=e™ -
2v — 2m+a?., 0% _ H._ |
DX = e (e° — 1) | / \ m=0, =0,5

|
|

VI. Rozktad chi-kwadrat

Def. Méwimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad chi-kwadrat o k stopniach swobody <
X jest sumg kwadratow k niezaleznych zmiennych losowych X, X5, ..., X}, o rozktadzie

normalnym N(0,1), tzn. X = ¥¥ . (X;)?



Funkcja gestosci rozktadu chi-kwadrat zalezy
od nieelementarnej funkcji I' Eulera, ktéra jest
uogolnieniem silni dla wartosci naturalnych
I'(x+1) =xI'(x), '(k+1)=k!,dlakeN

( 0,x<0 0.6

Z_E X k_,
— 2e 2x2 -
flx) =+ - ,x>0'k>0 0.4
L ') _
0.2
EX =k, i
D?X = 2k 0.0

VII. Rozktad Snedecora

~ < A s =
LI L 1 | N |
B W -

0 2

Fastost

Def. Méwimy, ze zmienna Y typu ciggtego ma

rozktad Snedecora o (n, m) stopniach swobody " |
X1 12}
© Y =%, gdzie X7 i X, s3 niezaleznymi

zmiennymi losowymi o rozktadach chi-kwadrat.:,_gf_
o odpowiednio n i m stopniach swobody.

o6l

4 6
n=10,m=15,
n=3,m=3,

EX = —— dla m>2 'ﬂ-ﬁ / H%
m-2 5 2L r.-’ e—
2m“n+m — 2 ! T
D?X = ( )Z,dlam>4 L/ L ”?‘f‘,‘f_—— ==
n(m—4)(m—2) 0.0 D 1.0 1 20 2 3.0



Funkcja gestosci rozktadu Snedecora zalezy od nieelementarnej funkcji B Eulera

0,x<0
f(X) = m%n%x%_Bl((En;i)-l-m)_MTm,x >0’ gdzie B(a; b) — Flf(a;ig;)
2’2

VIIIl. Rozkfad t-Studenta

Def. Méwimy, ze zmienna t typu ciggtego ma rozkfad t - Studenta o k stopniach swobody <
t= \/%\/F, gdzie Y i Z sg niezalezne, Y ma rozktad normalny N(0,1), a Z ma rozktad chi-kwadrat
o k stopniach swobody

0,45
EX=0, dla k>1 0.4 —E=;
2 — 0,35 k=5
D?X = —,dlak >2 s

0,3 k=infini
0,25
ko k1
- 0,2
_ (xz + k) 2

f(x) - 0.15

2’2 0.1

0,05

0




IX. Rozktad gamma

Def.Mowimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad gamma o parametrze ksztattu @ >0

i parametrze skali 8> 0 < funkcja gestosci X ma postac

0,x<0
X
f(x) =4e Bxa-1p—a
x>0
I'(a)
EX =ap, Eastodd
DZX :ﬁalgz ':'.l'ﬂl_—
Uwaga: o.08l

Rozktad chi-kwadrat o k stopniach

swobody jest rozktadem gamma oos |

. k .
z parametrami a = - L =2

0.04

0.02




X. Rozktad beta

Def. Mowimy, ze zmienna X typu ciggtego ma rozktad beta o parametrach ksztattu ,6 >0
& funkcja gestosci X ma postac

( 0,x <0
(1 — x),B—lxa—l
flx) = ,x € [0,1]
B(a, p)

\ 0,x>1

EX = 2 Bastost =2, :8:5
a+p’ 35k a=2, 3=10
D?X = ap :
(a+p)?2(1+a+p) sob

Uwaga: Dla dystrybuanty
rozktadu beta zachodzi

20f
F(1-x) = 1 - F(x) :
15F
1.0 — IIII“.II
0.5k I"\
00 10




