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Artykuly [A3] - [A9] sa opublikowane w czasopismach bedacych w bazie Journal
Citation Reports (JCR). Czasopismo, w ktorym opublikowany jest artykul [A1] jest
w tej bazie od 2009 roku (w roku publikacji byto na Liscie filadelfijskiej), zas czaso-
pismo, w ktorym opublikowany jest artykul [A2] jest na Liscie filadelfijskiej od 2019
roku i nie ma go jeszcze w bazie JCR. Suma punktéw wedlug punktacji MNiSzW
za artykuly wchodzace w sktad osiggniecia wynosi 391 (obliczenia zgodnie z rokiem
publikacji). Wedtlug bazy JCR ich sumaryczny impact factor wynosi 10.411 (obli-
czenia zgodnie z rokiem publikacji). Laczna liczba cytowan tych artykutow wedlug
bazy Web of Science to 29 (w tym bez autocytowan 15). Srednia objetos¢ kazdej
z dziewieciu prac to okolto 22.5 stron. Autorem pieciu artykutow jestem tylko ja.

(c) omowienie celu naukowego i wynikow cyklu [A1] - [A9] oraz pozostalych prac naukowo-
badawczych:

1 Wprowadzenie

1.1 Zjawisko dyfuzji

Dyfuzja to jedno z najczes$ciej wystepujacych zjawisk fizycznych w naturze. Nazwa pochodzi
od tacinskiego stowa ,diffusio” czyli rozprzestrzenianie. Jest to proces samorzutnego rozprze-
strzeniania i przenikania sie czasteczek lub energii w kazdym osrodku (np. w gazie, cieczy, ciele
statym, itd.), bedacy konsekwencja chaotycznych zderzen czasteczek dyfundujacej substancji
miedzy sobg lub z czgsteczkami otaczajacego ja oSrodka. W przeciwienistwie do mieszania nie
wymaga dostarczenia dodatkowej energii z zewnatrz uktadu. Rozpatruje sie dwa podstawowe
rodzaje dyfuzji:



e dyfuzja $ledzona - proces mikroskopowy polegajacy na chaotycznym ruchu pojedynczej
czasteczki, np. ruchy Browna,

e dyfuzja chemiczna - proces makroskopowy obejmujacy makroskopowe ilogci materii (lub
energii), zwykle opisywany rownaniem ciaglosci nazywanym tez rownaniem dyfuzji i pro-
wadzacy do wyréwnywania stezenia (lub temperatury) kazdej z dyfundujacych substancji
w calym uktadzie.

Badania dyfuzji, prowadzone juz w XVIII wieku, doprowadzily do sformutowania elementarnych
liniowych rownan o statych wspoétczynnikach opisujacych dyfuzje w ciatach statych: Laplace’a
(1782), Poissona (1813), Fouriera (1822) i Ficka (1855). Wraz z rozwojem teorii i postepem
badan eksperymentalnych rownania te uogélniano poprzez dodawanie nowych cztonéw, czesto
nieliniowych, uzmiennianie wspotczynnikow, dodawanie nowych réwnan, wprowadzanie obsza-
row o zlozonej strukturze, tak aby coraz dokladniej modelowaly realne zjawiska fizyczne.

Podstawowymi prawami opisujacymi dyfuzje sa prawa Ficka [29]. Pierwsze prawo Ficka
stwierdza, ze strumien czastek dyfuzji i-tego sktadnika jest proporcjonalny do ujemnego gra-
dientu stezenia tego sktadnika, co zapisuje sie wzorem

Wielko$é D; nazywana jest wspotezynnikiem dyfuzji i wyznaczana jest eksperymentalnie. Dru-
gie prawo Ficka orzeka, ze zmiana stezenia i-tego sktadnika w czasie jest minus dywergencja
strumienia odpowiadajacego temu sktadnikowi, tzn. ze

atci = —leJZ (2)

Relacja (2) nazywana jest rownaniem ciagtosci. Réwnanie to jest w istocie lokalnym prawem za-
chowania. W wyniku rozwazan teoretycznych i przeprowadzonych eksperymentéw laboratoryj-
nych okazalo sie, ze dla wyjasnienia pewnych zjawisk zachodzacych w uktadach dyfundujacych
substancji nalezy ,wzbogaci¢” strumien poprzez dodanie odpowiedniego cztonu [21, 23, 71, 74]
lub zdefiniowaé go za pomoca rownania rozniczkowego [45, 58|, generowanych przez dodatkowy
niedyfuzyjny transport. Napisze o tym doktadniej w dalszych czesciach niniejszej rozprawy.

1.2 Cel rozprawy

Jako osiggniecie naukowe do uzyskania stopnia naukowego doktora habilitowanego przedktadam
cykl dziewieciu publikacji [A1] - |[A9]. Rozwazam trzy konkretne modele dyfuzji oraz sytuacje
ogoblna:

e dyfuzyjny transport masy w materiatach statych,

e clektrodyfuzje w jonowych selektywnych elektrodach i biologicznych kanatach jonowych,
e przeplyw pradu jonowego w neuronach,

e inne lokalne i nielokalne modele dyfuzji.

Modele te opisane sg nieliniowymi réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi lub uktadami takich
rownan typu parabolicznego, paraboliczno-eliptycznego i hiperbolicznego wraz z warunkami
poczatkowo-brzegowymi i poczatkowymi. Badam sytuacje jedno- i wielowymiarows, lokalng
i nielokalng. Gtoéwne wyniki koncentruja si¢ na konstrukcji nowych modeli lub uogo6lnieniu
juz istniejacych, np. poprzez uwzglednienie dodatkowego prawa fizycznego, zaproponowanie
bardziej fizycznych warunkéw brzegowych albo ostabienie zatozeri, oraz na dowodzie twierdzen
o istnieniu i wlasnosciach rozwigzan klasycznych lub stabych w odpowiednich przestrzeniach



Sobolewa, a takze na konstrukeji metod numerycznych (metody roznicowe, metoda Galerkina)
i na dowodzie twierdzen dotyczacych ich wlasnosci.

Wyniki osiagniecia naukowego omoéwie w czterech kolejnych rozdziatach. Kazdy rozdziat
zaczynam od przedstawienia rysu historycznego, pozniej konstruuje modele matematyczne lub
podaje przyktady takich modeli i dalej omawiam konkretne artykuly w kontekscie czysto mate-
matycznym, tj. krotko przedstawiam wyniki, formuhuje gtowne twierdzenia i skrotowo prezentu-
je idee dowodow. Zeby nadmiernie nie wydtuzaé prezentacji, nie formutuje twierdzen pomocni-
czych i lematow, na ogo6t nietrywialnie dowiedzionych, a jedynie wspominam o nich przy okazji
omawiania artykulow. Ze wzgledu na roznorodnosé tematyki, oznaczenia w poszczegbdlnych
pracach sa na ogé6l rozne. Poniewaz Czytelnik z pewno$cia bedzie chcial uzupenié ponizsze
streszczenia lekturg artykutow, bede stosowal oznaczenia w miare mozliwosci oryginalne, co
utatwi gtebsza analize.

Pozostate osiagniecia naukowo-badawcze, niewchodzace w sktad cyklu, omoéwie w ostatnim
rozdziale.

2 Dyfuzja wzajemna w cialach statych, [A6], [A7], [A§]

Zaczne od konstrukeji modeli matematycznych. IloSciowy opis dyssypatywnego transportu ma-
sy jest szczegOlnie wazny w inzynierii materiatowej i hydrodynamice. Transport w plynach
wielosktadnikowych opisany jest uktadem réwnan Naviera-Stokesa z warunkiem poczatkowym
i roznymi warunkami brzegowymi [24]. Procesu dyfuzji w cialach statych nie mozna opisywac
uktadem Naviera-Stokesa, gdyz w tym przypadku nie ma przede wszystkim technicznych moz-
liwosci efektywnego wyznaczenia wspotczynnikow lepkosci, wystepuje wiele faz, warstwa dy-
fundujaca jest bardzo cienka i nie ma duzych strumieni masy, co implikuje wykluczenie cztonu
konwekcyjnego. Przez dyfuzje wzajemng rozumiemy transport w ukladzie wielosktadnikowym,
gdy wszystkie sktadniki wzajemnie w sobie dyfunduja. Probe matematycznego modelowania dy-
fuzji wzajemnej w wielosktadnikowych ciatach statych zapoczatkowal Darken [21] w 1948 roku.
Autor ten rozwazal fizycznie zamknieta probke dwusktadnikowa o znanym stalym stezeniu

c1+cy=c (3)

i zalozyt, ze wymiana masy odbywa sie tylko w jednym kierunku. Symbole ¢y, co oznaczaja ste-
zenia pierwszego i drugiego sktadnika. Swéj model skonstruowal w oparciu o réwnania ciagtosci
(2) dla strumieni, uwzgledniajac ruch osrodka,

Ji = —D,@zcz + Ci’UD7 1= 1, 2, (4)

gdzie D; > 0 sa stalymi wspolezynnikami dyfuzji sktadnikow, zas v® jest tzw. predkoscia dryftu.
Dryft jest lokalna predkoscia probki wzgledem uktadu odniesienia, ktérym moze by¢ brzeg. Dru-
ga predkoscia jest predkosé¢ dyfuzyjna i-tego sktadnika okreslona wzorem v¢ := —D;0, (In¢;).
Strumienie J; nazywane sg strumieniami Darkena, a opisana metoda nosi nazwe metody dwodch
predkosci. Warto podkreslié, ze J; jest uogdlnieniem strumienia Ficka (1). Wprowadzenie pred-
kosci dryftu wyjasnia ruch tzw. plaszczyzny Kirkendalla [77]. Jest to ruch powierzchni gra-
nicznej miedzy, w tym przypadku, dwoma dyfundujacymi osrodkami w probce. Teoretyczny
opis efektu Kirkendalla ma wazne konsekwencje w zastosowaniach. Jedna z nich jest zapobiega-
nie lub thumienie powstawania pustych przestrzeni na granicy stopéw z metalami nazywanych
porowatoécig Kirkendalla. W ostatnim czasie predkosé dryftu wykorzystano rowniez do opisu
elektrodyfuzji w elektrochemii [83].

Jednowymiarowa metoda Darkena zostala uogolniona na przypadek wielosktadnikowy
i zmodyfikowana do ukladu uogélnionych réwnan rézniczkowych parabolicznych w miejsce
uktadu rézniczkowo-algebraicznego w latach dziewiec¢dziesigtych ubiegtego stulecia przez Da-
nielewskiego, Bozka, Holly’ego i Filipka [19, 40]. Okazuje sie, ze zar6wno analitycznie jak
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i numerycznie uktad taki bada sie prosciej. W pracy |A6] s-sktadnikowy odpowiednik réwnania
(3) uogolnitem wraz ze wspolautorami, dopuszczajac tzw. regute Vegarda

Z Qici B 1, (5)
=1

gdzie Q; oznaczaja objetosci molowe [82]. W ten sposob catkowite stezenie ¢ := Y7 | ¢; moze
by¢ zmienne w czasie i przestrzeni. W pracach [A7] i [A8] uogélnilismy metode Darkena na przy-
padek wielowymiarowy, formutujac uktad réwnan rézniczkowych paraboliczno-eliptycznych.

Teraz przedstawie konstrukcje wspomnianych wyzej uktadéw réwnan rézniczkowych. Niech
Q Cc R", n € N bedzie otwartym i ograniczonym zbiorem z gladkim brzegiem 0f). Niech
ponadto T" > 0 bedzie zadane. Wspoétczynniki dyfuzji D; > 0 sa state lub zalezg od stezeti, tj.
D; = Di(cq, ..., ¢s). Rozwazamy rozniczkowo-algebraiczny uktad (2), (5) ze strumieniami postaci
(4) okreslony na zbiorze [0,T] x Q, przy czym i = 1, ..., s. Zadajemy warunek poczatkowy

ci(O,x) = C(]i(l’), x € ) (6)
i warunki brzegowe dla strumieni
Ji'n:ji(tux)7 (t,l’) < [OaT] X aQ? (7)

gdzie n jest wektorem normalnym zewnetrznym do brzegu 02, i = 1,...;s, za$ symbol ,,-”
oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™. Mnozymy réwnania (2) przez ;, dodajemy stro-
nami, korzystamy z reguly Vegarda (5) i otrzymujemy rownanie ciagtosci objetosci (transportu
objetosci)
div(Z QiJi(t,x)): 0, (t,2)e[0,T] 0. (8)
i=1
Najpierw rozwazmy przypadek jednowymiarowy, n=1. Niech Q = (=A, A) C R. Z réwnania
(8) wynika, ze

gdzie K : [0,T] — R jest dowolng funkcjg. Zwigzki (7), (9) implikuja jednoznacznosé funkeji K
postaci
ZQl]Z (t,A) ZQZ]l (t,— t€[0,T]. (10)
=1

Druga rownosé w relacji (10) jest w istocie zalozeniem na ewolucje brzegowe j;. Z drugiej strony
zaleznosci (5), (7) generuja tozsamosé

ZQJ (t,x) ZQDacz(t x)+oP(t,x), (t,z)€[0,T] x Q. (11)
=1
W konsekwencji obliczamy dryft
oP(tx) =Y QDi0,ci(t,x) + K(t), (t,x) €[0,T] x Q. (12)
i=1

W ten sposob otrzymujemy silnie sprzezony nieliniowy uktad ewolucyjnych réwnan rézniczko-
wych czastkowych drugiego rzedu postaci

atci + a:l} <_Di8:cci +¢ <Z Qkaaxck + K(t))>: 07 (tv I) S [07 T] x (13)

k=1



z nieliniowymi sprzezonymi warunkami brzegowymi

<ngpka‘”“+K() ) jit,x),  (t,x) € [0,T) x 99, (14)

i=1,...,s. W dalszej czesci uktad (13) bedziemy nazywa¢, przy odpowiednim zalozeniu, uogol-
nionym uktadem parabolicznym.

Rozwazmy przypadek wielowymiarowy, n > 2. Roéwnanie ciaglosci objetosci (8) nie moze
teraz postuzy¢ do obliczenia dryftu dlatego, ze nie implikuje niezaleznosci pola wektorowego pod
dywergencja od zmiennej przestrzennej x. Podkredlmy, ze teraz dryft jest funkcja wektorowa

D 10,T] x Q — R™. Postulujemy, ze dryft jest potencjalny, tzn. ze istnieje skalarny potencjal
F:[0,T] x Q — R taki, ze
P = —VF. (15)

Zatozenie o potencjalnosci dryftu jest fizycznie uzasadnione, poniewaz nawet powyzej tempe-
ratury Tammanna (2/3 temperatury topnienia) lepkosé¢ w ciatach statych jest na tyle duza,
ze mozna przyjac: rotv” = 0. Postulat ten zostal tez potwierdzony eksperymentalnie w pra-
cach [A8] i [B16]. Podstawiajac (15) do rownan ciagltosci (2) i rownania ciaglosci objetosci (8),
otrzymujemy silnie sprzezony nieliniowy uktad paraboliczno-eliptyczny postaci

oic; + le(-DZVC,L — C1VF): 0, (t,l’) S [07 T] x (0,
_AF = div (221 QkaVck), (t,2) € [0,7] x O, (16)
Joy Fdz =0, te 0,7,

i = 1,...,8. Mnozymy definicje strumieni (4) przez €; i n, dodajemy stronami, korzystamy
z reguly Vegarda (5) oraz relacji brzegowej (7) i mamy

oF u

=X Qk(Dkaa(;': +jk(t,x)>, (t,2) € [0,T] x 9. (17)

A stad otrzymujemy nieliniowe sprzezone warunki brzegowe

_ngfi — ngi = ji(t, x), (t,x) € [0,T] x 09, 18
OF _ e Q) (Dk 4t :1:)) (t,x) € [0,T] x 99,
1t =1,...,s. Z twierdzenia Gaussa wynika warunek zgodnosci na ewolucje brzegowe j;,
/ S Quji(t,z)dS =0, tel0,T). (19)
Joo i

Zaroéwno warunek brzegowy (14) jak i pierwszy warunek brzegowy w (18) mozna postrze-
ga¢ jako uogolnione nieliniowe warunki Robina na stezenia c;. 7 kolei drugi warunek brzegowy
w (18) jest warunkiem Neumanna na potencjal F. Podkreslmy, ze paraboliczno-eliptyczne za-
gadnienie poczatkowo-brzegowe (16), (6), (18) ma sens rowniez w przypadku jednowymiaro-
wym, n = 1 - uwaga 1 w [A7] oraz [A8]|. Ponadto jest ono rownowazne problemowi (13), (6),
(14). Ze wzgledu na silne sprzezenie, tj. przez drugie pochodne przestrzenne, uklady (13) i (16)
nie sa badane w tak znanych monografiach jak [12, 14, 17, 22, 24, 28, 54, 75, 90|.

[A6] W artykule tym udowodniliSémy twierdzenia 4.6, 5.1 o istnieniu, jednoznacznosSci

i nieujemnosdci globalnych w czasie stabych rozwigzann w odpowiednich przestrzeniach Sobole-
wa, jednowymiarowego nieliniowego problemu poczatkowo-brzegowego (13), (6), (14). Ponadto

6



w przypadku uktadu zamknietego, gdy strumienie na brzegu 0 sa rowne zeru, dowiedliSmy
twierdzenie 6.1 o asymptotycznym zachowaniu rozwiazania. Twierdzenie to interpretuje sie tak,
ze uktad fizyczny w granicy, tj. przy ¢t zmierzajacym do plus nieskoniczonosci, homogenizuje sie.

Niech ¢; = Mjc;, ©; = Dy, Jirz = —Jj(,-A), Ji,R = J(-,o) 0znaczaja odpowiednio, gestosci,
wspolezynniki dyfuzji skladnikéw i ewolucje strumieni na brzegu przedzialu Q = (—=A, A) C R,
gdzie M; > 0 sa masami molowymi sktadnikow. Teraz zagadnienie rézniczkowe (13), (6), (14)
bedzie mie¢ postac

S . 0.06.
atQi + az <_@zazgz + 0i <Z ]{4@] 896Qj + K(t)>>: Oa <t7 m) € [07 T] X Qv (20)
=1 J

J=1

~0.0,0,+ 01 (X521 4 000; + K(1) = jir(t),  (t,2) €[0,T] x 02, (22
_@iaargi + 0i ( ;:1 QJT?] 05 + K(t)) = ji,R(t)7 (tv x) S [0’ T] X 897

i =1,...,s. Calkowita masa i-tego sktadnika w ustalonej chwili ¢ € [0, 7] dana jest wzorem

m;(t) = /le-(t,x)dx, i=1,..s, (23)

za$ warto$¢ srednia lokalnego utamka objetosciowego €2;0;/M; okreslamy formula

1 oi( L
m;i(t) = 2A/QQZ i de, i=1,...,s. (24)

Calkujac (20) po przedziale €2, korzystajac z (23) i caltkujac jeszcze raz po przedziale (0,t),
otrzymujemy

t,x)

t
m;(t) = /ngi(m)dx—k/o (Ji,o(T) = Jir(T)) dT (25)
dlat € [0,T],i=1,...,s. Zatem funkcje m;, i = 1, ..., s rowniez mozna obliczy¢. Niech
F={¢=(&,..,&) R : &+ ...+ & =0} (26)

bedzie przestrzenia wektorows ortogonalna do podprzestrzeni {al : a € R}, gdzie 1 = (1,...,1) €
R?. Definiujemy przestrzenie Sobolewa

H= {f = (fior f) € QY s [ filw)de =0, i =1, s} (27)
v={fen Q1) feH}. (28)
Normy w V' i H generowane sa przez iloczyny skalarne
(f.9)v = | 0uf -Ougde g€V, (29)
(f.9)n = [ f-gda, figen. (30)

A stad przestrzenie V C H C V* stanowia trojke ewolucyjna z zanurzeniami gestymi, ciaglymi
i zwartymi [2], [90]. Niech

K={rk=(k1,..hs) ER*: K1+ ...+ Krs=1, k; >0, i=1,..., s} (31)



Definiujemy rodzine operatoréw liniowych
At 1015, Al = ZG) )&ies — (O(k) - )k (32)

dla k € K, gdzie € € 1+, ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) z 1 na i-tej wspéhzednej, i = 1, ..., s. Przyjmu-
jemy, ze spelnione sg nastepujace zatozenia.

Zalozenie H
(Ho) 00(x) = (001(2), .., 00s(7)) > 01 305, H2E = 1 dla z € Q.
Hy) fq00i()dz + [5 (Gir(T) — Gip(T))dr > 0dlat € [0,T],i=1,...,s.

Hy

Q) _ 5o Qnl) gy ¢ € [0, 7.

)

)

Hs) 00 € L*(Q).

Hy) jirsjon € L2(0,T), i = 1,....5.
)
)

Hs) ©,: R* - R,, i =1, ..., s sa lipschitzowskie i ograniczone.

(
(
(
(
(
(

Hg) Zachodzi warunek parabolicznodci:

[ (As2f) - 0> wlf 1 = VIl I (3)

dla pewnych p > 0, v > 01 dla wszystkich f € V, g = (g1,...,9-) € H'(Q,R"), g1 + ... +
gS:]-; gz >0,/L: 1,...,3

Z zalozen (Hy) i (Hs) wynika zaleznos¢

28: m;(t) =1, (34)

dzieki ktorej mozliwa jest zamiana zmiennych

QiQi(ta l’)

w;(t,r) = ST mi(t), i=1,..,s. (35)
= (My, ..., ms). Dla dowolnie ustalonej funkcji w € L?(0,T;V)

Polozmy w = (wy,...,ws) i M
( , )v+xv oznaczamy liniowy ciagly funkcjonal postaci

ite (0,T) symbolem

s

<w/(t)7 U>V*><V = Z<wg(t)v Ui>v (36)

=1

gdzie { , ) jest liniowym ciaglym funkcjonalem okreslonym na przestrzeni L*(0,T; H'(Q,R)),
v € V. Definiujemy jeszcze funkcje

Tor(t) = K (tymy(t) — j{/ i=1,..s (37)
Ton(t) = Kmi(t) = —5p%, i=1s



dla t € [0,7T]. Rozwazamy nastepujaca staba posta¢ problemu poczatkowo-brzegowego (20)-
(22).

Problem P. Znalez¢ w € L*(0,T;V) takie, ze w' € L*(0,T;V*), dlap.w.t € (0,T) w(t)+m(t) €
K,

(W' (1), 0)v-xv + /Q (Auysmnde(t)) - pvda — K (1) /Q w(t) - Dyvda
=Tgr(t) - v(A) = Tr(t) -v(—A) dla kazdego v €V, (38)

i spetniony jest warunek poczatkowy
w(0) = wp. (39)

Udowodnili$my nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([A6], tw. 4.6). Jesli spetnione jest Zatozenie H, to Problem P ma rozwigzanie.

Twierdzenie 2 ([A6], tw. 5.1). Jesli spetnione jest Zatozenie H, to Problem P ma w przestrzeni
LY0,T; V) co najwyzej jedno rozwigzanie.

Twierdzenie 3 ([A6], tw. 6.1). Niech w : [0,00) — H bedzie rozwigzaniem Problemu P na
kazdym przedziale [0,T] dla T € Ry. Jesli spetnione jest Zatozenie H z j;1(t) = jir = 0,
t €10,00),i=1,....,s iv =0 w(33), to w € L*(0,00; V) N L*(0,00; H), w' € L*(0,00; V*),
funkcja [0,00) 3t — |lw(t)||% jest nierosngca oraz limy .o |Jw(t)||% = 0.

Twierdzenie 1 udowodnilismy, wykorzystujac metode Galerkina oraz wlasnosci rodziny auto-
morfizméw A, £ € K. Wlhasnosci te sg trescig uwagi 4.1 i lematow 4.2, 4.3. Ponadto sko-
rzystaliSmy z twierdzenia Riesza-Frécheta, twierdzenia Picarda, twierdzenia Banacha—Alaoglu,
lematu Gronwalla, lematu Aubina-Lionsa oraz wlasnosci przestrzeni Sobolewa, w szczegolnosci
z ciagtych i gestych zanurzen. Dowdd twierdzenia 2 opiera sie znowu na wspomnianych wtasno-
$ciach rodziny automorfizmow A,, £ € K z wykorzystaniem nieréwnosci Gronwalla, Holdera
i Younga. W dowodzie twierdzenia 3 istotne jest uzycie kryterium catkowego zbieznosci szere-
gow liczbowych. Warto jeszcze podkresli¢, ze w przypadku statych wspoleczynniow dyfuzji ©;,
warunek parabolicznosci (33) mozna sprawdzac, wykorzystujac lemat 3.5. Wspomniana rodzina
automorfizmow byta rozwazana w [20].

[A7] W pracy skonstruowali$my niejawne metody réznicowe (FDM) dla nieliniowego para-
boliczno—eliptycznego problemu poczatkowo—brzegoweggo (16), (6), (18) w przypadku jednowy-
miarowym, n = 1 i dwuwymiarowym, n = 2, przy zatozeniu, ze wspotczynniki dyfuzji D; sg sta-
te. Przyjelismy tez, ze uktad fizyczny jest zamkniety, tzn. ze j;(¢,z) = 0 dla (¢,z) € [0, T] x 012,
ale to zalozenie mozna natychmiast uogolnié¢, dopuszczajac uktad fizyczny otwarty. Warto jesz-
cze zwrocié uwage na fakt, ze w postulacie (15) jest znak ,minus” i jest on fizycznie uzasadnio-
ny. Natomiast w tym artykule jest w tym miejscu znak ,plus”, co fizycznie nie jest poprawne,
ale matematycznie nie czyni zadnych probleméw i rozumowania beda prawdziwe rowniez dla
znaku minus, przy czym w odpowiednich wzorach nastapi wtedy zmiana znaku. Konstrukcja
wspomnianych metod réznicowych opiera sie na idei linearyzacji z rozdzieleniem na schematy
roznicowe dla czesci eliptycznej i parabolicznej. Ponadto redukcja problemu rézniczkowego z s
do (s — 1) rownan parabolicznych pozwolita na przeniesienie reguly Vegarda na rozwigzania
dyskretne, co jest wazne zar6wno z punktu widzenia matematyki jak i fizyki. Udowodnilismy
twierdzenie 1 o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan niejawnych schematéw réznicowych oraz
twierdzenia 2, 3 o rownowaznos$ci zbieznosci skonstruowanych metod numerycznych ze wzgledu
na stezenia ¢; i potencjal F' (patrz uwagi 4, 6), w odpowiednich normach maksimum. Uwagi 5
i 6 implikuja analogiczng rownowazno$é stabilnodci.



W celu zobrazowania wynikéw opisze jedynie przypadek jednowymiarowy, gdyz w przypad-
ku dwuwymiarowym idea jest analogiczna, za to wzory sa zdecydowanie bardziej rozbudowane,
w szczegblnosci pewne macierze staja sie blokowe. Niech 2 = (=A, A) C R. Jak juz wspomnia-
lem, obliczajac z reguly Vegarda (5)

1 s—1
Qs i=1

problem rézniczkowy (16), (6), (18) redukujemy do postaci

atci = D'La’rxcz — c%cﬁxF — clﬁmF, ( ) I~ [ ] X Q
OpeF = 521 W (Dy — D)0k,  (t,x) €[0,T] x 9, (41)
Jo Fdz =0, te [0 T]
¢i(0,2) = coi(z), x€Q, (42)
_Dia:vci + ¢ 212;11 Qk(Dk - Ds)aa:ck - 07 (t7 ZL’) S [07 T] X aQ, (43)
0. F = Y5~ Qu(Dy — D)0k, (t,x) € [0,T] x 09,

i =1,...,s — 1. Dyskretyzujemy prostokat [0,7] x €, definiujac kroki siatki h = 2A/(M + 1),
T = T/K, odpowiednio przestrzenny i czasowy, gdzie liczby M, K € N sa dowolnie zadane.
Punkty dyskretne (t*,x,,) okreslamy nastepujaco: t* = ur, x,, = —A +mh, p = 0,..., K,
m = 0,..., M + 1. Do aproksymacji pochodnych wykorzystujemy ilorazy réznicowe centralne,
przedni i wsteczny, a réwnanie catkowe aproksymujemy przy pomocy metody trapezow. Defi-
niujemy niejawny schemat réznicowy dla czeci eliptycznej na potencjal F*! oraz dla czesci
parabolicznej na stezenia cﬁ”rl postaci

— 4 P = P (o) == i Qn(Di — D) (= + ),
Epty —2F5 4 Ft = Ph(e)
= 30 Dk = D) (s = 26k + i), (44)
Fu+1 Fif = Plii(o) = S50 Q(Dk — Do) (char = cinran)
F#H—l + QZM F;H-l + F,u-:ll _ 07

o pt1 w1 b
quCzO +%ch1 _+17,0 O’ 1
u p+1 o pt [T
dzm 1Cz m—1 + Uzm 7, 7ln + uz m+1cz m+1 — in,m ei,mci,m? (45)
u+ w .
qz Mcz vt a M+1C M1 = Qz,M-i—l =0,
gdzie
-
N
b
Vim = 1+ 26Dy,
1
" _ ut1 u+1
din—1 = —KD; — 1 (Fm+1 Fo )
iz _ D 1 FlH—l FlH-l
Ui my1 = —KRLD; + RSS!
+1 1 +1
el =1—r(Fity —2Fi 4+ F;;H)
b _
dio = qi,]\/[—H =Dy,
s—1
b p p
¢ =—Di+ 3 U (Dk - Ds) (%1 - Ck,o) ;
k=1
s—1
I @ I
i m = —D; + Z Qy, (Dk - Ds) (%M - Ck,M—i—l) )
k=1
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dlam=1.. M,i=1,..,s —1loraz up = 0,..., K — 1. Jedli v 7é 0, to przeprowadzamy
eliminacje Gaussa dla schematu (45):

UZHI(CO):qukJ k:0717

— -1 m— m
Mo gt (D) T )

_
vy, U; Ui m+1 = Uim+1>

,m szl i,m ) 2,m—1
M+1 J(M)\ L (M w(M+1
U%VI—H = = Qi1 — sz( lg\J )> Uﬁfz(\u)p Uzgw '=0, (46)
0
QM( ) — 10’
m m—1)\ 1 m—1
Zgn): dzm 1( ;,uﬁnfl )) Zgnfl)v

QM(M'H) _ M

iMi1 = lM-l—l_sz( u(M))—l w(M)

Vi, M WM
m=1,.. .M, i=1..,5—1.
Twierdzenie 4 (|[AT7], tw. 1).

(i) Dla dowolnych krokéw h, T uktad (44) ma dokladnie jedno rozwigzanie F*** przy zadanych
(e, ..., ck_y) postaci

St (D — Do) [~y — 250 iy + (14 2M)

Fii = ’ ’ ’ 47
M+1 2(M + 1) ) ( )
Frlé+1 "l:Li}l Z Qk (Ck ym~+1 CZ,m)? m = M7 ) 0.

(ii) Uklad (45) ma doktadnie jedno rozwigzanie (... ")) przy zadanych (¢}, .. -705—1)
oraz F*TY wtedy i tylko wtedy, gdy kroki h, T sq tak maie ze v 7é 0,m=0,.... M +1,

t=1,...,5s — 1. Rozwigzanie to dane jest wzorem
1 M+1 M+1)
f;\rﬂl = (UZgJ+1 )) Qﬁtgwﬂ ) (48)
1 m)\ L(m m 1
Cf:; - (Uﬁfﬂ )) ( i,gn ) — Y 7&1—210?;—&-1) m = M: s 07

dlai=1,...,s — 1.

Niech (¢, F'), ¢ = (¢, ..., ¢s—1) bedzie rozwiazaniem problemu rézniczkowego (41)—(43) i niech
(w,G), w = (wy, ..., ws_1) bedzie rozwiazaniem schematow roznicowych (44), (45). Definiujemy
btedy metody réznicowe;j

r=c—w, R=F-G, (49)

normy maksimum

Irllo = max {|r#,, | + =0, K, i=1,...s—1 m=0,.,M+1}, (50)
| R0 = max{\Rm cp=1,...K, m=0,.,M+ 1}

oraz seminormy

17l = max{\rffm| cn=0,..,pu,i=1,...,5—1, m=0,... M+ 1}, (51)
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gdzie p = 0,..., K. Definiujemy réwniez ilorazy réznicowe

W w
rk — 7t
+o0 i,m+1 1,m
(5 T mo h ) (52)
I3 %
St — Tim = Tim—1
i,m - h Y
B B
i,m-+1 ri,m—l
ort =
o 2h ’
u i p
FCI T Tim—1— 27’z’,m + Timt1

i,m h2

i analogicznie §R* , 5 R . Wprowadzamy jeszcze seminormy

070 = max{|5rlm| SK i=1,...,s—1, m= 1,...,M}, (53)
10®r]lo = max { 6@t |« p=0,. K, i=1,.,s—1, m=1,.,M}
16R o = max {|6R%| - GK m=1,.., M},
16@ R, = {|6(2)R“ =1, K, m=1,. M}

Ooraz normy maksimum

Il = lIroll + llo7{lo, (54)
Irllz = [lroll + l167 o + 157 o,

[1Rl[x = [ Roll + l6R]lo,

1Rll2 = [|Roll + 10Rlo + (16 R]lo.

Twierdzenie 5 ([A7], tw. 2). Zalézmy, ze (¢, F) € C2([0,T] x Q,R*7Y), ¢ = (c1, ..., cs_1) jest
rozwigzaniem (41)-(43) i (w,G), w = (wq,...,ws_1) jest rozwigzaniem (44), (45). Wowczas
istniejq funkcje rzeczywiste a;(T,h), i = 0, 1,2 takie, ze
s—1
IRllo <2 Q|Dy = DsllIrllo + (T, h), (55)

k=1
s—1

16 &[0 < Z Q| Dy = Dsll[orllo + aa (7, h),

16 Rllo < Z Q| Dy = D167 + az(7, h)

oraz lim «(r,h)=0,7=0,1,2.
(7,h)—(0,0)

Twierdzenie 6 ([A7], tw. 3). Zaldzmy, ze (¢, F) € CY2([0, T]x Q,R*™Y), ¢ = (c1,...,cs_1) jest
rozwigzaniem (41)—(43) i (w,G), w = (w1, ..., ws_1) jest rozwigzaniem (44), (45). Ponadto

‘5G¢;‘< A, \5<2>G¢;\< B, |otwly, \5*w5MH\< C, (56)
h h

Ah < 2D;, = <D, lim — =0, (57)
T (1,h)—(0,0) T

1=1,...,s—1
rzeczywista (T,

,m=1,.. M, u=0,... K, gdzie A,C,D > 0, B > 0. Wowczas istnieje funkcja
h) i stata d > 0 takie, Ze

€LT 1 Cs 1 @
Irllo < | (1+ by X IDx = Dul)d (0Kl + 62 Rlo)+8(r )| (58)
lk 1

oraz lim 3(r,h) =0, gdzie L = O ¥4y | Dy — Duf + (14 205 323 | Dy — D) B
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Dowdd twierdzenia 4 opiera sie na metodzie eliminacji Gaussa. Twierdzenie 5 wykazuje sie,
korzystajac ze wzoru na blad RFTL, ktory znajduje sie troche podobnie, jak wzor na FHH
w twierdzeniu 4. Uzasadnienienie twierdzenia 6 wymaga bardziej zaawansowane] techniki,
a mianowicie trzeba skorzysta¢ z rekurencyjnej nieréwnosci dla seminorm |7/ i |71
z warunkiem poczatkowym ||r{[) = 0. Technike te zaczerpnalem z prac [Al], [A5], ktorych
tre$¢ omowie w dalszej czedci.

[A8] W tym artykule metody réznicowe opracowane w [A7] uogoélnilismy na przypadek
wspolezynnikow dyfuzji D; zaleznych nieliniowo od stezen cy,...,cs, tj. D; = D;(N;), gdzie
N; = ¢;/ (351 cx) jest utamkiem molowym. Tutaj postulat (15) jest juz w pelni fizycznie uza-
sadniony, tzn. ze znakiem ,minus”. Udowodniliémy twierdzenie 1 o istnieniu i jednoznacznosci
rozwigzan niejawnych schematow réznicowych oraz twierdzenie 2 o zgodnosci i asymptotyce ble-
du (patrz uwaga 4). To ostatnie twierdzenie jest istotne, poniewaz zastosowana aproksymacja
nieliniowych wspotczynnikow D; jest do$¢ subtelna. W pracy opisaliSmy ponadto eksperyment
przeprowadzony w laboratorium z trojskladnikowa probka zelaza, kobaltu i niklu, rozwazajac
sytuacje dwuwymiarowa oraz poréwnaliémy wyniki tego eksperymentu z symulacjami nume-
rycznymi. Stosujac metode z pracy [88], wyznaczyliSmy roéwniez wspotezynniki dyfuzji D; roz-
wazanych trzech pierwiastkow, jako funkcje wyktadnicze utamkow molowych. Wspotczynniki te
nie sg stablicowane i zaleza m.in. od sktadu procentowego prébki i temperatury. Wniosek jest
taki, ze zaproponowany model matematyczny z ukladem paraboliczno-eliptycznym oraz me-
toda réznicowa bardzo dobrze opisuja sytuacje fizyczng. Eksperyment ten jeszcze doktadniej,
w wielu aspektach, opisali$my w [B16]. Warto podkresli¢, ze zaréwno model jak i konstrukcje
metody réznicowej mozna uogoélnié na przypadek trojwymiarowy. Jednak przeprowadzenie od-
powiedniego eksperymentu w laboratorium jest technicznie skomplikowane. Obecnie nad nim
pracujemy wspolnie z badaczami z Wydziatu Inzynierii Materiatowej i Ceramiki AGH.

Do opisu metody roéznicowej skupie sie na sytuacji jednowymiarowej, gdyz w przypadku
dwuwymiarowym idea jest podobna. Niech Q@ = (—A,A) C R. Postepujac analogicznie jak
w |A7], problem rozniczkowy (16), (6), (18) redukujemy do postaci

i = Op(Di(N:) Do) +00i0nF + €103 F, (t,x) € [0,T] x €,
~ 0 F = 52} Q0s((De(Ni) = Do(N))dac), (£, ) € [0,T] x (59)
Jo Fdx =0, t €10,7],
¢i(0,2) = coi(z), = €Q, (60)
—Di(Ni)0xci + ¢ Sizy Qe (Die(Nk) = Do(No))Oacr = 0, (t,2) € [0,T] x 02, (1)
0, F = — 2323 Qi (Dr(Ni) — Do(N,)) Dacr, (t.x) € [0,T] x 99,

t=1,...,s — 1, co znowu pozwolito na przeniesienie reguty Vegarda na rozwiazania dyskretne
(patrz uwagi 3, 4). Zastosowalismy modyfikacje metody, ktora oprocz punktow siatki zdefinio-
wanych w [A7] wykorzystuje jeszcze punkty poléwkowe Tyl = —A+(m+3)h,m=1,..,M

[59]. Czlony 0, (Di(Ni)ch,) w (59) aproksymujemy w punkcie (t#, x,,) ilorazami roznicowymi

1 1 1
“w pt1 pt1 ”w p+1 p+1
E <Di’m+; E (Ci,m—‘rl —Cim ) _Di’m_% 7 (Ci,m - Ci7m—1>> )

gdzie
i, = Di(;(mel + N{fm)>,

D¢m+l - D’(;(Nl/fm + Nz‘/ferl))?
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dlam =1, ..., M. Analogicznie aproksymujemy cztony 0, ((Dk(Nk) Dy(N. ))8 ck) przy czym
stezenia rozwazamy na poziomie t* zamiast t*T!. Do aproksymacji pozostalych pochodnych
wykorzystujemy ilorazy roéznicowe centralne, przedni i wsteczny, a réwnanie catkowe przybli-
zamy przy pomocy metody trapezow. Ponadto czltony D;(N;) w pierwszych (s — 1) warunkach
brzegowych w (61) aproksymujemy liczbami

D, = Di(NE,)

dlam = 0, M + 1 i podobnie Dy(Ny), Ds(Ns). Ale cztony Dy(Ny), Ds(Ns) w ostatnim warunku
brzegowym w (61) aproksymujemy liczbami DH,;’ D“17 D: Ml D“MJH Definiujemy niejawny
schemat roznicowy dla czesci eliptycznej na potenqal Fr+looraz dla czeéci parabolicznej na

stezenia ¢ postaci

19 9
—F““l 2R F#ﬁi Ph =000 <(DZ m— D’;‘ 1)k
) 2

" 7 " Y] n
(Dk m+ Ds m-l—% + D % Ds,m—%) Ck,m

(Dt - D:mﬂ)ck m+1)

put1 pt+l Iz iz e
—Fy + Fifl = Phy = Z ( RATEL T DS,M%) (Ck,M - Clc,M+1>7

Fé‘“ + 2y M pett g prdl

(62)

M+1 =

wopt1 woopt+l o
4i,0Ci0 +1quczl = 1o =0, )
s + M-‘r M+ [ | R
dzm 1sz 1 + Uzm 7,71n + uz m+1cz m+1l — in,m ei,mci,m? (63)
ft .
ql Mcz M + g M—l—lcz M+1 = Qz,M+1 =0,
gdzie

. T

= 7h2’

vﬁm:1+;<;<D’.‘ , + D 1),
) z,m+§ L,m—5

1
B = (=02, + 5 (B - F21Y).

1
Uéfmﬂ =k (_Dzmp - 1( #:—11 FMH))

eH :1+/<;(F“111—2F““+F“H)’

m

o 1 1 1 " 1
Gy = —Dip + Z Q (Dk,O - Ds,o) (Ck,l - Ck,o)a
=1
s—1
woo_ 1 0 1 1 "
G = —Dip+ > (Dk,MJrl - Ds,M+1) (Ck,M - Ck,M+1)7
k=1

DzO?

Qi,M+1 = Di,MJrlv

dam=1,..M,i=1,...,s—1oraz p = 0,..., K — 1. Jesli v/’ 7é 0, to przeprowadzamy
eliminacje Gaussa dla schematu (63) przy pomocy takich samych wzorow jak w (46).
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Twierdzenie 7 (|[A8], tw. 1).

i a owo nych krokow h, T ukta ma dokladnie jedno rozwigzanie przy zadanyc
) Dla dowolnych krokow h ktad (62 dokladnie jed ‘ e Frtt d h

(e ..., k1) postaci
o H
el Q’“{(D ~Diy)eko + 2 1((21 DBty = Do) (64)
M1 2(M +1)
(2= DDl = D)) = (L 2M) Dy, = Dl i
2(M +1) ’
s—1
F#L+1 = F#Liir-ll + Z Qk(DZ7m+ ng—i- )(Cﬁ,m—&-l o C'Z’m), m= M’ Y 0.
k=1

(ii) Uktad (63) ma doktadnie jedno rozwigzanie (i, ... ) przy zadanych (¢, ...,ck )
oraz F“+1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy kroki h, T sq tak maie ze v ) #0,m=0,...M+1,

1=1,...,5s — 1. Rozwigzanie to dane jest wzorem
, -1
ptl (o u(MA1) p(M+1)
Ci,M+1 = (Ui,M+1 i, M+1 o (65)

CARIES (Uffﬁl))_l ( 5‘5;”) Ufmﬁf;:&) m=M,...,0,
dlai=1,...,s — 1.

Twierdzenie 8 ([A8], tw. 2). Zaldzmy, ze stezenia poczgtkowe co;, i = 1, ..., s sq takiej reqular-
nosci, ze rozwigzanie (c, F) problemu rézniczkowego (59)—(61) nalezy do klasy C3([0, T] x Q, R?),
D; € C*([0,1],R,), i =1, ..., oraz Si_ cx = « > 0 dla pewnego o. Wiedy metoda réznicowa
(62), (63) jest zgodna, a bledy aproksymacji r, R = O(T + h).

Dowdd twierdzenia 7 opiera sie na metodzie eliminacji Gaussa. Z kolei twierdzenie 8 uzasadnia
sie, wykorzystujac wzor Taylora z resztg Lagrange’a.

3 Elektrodyfuzja, [A4], [A9]

Znowu zaczne od konstrukcji modeli matematycznych. Elektrodyfuzja to proces taczacy dwa
zjawiska: transport dyfuzyjny masy oraz transport tadunku elektrycznego. Poniewaz tadunki
sa zlokalizowane na jonach, to te dwa procesy dalo sie uwzgledni¢ przez odpowiednia definicje
strumienia masy i dotozenie réwnania na rozktad pola elektrycznego lub potencjatu elektrycz-
nego. Pierwszy model matematyczny opisujacy elektrodyfuzje opracowali niezaleznie od siebie
Nernst [71] w 1889 roku i Planck [74] w 1890 roku. Model ten byl pozniej badany przez Debye’a
i Hiickela [23]. W literaturze jest on nazywany modelem Nernsta-Plancka-Poissona, modelem
Poissona-Nernsta-Plancka lub czasami modelem Debye’a-Hiickela. Transport i dyfuzja natado-
wanych elektrycznie czastek (jonow, elektronow, dziur i koloidow) odgrywa wazna role w wielu
dyscyplinach nauki i techniki, a szczeg6lnie w elektrochemii, inzynierii elektrycznej i biome-
dycznej oraz medycynie. Szczegotowo jest to opisane w rozdziatach 1 w pracach [A4], [A9].
Wartym podkreslenia jest fakt, ze Hodgkin i Huxley za odkrycia dotyczace mechanizmoéw jono-
wych zwigzanych ze wzbudzaniem i hamowaniem w obwodowych i centralnych cze$ciach blony
komorkowej nerwu otrzymali w 1963 roku Nagrode Nobla w dziedzinie fizjologii i medycyny |39].
Od wielu lat trwaja intensywne badania mechanizmu transportu jonéw réznych pierwiastkow
w tzw. kanatach jonowych zlokalizowanych w btonach komérkowych réznych komorek zywych
organizmo6w. Jest kilka biologicznych teorii dotyczacych tego zagadnienia, jednak zadna z nich
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nie jest w pelni satysfakcjonujaca. Sztucznym jednowymiarowym odpowiednikiem biologicznych
kanalow jonowych sa np. jonowe selektywne elektrody (ISE).

Podobnie jak w procesie dyfuzji wzajemnej masy w ciatach statych, elektrodyfuzje opisuje
sie rownaniami ciaglosci (2). Strumienie sa znowu uogoélnieniem strumieni Ficka (1) i maja
postacé

Ji = —DZ-Vci + UiCiE, (66)
gdzie ¢; oznaczaja stezenia ladunkéw sktadnikéw, D; > 0 sa stalymi wspotczynnikami dyfu-

zji sktadnikow, F jest natezeniem pola elektrycznego generowanego przez catkowity tadunek
o gestosci ¢ = F'>°7 ;| z;c; spelniajacym relacje

dive = L, (67)
€&y

F' jest stalg Faradaya, z; sa wartoSciami tadunkéw sktadnikéw, zas ¢ i €, to odpowiednio,
stata dielektryczna prozni i wzgledna stata dielektryczna osrodka. Ponadto u; = D,z F/(RT)
jest ruchliwoscia sktadnikow, gdzie R to stala gazowa, zas T' jest ustalonag temperatura osrod-
ka. Powyzszy zwigzek wspolczynnikow dyfuzji z ruchliwoécig nazywany jest relacja Einsteina-
Smoluchowskiego. Strumienie J; nazywane sg strumieniami Nernsta-Plancka. W wiekszodci za-
stosowan pole elektryczne jest zastepowane potencjalem elektrycznym zgodnie z zaleznoscia

E= —V% (68)

co po prostu stanowi, ze pole elektryczne jest polem zachowawczym (jest to prawda w przypad-
ku braku pol magnetycznych). W ten sposob otrzymujemy silnie sprzezony nieliniowy uktad
paraboliczno-eliptyczny postaci
owc; + div(—Di (Vci + azicl-V<p)>: 0, (t,x)€0,T]xQ, (69)
—Np =33 zics, (t,x) € [0,T] x Q,

gdzie A = F/(eog,) jest stala Debye’a, o = F/(RT), i = 1,...,s. W literaturze nosi on na-
zwe klasycznego uktadu Nernsta-Plancka-Poissona (cNPP) lub klasycznego uktadu Poissona-
Nernsta-Plancka (¢cPNP) [51, 52, 78, 79, 81]. W powyzszym modelu jony sa traktowane jako
gaz elektronowy, a efekty jonowe sa pominiete lub sg uwzgledniane czesciowo, jak np. rozmiary
jonow [44]. Woda jest dielektrykiem. W potencjale elektrochemicznym uwzgledniono tylko tzw.
sktadowa idealna czyli potencjal elektryczny. A stad uktad réwnan (69) dobrze aproksymuje
elektrodyfuzje np. w przypadku uktadu o odpowiednio niskich stezeniach jondow.
Zadajemy warunek poczatkowy

¢i(0,x) = coi(z), =z €. (70)

Duzym wyzwaniem teoretycznym i technicznym jest zadanie warunkow brzegowych dla uktadu
(69) majacych zastosowanie w modelowaniu rzeczywistych proceséw, ktore bytyby spojne z wy-
nikami eksperymentalnymi. W znanych pracach Bilera, Hilhorst, Hebischa i Nadziei [5, 6, 7, 8, 9]
dowodyzi sie istnienie, jednoznacznos¢ i bada sie asymptotyke rozwigzan, ale wytacznie uktadow
fizycznie zamknietych, tzn. strumien tadunkéw jest na brzegu 0€) rowny zeru, opisujacych che-
motaksje. Ponadto autorzy ci zaktadaja dosé malo fizycznie mozliwy do realizacji jednorodny
warunek Dirichleta na potencjal ¢. Rowniez w wielu najnowszych pracach matematycznych
po$wieconych kanalom jonowym lub zagadnieniom pokrewnym autorstwa m.in. Constantina,
Eisenberga, Liu, Li i Wanga, wprawdzie wprowadza sie pewne uog6lnienia uktadu (69) uwzgled-
niajace niektore efekty jonowe i wzajemne zderzenia jonow, ale nie dopuszcza sie niejednorod-
nego strumienia na brzegu [18, 25, 26, 41, 44, 57, 60, 61, 62, 76, 85]. Moim zdaniem do opisu
uktadow fizycznie otwartych, tzn. takich, ze strumien tadunkéw przeptywa przez brzeg lub jego
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fragment, szczegolnie przydatne sa warunki brzegowe Changa-Jaffé (CJ) uzyte po raz pierwszy
przez tych wlasnie autoréw w 1952 roku do analizy polaryzacji w elektrolitach w przypadku
jednowymiarowym, n = 1 [13]. Od tego czasu w wielu pracach z elektrochemii takie warunki
byty rozwazane [10, 30, 56, 63, 80]. Podstawowa idea w zdefiniowaniu tych warunkow jest zato-
zenie, ze sktadowa normalna strumienia tadunkéw na brzegu OS2 jest proporcjonalna do réznicy
wazonej miedzy strumieniami wewnatrz i na zewnatrz obszaru 2,

Ji 0= —ki1Ciour + kinci,  (t,x) € [0,T] x 09, (71)

gdzie k;1, ko to stale materialowe, ktore opisuja przepuszczalno$é¢ brzegowej warstwy granicz-
nej, a ¢; oy 5a stezeniami sktadnikéw na zewnatrz oSrodka - przyjmuje sie, ze sa stale. Warunki
brzegowe (71) sa typowe dla ewolucyjnego ukladu (69) i przechodza w warunek Dirichleta na
stezenia ladunkow dla granicznego, tj. stacjonarnego ukladu cNPP. I znowu, znanych jest mi
kilka artykulow matematycznych, w ktorych dowodzi sie twierdzenia dotyczace istnienia i wla-
snosci rozwigzan, ale wlasnie zagadnien stacjonarnych, a wiec sita rzeczy nie wykorzystujacych
warunkow CJ [4, 26, 38, 43, 44, 55, 57, 60, 61, 76, 87|. Z mojego rozeznania wynika, ze artykul
[A4] jest pierwszym, w ktorym bada sie istnienie i analityczne wlasnosci rozwiazan jednowy-
miarowego ewolucyjnego uktadu ¢cNPP, n = 1, z nieliniowymi warunkami brzegowymi, ktore
w szczegbdlno$ci mogg mieé¢ posta¢ CJ. Zastosowana tutaj technike badawcza uogolnitem na
przypadek trojwymiarowy, n = 3, w artykule [A9], gdzie zaproponowalem model kanatu jono-
wego. W pracy tej wyidealizowany matematycznie zbior €2 jest cylindrem, na ktérego pobocznicy
strumienn ma warto$é zero, zas na wlocie i wylocie zadane sa warunki CJ. Na potencjat zadany
jest warunek Robina. Warunki CJ sa trudniejsze do badai matematycznych dotyczacych istnie-
nia rozwigzan lokalnych w czasie, gtéwnie z powodu problemoéw ze znalezieniem odpowiednich
oszacowan, jak i rozwiazan globalnych w czasie z powodu braku prawa zachowania masy lub
tadunku. Trudnosci z lokalnymi dowodami zostaly pokonane w |A4], [A9] poprzez rozwazenie
pewnych zbioré6w domknietych, ograniczonych i wypuktych zamiast kul domknietych, w odpo-
wiednich normach Sobolewa.

[A4] W artykule tym udowodnili$émy twierdzenia 4.2, 5.1, 6.1 o istnieniu, jednoznacznosci
i nieujemnosci lokalnych w czasie stabych rozwigzan w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa,
jednowymiarowego nieliniowego uktadu paraboliczno—eliptycznego (69) z warunkiem poczatko-
wym (70) oraz nieliniowymi warunkami brzegowymi na stezenia i niejednorodnym warunkiem
Dirichleta na potencjal. Warunki brzegowe moga mie¢ w szczegolnosci posta¢ CJ (71) na pod-
stawie uwagi 3.2. Dla prostoty rozwazyliémy dwa rodzaje jonow, s = 2, ale wyniki mozna
w sposob naturalny uogolnié na dowolng liczbe sktadnikow.

Oznaczmy Q = (0,1) C R i niech 7" > 0 bedzie dowolne. Niech funkcje ug,vg : 2 — R,
firgi [0, T] x R = R, h; : [0,T] — R i stale ay, 3;, A > 0 dla ¢ = 1,2 beda dane. Rozwazamy
problem rozniczkowy

U = O Ugy — Q2(UQy)s, (t,x) €10, x Q,

Uy = 61Uxx + 62(”%%0):1:7 (t,l‘) € [OvT] X Q7 (72)
Paz = AMu —v), (t,z) €[0,T] x Q,
u(0,2) = ug(x), v(0,2) =uv9(x), =z €, (73)
aqug(t,0) — asu(t,0)p.(t,0) = fi(t,u(t,0)), te€[0,T],
arug(t, 1) — agu(t, ), (t,1) = fo(t,u(t, 1)), te€[0,T],
Brv(t,0) + Bav(t, 0)e.(t,0) = g1 (t,v (¢,0)), te[0,T], (74)
51U1<t7 ) + BQU(tv 1)90w(t7 1) = 92(t7 v (tv 1))? te [07 T]v
o(t,0) = b (1), t€[0,T],
©(t, 1) = ha(t), t€10,7).
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Jesli potozymy s =2, 2y = —2, 2o = 2z, (z EN), u =1, v = ¢, a1 = Dy, ap = —Dlzl%,
B1 =D, B2 = Dozaiirs, A = %, to uktad (72) odpowiada uktadowi (69). Zgodnie z uwaga 2.1
przyjmijmy, ze hy(t) = ho(t) = 0. Definiujemy przestrzenie Sobolewa V = H'(Q) i H = L*(Q).
Oczywiscie tworza one trojke ewolucyjna V. C H C V™ z zanurzeniami gestymi, ciaglymi
i zwartymi. Rozwazmy jeszcze zbior

Hy={ueH: ulx)>0 pw.w Q}
Zalozenie H
(Ho) erHivoeH.

(H1) fi,gi, @ = 1,2 spelniaja warunki Carathéodory’ego: f;(-,u) i ¢;(+,u) sa mierzalne w sensie
Lebesgue’a oraz f;(t,-) i g;(t,-) sa ciagle.

(Hy) Spelnione sa warunki wzrostu:
|fi(t,w)| < axi + agilul,  [gi(t, w)| < by + byglul,
dla p.w. t € (0,T) i dla kazdego u € R, ze statymi ay;, as;, b1, bo; > 0,1 =1, 2.

(Hs) Spelnione sa jednostronne warunki Lipschitza:

filt,un) — fi(t,ug) 2 — Ly (w1 — ug),
g1(t,ur) — g1(t, ug) > —Lg, (ug — ug),
f2(t,U1) - fg(t,Ug) < Lf?(ul - u2)7
g2(t,u1) — ga(t, uz) < Ly, (ur — uz),
dla p.w. t € (0,7) i dla kazdego uy,us € R, uy > uo, ze stalymi Ly, L, > 0,1 =1,2.

Zalozenie HT

(Hy) wo€ Hy ivg € Hy.

(HY) Dla kazdego u < 0idla p.w. t € (0,7)
Si(t, u)
fo(t,w)

Rozwazmy nastepujaca staba posta¢ problemu poczatkowo-brzegowego (72)—(74).

< 07 gl(tau) < O,
>0, goft,u) > 0.

Problem PE. Znalez¢ u,v € L*(0,T;V) i ¢ € L*0,T;H*(Q) N H}(Q)) takie, ze uy, v, €
L2(0,T;V*) i dla pw. ¢ € (0,T)

(ug, Myvesv + /Q(alux — QU )N dr (75)
= fo(t,u(t,1))n(1) — fi(t,u(t,0))n(0) dla kazdego n €V,

(W Qvenv + | (Broe + Bovis) oo (76)
= go(t,v(t,1))C(1) — gi(t,v(t,0))C(0) dla kazdego ¢ €V,

| /Q pubad + X /Q (u—v)ede =0 dla kazdego ¢ € HL(Q), (77)

i spelniony jest warunek poczatkowy (73).
Udowodnili$my nastepujace twierdzenia.
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Twierdzenie 9 (|A4], tw. 4.2). Jesli spetnione sq zatozenia (Hy), (Hy), (Ha), to istnieje T > 0
takie, ze Problem PE ma rozwigzanie.

Twierdzenie 10 ([A4], tw. 5.1.) Jesli spetnione jest Zatozenie H, to Problem PE ma co naj-
wyzej jedno rozwiazanie na przedziale [0, T] dla dowolnego T > 0.

Twierdzenie 11 ([A4|, tw. 6.1). Zalézmy, zZe zachodzq Zatozenia H, H™. Wtedy jesli rozwig-
zanie Problemu PE istnieje na przedziale [0,T] dla pewnego T > 0, to dla kazdego t € [0,T]
mamy u(t) € Hy iv(t) € Hy.

Aby dowie$¢ twierdzenie 9, rozdzielamy Problem PE na dwa pomocnicze problemy, a mia-
nowicie na problem eliptyczny i paraboliczny. Taka technike zapoczatkowal Gajewski [33],
a pozniej stosowali ja m.in. Biler, Hebisch i Nadzieja [5, 6]. W lematach 4.1 i 4.2 wykazu-
jemy, ze problemy te maja jedyne rozwigzanie, co pozwala zdefiniowa¢ pewien operator Ar
okreslony na zbiorze B = B(T,Qq, Q1, Q2, Ro, R1, Ry) sparametryzowanym przez czas T > 0
i state Qq, Q1,Q2, Ry, R1, Ry > 0,

B={(w2) € Xr : Nullzorm < Qor lwalaorm < Q.

HZH%Q(O,T;H) < Ry, HZIH%Q(QT;H) < Ry,

Hth%?(O,T;V*) < @2, HZtH%?(O,T;V*) < R2}7 (78)
gdzie
X7 ={(u,v) € LQ(O,T; V) x L2(0,T; V) @ ou, v € L2(0,T; vV} (79)
Z NOrma
[ (w, V)| x7 = llullz20rvy + [Vl z20,mvy + el 20w+ + vl 20,00+,

. dt

T T
luliZsorwy = [ @ dt, Tl s = [ luao)

jest przestrzenig Sobolewa. Zuwazamy, ze zbior B jest domkniety, ograniczony, wypukly i nie-
pusty. Nastepnie korzystamy z lematow 4.3, 4.4 i z ponizszej wersji twierdzenia Schaudera—
Tychonoffa o punkcie stalym, ktore jest konsekwencja twierdzenia 1 w [3].

Twierdzenie 12 ([A4], tw. 4.1). Niech X bedzie refleksywnqg przestrzeniq Banacha i niech C' C
X bedzie domknietym, ograniczonym, wypuktym i niepustym zbiorem. Jesli funkcja A : C' — C
jest ciggowo stabo ciggla, to ma co najmniej jeden punkt staty.

Warto podkresli¢, ze B nie jest kulg domknieta, jak np. w [5, 6], ale jest podzbiorem do-
mknietym kuli domknietej. To wtasnie taka posta¢ zbioru B pozwolita na dobdér parame-
trow i zagwarantowala istnienie 7' > 0 takich, zeby operator Ar byl wewnetrznym, tzn.
Ar(B) C B. Tego typu trudnosci w znalezieniu odpowiednich oszacowan sa spowodowane
niejednorodnym i nieliniowym charakterem warunkow brzegowych (74). Ciekawe jest tez sko-
rzystanie pomocniczo z ulamkowych przestrzeni Sobolewa H*((2), s € (3,1). Pozwolilo to
uniezalezni¢ dowodd istnienia rozwigzania od wielkosci stalych wystepujgcych w réwnaniach,
a w szczegolnosci od wspotezynnikow dyfuzji D;, co jest istotne w zastosowaniach fizycznych.
Twierdzenie 10 wykazaliSmy w oparciu o nieréwnosci Gronwalla, Holdera, Younga i lemat Ehr-
linga. Aby dowie$¢ twierdzenie 11, znowu skorzystaliémy z twierdzenia 12 7z uzyciem metody
bariery.
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[A9] W artykule tym badalem model transportu i dyfuzji jonow w kanaltach biologicznych.
Jest on opisany trojwymiarowym nieliniowym uktadem paraboliczno-eliptycznym (69) z wa-
runkiem poczatkowym (70) oraz nieliniowymi warunkami brzegowymi na stezenia i warunkiem
Robina na potencjal. Istotna nowoscia jest rozwazenie warunkéow brzegowych Changa-Jaffé na
strumienie, na wlocie i wylocie kanatu (71), oraz Robina na potencjal, jak rowniez dopuszczenie
dowolnej liczby réznych rodzajow jonow o roznych tadunkach i ruchliwosciach. Udowodnitem
twierdzenia 4.2, 5.1, 6.1 o istnieniu, jednoznacznosci i nieujemnosci lokalnych w czasie stabych
rozwigzan w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa oraz lematy 4.1, 4,2, 4.3, 4.4. Zastosowa-
lem podobna technike dowodowa jak w [A4], ale ze wzgledu na wymiar, n = 3, skonstruowalem
inny, bardziej subtelny zbior B, inne nier6wnosci rézniczkowo-catkowe oraz zwigzane ze $ladem,
a ponadto przestrzen Sobolewa L?(0,T, H'(Q)) musialem zaaproksymowa¢ jej gesta podprze-
trzenia L*(0,T, H*(2)). Udowodnitem réwniez dwa pomocnicze twierdzenia 3.1, 3.2 o oszaco-
waniu i regularyzacji rozwigzan réwnania eliptycznego z warunkiem brzegowym Robina.

Definiujemy uproszczony cylindryczny kanal membranowy © C R3 z brzegiem 02 nalezacym
do klasy C'* postaci

Q= {(:El,xg,atg) ER*: 0<a <1, 25 +23 < gQ(xl)},
gdzie g € C*°([0, 1], R). Brzeg 02 dzielimy na trzy czesci:

0,00 = {(:1:1,352,:1:3) coN: x; = 0},

829 = {(ﬂfl,ZEQ,ZEg) € o0 : Tr = 1},

0382 = {(m,m,m) €0N: 0<u <1, a3 +a5 = 92@1)}‘

Czesci 0112, 02 postrzegamy jako wlot i wylot kanatu, odpowiednio, za$ 05€) - Sciane kanatu.
Niech funkcje co; : @ — R, a,b,h : [0,T] x 0Q — R oraz stale D;, a, A > 0, aj;,b;; > 0, z; € R,
1=1,...,5, 7 =1,2 beda dane, gdzie T' > 0 jest dowolne. Rozwazamy problem r6zniczkowy

orc; + div(—Di (Vci + ozzicz-Vgo)): 0, (t,z)€[0,T] x Q, (80)
—Np = \Y5_, zicj, (t,x) € 0,T] x Q,

¢i(0,2) = coi(z), x€Q, (81)
_Dz (8967; -+ OZZZ‘Cig% = —ay; + blici7 (t, l’) - [O,T] X 819,
—D; % + OéZiCz'af = —ay; + byici, (t,r) € [0,T] x 0,12, (82)
—Z)Z g(;z + OéZiCig*:i = O, (t,ﬂf) € [O,T] X 839,
alt, 2)22 + b(t, 2) = h(t, ), (t,2) € [0, x 9,

dla i = 1,...,s. Definiujemy przestrzenie Sobolewa V = H'(Q) i H = L?*(f2). Tworza one trojke
ewolucyjna V C H C V* z zanurzeniami gestymi, ciaglymi i zwartymi. Rozwazmy jeszcze zbior

Hy={ueH: ulx)>0 pw w Q}
Zalozenie H
(Ho) coo € Hyi=1,...,s.
(Hy) L e L(0,T;C%(99)), b € L*(0,T; H2(59)).

(Ha) 2(t,z) > po > 0dlap.w. t € (0,T)ikazdego z € 99, py = const.
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Rozwazmy nastepujaca staba postaé¢ problemu poczatkowo-brzegowego (80)—(82).

Problem PE. Znalezé ¢; € L*(0,T;V) i ¢ € L?(0,T; H*(Y)) takie, ze dyc; € L*(0,T;V*)
idlapw.te(0,7)

(Orciy midvexy + /Q D;(Ve; + azie;V) o Vn; dx (83)

= (CLM — blici) ;i do + / (CLQZ' — bQiCi) i do dla kaZdego n; € ‘/,
010 0202

/ V@OVfdx—F/ égoé“da: /\Z/ zjcjfdx+/ Efda dla kazdego £ €V, (84)
Q o0 a e o0 a
i spelniony jest warunek poczatkowy (81).

Udowodnili$my nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 13 ([A9|, tw. 4.2). Jesli spelnione jest Zalozenie H, to istnieje T > 0 takie, Ze
Problem PE ma rozwigzanie.

Twierdzenie 14 ([A9|, tw. 5.1). Jesli spetnione jest Zatozenie H, to Problem PE ma co naj-
wyzej jedno rozwiazanie na przedziale [0,T] dla dowolnego T > 0.

Twierdzenie 15 ([A9|, tw. 6.1). Zaldzmy, Ze zachodzi Zatozenie H oraz co; € Hy, i =1, ..., s.
Wtedy jesli rozwigzanie Problemu PE istnieje na przedziale [0,T] dla pewnego T > 0, to dla
kazdego t € [0,T) mamy ¢;(t) € Hy, i =1,...,s.

Idea dowodow powyzszych twierdzeii jest podobna jak w [A4|, przy czym zbior B = B(T, Qo, @1,
()2, Q3) ma teraz postaé

B = {w € Xr : ||wi||%2(O,T;H) < Qo, ||vwi||%2(o,T;H) < @, ||8twi‘|%2(O,T;V*) < @2, (85)
Hwi”%‘*(O,T;H) < Q3}-

Roznica w stosunku do (78) polega na dodaniu warunku: HwiH‘ﬁ(O 7. S @3- Dalszy komentarz
jest analogiczny, jak ten po sformutowaniu twierdzenia 12.

4 Dyfuzja i transport impulséw w komérkach nerwowych,
[A2], [A3]

Zjawisko generacji i propagacji impulsow nerwowych w neuronach zaczeto intensywnie ba-
da¢ w drugiej polowie XX wieku. Neuron, czyli komoérka nerwowa, jest podstawowym elemen-
tem ukladu nerwowego. Jednym z najbardziej znanych modeli jest jednowymiarowy reakcyjno-
dyfuzyjno-kinetyczny uktad Hodgkina-Huxley’a [39] z 1952 roku

{ w — Uy = f(u,0), (86)

Uy = g(u7/U)7

gdzie funkcje f i g maja odpowiednia posta¢ i sa zadane. Funkcja u € R jest potencjalem
pola elektrycznego w neuronie, za$ funkcja v € R3? opisuje przewodnictwo trzech rodzajow
jonow. Model ten jest matematycznie skomplikowany i zostal uproszczony przez Nagumo [70]
i FitzHugha [31], [32] do postaci

{ Up — Uyy = — f(u) — v, (87)

Ve = bu,
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gdzie f(u) = u(a — u)(1 —u), a,b > 0 sg stale i v € R. Glownie ze wzgledu na trudnosci
w konstrukeji rozwigzan szczegdlnej postaci np. typu solitonowej fali biegnacej, spowodowanych
nieliniowoscia funkcji f, McKean [68] zmodyfikowal ten uktad nastepujaco

{ut—um:H(u—a)—u—v,

v = bu — dw, (88)

gdzie H jest funkcja Heaviside’a oraz a,b > 0, d > sg state. Bardziej ogolne uktady tego typu,
obejmujace zar6wno neurobiologiczny model Hodgkina-Huxley’a jak i model Fielda-Noyesa re-
akeji chemicznej Bielousowa-Zabotytiskiego, z v € R™ byly badane w [27], [53]. Hiperboliczne
uogolnienie uktadu (88) w formie

{Tutt+ut—um:H(u—a)—u—v,

v; = bu — dv, (89)

gdzie 7 > 0 oznacza czas relaksacji, zostalo zaproponowane w 2015 roku w pracy Likusa
i Vladimirova [58|. Autorzy ci skonstruowali soliton 1 wykazali jego stabilnos¢. Pierwsze rowna-
nie w (89) mozna formalnie wyprowadzié¢, zastepujac strumien Ficka w rownaniu ciaglodci

yug + divJ =0 (90)
strumieniem, ktory spetnia réwnanie Cattaneo
7Ji+J =—kVu (91)

uwzgledniajace efekty pamieci zwiazanej z wewnetrzna struktura osrodka, i przyjmujgc ma-
tematyczne uproszczenie k = v = 1 [45], [67]. Tutaj u okresla propagujaca fale jonows.
W [34, 35| rozpatruje sie model jeszcze bardziej ogolny od tego z [58]. W [35] przedstawio-
no wyniki symulacji numerycznych modelu z [34], z ktorych wynika, ze dynamika ewolucji
rozwigzania solitonopodobnego w modelu z relaksacja jest odmienna od tego, co obserwuje sie
bez wtaczenia tego efektu.

[A2] W tym artykule udowodnitem twierdzenie 4.1 o istnieniu, jednoznacznosci i oszacowa-
niu lokalnych w czasie, ograniczonych wraz z pierwszymi pochodnymi, z lokalnie hélderowskimi
lub globalnie lipschitzowskimi pierwszymi pochodnymi, stosownie do regularnosci warunkow
poczatkowych, rozwigzan pewnego jednowymiarowego stabo sprzezonego nieliniowego hiper-
bolicznego problemu poczatkowego. Wykazatem rowniez lemat 3.1 o rownowaznosci tego za-
gadnienia rézniczkowego z ukladem catkowym, w odpowiedniej klasie funkcji. Nie znalaztem
w literaturze zadnych wynikéw dotyczacych istnienia rozwigzan takiego problemu poczatkowe-
go.

Niech funkcje f : [0,7] x R*** — R, g = (g1,...,gx) : [0,T] x R*** — R¥ zmiennych
(t,z,p,r) € [0,T] x R*T* g, u; : R — R, vg = (vo1, ..., vox) : R — R i stala ¢ € R beda dane,
gdzie T" > 0 jest ustalone. Rozwazamy zagadnienie poczatkowe

{ utt—um+cut:f(t,x,u,v), (tvq:) S [OaT] XR?

v =g (t,x,u,v), (t,x) € [0,T] x R, (92)

u(0,z) =uy(z), z€R,

v(0,2) =v9(x), x€R, (93)

u (0,2) = uy (z), = €R,
gdzie v = (vy,...,vx). Jesli ¢ > 0, to pierwsze hiperboliczne rownanie falowe w (92) nazywane
jest rownaniem telegrafistow. Pozostate k rownan w (92) traktuje sie jako rownania zwyczajne
z parametrem x. Symbolem || - || oznaczamy norme maksimum w R? d € N

lyll = max [yl y= (41, 90) € R (94)

=1,...,
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W przetrzeni fukcji ciggtych i ograniczonych Cj, (Q, Rd) definiujemy norme supremum

l2ll = sup {[lz W)I| - w € Q}, =2€Cy(QRY), (95)

gdzie Q@ = R lub Q C R2 Przestrzen funkcji cigglych i ograniczonych wraz z pierwszymi
pochodnymi oznaczamy przez C} (Q, Rd). Norme w tej przestrzeni definiujemy wzorem

21l = ll2llo + llzello + |2z llo, 2 € CF (2, RY). (96)

Przestrzenie (C’b (Q,Rd) N ||0) i (C’l} (Q,Rd) e Hl) sa przestrzeniami Banacha. Niech a €
(0, 1] bedzie ustalona. Dla dowolnej funkcji z € C,, (Q, Rd) okreslamy liczbe

g =swp {2 (t,2) = 2 G2 [t =T + o — 2] ¢ (t,2),(F,7) € Q}. (97)

Jesli [z]H’a < 00, to jest to najmniejsza stala Holdera dla funkcji z i wykladnika «, i jest
ona nazywana wspotczynnikiem Holdera. Jesli o = 1, to jest to wspolezynnik Lipschitza.
Wprowadzamy przestrzenie Holdera C (Q,Rd) c Gy (Q,Rd), Olta (Q,]Rd) c C} (Q,Rd)

ze skonczonymi normami, odpowiednio
[2llo+a = [I2llo + [2] g0 - (98)
1240 = 11201 + [zt o + [2el o -

Oczywiscie jesli 2 = R, to ¢t and z; w powyzszych definicjach nie wystepuje. Niech A(z, 7) C
R x [0,7], x € R bedzie trojkatem réwnoramiennym o wierzchotkach (x — 7,0), (z,7), (z +
7,0). Definiujemy przestrzen Holdera CHO‘([O,T] x R, Rd>C C’bl([O,T] X R,Rd) funkcji 2z €

loc

Clte (A(x, T),Rd) dla dowolnego A(z, T), ze statymi
[Zt]H,a,A(z,T) = Sup {Hzt (tV,E) —Z (Ea ‘/Z‘)H Ht - ﬂ + |‘7j - jH_a : (ta :L‘) ) (t_7 j) € A(Ia 7—)} ) (99)
el nason =510 {120 (6.2) = % GO [E =1+ o — 2™+ (6,2), (£:7) € Az, )},

niezaleznymi od A(z, 7). Mowimy, ze z;, z, sa jednostajnie holderowsko ciaglte w [0, 7] x R.
Oczywiscie jesli o = 1, to CL:* ([0, 7] x R,R?) = C**2([0, 7] x R, R?).

loc

Zatozenie Hy[ug, vo, u1]. Funkcje ug € C (R, R)NC? (R, R), vy € CHH (R,Rk>, up € CO7 (R,
R) N C* (R, R) sy takie, ze:

luolly < Ax, [lually < AFY, (o), Il < AT,

[ul]H,a < A§2)7 [(U’O)x]H,a < Ag2)’
oollo < Aay 119 (0,10 () w0 (Nllg < A, [1(w0),]l, < ASY,
(900,20 () w0 (D] o <AL, [(00),] 10 <A,

gdzie state A;, Al(j) >0, 1,7 = 1,2 sa dowolnie zadane.

Zaltozenie Hy|f, g]. Funkcje f, g oraz pochodne f., fp, fris Gzy Gpr Grs @ = 1,...,k sa ciagle.
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Ponadto istnieja niemalejace funkcje M;, MZ-( ) Hs, H2 : R2 — R+, 1 = 1,2 takie, ze dla
kazdego t,t € [0,T], z,Z € R, (q1,¢2) € RZ, p], |p| < q, Hr|| Hr||

|f(t7$ap, 7’)| < My (Ch QQ)

fe (L, p, )] 1y (tp, )] |, (o) < MY (g1, o)
lg (t,z,p,7)|] < Ma(q1,2),

lge (t.2.2.0)1 gy (E 2,90 e, (82, p, )| < MEY (g1, 40).

lg (t,2,p, 1) — g (t,2,p,7) || < Hy (ql,qz) it -1,
lge (t.2,p,7) — g0 (£, 7,5, 7)| < H (1, @2) [|l2 — Z| + |p — B] + ||r — 7|]*
lgy (¢, 2.p.7) — g, (t, 7,5, 7)| < HS (q1,40) [Jw — 2| + [p — B| + || — 7II)°,
lgr, (t, 2. p,7) = gr, (4.7, 5.7)| < H" (g1 2) [l — 7| + |p — Bl + | — 7]

Zalozenie H3|Q)]. Parametry Q;, Q,Ej), i,7 = 1,2 spelniaja nieréwnosci:

Q1 > A4,
Q1 > A
QY > 209, ae(0,1),
QP > M; + 642@1 + 042/\1 + ;’cAﬁl) + 27, a=1,
Q2 > A,
QY >z, QY > AP,
QY > H;, QY > AP, ae(0,1),
QY > My [1+2(QF +nQV")| + s, a=1,
Q2 >M2 (1+Q1 +nQ2)+A52), a=1,
gdzie My = M; (Q1,Qs), M = MM (Q1,Qs), Hy = Hy(Q1,Q2), H" = H{ (Q1,Q0),

i=1,2.

Definiujemy zbior C;Ta (Q) sparametryzowany przez czas 7 € (0,7] i stale @y, ng) > 0,
i,j =12,
G (@ = {(w) € Gt (0. 7] x RRM) (100)
u(O,x) = Uo (f), U(07x> = Vo (.T)) Ut (O,LU> = U (Zﬂ)’
1 1 2 2
lullo < @1, Hluelly < @ Tally < Q) [l 0 oy < QF [tal 0oy < Q1

Jolly < @a. Nelly < @57, Neelly < @, ] ey < @F ordigangary < &7, = € R},

Twierdzenie 16 ([A2], tw. 4.1). Jesli spetnione sq Zatozenia Hi|ug,vo,u1|, Half,g|, Hs|Q]
ic> 0, toistnieje T € (0,T] takie, zZe problem (92), (93) ma jedyne rozwigzanie (u,v) € C’;Ta (Q)
iueC?([0,7] x R,R).

Twierdzenie 16 udowodnitlem przy pomocy twierdzenia Banacha o punkcie stalym, wykorzy-
stujac lemat 3.1 o postaci catkowej i lemat Arzeli-Ascoliego. Podkreslmy, ze w twierdzeniu
16 przyjmuje sie zatozenie, ze f,g moga by¢ tylko lokalnie lipschitzowskie wzgledem p € R,
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r € R¥, co pozwala uwzgledni¢ w szczegolnodci réwnania z czlonami wielomianowymi wzgle-
dem u i v. Ponadto moga to by¢ wszystkie wielomiany o ile prawe strony rownan nie zaleza od
t,x. Twierdzenie 16 jest rowniez prawdziwe, gdy uktad zwyczajny w ukladzie (92) nie wystepu-
jei f = f(t,z,p). Warto podkresli¢, ze Cblf (@) nie jest kula domknieta, ale jest domknietym
podzbiorem kuli domknietej w przetrzeni Cb([(), 7] X R, R1+k). To wlasnie taka postaé¢ zbioru
C’blf (Q) pozwolita na dobor parametrow i zagwarantowala istnienie 7 > 0 takich, zeby odpo-

wiedni operator H = (F,G) byl wewnetrznym, tzn. H(C’,}f (@) )C Cy 2 (Q) i zwezajacym.

[A3] W tej pracy udowodnitem twierdzenia 4.3 i 4.6 o istnieniu, jednoznacznosci i oszacowa-
niu globalnych w czasie klasycznych rozwigzan jednowymiarowego stabo sprzezonego nieliniowe-
go hiperbolicznego problemu poczatkowego (92), (93) badanego w [A2|. Ale teraz przedziat [0, T
w (92) zastepujemy polprosta Ry = [0, 00), za$ funkcje poczatkowe oznaczamy przez @o, 1o, 1
zamiast ug, vg, u1. Wykazalem tez pomocnicze twierdzenie 2.2 o stabych hiperbolicznych nie-
rowno$ciach rozniczkowych i lemat 3.1 o roéwnowaznosci badanego problemu rézniczkowego
z pewnym ukladem catkowym, w troche innej klasie funkeji niz w [A2]. Ponadto zaproponowa-
tem metode konstrukeji dolnych i gérnych rozwiazan w przypadku ograniczonych f, g, ug, ui, vo.
Polega ona na rozwigzaniu odpowiednio skojarzonych réwnan rozniczkowych zwyczajnych
z warunkiem poczatkowym. Taka metoda rozniczkowa jest wygodniejsza do stosowania niz np.
metoda catkowa z wykorzystaniem funkcji Greena opisana w [11] dla réwnan parabolicznych.

Twierdzenie 17 ([A3], tw. 4.3). Zatdzmy, Ze:
(1) feC? (Rg X R?Hf,R), geCt (Rg X R2+k,Rk),
, g spetniajq warunek Lipschitza wzgledem p,r w Ry X ze stalq L,
9) f,q spetniaj k Lipschi led Ri x R+ la L

(3) Gus Gps Griy @ = 1, ..., k spetniajq warunek Lipschitza wzgledem x,p,r w RS x R*™ ze stalq
Ll:

(4) o € C2(R,R), p1 € C' (R, R), ¢y € C" (R, R¥),
(5) (o)z spetnia warunek Lipschitza w R ze statq Ly.

Wowczas istnieje jedyne rozwigzanie (u,v) € C? (Rar x R, R) x C1 (Ra“ x R, Rk’) problemu
(92), (93).

Funkcja (u,v) € C? (R;{ X R,R) x C1 (]Ra“ X R, Rk) spelniajaca uklad nieréwnosci

utt_uxx+cut <f(t,$,u,'U), (t,[E) GRE;_ X]R>

v < g(tx,u,v), (t,r) € R§ x R,

o () > u(0,z), zr € R, (101)
o () > v (0,2), r e R,

1 () > u (0,2), z € R,

nazywana jest rozwigzaniem dolnym problemu (92), (93) w Ry x R. Gdy nieréwnosci sa prze-
ciwne, to nazywamy jg rozwigzaniem goérnym tego problemu.

Zalozenie A. Istnieje co najmniej jedna para rozwiazan dolnych i gornych (ug,vy), (Uo, 7o)
problemu (92), (93) taka, ze

Uy < Up, Vg STy W R(T x R. (102)
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Dla danej pary rozwiazan dolnych i gornych (uy, vg), (U, Do) problemu (92), (93) speliajacych
Zalozenie A definiujemy sektor

(1o, vy) , (T, Ta)) = {(u,v) € C? (R x R,R) x C" (R x R, R"):

ug (t,7) < u(t,z) <To (), (t,7) <v(t,z) < Ty (t2), (t7) € Ry x R}

oraz przedziat
(m, M) = {(u,v) e RY™F: my < u < M,, m<v<M},

gdzie m = (mq,...,myg), M = (M, ..., M),
moy = inf{go (t,z): (t,r) € R x R}
m; = inf {Qm’ (t,z): (t,r) € RS x ]R}
My = sup {ﬂo (t,z): (t,r) € R} % R} :

M; = sup {@m (t,z): (t,x) € R} % R} :

v = (Vo1, -, V1), 0 = (Tot1, ..., Dok ), © = 1, ..., k. Definiujemy jeszcze przy pomocy rekurencji dwa
ciagi funkcji (u,,v,,), (Un, ), Up, Un : R X R — R, v,,,7, : Rf x R — R*, n € Ny := NU {0}:
Lu,, = f(tz,u, (t,x),yn(t,x))—kcz (t,z), (t,z) e R xR,
(Wng1); = 9 (7,0, (t, 2) v, (¢,2)) (t,x) € R§ xR,
Uny1 (0,2) = o (2), x € R, (103)
n+1(0.’l§') ()7 xER,
(tn11), (0,2) = 1 (2), z €R,
Lini1 = f(ta,a, (t,1),0, (8 2) + S, (t2), (t2) € RY xR,
(Unt1)e = g (@0, (t, ) , Vs (¢, 7)) (t,z) € R§ xR,
U1 (0,7) = o (), z €R, (104)
@nJrl (07 l‘) ( ) VS R?
(ﬂn+1>t (07 x) (SL’) ) LS R>

gdzie L = uy — Uypy + cuy + %u jest operatorem dzialajacym na funkcje u € C? (Ré X R, ]R).
Twierdzenie 18 ([A3|, tw. 4.6). Zaldzmy, ze spelnione jest Zalozenie A oraz:

(1) f€CH(R§ xR x (m,M),R), g € C* (Rf x R x (m, M) ,RF),

(2) f,g spetniajq warunek Lipschitza wzgledem p,r ze statq L w R x R x (m, M),

(3) Gzy Gps Griy @ = 1,.... k spelniajq warunek Lipschitza wzgledem x,p,r ze statg L1 w R{ x
R x (m, M),

(4) f(t,x,p,r)+ %p, g sq niemalejgce wzgledem p,r w R x R x (m, M),
(5) ¢=0
(6) o € C*(R,R), 1 € C* (R, R), ¢y € C* (R, RF),

(7) (Uo)z spetnia warunek Lipschitza ze statqg Ly w R.
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Wowezas:

(i) istniejq jedyne rozwigzania (u,,v,), (U, v,) € C? (Rar x R, ]R) x O1 (Rar X R,Rk), n €
Ny problemow (103), (104), odpowiednio,

(ii) spelnione sq nieréwnosci w Ry x R:

gl
gl

U0<Q1<QQ<< 2< 1<ﬂ07

<
|

Uo<y1<yg<...< 2< 1<607

(i31) (Upn,vy) s (Un, Un), n € Ny sq dolnym i gérnym rozwigzaniem problemu (92), (93) w Ry xR,

(i) lim, o (T (£, 2) —u, (t,2)) = 0, lim, . (T, (t,2) — v, (t,2)) = 0 prawie jednostajnie
w R x R,

(v) funkcja

(o (t.2).0 (2)) = Jim (u, (02) 0, (12)) = Jim (3 (1.2) 5 ()
€ (7 (Rf{ x R, R) x C1 (Rf{ x R, R’“) jest jedynym rozwigzaniem problemu (92), (93)
w sektorze ((ugy,vy) , (To, To))-

Twierdzenie 17 udowodnitem przy pomocy iteracyjnej metody Picarda, wykorzystujac lemat
3.1 o postaci catkowej, lemat 4.1 o oszacowaniu, lemat 4.2 o przejéciu granicznym oraz lemat
Arzeli-Ascoliego. Z kolei twierdzenie 18 wykazalem przy pomocy metody monotonicznej dolnych
i gornych rozwigzan, korzystajac z lematow 3.1, 4.1, 4.2, lematu Arzeli-Ascoliego i twierdzenia
2.2 o stabych hiperbolicznych nieréwnosciach rézniczkowych. Podkreslmy, ze w twierdzeniu 17
zaktada sie globalny warunek Lipschitza na f, g, g5, gp, g» wzgledem p, r, zas w twierdzeniu 18
tylko lokalny warunek Lipschitza, tj. dla p,r nalezacych do przedzialu (m, M). Dlatego tez
twierdzenie 18 dopuszcza rownania z czlonami wielomianowymi wzgledem u i v. Warto jeszcze
zauwazy¢, ze twierdzenia 17, 18 sa rowniez prawdziwe, gdy uklad zwyczajny w ukladzie (92)

nie wystepuje i f = f(¢,x,p).

9 Metody r6znicowe dla lokalnych i nielokalnych modeli dyfuzji,
[A1], [A5]

W rozdziatach 2, 3, 4 przedstawitlem wyniki dotyczace pewnych konkretnych uktadéw réwnan
rozniczkowych. Ale jest wiele bardziej skomplikowanych zjawisk fizycznych do opisu ktorych
konstruuje sie rownania i uktady roéwnan rézniczkowych z cztonami nielokalnymi. Takie rowna-
nia nazywa sie czesto rownaniami rozniczkowo-funkcyjnymi. Dla przyktadu moga to by¢ row-
nania reakcji-dyfuzji z przesunietym argumentem czasowym lub przestrzennym oraz réwnania
rozniczkowo-catkowe. Te pierwsze rownania opisujg zagadnienia z biologii, biofizyki, bioche-
mii, chemii, medycyny, ekologii, ekonomii, teorii sterowania, reakcji jadrowych, a te drugie
uwzgledniaja tzw. catkowe zrodla [84, 89]. W tym rozdziale nie bede skupial sie na konkretnym
modelu, ale rozwaze sytuacjg ogo6lng czyli abstrakcyjna, podajac jednocze$nie kilka waznych
przyktadow rownan zaréwno roézniczkowych jak i rézniczkowo-funkcyjnych, dla ktérych wszyst-
kie przyjete przeze mnie zatozenia sg spelnione. Przedstawie twierdzenia dotyczace zbieznosci
i stabilnosci jawnych i niejawnych metod réznicowych oraz wlasnosci rozwigzan dyskretnych
dla wspomnianych réwnan z warunkiem poczatkowym oraz warunkami brzegowymi typu Diri-
chleta i Robina. Chcialbym jeszcze zwrocic uwage, ze do doktadniejszego modelowania zjawisk
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w o$rodkach anizotropowych mozna uzywac¢ pochodnych przestrzennych mieszanych, ktére wy-
stepuja w badanych réwnaniach. Ale nawet réwnania tylko z pochodnymi czystymi, jak np.
rowanie ciepta, po dokonaniu zamiany zmiennych czesto generuja pochodne mieszane. W teorii
metod réznicowych zamiany zmiennych dokonuje sie w celu przeksztalcenia dziedziny funk-
cji szukanej najczesciej na prostopadloscian, co utatwia aproksymacje i zwicksza doktadnosc
obliczeniowa.

Rozwazmy rownanie rézniczkowe

Oz (t, ) zéjl Op,za (2 (L, x)) + é}l Opb (2 (t,2)) + c(2(t,x)), (105)

gdzie funkcje a,b,c : R — R sa dane. W zastosowaniach, sktadnik z pochodna drugiego rzedu
po prawej stronie w (105) odpowiada dyfuzji lub dyspersji, sktadnik z pochodna pierwszego
rzedu reprezentuje konwekcje lub adwekcje, a ostatni sktadnik opisuje procesy reakcji, takie
jak sorpcja, zrodto lub zlew. Funkcja szukana z jest zwykle nieujemna biologiczng, medycz-
na, fizyczng lub chemiczna wielkoscia, taka jak gesto§é, nasycenie lub stezenie. Duzo znanych
rownan postaci (105) z wielomianowa prawa strona jest opisane w [1, 36, 42, 69]. Jest to
w szczegolnoscei jednowymiarowe uogoélnione rownanie Burgersa—Huxley’a

Oz (t,x) = KOz (t, ) + a(2(t, x))P0pz(t, x) + B2z (t,x) [1 — (2 (¢, 2))"] (2 (t,2))" —~], (106)
jednowymiarowe uogo6lnione réwnanie Burgersa—Fishera
iz (t, @) = KOppz (t, ) + a(2(t, )P0, 2(t, ) + Bz (t,2) [1 — (2 (¢, 2))"] (107)

oraz wielowymiarowe réwnanie reakcji-dyfuzji
0,z (t, ) :,i Opsos (2 (8, 2))™ = B (2 (t,2))°, (108)

gdzie k > 0, € R, 3 >0, v € (0,1), p € N, m > 0, 6 > 0. Rownanie (106) obejmuje
wiele modeli z biologii matematycznej i fizyki, w tym kilka rownan z dynamiki populacji i fi-
zyki jadrowej. Kladac a = 0, k = 8 = p = 1 w (107), otrzymujemy réwnanie Fishera, ktore
jest archetypowym deterministycznym modelem ewolucji korzystnego genu w populacji diplo-
idalnych osobnikow zyjacych w jednowymiarowym $rodowisku. Réwnanie (108) jest prostym
i szeroko stosowanym modelem dla r6znych problemoéw fizycznych, chemicznych i biologicznych
zwigzanych z rozpraszaniem, zrodlem lub absorpcja, np. modeluje sie nim filtracje w osrod-
kach porowatych, transport energii cieplnej w plazmie, przeptyw chemicznie reagujacego ptynu
z powierzchni oraz ewolucje populacji. Rownania (106), (107), (108) dla pewnych wartosci pa-
rametrow spelniaja wszystkie zalozenia w moich twierdzeniach w [A5] lub [A1], ktore nizej
przedstawie. Warto jeszcze dodaé¢, ze rownania Newella—Whiteheada, Zeldovicha, KPP i inne
badane w [36, 69] sa rowniez postaci (105) i spelniaja te zalozenia.

Przykladem réwnania nielokalnego, ktore spelnia zalozenia w twierdzeniach w [A5] jest
catkowa posta¢ ukladu FitzHugha-Nagumo (87)

t
Up — Ugy = — f(u) — b/ u(s, z)ds — vo(x), (109)
0
gdzie vy jest zadanym warunkiem poczatkowym dla rownania kinetycznego [68].

[A1] W tej pracy udowodnitem twierdzenia 6.1 i 6.2 o oszacowaniu bledu i jednostaj-
nej zbieznosci jawnych metod réznicowych dla nieliniowych i quasi-liniowych parabolicznych
w sensie Waltera rownan rozniczkowo-funkcyjnych z warunkiem poczatkowym i warunkiem
brzegowym typu Dirichleta. Ponadto z uwagi 6.5 wnioskujemy o asymptotyce btedu, a z uwa-
gi 6.2 wynika, ze metody sa stabilne. Moga to by¢ w szczeg6lnosci rownania silnie nieliniowe
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czyli nieliniowe wzgledem drugich pochodnych. Uogdlnitem warunek Perrona (patrz (118)) za-
kladany we wszystkich wczesniejszch pracach z grupy Kamonta [15, 16, 46, 47, 48| oraz jego
szczegblny przypadek tj. warunek Lipschitza zakladany z kolei we wszystkich wezesniejszych
pracach z grupy Malca [64, 65, 66] i Pao [73]. Pozwolilo to rozszerzy¢ klase rownari nielinio-
wych o te z czlonami quasi-liniowymi 37, a;;(¢, 7, 2)0y,0, 2, gdzie funkcje a;; 1 E X R — R sa
zadane, oraz dopuscito uktady rownan silnie nieliniowych i quasi-liniowych na podstawie uwagi
6.3. Jak wiadomo cztony quasi-liniowe czesto wystepuja w rownaniach modelujacych dyfuzje.
Przeanalizowatem tez, dowodzac lematy 6.2 i 6.3, szybkosé¢ aproksymacji czlonu funkcyjne-
go w roéwnaniach rézniczkowych operatorem schodkowym S), zdefiniowanym przez Malca [64]
i operatorem interpolacyjnym 7}, zdefiniowanym przez Kamonta [47|. Konkluzja jest taka, ze
w klasie funkcji z € C1(Q, R) rzad aproksymacji w obu przypadkach jest rowny jeden, ale juz
w klasie z € C?(Q, R) rzad aproksymacji operatorem T}, jest rowny dwa, podczas gdy operato-
rem Sy pozostaje rowny jeden. To wtasnie wyniki uzyskane w tym artykule zainspirowaly mnie
do dalszej pracy zar6wno z rownaniami ogolnymi [B6], [B7], [B8], [B9], [A5], jak i z bardzo
konkretnymi, modelujacymi zjawiska dyfuzji i transportu, ktore opisatem w rozdziatach 2, 3, 4.

Niech 7> 0,75 >0, X = (Xy,...,Xy), 7= (74, ..., Tn), gdzie X; >0, 7, > 0dlai=1,..,n,
beda dane. Definiujemy zbiory

= (—Xl,Xl) X ... X (_Xn;Xn) C an
X -7,X+7], 02=E\E,

& [l

Ey = [-Tp,0] x = C R,
OE = (0,T) x 0= Cc R*"*",
Q=FEFUFEyUoyE,
Q=N ([-To,t] xR™), tel0,T].
Symbolem M, «,, oznaczamy zbior rzeczywistych symetrycznych macierzy kwadratowych n x n.
Definiujemy zbiory
Af=FE x B(,R) x R" X M, xn,
Ap = E x B*(Q,R) x R*" x M2, .
gdzie
B(QR)={z:Q =R [sup{|z(t,x)|: (t,2) € Q} < o0,
FkeN3IQ,....0 3aV, . a® aecRIBD, 0P beR™:
Q=00 ([a,a" +a) x b, +b)),
k
Q={J Q, QNQ=0fori#j 2o, €C(UR), i,j=1,.,k}
i=1

jest zbiorem funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a, ograniczonych i kawatkami ciagtych w €.
Normy maksimum w przestrzeniach R"™ i M,,.,, oznaczamy przez || - ||, a w przestrzeni funkcji
ograniczonych B(2,R) przez || - |q. Dla ustalonego ¢ € [0, T] relacja

Izllg, = max{‘z (f, x)‘ : (f, ZL‘) € Qt} , z€ B(,R)

oznacza seminorme w B (2, R). Niech funkcje f : Ay — R i ¢ : EyUdyE — R beda dane.
Rozwazamy nieliniowe rownanie rézniczkowo-funkceyjne czastkowe drugiego rzedu postaci

Oz (t,x) = f(t,x, 2,02 (t,x), Opez (t, ), (t,x) € E, (110)
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z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym typu Dirichleta
z(t,x) =@ (t,z), (t,x) € EgUOE, (111)

gdzie 0,2 = (0p, 2, ..y On, 2)y Opwz = [(‘Lﬂjzr, K Mowimy, ze rownanie (110) jest paraboliczne
1,j=

w sensie Waltera, gdy dla dowolnych macierzy ¢,§ € M,x, i dla kazdego (t,z) € E, z €
B (Q,R), p € R" prawdziwa jest implikacja

¢g<q= f(t,z,z,p,q) < f(t,z,2,p,q),

gdzie nierownosé¢ ¢ < ¢ oznacza, ze macierz ¢ — ¢ jest potokreslona dodatnio (patrz [86], §23).
Funkcja f spelnia warunek Volterry, gdy dla dowolnych (t,z) € E, 2,z € B(2,R) i dla kazdego
p e R" q € M,«, ma miejsce implikacja

zlo, = Zla, = f(t,x,2,p,q) = f(t,z,Z,p,q).

Dyskretyzujemy zbior € w nastepujacy sposob. Niech (ho, ') = h, b’ = (hq, ..., h,) beda
krokami siatki. Oznaczamy przez H zbior wszystkich krokéow h takich, ze istnieje Ny € Z
oraz N = (Ny,...,N,) € N" o wlasnosci: Nohg = Ty, N;h; = X; + 7, @ = 1,...,n. Przez
KoeNi K = (Kl, ., K,) € Z™ rozumiemy liczby takie, ze Kohy < T < (Ko + 1) ho, K;h; <
X, < (Ki+1)h;, i = 1,...,n. Wezly siatki (t(“ (m)), M = (xgml),...,x;m”)) okreglamy

)

nastepujaco: t) = /Lho, =m;h;, 1 =1,...,n. Dla h € H definiujemy zbiory dyskretne

Z

R1+n — {(t(u)7 x(m)) . (M7 m) c ZlJrn} :
E,=EnNR*,

Eon=EyN Ry,

OBy = 00E N R,
Qh = Eh U EOh U ath,

Q=N ([=T0, %] xR, po
Ef ={(tW,2™) e By: 0<pu<Ky—1}.

Dla dowolnej funkeji siatkowej z : Q, D Q, — R i punktu (t(”),x(m)) e Q, przyjmujemy

oznaczenia: z(™ = 2 (t(“),a:(m)), |z|m) = |z(=m™)| Symbol 2|, oznacza restrykcje funkeji

siatkowej z do zbioru . Przestrzeri wszystkich funkcji siatkowych oznaczamy przez § (Qh, R)
i wprowadzamy norme maksimum

I2llg, = max {|2[“™ : (£®),20") € Qu}, 2 e F (W R). (112)
Dla ustalonego p € {0, 1, ..., Ko} zwigzek
I1llq,, = max{|z\(["m) : (t([‘),x(m)> € Qh,u}, 2 €F (O, R) (113)
oznacza seminorme w § (€2, R). Definiujemy zbior indeksow
T={(,7): 1<i,j<n, i#j}

i zaktadamy, ze I',,I'_ C I" sa dowolnymi podzbiorami takimi, ze ', UT_ =T, T, NT_ =10
(w szczegolnosci dopuszeza sie I'y = () lub I'_ = (). Zaktadamy, ze jesli (i, 7) € T'y, to (j,i) € T'y
ijesli (i,7) € I'_, to (j,i) € I'_. Niech z € F(,,R) i (t(“),x(m)) € Ej,. Definiujemy ilorazy
roznicowe przednie i wsteczny, odpowiednio,
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1
Sz B — I~ [Z(quLm) _ z(u,m)} : (114)
0
+oum) LT umete) L (um) ;
5izﬂvm:h—{z“’m ci —z"’m], 1=1,...,n,
5 2mm) — ; [20sm) _ pum=ed] 1, o,

gdzie e; = (0,...,0,1,0,...,0) z 1 na i-tej wspolrzednej. I dalej definiujemy ilorazy roznicowe
centralne i tzw. siedmiopunktowe § = (81, ...,d,), 6 = [5;]"

ij=1"
§; 2™ = ; 6520 4672 m] =1, (115)
8yz ™ = 5?5;2(“”"), 1=1,...,n,

8521 = ; 6505 2 4 oo (G, G) €T,

82 ™) = ; 65052 670y 2 (G, 5) €Ty

Niech funkcja ¢, € §F(Eon U 0oEn,R) bedzie dana. Definiujemy jawny schemat réznicowo-
funkcyjny

5 Z(/"’m) o t(:u‘)’ x(m)’ G z ’52(/"‘77”)’ 5(2)Z(u7m) , t(lu“)’ x(m) € E ,
{ 0 I wl2] ) ( h (116)

Z(va) — Spl(zu’m)7 (t(u)’ x(m) c EO.]’L U aOEha
gdzie Gy, = Sy, lub G, =Ty,

Zalozenie F|f, ul
(F}) Funkcja f zmiennych (¢, z,z,p, q) € Ay jest ciagta.

(Fy) Istnieja funkcje ograniczone o = (ay, ..., ), 5 = [ﬁij]?j:p gdzie a;, Bi; : Ay — R sg
takie, ze dla kazdego (t,z,z,p,q),(t,z,2,p,q) € A

f(tvxazapa Q) - f(t,.T,Z,ﬁ, g) :zn: Q; (P) (pl _pz) + zn: 61’]’ (P) (qZJ - q_ij)7
i=1 ij=1

gdzie P = (t,2,2,2,p,p,q,q) € Ap1,

(F3) Macierz (3 jest symetryczna oraz
Bi; (P)>0 1 B (P)#0, (i,j) el
Bi; (P) <0, (i,j) €',
dla kazdego P € Ayy.
(Fy) Istnieja funkcje o : [0,7] x Ry — Ry, p: Ry — R, o wlasnosciach:

(1) o jest ciagta i niemalejaca wzgledem obu zmiennych, o (¢,0) =0 dla t € [0, T7;
(2) p jest niemalejaca;

(3) dla kazdego ¢ > 0, €,e9 > 0 maksymalne rozwiazanie problemu Cauchy’ego
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O (t)=co(t,w(t))+e, w(0)=¢g (117)

jest okreslone na [0, 7] i funkcja @ () = 0, ¢ € [0, T jest maksymalnym rozwiazaniem
(117) dla ¢ > 0, €,&9 = 0;

(4) spetiony jest uogdlniony warunek Perrona
f (t2,2,p,0) = f (t2.2p.9) < p(lal) o (¢ 11z - 2lq,) (118)
dla kazdego (t,z, z,p,q), (t,z, Z,p,q) € Ay.

(F5) u € C(,R) N CY(E,R) jest rozwigzaniem problemu r6zniczkowo-funkcyjnego (110),
(111).

Zalozenie S [f, h]
(S1) Kroki siatki h = (ho, h') € H sa takie, ze:

"1
1—2ho;h—?@i<zﬂ>+ho (; o s (P> 0 (119)
h;
_El ( )|+ﬁu Z |ﬁzg |/0 (120)
J#l

dla kazdego P € Ay, i =1,...,n
(S2) Istnieje ¢ > 0 takie, ze hih; ' < co, 4,5 =1,.

Twierdzenie 19 (|Al|, tw. 6.1). Przypusémy, Ze spetnione sq zatozenia F|f,u|, S|f, h| i istnieje
funkcja vo - H — R taka, ze

‘go(“’m) - cpg“’m)‘ <70 (h), (¥ 2™) € By U doEn, lim 5o (2) = 0. (121)

Wowcezas:

(i) dla kazdego h € H istnieje jedyne rozwigzanie v € §F (Qp,, R) schematu réznicowo-funkcyj-
nego (116),

(ii) istnieje funkcja o : H — Ry taka, Ze

U =vllg, , <a(h), 0<p< Ky, }llinéoz (h) =0, (122)

gdzie U = u|q,, tzn. Ze metoda rdznicowa jest jednostajnie zbiezna.

Twierdzenie 19 o zbieznosci metody réznicowej udowodnitem, korzystajac z dyskretnego twier-
dzenia poréwnawczego 5.1. W (F3), ktore jest jednoczesnie definicja zbioréw I'y i I'_, zaktada
sie stalo$¢ znaku funkeji §;; w Ay dla ustalonego (4,j) € I'. Dla réwnan quasi-liniowych, tj.
generowanych przez funkcje

n

f(t7x727p7 Q> = Z aij(taxvz)qij +F<t,l’,2,p), (t7x7zup7 Q) € Afu
1,7=1

zalozenie o statosci znaku, w tym przypadku wspotczynnikéw a,;, mozna pominaé. W tym celu
modyfikujemy definicje ilorazéow siedmiopunktowych, okreslajac je w trakcie procesu oblicze-
niowego wzorem

1
8;;2m) = 3 [5?5;2(“””) + 5;5}2(“”")} . jeshi aj; (t(“ ™ Gy [z ]) 0, (123)
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1
§;;20™) = 5 50 2 56 Zm L jedli ay (t<“>,x<m>,Gh [z]) > 0.

Wowczas analogiczne twierdzenie jak twierdzenie 19 jest prawdziwe (zobacz twierdzenie 6.2).

[A5] W tej pracy udowodnitem twierdzenie 4.1 o oszacowaniu rozwiazan nieliniowego pa-
rabolicznego w sensie Waltera rownania rézniczkowo-funkcyjnego z warunkiem poczatkowym
i warunkiem brzegowym typu Robina, twierdzenie 4.2 o istnieniu, jednoznacznosci i oszacowaniu
jednostajnym wzgledem siatek (tj. niezaleznym od siatek) rozwiazan skojarzonych niejawnych
schematow roznicowych, a takze twierdzenie 5.1 o oszacowaniu bledu i jednostajnej zbieznosci
skonstruowanej metody roznicowej. Ponadto z uwagi 5.3 wnioskujemy o asymptotyce bledu,
a z uwagi 5.4 wynika, ze metoda jest stabilna. Moga to by¢ w szczegdlnosci réwnania silnie
nieliniowe oraz uktady réwnan silnie nieliniowych i quasi-liniowych, jak zauwazylem w uwadze
5.5. Z uwagi 6.1 wynika, ze analogiczne twierdzenia sa prawdziwe dla rownan quasi-liniowych
z ilorazami roznicowymi siedmiopunktowymi zmodyfikowanymi wzorem (123) na poziomie
p + 1, tak jak w [Al]. Pomocniczo wykazalem twierdzenie 3.1 o istnieniu, jednoznacznosci
i oszacowaniu rozwiazan pewnego dyskretnego niejawnego réwnania funkcyjnego z warunkiem
poczatkowo-brzegowym oraz twierdzenie poréwnawcze 3.2. Istotng nowosciag w tym artykule
jest lokalne zalozenie na kroki siatki, tj. na zbiorze A%, w konstrukcji ktorego kluczowe jest
wyznaczenie przedzialu R C R, co realizuje sie, rozwiazujac poréwnawcze zwyczajne zagadnie-
nia poczatkowe (128) i (132). We wszystkich wezesniejszych pracach z tej tematyki zatozenie
to bylo przyjmowane globalnie, tj. na zbiorze Ay |15, 16, 46, 47, 48, 49, 50, 64, 65, 66, 72, 73|.
Uogolniony warunek Perrona (137) na zbiorze A% wprowadzilem w [B8], a w wersji mniej ogdl-
nej tzn. z p1 (||q||) zamiast py (||p||, |l¢]]) w [B7]. W ten sposob dopuszczamy w szczegolnosci
wazne roéwnania z cztonami wielomianowymi wzgledem 2 i 0,,2z, np. 20,,z oraz z czlonami
quasi-liniowymi >0, a;;(t, 7, 2)0y,2, 2, gdzie funkcje a;; : £ X R — R sa zadane, ktore sa ty-
powe w modelach dyfuzji. Jak juz napisalem wczesniej, np. rownania (106), (107), (108) dla
odpowiednich wartosci parametrow spetniaja wszystkie zatozenia w twierdzieniach w tej pracy.
W modelach dyfuzji czesto zaktada sie na brzegu zbioru {2 warunki brzegowe Robina, a nawet
ich nieliniowe modyfikacje, jak np. to miato miejsce w rozdziatach 2 i 3.

Uzupelniamy oznaczenia z [Al]. Przyjmujemy, ze 7 = 0, co oznacza, iz nie pogrubiamy
brzegu dyE. Wynika to z faktu, ze teraz w warunku brzegowym wystepuja pochodne. Dzielimy
brzeg JyE na roztaczne zbiory:

i—1 n+i—1
S;_ == 851 \ U an, Si_ = 8En+i \ U an,
j=1 7j=1

HEF = (0,T) x S, E7 =(0,T| xS, i=1,..n.

Zbior funkcji ograniczonych B(2,R) w definicji zbiorow Ay, Ay zastepujemy zbiorem funkeji
ciagltych C(Q,R) i okreslamy jeszcze zbiory

C(Q,R) ={z:Q — R} N C(Q,R),
S<Qh,R) == {ZZQh%R}ﬂS(Qh,R),

gdzie R C R jest zadanym przedzialem, zas Q), C €, dowolnym podzbiorem. Niech funkcje
f:Ar =R, ¢o: Ey — R, aby: dhE — R bedg dane. Rozwazamy nieliniowe réwnanie
rozniczkowo-funkceyjne czgstkowe drugiego rzedu postaci

Oz (t,x) = f(t,z,2,0,2 (t,x),02 (t,x)), (t,z) € E, (124)
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z warunkiem poczatkowym i nieliniowymi warunkami brzegowymi typu Robina

z(t,x) =p(t,x), (t,z) € Ey,

a(t,x)z(t,x) + b(t,x)0,2(t,x) = P(t,z), (t,x) € QLS i=1,..,n,
a(t,z)z(t,x) — b(t, )0y, 2(t,x) = Y(t,x), (t,x) € kE;, i=1,...,n

Dyskretyzujemy zbiory brzegowe

80E;zr.i = OOET N R}lﬁna OB, ,; = 0E; N RH”, i=1,....n.

(125)

(126)

Okreslamy jeszcze operator interpolacyjny G, : § (2, R) — C(Q,R), ktory ma nastepujace

wtasnosci:
(1) dla kazdego 2z € C (Q,R) N C*? (E,R)
tigy Gy 2] — =l = 0
gdzie Z := z|q, jest restrykcja z do Q,

(2) spelniony jest warunek Lipschitza ze stata D; > 0

1Gr 2] = Gr Elllg,,, < Drllz=2lg,, . 27 €FOmR), p=0,..

(3) dla kaZdego Z, zZ e S(Qh,R) Jeéll Z|Qh‘u = 2|Qh'u, to Gh[z”gt(u) = Gh[z”Qz(u)’ n =

(4) speliony jest warunek wzrostu

1GulH e, < Iz, - = € BOR), p=0... K.

Szczegolnym przypadkiem Gy, jest T, z D1 = 1. Niech funkcje ¢y, € §(Eon, R), ¥y € §(00En, R)
beda dane i niech A, := alg,g,, Brn = blo,g,. Definiujemy niejawny schemat roznicowo-

funkcyjny

oz (™) = F(tW) M) Gy [2], 82 (mHm) 5@ 5 (utLm)y, (t(u)’x(m)) € B,

Z(M m) — gp(”‘ m)7 (t(u)’ x(m)) e EO.h7
AR ) g BT g ) = it tW, 2 € 3y B,
Ag ™ ymm) _ B 5 () — g £t 2 € OBy, i

Zaltozenie G|f, a,b, 4]
(G4) Istnieje funkcja o : [0, 7] x Ry — Ry o wlasnosciach:

(1) o jest ciagta i niemalejaca wzgledem obu zmiennych;

(2) maksymalne rozwiazanie & problemu Cauchy’ego

W (t)=0o(tw(t), w(O)=lelg
jest okreslone na [0, T7;

(3) speiony jest warunek wzrostu

34

(128)



£ (t2,2,0,0) <o (4|2l ) (129)
dla kazdego (t,z) € E, z € C' (,R).
(G2) Rownanie (124) jest paraboliczne w sensie Waltera.
(G3) Funkcje a,b sa ciagte, a > 0, b > 0.

Twierdzenie 20 ([A5|, tw. 4.1). Jesli zatozenie G|f,a,b, | jest spetnione, u € C(2,R) N
Cl? (E,R) jest rozwigzaniem problemu rdzniczkowo-funkeyjnego (124)—(126) oraz

|V (t,z)| <alt,x)o(t), (t,z)€ dE, (130)

to prawdziwe jest oszacowanie
lu(t,x)| <@(t), (t,z)eq, (131)

gdzie & jest maksymalnym rozwigzaniem problemu (128).
Zaltozenie F[f,a,b, o, on, ]

(F1) Funkcja f zmiennych (t,z,2,p,q) € Ay jest typu Volterry.
(F,) Istnieje stata ® > 0 taka, ze dla kazdego h € H

max{||enll g, , - [¥n/Anlloe, } < ©.

(F3) G|f,a,b, ¢ jest spelnione i maksymalne rozwigzanie @ problemu Cauchy’ego
() =o(t,w(t)), w(0)=2a (132)
jest okreslone na [0, 7.

(Fy) Istnieja ograniczone pochodne
Of = Opfy O, f), Oaf = 104, fii21
w zbiorze A% = E x C(Q, R) x R™ X M, x,, gdzie
R:=[=w(T),0"(T)],  w(T) := max{w(T),o(T)}. (133)
(F5) Macierz 0,f jest symetryczna oraz
Og; [(P) 20 1 0y, f(P)#0, (i,5) €Ty,
04, f(P) <0, (i,j) el

dla kazdego P € Aj}.
Zaltozenie S [f, h]
(S1) Kroki siatki h = (ho, ') € H sa takie, ze

0y F(P) + 0 (P = 1S - [0, 5(P)] > 0 (134
o

dla kazdego P € A%, i =1,...,n.
(S9) limpo ™ =0,i=1,..,n.

ho
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(S3) Istnieje cq > 0 takie, ze hih;1 <cg,i,7=1,...,n.

Twierdzenie 21 ([A5|, tw. 4.2). Jesli zatozenia F|f,a,b, o, pn, ¥n], SIf, h] sa spetnione, to dla
kazdego h € H istnieje jedyne rozwigzanie v € F(Qp, R) schematu rdéznicowo-funkeyjnego (127)
1 prawdziwe jest oszacowanie

oo, < S(E9) < BT), p=0,.... o, (135)
gdzie @ jest maksymalnym rozwigzaniem problemu (132).
Zalozenie F [f, u]
(Fl) F|f,a,b, o, pn,¥n] jest spetnione. Ponadto istniejg funkcje o1 : [0,T] x Ry — Ry, p :
R? — R, o wlasnosciach:
o1 jest ciggla i niemalejaca wzgledem obu zmiennych, o (¢,0) = atel0,T];
1 j iggta i niemalej led b i h t,0)=0dl 0,T
(2) p1 jest niemalejaca wzgledem obu zmiennych;

(3) dla kazdego ¢ > 0, £,e9 > 0 maksymalne rozwiazanie problemu Cauchy’ego

W' (t) = coy (t,Diw (t)) +e, w(0)=¢p (136)

jest okreslone na [0,77] i funkcja @; (t) = 0, ¢ € [0,7] jest maksymalnym rozwiaza-
niem (136) dla ¢ > 0, g,69 = 0, gdzie D; wystepuje w definicji operatora interpola-
cyjnego Gp;

(4) spetniony jest uogdlniony warunek Perrona
(b zma) — f (625, )] < pr (ol lall) o (8112 — 2, (137)

dla kazdego (t,7,z,p,q), (t, 7, 2,p,q) € A}.
(Fy) u e C(Q,R)NCH? (E,]R) jest rozwiazaniem problemu rézniczkowo-funkeyjnego (124)—

(126).

Twierdzenie 22 ([A5], tw. 5.1). Przypusémy, Ze spelnione sq zatozenia F|f,a,b, v, on, ¥n],
S|f,hl, F|f,ul, zachodzi (130), istniejq state a > 0, b > 0 takie, zZe a(t,x) > a, b(t,x) < b,
(t,z) € OF), 1 istniejq funkcje vyo,71 : H — Ry takie, ze

’go(“’m) — <p§f’m)’ <o (h), (t¥2"™) € Eyp, lim 5o (h) = 0, (138)
‘w(u,m) . w#hm)‘ < hO’Vl (h) ’ (t(#(7$(m)) c 80Eh, }Lln[l) Y1 (h) =0. (139)

Wowezas:

(i) dla kazdego h € H istnieje jedyne rozwigzanie v € § (Qp, R) schematu réznicowo-funkcyj-
nego (127),

(ii) istnieje funkcja o : H — Ry taka, Ze
U = ollg,, <a(h). 0<u< K lima(h)=0, (140)
gdzie U 1= ulq,, tzn. Ze metoda rdznicowa jest jednostajnie zbiezna.

Twierdzenie 20 wynika z nieréwnosci rézniczkowych zwyczajnych, za$ twierdzenia 21, 22 udo-
wodnitem przy pomocy twierdzen 3.1, 3.2. Z kolei twierdzenia pomocnicze 3.1, 3.2 wykazatem,
korzystajac z twierdzenia Banacha o punkcie stalym i z indukcji matematycznej. Technike po-
rownawcza z dowodu twierdzenia 22 wykorzystalem do uzasadnienia twierdzenia 6 w rozdziale
2 tej rozprawy. Zwracam jeszcze uwage, ze zbior B(£2,R) w definicji dziedziny Ay funkeji f
zastapitem zbiorem C(Q,R) i rozwazytem tylko funkcje f rozniczkowalne wzgledem p,q, ze
wzgledu na zastosowania i aproksymacje rownania (124). Do takiego wniosku doszedlem juz po
publikacji pracy [A1l], kiedy zaczalem bardziej dogtebnie zajmowa¢ sie zagadnieniami dyfuzji.
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6 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

6.1

6.1.1

B1

B2

[B3

Wykaz publikacji
Publikacje przed doktoratem

| L. Sapa, A finite-difference method for a parabolic-elliptic system, Opuscula Mathematica
17 (1997), 57-66.

| L. Sapa, A finite-difference method for a non-linear parabolic-elliptic system with Diri-
chlet conditions, Universitatis lagellonicae Acta Mathematica 37 (1999), 363-376.

| J. Artymiuk, E. Artymiuk, L. Sapa, Obliczenia konstrukcyjne przy projektowaniu gryzo-
wych narzedzi wiertniczych, Wiertnictwo, Nafta, Gaz 19 (2002), 27-34.

6.1.2 Publikacje po doktoracie

(B4

IB5

[B6

[B7

B8

[B9

[B10

[B11

[B12

[B13

[B14

[B15

| L. Sapa, Existence and uniqueness of a classical solution of Fourier’s first problem
for nonlinear parabolic-elliptic systems, Universitatis lagellonicae Acta Mathematica 44
(2006), 83-95.

| M. Malec, L. Sapa, A finite difference method for nonlinear parabolic-elliptic systems of
second-order partial differential equations, Opuscula Mathematica 27 (2007), 259-289.

| L. Sapa, A finite difference method for quasi-linear and nonlinear differential functional
parabolic equations with Neumann’s condition, Commentationes Mathematicae 49 (2009),
83-106.

| K. Kropielnicka, L. Sapa, Estimate of solutions for differential and difference functional
equations with applications to difference methods, Applied Mathematics and Computation
217 (2011), 6206-6218.

| L. Sapa, Estimates of solutions for parabolic differential and difference functional equ-
ations and applications, Opuscula Mathematica 32 (2012), 529-549.

| L. Sapa, Implicit difference methods for differential functional parabolic equations with
Dirichlet’s condition, Zeitschrift fur Analysis und ihre Anwendungen 32 (2013), 313-337.

]| K. Tkacz-Smiech, B. Bozek, L. Sapa, M. Danielewski, Viscosity controlled interdiffusion
in nitriding, Diffusion Foundations 10 (2016), 28-38.

| M. Danielewski, L. Sapa, Nonlinear Klein-Gordon equation in Cauchy-Navier elastic
solid, Cherkasy University Bulletin, Physical and Mathematical Sciences 1 (2017), 22—-29.

| L. Sapa, B. Bozek, M. Danielewski, Weak solutions to interdiffusion models with Vegard
rule, AIP Conference Proceedings 1926, 020039 (2018), 020039-1-020039-9.

| M. Danielewski, L. Sapa, Foundations of the quaternion quantum mechanics, Entropy
22, 1424 (2020), 1-20.

| M. Danielewski, L. Sapa, Diffusion in Cauchy elastic solid, Diffusion Fundamentals 33
(2020), 1-14.

| M. Danielewski, L. Sapa, Quaternions and Cauchy classical theory of elasticity, Advances
in Manufacturing Science and Technology 44 (2020), 67-70.
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[B16 | B. Bozek, L. Sapa, K. Tkacz-Smiech, M. Zajusz, M. Danielewski, Compendium about
multicomponent interdiffusion in two dimensions, Metallurgical and Materials Transac-
tions A (2021), doi 10.1007/s11661-021-06267-9.

6.2 Opis otrzymanych wynikéw

6.2.1 Dyfuzyjny i bezdyfuzyjny transport masy, [B10], [B11], [B12], [B13], [B14], [B15]
[B16]

Artykuly B[12], B[16] sa silnie zwiazane z moimi badaniami dotyczacymi dyfuzyjnego trans-
portu masy w ciatach stalych, ktorych wyniki przedstawilem w rozdziale 2 tej rozprawy. Pra-
ca [B12| jest materiatem konferencyjnym. Przedstawiliémy tutaj modele matematyczne dyfu-
zji wzajemnej w cialach staltych w przypadku jedno- i wielowymiarowym, odpowiednio (20)-
(22) i (41)-(43). Ponadto sformutowalismy twierdzenia 1, 2, 3, ktoére sa udowodnione w [A6].
W [A7], [A8] opracowalismy niejawne metody roznicowe zachowujace regute Vegarda dla proble-
mu paraboliczno-eliptycznego (41)-(43) i udowodnilismy niektore ich wlasnosci w wymiarach 1D
i 2D. Glownym walorem pracy |B16] jest opis eksperymentu laboratoryjnego dyfuzji w probcee
ztozonej z kobaltu, zelaza i niklu, w geometrii 2D i poréwnanie otrzymanych wynikéw z oblicze-
niami numerycznymi uzyskanymi przy pomocy metody roznicowej z [A8] dla modelu (41)-(43).
Przeprowadzona analiza potwierdza poprawno$¢ modelu matematycznego, metody roznicowej
i wynikow teoretycznych z [A8|, a wiec w szczegdlnodci stusznosé przyjetego postulatu (15)
o potencjalnosci predkodci dryftu v”. Praca ta jest na chwile obecng waznym kompendium na
temat dyfuzji wzajemnej w ciatach staltych w wysokich temperaturach. Artykul [B10| dotyczy
szczegblnej formy dyfuzji wzajemnej w ciatach stalych, jaka jest azotowanie metali i stopow
w niskich temperaturach. W tym przypadku oprécz stezen i dryftu nalezy uwzgledni¢ jesz-
cze potencjaty chemiczne i cisnienie. Do konstrukcji modelu matematycznego wykorzystaliémy
dwa rownania ciaglodci, regute Vegarda, lepkosprezyste réwnanie Maxwella na dryft i cidnie-
nie oraz rownanie GGibbsa-Duhema na potencjaly chemiczne. W przypadku jednowymiarowym
opracowaliSmy niejawna metode réznicowa i wykonaliSmy serie eksperymentéw numerycznych
dla warunku brzegowego Robina z ruchomym jednym koricem przedziatu okreslonosci (problem
Stefana).

Na drugim biegunie proceséw transportu sg zagadnienia catkowicie bezdyfuzyjnego przeno-
szenia masy w oSrodku idealnie sprezystym. Podstawy teoretyczne tego zagadnienia stworzyt
Cauchy, a pozniej wykorzystat je Navier. W artykule [B13] wykazaliSmy, ze kwaternionowa me-
chanika kwantowa ma dobrze ugruntowane korzenie matematyczne i moze by¢ wyprowadzona
z modelu o$rodka sprezystego, tj. mozna uznac, ze reprezentuje fizyczng rzeczywistosé osrodka
sprezystego. Wychodzac od klasycznego rownania réwnowagi Naviera-Cauchy’ego

uy = 3¢2V(divu) — c*rot(rotu) (141)

i wzoru na energie

1 3 1
€= 5u o Uy + ECQ(diVU)2 + 502r0tu o rotu (142)

oraz korzystajac z twierdzenia Helmholtza o dekompozycji pola predkodci u € R3 i algebry
kwaternionow [37], wyprowadzilismy uktad kwaternionowych réwnan falowych Kleina-Gordona
i Poissona, a takze kwaternionowe rownanie Schrodingera, stacjonarne i niestacjonarne. Kwa-
ternionowe stacjonarne rownanie Schrédingera uzyskaliSmy przy uzyciu rachunku wariacyj-
nego, minimalizujac odpowiedni rzeczywisty funkcjonat catkowy z lagranzjanu generowanego
przez kwaternionowy operator rozniczkowy Cauchy’ego-Riemanna. Praca [B13] rozszerza wyni-
ki z [B11], [B14] i [B15]. W [B11] wyprowadzili$my uklad kwaternionowych réwnan falowych
Kleina-Gordona i Poissona w troche ubozszej wersji dla idealnie sprezystego osrodka, jakim jest
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krysztatl Plancka-Kleinerta. UzyskaliSmy tez nielokalne warunki brzegowe przy pomocy réwna-
nia ciaglosci dla kwaternionowego dyfuzyjnego strumienia energii. Z kolei w [B14]| otrzymalismy
kwaternionowe rownanie Schrodingera dla krysztatu Plancka-Kleinerta. Praca [B15] to krotki
przeglad opisanych wyzej wynikow dotyczacych kwaternionowej teorii pola.

6.2.2 Metody réznicowe, |[B1|, [B2|, B|5]|, [B6], [B7], |[B8], [B9]

Prace [B1|, |B2] i |B5| dotycza konstrukcji oraz wiasnosci niejawnych metod réznicowych
dla wielowymiarowych nieliniowych stabosprzezonych rézniczkowych uktadéw paraboliczno-
eliptycznych 7z warunkiem poczatkowym i réznymi warunkami brzegowymi. Artykuty [B1], [B2]
napisatem przed doktoratem. Artykul [B5] to skrot mojej pracy doktorskiej, ktora byta uzupet-
niona jeszcze jednym rozdzialem opisanym ponizej w [B4|. Scharakteryzuje teraz krotko [B2],
[B5]. W tych pracach badatem uklady paraboliczno-eliptyczne w ogélnej postaci

fl (t,x,z(t,x)78le (t,l’),awal (t,l’)):O, (t,ﬂf) GEv le"‘LaP: (143)

{ Oz (t,x) = fi(t,x, 2(t, ), 0pzy (t, ) , Oz (), (t,x) € E, 1=1,..,q,
gdzie funkcje f;: E X RP X R" X M, — R, I =1,...,p sa zadane, z = (21, ..., 2,), £ = [0,T] x
(0,6)" C R, Uklad (143) rozwazalem z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym,
przy czym w [B2| jest to warunek Dirichleta, a w [B5| - ogolny nieliniowy sprzezony warunek

{ o (t,x, 2(t, ), 0,2 (t,x)) =0, (t,x) € E, 1=1,..,4q,

=0
'Lpl (twru Z<t7x)7arizl (t,l’)) = 07 (t,ZI}) € 80E7 [ = q + 17 e D,y (144)

gdzie funkcje ¢; : OpE X RIXR - R, [ =1,...,qoraz ¢y : O0F XRP xR —- R, l=¢q+1,...,psa
zadane, Z = (21, ...,2,), £ =1[0,T] x 0(0,0)". W |B2] udowodnitem przy pomocy lematow 4.1,
5.2 o nier6wnosciach dyskretnych i lematu 5.1 o zgodnosci metody réznicowej, twierdzenie 6.1
o oszacowaniu bledu i jednostajnej zbieznodci. Z kolei w [B5| korzystajac z lematow 5.1, 5.2,
wykazatem twierdzenie 5.1 o istnienieniu i jednoznacznosci rozwigzania schematu réznicowego.
Wazny lemat 5.2 uzasadnitem, korzystajac z twierdzenia Banacha o punkcie stalym. Ponadto
udowodnitem twierdzenie 5.3 o oszacowaniu btedu i jednostajnej zbieznosci metody réznicowej.
W dowodzie skorzystatem z lematow 5.3, 5.4, 5.5 o nierowno$ciach dyskretnych oraz twierdzenia
5.2 0 zgodno$ci metody. Warto zwroci¢ uwage, ze aby uzasadni¢ twierdzenie 5.3, skorzystalem
z nierownosci dyskretnych z czlonami nielokalnymi, mimo ze réwnania rézniczkowe czlonow
nielokalnych nie maja. Zalozenie regularnosciowe odnosnie funkcji f; = fi(t,z,2,p,q), 1 =
oi(t,x, z,p) 1 Y = Yy(t,x, z,p) generujacych rownania (143) i warunki brzegowe (144) orzeka,
ze sa one lipschitzowskie wzgedem z,p, ¢ w swoich dziedzinach.

Prace [B6], |B7], [B8] i [B9] poswiecone sa konstrukeji oraz badaniu wlasnosci jawnych
i niejawnych metod réznicowych dla wielowymiarowych nieliniowych i quasi-liniowych nielokal-
nych rownan parabolicznych z warunkiem poczgtkowym i warunkami brzegowymi Dirichleta
lub Neumanna. Rozwazamy réwnania paraboliczne w sensie Waltera z zaleznoscia funkcyjna
typu Volterry postaci

Oz (t,x) = f(t,x,2,0.2 (t,x), 00z (t,x)), (t,x) € E, (145)

gdzie funkcja f: E' x B(Q,R) x R" X M,,«, — R jest zadania. Przy czym w pracach [B§|, [B9]
zbior B(€,R) zostal zastapiony zbiorem C(,R) (patrz rozdzial 5). Artykul [B6] jest odpo-
wiednikiem pracy [Al] z ta roznica, ze tutaj warunek brzegowy jest typu Neumanna. Zalozenia,
twierdzenia i technika dowodowa sa analogiczne jak w |A1l], ale realizacja tego byla mozliwa
dzieki sformutowaniu i dowodowi dyskretnego twierdzenia porownawczego 3.1. Artykul [B7],
podobnie jak [Al], dotyczy zbieznosci i stabilnosci jawnych metod réznicowych dla réwnan
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z warunkiem Dirichleta. Zapoczatkowal on wazna ide¢ znajdowania oszacowan rozwigzan roz-
niczkowych i dyskretnych, niezaleznie od krokéw siatki, co pozwola na istotne ostabienie zato-
zenia warunku Perrona, tzn. zakladamy go na zbiorze A} zamiast na zbiorze Ay - opisalem
to dokladnie w rozdziale 5, analizujac prace [A5]. Pomysl ten wykorzystalem pozniej w pracy
[B8|, a w [A5]| poszedlem jeszcze dalej i zalozenia na kroki siatki rowniez przyjatem tylko na
A%. Prace [B8], [B9] poswigcone sa metodom réznicowym niejawnym dla rownan z warunkiem
Dirichleta. Dowodzi sie w nich analogiczne twierdzenia jak w wyzej opisanych artykutach, czyli
o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan schematow réznicowych oraz o zbieznodci i stabilnosci.
Ale byto to mozliwe dzieki sformutowaniu i dowodowi w [B9| twierdzenia 3.1 o istnieniu i jedno-
znacznosci rozwiazan niejawnego dyskretnego réwnania funkcyjnego z warunkiem poczatkowo-
brzegowym oraz dyskretnego twierdzenia poré6wnawczego 3.2. Jak juz wspominalem wczesniej,
w |B8] wprowadzitem najbardziej ogélny warunek Perrona (137).

6.2.3 Inne prace, [B3], [B4]

Artykul [B3] powstal przed moim doktoratem i ma charakter czysto aplikacyjny. Przy pomocy
elementarnych obliczeri matematycznych scharakteryzowaliSmy pewne konstrukcyjne zaleznosci
przy projektowaniu gryzowych narzedzi wiertniczych.

Artykul [B4] napisany jest na podstawie jednego rozdzialu w mojej pracy doktorskiej.
Udowodnitem w nim twierdzenie 1, o istnieniu i jednoznacznos$ci globalnego w czasie kla-
sycznego rozwigzania jednowymiarowego stabo sprzezonego nieliniowego nielokalnego ukta-
du paraboliczno-eliptycznego z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym Dirichleta.
Twierdzenie to wykazatem przy pomocy metody monotonicznej dolnych i gérnych rozwiagzan
z wykorzystaniem wtasnosci funkcji Greena dla operatora Stourma-Liouville’a i odpowiedniego
operatora Niemyckiego.
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5. Aktywno$é naukowa w wiecej niz jednej uczelni lub instytucji naukowej:

e Wspolpracuje z matematykami z Uniwersytetu Jagielloriskiego (dr hab. P. Kalita).
Zaowocowalo to waznym artykulem [A4].

e Wspolpracuje z matematykami z Uniwersytetu Gdanskiego (dr. hab. K. Kropiel-
nicka, prof. H. Leszczynski, wezesniej prof. Z. Kamont). Zaowocowalo to waznym
artykutem [B7]. Wygtositem kilka referatow na seminarium prowadzonym przez H.
Leszczyniskiego, wezesniej przez Z. Kamonta.
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e Od wielu lat uczestnicze w seminarium Roéwnania rézniczkowe czgstkowe, prowa-
dzonym przez prof. P. Zgliczyniskiego i dr hab. A. Ochal na Uniwersytecie Jagiel-
loniskim. Wygtositem tam wiele referatéw, w szczegélnosci: 8 marca 2011, Metody
roznicowe dla réwnan parabolicznych; 28 stycznia 2014, Istnienie i jednoznacznosé
rozwigzania uktadu ewolucyjnego z warunkiem poczatkowym oraz problem stabilno-
Sci rozwigzan stacjonarnych i falowych; 26 maja 2014, Badanie stabilno$ci orbitalne]
metoda skoniczenie wymiarowej redukcji zagadnienia wlasnego; 15 i 26 marca 2016,
Dyfuzja wielosktadnikowa; 21, 28 marca 2017, Rozniczkowe nieréwnosci rekurencyjne
i oszacowania dla uktadu Naviera-Stokesa; 9 maja 2018, Matematyczna, numeryczna
i fizyczna analiza modeli dyfuzji wzajemnej w dryftem.

e Przez 1 rok uczestniczytem w seminarium prowadzonym przez prof. F. Baranskiego
na Politechnice Krakowskiej. Wyglositem tam kilka referatow. W 2018 roku przez
1 semestr uczestniczytem w seminarium prowadzonym przez prof. J. Koronskiego na
Politechnice Krakowskiej. Wygtosilem tam referat.

e 19 czerwca 2020 wygtositem referat, Uktady paraboliczno-eliptyczne w modelach dy-
fuzji, na seminarium Analiza nieliniowa, prowadzonym przez dr hab. M. Galewskiego
i prof. W. Kryszewskiego na Politechnice ¥Lodzkiej.

e 4 marca 2021 wyglositem referat, Uklady paraboliczno-eliptyczne i paraboliczne
w modelach dyfuzji, na seminarium Réwnania fizyki matematycznej, prowadzonym
przez prof. G. Lukaszewicza na Uniwersytecie Warszawskim. Uczestnicze w tym se-
minarium, ktore jest prowadzone online.

e Od 10 lat wspélpracuje z naukowcami z Wydziatu Inzynierii Materiatowej i Ce-
ramiki AGH (prof. M. Danielewski, prof. R. Filipek, prof. K. Tkacz-Smiech, dr.
K. Szyszkiewicz-Warzecha, dr. M. Zajusz). Zaowocowalo to wieloma artykulami:
[A4], [A6], [A7], [A8], [B10]-[B16|. Bylem wykonawca w 3 grantach, 2 kierowanych
przez prof. M. Danielewskiego (MAESTRO, nr 2011/02/A/ST8/00280; OPUS 13,
nr 2017/25/B/ST8/02549) i 1 kierowanym przez prof. R. Filipka (INNOTECH-
K1/IN1/25/153217/NCBR/12). Wspoélpraca z praktykami daje mi mozliwos¢ we-
ryfikacji konstruowanych modeli matematycznych opisujacych dyfuzje w ciatach sta-
tych, poprzez porownywanie twierdzenn matematycznych i symulacji numerycznych
z wynikami eksperymentow laboratoryjnych. Efekty takiego poréwnania sg szczegol-
nie widoczne w pracach [A8] i [B16]. Sadze, ze w przysztosci analiza eksperymentow
pomoze mi w dowodzie nowych twierdzen matematycznych dotyczacych wtasnosci
rozwigzan roéwnan rozniczkowych generowanych przez wspomniane modele. Mam
rowniez nadzieje, ze uda sie przeprowadzi¢ odpowiednie eksperymenty z kanatami
jonowymi, biologicznymi lub ich sztucznymi odpowiednikami.

6. Osiggniecia dydaktyczne, organizacyjne oraz popularyzujace nauke:

a) Dzialalnos¢ dydaktyczna:

e Bylem promotorem 18 obronionych prac magisterskich. Obecnie mam 3 magi-
strantki. Bylem réwniez promotorem 11 obronionych prac licencjackich. Recen-
zowalem wiele prac magisterskich i licencjackich.

e Drugi rok prowadze wazny wyktad kursowy Roéwnania rézniczkowe, dla dru-
giego roku studiéw 1 stopnia na Wydziale Matematyki Stosowanej. Od wielu
lat prowadze wyktad monograficzny (obecnie konwersatorium) Metody nume-
ryczne rownan rozniczkowych czastkowych, dla studiow II stopnia na Wydziale
Matematyki Stosowanej - jest on obowiazkowy dla specjalnosci matematyka ob-
liczeniowa i komputerowa. Ponadto przez kilka lat prowadzitem na Wydziale
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Matematyki Stosowanej wyktad monograficzny, Metody iteracyjne dla rownan
nieliniowych oraz ¢wiczenia z Analizy matematycznej i Analizy funkcjonalnej,
a takze przez jeden rok - seminarium licencjackie.

e Prowadzilem na AGH wyklady i ¢wiczenia z matematyki dla kierunkow: elek-
trotechnika, elektronika, informatyka, telekomunikacja, energetyka, technologia
chemiczna. Od poczatku zatrudnienia w 1993 roku, prowadze wyktady i ¢wicze-
nia z matematyki na studiach niestacjonarnych, na kierunkach: elektrotechnika,
informatyka. W latach 1993-2015 prowadzitem wyklady i ¢wiczenia z matema-
tyki i ze statystyki matematycznej w Zamiejscowych Osrodkach Dydaktycznych
AGH w Kro$nie, Nowej Soli, Bolestawcu i Jastrzebiu Zdroju.

e W 2014 roku przyznano mi Medal Komisji Edukacji Narodowe;j.
b) Dziatalnosé¢ organizacyjna:

e Przez 3 ostatnie kadencje bytem cztonkiem Rady Wydziatu Matematyki Stoso-
wanej AGH. W tym okresie bytem cztonkiem Wydzialowej Komisji Dydaktycz-
nej oraz Komisji Dyscyplinarnej AGH ds. Studentéw. Przez 2 kadencje bytem
cztonkiem Wydziatlowej Komisji ds. Nagrod i Odznaczen. Obecnie jestem czlon-
kiem Wydzialowej Komisji Dydaktycznej, Zespolu ds. Specjalno$ci Matematy-
ka w Naukach Technicznych i Przyrodniczych oraz Komisji Egzaminacyjnej do
Przeprowadzenia Egzaminu Licencjackiego i Egzaminu Wstepnego na Studia 11
Stopnia.

e W latach 2008 i 2009 uczestniczylem w pracach Wydziatlowej Komisji Rekruta-
cyjnej.

e W ramach rekrutacji na AGH od wielu lat biore udzial w organizacji Olimpiady
o Diamentowy Indeks AGH, przeprowadzajac drugi etap tej olimpiady w Nowej
Soli.

e Przez ostatnig kadencje bylem czlonkiem Komisji Rewizyjnej Oddziatu Krakow-
skiego Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

¢) Drziatalnosé popularyzujaca nauke:

e Od wielu lat biore udzial w organizacji Festiwalu Nauki w Krakowie.

7. Inne informacje:

o Wedlug bazy Web of Science moj indeks Hirscha jest réwny 5, w bazie tej jest 14
moich artykulow (JA9] i [B16] nie sa jeszcze uwzglednione), liczba cytowarl jest rowna
51, w tym bez autocytowan 22; liczba artykulow cytujacych jest réwna 27, w tym
bez autocytujacych 17.

e Bratem udzial w 30 konferencjach naukowych o zasiegu miedzynarodowym, w tym
5 zagranicznych: 2 razy na lotwie, 1 raz na Wegrzech, na Ukrainie i w Bulgarii.
Wygtositem 26 referatow, w tym jeden plenarny (Lotwa, 2018) i zaprezentowalem
2 postery. Ponadto bytem wspoétautorem 11 referatéw na konferencjach naukowych
o zasiegu miedzynarodowym, w tym 8 zagranicznych: 4 razy w Austrii, 1 raz w Korei
Potudniowej, Grecji, na Chorwacji i na Ukrainie.

e Bylem wykonawca w 3 grantach:

1) MAESTRO, nr 2011/02/A/ST8/00280, Uogdlnienie opisu dyfuzji w ciatach sta-
tych; unifikacja metody dyfuzji wzajemnej i termodynamiki proceséw nieodwra-
calnych dla projektowania nowych materiatow, Kierownik: prof. M. Danielewski,
Projekt realizowany w latach: 30.04.2012 - 30.04.2017,
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2) INNOTECH-K1/IN1/25/153217/NCBR /12, Innowacyjna nieniszczaca metoda
diagnostyki korozji konstrukeji zelbetowych, Kierownik: prof. R. Filipek. Projekt
realizowany w latach: 1.05.2012 - 30.09.2015.

3) OPUS 13, nr 2017/25/B/ST8/02549, Elektrolity stale nowej generacji - wplyw
domieszek na wlasciwosci tlenkowych materiatow o wysokiej entropii, Kierownik:
prof. M. Danielewski, Projekt realizowany w latach: 23.11.2017 - 23.11.2020,
przedtuzony do wrze$nia 2021.

e Recenzowatem 19 artykutéw naukowych do nastepujacych czasopism: Mathematics
(6), Journal of Computational and Applied Mathematics (2), Annales Polonici Ma-
thematici (2), Opuscula Mathematica (2), Universitatis [agellonicae Acta Mathema-
tica (2), Mathematical Biosciences (2), Symmetry (1), Mathematical Bulletin of the
Shevchenko Scientific Society (1), Machines (1).

e W 2015 roku recenzowalem ksiazke prof. J. Myjaka, Réwnania rozniczkowe, dla
Wydawnictw AGH.

e Za dziatalno$¢ naukowa otrzymatem Nagrode Rektora indywidualna III stopnia,
w 2012 1 2019 roku.
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