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Nonlinear Analysis 52 (2018), 423�448.
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Zaª¡czam o±wiadczenia wspóªautorów.
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Artykuªy [A3] - [A9] s¡ opublikowane w czasopismach b¦d¡cych w bazie Journal
Citation Reports (JCR). Czasopismo, w którym opublikowany jest artykuª [A1] jest
w tej bazie od 2009 roku (w roku publikacji byªo na Li±cie �ladel�jskiej), za± czaso-
pismo, w którym opublikowany jest artykuª [A2] jest na Li±cie �ladel�jskiej od 2019
roku i nie ma go jeszcze w bazie JCR. Suma punktów wedªug punktacji MNiSzW
za artykuªy wchodz¡ce w skªad osi¡gni¦cia wynosi 391 (obliczenia zgodnie z rokiem
publikacji). Wedªug bazy JCR ich sumaryczny impact factor wynosi 10.411 (obli-
czenia zgodnie z rokiem publikacji). �¡czna liczba cytowa« tych artykuªów wedªug
bazy Web of Science to 29 (w tym bez autocytowa« 15). �rednia obj¦to±¢ ka»dej
z dziewi¦ciu prac to okoªo 22.5 stron. Autorem pi¦ciu artykuªów jestem tylko ja.

(c) omówienie celu naukowego i wyników cyklu [A1] - [A9] oraz pozostaªych prac naukowo-
badawczych:

1 Wprowadzenie

1.1 Zjawisko dyfuzji

Dyfuzja to jedno z najcz¦±ciej wyst¦puj¡cych zjawisk �zycznych w naturze. Nazwa pochodzi
od ªaci«skiego sªowa �di�usio� czyli rozprzestrzenianie. Jest to proces samorzutnego rozprze-
strzeniania i przenikania si¦ cz¡steczek lub energii w ka»dym o±rodku (np. w gazie, cieczy, ciele
staªym, itd.), b¦d¡cy konsekwencj¡ chaotycznych zderze« cz¡steczek dyfunduj¡cej substancji
mi¦dzy sob¡ lub z cz¡steczkami otaczaj¡cego j¡ o±rodka. W przeciwie«stwie do mieszania nie
wymaga dostarczenia dodatkowej energii z zewn¡trz ukªadu. Rozpatruje si¦ dwa podstawowe
rodzaje dyfuzji:
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� dyfuzja ±ledzona - proces mikroskopowy polegaj¡cy na chaotycznym ruchu pojedynczej
cz¡steczki, np. ruchy Browna,

� dyfuzja chemiczna - proces makroskopowy obejmuj¡cy makroskopowe ilo±ci materii (lub
energii), zwykle opisywany równaniem ci¡gªo±ci nazywanym te» równaniem dyfuzji i pro-
wadz¡cy do wyrównywania st¦»enia (lub temperatury) ka»dej z dyfunduj¡cych substancji
w caªym ukªadzie.

Badania dyfuzji, prowadzone ju» w XVIII wieku, doprowadziªy do sformuªowania elementarnych
liniowych równa« o staªych wspóªczynnikach opisuj¡cych dyfuzj¦ w ciaªach staªych: Laplace'a
(1782), Poissona (1813), Fouriera (1822) i Ficka (1855). Wraz z rozwojem teorii i post¦pem
bada« eksperymentalnych równania te uogólniano poprzez dodawanie nowych czªonów, cz¦sto
nieliniowych, uzmiennianie wspóªczynników, dodawanie nowych równa«, wprowadzanie obsza-
rów o zªo»onej strukturze, tak aby coraz dokªadniej modelowaªy realne zjawiska �zyczne.

Podstawowymi prawami opisuj¡cymi dyfuzj¦ s¡ prawa Ficka [29]. Pierwsze prawo Ficka
stwierdza, »e strumie« cz¡stek dyfuzji i-tego skªadnika jest proporcjonalny do ujemnego gra-
dientu st¦»enia tego skªadnika, co zapisuje si¦ wzorem

Ji = −Di∇ci. (1)

Wielko±¢ Di nazywana jest wspóªczynnikiem dyfuzji i wyznaczana jest eksperymentalnie. Dru-
gie prawo Ficka orzeka, »e zmiana st¦»enia i-tego skªadnika w czasie jest minus dywergencj¡
strumienia odpowiadaj¡cego temu skªadnikowi, tzn. »e

∂tci = −divJi. (2)

Relacja (2) nazywana jest równaniem ci¡gªo±ci. Równanie to jest w istocie lokalnym prawem za-
chowania. W wyniku rozwa»a« teoretycznych i przeprowadzonych eksperymentów laboratoryj-
nych okazaªo si¦, »e dla wyja±nienia pewnych zjawisk zachodz¡cych w ukªadach dyfunduj¡cych
substancji nale»y �wzbogaci¢� strumie« poprzez dodanie odpowiedniego czªonu [21, 23, 71, 74]
lub zde�niowa¢ go za pomoc¡ równania ró»niczkowego [45, 58], generowanych przez dodatkowy
niedyfuzyjny transport. Napisz¦ o tym dokªadniej w dalszych cz¦±ciach niniejszej rozprawy.

1.2 Cel rozprawy

Jako osi¡gni¦cie naukowe do uzyskania stopnia naukowego doktora habilitowanego przedkªadam
cykl dziewi¦ciu publikacji [A1] - [A9]. Rozwa»am trzy konkretne modele dyfuzji oraz sytuacj¦
ogóln¡:

� dyfuzyjny transport masy w materiaªach staªych,

� elektrodyfuzj¦ w jonowych selektywnych elektrodach i biologicznych kanaªach jonowych,

� przepªyw pr¡du jonowego w neuronach,

� inne lokalne i nielokalne modele dyfuzji.

Modele te opisane s¡ nieliniowymi równaniami ró»niczkowymi cz¡stkowymi lub ukªadami takich
równa« typu parabolicznego, paraboliczno-eliptycznego i hiperbolicznego wraz z warunkami
pocz¡tkowo-brzegowymi i pocz¡tkowymi. Badam sytuacj¦ jedno- i wielowymiarow¡, lokaln¡
i nielokaln¡. Gªówne wyniki koncentruj¡ si¦ na konstrukcji nowych modeli lub uogólnieniu
ju» istniej¡cych, np. poprzez uwzgl¦dnienie dodatkowego prawa �zycznego, zaproponowanie
bardziej �zycznych warunków brzegowych albo osªabienie zaªo»e«, oraz na dowodzie twierdze«
o istnieniu i wªasno±ciach rozwi¡za« klasycznych lub sªabych w odpowiednich przestrzeniach
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Sobolewa, a tak»e na konstrukcji metod numerycznych (metody ró»nicowe, metoda Galerkina)
i na dowodzie twierdze« dotycz¡cych ich wªasno±ci.

Wyniki osiagni¦cia naukowego omówi¦ w czterech kolejnych rozdziaªach. Ka»dy rozdziaª
zaczynam od przedstawienia rysu historycznego, pó¹niej konstruuj¦ modele matematyczne lub
podaj¦ przykªady takich modeli i dalej omawiam konkretne artykuªy w kontek±cie czysto mate-
matycznym, tj. krótko przedstawiam wyniki, formuªuj¦ gªówne twierdzenia i skrótowo prezentu-
j¦ ide¦ dowodów. �eby nadmiernie nie wydªu»a¢ prezentacji, nie formuªuj¦ twierdze« pomocni-
czych i lematów, na ogóª nietrywialnie dowiedzionych, a jedynie wspominam o nich przy okazji
omawiania artykuªów. Ze wzgl¦du na ró»norodno±¢ tematyki, oznaczenia w poszczególnych
pracach s¡ na ogóª ró»ne. Poniewa» Czytelnik z pewno±ci¡ b¦dzie chciaª uzupeªni¢ poni»sze
streszczenia lektur¡ artykuªów, b¦d¦ stosowaª oznaczenia w miar¦ mo»liwo±ci oryginalne, co
uªatwi gª¦bsz¡ analiz¦.

Pozostaªe osiagni¦cia naukowo-badawcze, niewchodz¡ce w skªad cyklu, omówi¦ w ostatnim
rozdziale.

2 Dyfuzja wzajemna w ciaªach staªych, [A6], [A7], [A8]

Zaczn¦ od konstrukcji modeli matematycznych. Ilo±ciowy opis dyssypatywnego transportu ma-
sy jest szczególnie wa»ny w in»ynierii materiaªowej i hydrodynamice. Transport w pªynach
wieloskªadnikowych opisany jest ukªadem równa« Naviera-Stokesa z warunkiem pocz¡tkowym
i ró»nymi warunkami brzegowymi [24]. Procesu dyfuzji w ciaªach staªych nie mo»na opisywa¢
ukªadem Naviera-Stokesa, gdy» w tym przypadku nie ma przede wszystkim technicznych mo»-
liwo±ci efektywnego wyznaczenia wspóªczynników lepko±ci, wyst¦puje wiele faz, warstwa dy-
funduj¡ca jest bardzo cienka i nie ma du»ych strumieni masy, co implikuje wykluczenie czªonu
konwekcyjnego. Przez dyfuzj¦ wzajemn¡ rozumiemy transport w ukªadzie wieloskªadnikowym,
gdy wszystkie skªadniki wzajemnie w sobie dyfunduj¡. Prób¦ matematycznego modelowania dy-
fuzji wzajemnej w wieloskªadnikowych ciaªach staªych zapocz¡tkowaª Darken [21] w 1948 roku.
Autor ten rozwa»aª �zycznie zamkni¦t¡ próbk¦ dwuskªadnikow¡ o znanym staªym st¦»eniu

c1 + c2 = c (3)

i zaªo»yª, »e wymiana masy odbywa si¦ tylko w jednym kierunku. Symbole c1, c2 oznaczaj¡ st¦-
»enia pierwszego i drugiego skªadnika. Swój model skonstruowaª w oparciu o równania ci¡gªo±ci
(2) dla strumieni, uwzgl¦dniaj¡c ruch o±rodka,

Ji = −Di∂xci + civ
D, i = 1, 2, (4)

gdzieDi > 0 s¡ staªymi wspóªczynnikami dyfuzji skªadników, za± vD jest tzw. pr¦dko±ci¡ dryftu.
Dryft jest lokaln¡ pr¦dko±ci¡ próbki wzgl¦dem ukªadu odniesienia, którym mo»e by¢ brzeg. Dru-
g¡ pr¦dko±ci¡ jest pr¦dko±¢ dyfuzyjna i-tego skªadnika okre±lona wzorem vdi := −Di∂x (ln ci).
Strumienie Ji nazywane s¡ strumieniami Darkena, a opisana metoda nosi nazw¦ metody dwóch
pr¦dko±ci. Warto podkre±li¢, »e Ji jest uogólnieniem strumienia Ficka (1). Wprowadzenie pr¦d-
ko±ci dryftu wyja±nia ruch tzw. pªaszczyzny Kirkendalla [77]. Jest to ruch powierzchni gra-
nicznej mi¦dzy, w tym przypadku, dwoma dyfunduj¡cymi o±rodkami w próbce. Teoretyczny
opis efektu Kirkendalla ma wa»ne konsekwencje w zastosowaniach. Jedn¡ z nich jest zapobiega-
nie lub tªumienie powstawania pustych przestrzeni na granicy stopów z metalami nazywanych
porowato±ci¡ Kirkendalla. W ostatnim czasie pr¦dko±¢ dryftu wykorzystano równie» do opisu
elektrodyfuzji w elektrochemii [83].

Jednowymiarowa metoda Darkena zostaªa uogólniona na przypadek wieloskªadnikowy
i zmody�kowana do ukªadu uogólnionych równa« ró»niczkowych parabolicznych w miejsce
ukªadu ró»niczkowo-algebraicznego w latach dziewi¦¢dziesi¡tych ubiegªego stulecia przez Da-
nielewskiego, Bo»ka, Holly'ego i Filipka [19, 40]. Okazuje si¦, »e zarówno analitycznie jak
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i numerycznie ukªad taki bada si¦ pro±ciej. W pracy [A6] s-skªadnikowy odpowiednik równania
(3) uogólniªem wraz ze wspóªautorami, dopuszczaj¡c tzw. reguª¦ Vegarda

s∑
i=1

Ωici = 1, (5)

gdzie Ωi oznaczaj¡ obj¦to±ci molowe [82]. W ten sposób caªkowite st¦»enie c :=
∑s
i=1 ci mo»e

by¢ zmienne w czasie i przestrzeni. W pracach [A7] i [A8] uogólnili±my metod¦ Darkena na przy-
padek wielowymiarowy, formuªuj¡c ukªad równa« ró»niczkowych paraboliczno-eliptycznych.

Teraz przedstawi¦ konstrukcj¦ wspomnianych wy»ej ukªadów równa« ró»niczkowych. Niech
Ω ⊂ Rn, n ∈ N b¦dzie otwartym i ograniczonym zbiorem z gªadkim brzegiem ∂Ω. Niech
ponadto T > 0 b¦dzie zadane. Wspóªczynniki dyfuzji Di > 0 s¡ staªe lub zale»¡ od st¦»e«, tj.
Di = Di(c1, ..., cs). Rozwa»amy ró»niczkowo-algebraiczny ukªad (2), (5) ze strumieniami postaci
(4) okre±lony na zbiorze [0, T ]× Ω, przy czym i = 1, ..., s. Zadajemy warunek pocz¡tkowy

ci(0, x) = c0i(x), x ∈ Ω (6)

i warunki brzegowe dla strumieni

Ji · n = ji(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, (7)

gdzie n jest wektorem normalnym zewn¦trznym do brzegu ∂Ω, i = 1, ..., s, za± symbol �·�
oznacza standardowy iloczyn skalarny w Rn. Mno»ymy równania (2) przez Ωi, dodajemy stro-
nami, korzystamy z reguªy Vegarda (5) i otrzymujemy równanie ciagªo±ci obj¦to±ci (transportu
obj¦to±ci)

div
( s∑
i=1

ΩiJi(t, x)
)

= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω. (8)

Najpierw rozwa»my przypadek jednowymiarowy, n=1. Niech Ω = (−Λ,Λ) ⊂ R. Z równania
(8) wynika, »e

s∑
i=1

ΩiJi(t, x) = K(t), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (9)

gdzie K : [0, T ]→ R jest dowoln¡ funkcj¡. Zwi¡zki (7), (9) implikuj¡ jednoznaczno±¢ funkcji K
postaci

K(t) =
s∑
i=1

Ωiji(t,Λ) = −
s∑
i=1

Ωiji(t,−Λ), t ∈ [0, T ]. (10)

Druga równo±¢ w relacji (10) jest w istocie zaªo»eniem na ewolucje brzegowe ji. Z drugiej strony
zale»no±ci (5), (7) generuj¡ to»samo±¢

s∑
i=1

ΩiJi(t, x) = −
s∑
i=1

ΩiDi∂xci(t, x) + vD(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω. (11)

W konsekwencji obliczamy dryft

vD(t, x) =
s∑
i=1

ΩiDi∂xci(t, x) +K(t), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω. (12)

W ten sposób otrzymujemy silnie sprz¦»ony nieliniowy ukªad ewolucyjnych równa« ró»niczko-
wych cz¡stkowych drugiego rz¦du postaci

∂tci + ∂x

(
−Di∂xci + ci

( s∑
k=1

ΩkDk∂xck +K(t)
))

= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω (13)
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z nieliniowymi sprz¦»onymi warunkami brzegowymi

−Di
∂ci
∂n

+ ci

( s∑
k=1

ΩkDk
∂ck
∂n

+K(t)n
)

= ji(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, (14)

i = 1, ..., s. W dalszej cz¦±ci ukªad (13) b¦dziemy nazywa¢, przy odpowiednim zaªo»eniu, uogól-
nionym ukªadem parabolicznym.

Rozwa»my przypadek wielowymiarowy, n  2. Równanie ci¡gªo±ci obj¦to±ci (8) nie mo»e
teraz posªu»y¢ do obliczenia dryftu dlatego, »e nie implikuje niezale»no±ci pola wektorowego pod
dywergencj¡ od zmiennej przestrzennej x. Podkre±lmy, »e teraz dryft jest funkcj¡ wektorow¡
vD : [0, T ]×Ω→ Rn. Postulujemy, »e dryft jest potencjalny, tzn. »e istnieje skalarny potencjaª
F : [0, T ]× Ω→ R taki, »e

vD = −∇F. (15)

Zaªo»enie o potencjalno±ci dryftu jest �zycznie uzasadnione, poniewa» nawet powy»ej tempe-
ratury Tammanna (2/3 temperatury topnienia) lepko±¢ w ciaªach staªych jest na tyle du»a,
»e mo»na przyj¡¢: rotvD = 0. Postulat ten zostaª te» potwierdzony eksperymentalnie w pra-
cach [A8] i [B16]. Podstawiaj¡c (15) do równa« ci¡gªo±ci (2) i równania ci¡gªo±ci obj¦to±ci (8),
otrzymujemy silnie sprz¦»ony nieliniowy ukªad paraboliczno-eliptyczny postaci

∂tci + div
(
−Di∇ci − ci∇F

)
= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

−4F = div
(∑s

k=1 ΩkDk∇ck
)
, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,∫

Ω Fdx = 0, t ∈ [0, T ],

(16)

i = 1, ..., s. Mno»ymy de�nicj¦ strumieni (4) przez Ωi i n, dodajemy stronami, korzystamy
z reguªy Vegarda (5) oraz relacji brzegowej (7) i mamy

∂F

∂n
= −

s∑
k=1

Ωk

(
Dk

∂ck
∂n

+ jk(t, x)
)
, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω. (17)

A st¡d otrzymujemy nieliniowe sprz¦»one warunki brzegowe −Di
∂ci
∂n − ci

∂F
∂n = ji(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

∂F
∂n = −∑s

k=1 Ωk

(
Dk

∂ck
∂n + jk(t, x)

)
, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(18)

i = 1, ..., s. Z twierdzenia Gaussa wynika warunek zgodno±ci na ewolucje brzegowe ji,∫
∂Ω

s∑
i=1

Ωiji(t, x) dS = 0, t ∈ [0, T ]. (19)

Zarówno warunek brzegowy (14) jak i pierwszy warunek brzegowy w (18) mo»na postrze-
ga¢ jako uogólnione nieliniowe warunki Robina na st¦»enia ci. Z kolei drugi warunek brzegowy
w (18) jest warunkiem Neumanna na potencjaª F . Podkre±lmy, »e paraboliczno-eliptyczne za-
gadnienie pocz¡tkowo-brzegowe (16), (6), (18) ma sens równie» w przypadku jednowymiaro-
wym, n = 1 - uwaga 1 w [A7] oraz [A8]. Ponadto jest ono równowa»ne problemowi (13), (6),
(14). Ze wzgl¦du na silne sprz¦»enie, tj. przez drugie pochodne przestrzenne, ukªady (13) i (16)
nie s¡ badane w tak znanych monogra�ach jak [12, 14, 17, 22, 24, 28, 54, 75, 90].

[A6] W artykule tym udowodnili±my twierdzenia 4.6, 5.1 o istnieniu, jednoznaczno±ci
i nieujemno±ci globalnych w czasie sªabych rozwi¡za« w odpowiednich przestrzeniach Sobole-
wa, jednowymiarowego nieliniowego problemu pocz¡tkowo-brzegowego (13), (6), (14). Ponadto
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w przypadku ukªadu zamkni¦tego, gdy strumienie na brzegu ∂Ω s¡ równe zeru, dowiedli±my
twierdzenie 6.1 o asymptotycznym zachowaniu rozwi¡zania. Twierdzenie to interpretuje si¦ tak,
»e ukªad �zyczny w granicy, tj. przy t zmierzaj¡cym do plus niesko«czonosci, homogenizuje si¦.

Niech %i = Mici, Θi = Di, ji,L = −j(·,−Λ), ji,R = j(·,Λ) oznaczaj¡ odpowiednio, g¦sto±ci,
wspólczynniki dyfuzji skªadników i ewolucj¦ strumieni na brzegu przedziaªu Ω = (−Λ,Λ) ⊂ R,
gdzie Mi > 0 s¡ masami molowymi skªadników. Teraz zagadnienie ró»niczkowe (13), (6), (14)
b¦dzie mie¢ posta¢

∂t%i + ∂x

(
−Θi∂x%i + %i

( s∑
j=1

ΩjΘj

Mj

∂x%j +K(t)
))

= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (20)

%i(0, x) = %0i(x), x ∈ Ω, (21)

 −Θi∂x%i + %i
(∑s

j=1
ΩjΘj
Mj

∂x%j +K(t)
)

= ji,L(t), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

−Θi∂x%i + %i
(∑s

j=1
ΩjΘj
Mj

∂x%j +K(t)
)

= ji,R(t), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,
(22)

i = 1, ..., s. Caªkowita masa i-tego skªadnika w ustalonej chwili t ∈ [0, T ] dana jest wzorem

mi(t) =
∫

Ω
%i(t, x)dx, i = 1, ..., s, (23)

za± warto±¢ ±redni¡ lokalnego uªamka obj¦to±ciowego Ωi%i/Mi okre±lamy formuª¡

mi(t) =
1

2Λ

∫
Ω

Ωi
%i(t, x)
Mi

dx, i = 1, ..., s. (24)

Caªkuj¡c (20) po przedziale Ω, korzystaj¡c z (23) i caªkuj¡c jeszcze raz po przedziale (0, t),
otrzymujemy

mi(t) =
∫

Ω
%0i(x)dx+

∫ t

0
(ji,L(τ)− ji,R(τ)) dτ (25)

dla t ∈ [0, T ], i = 1, ..., s. Zatem funkcje mi, i = 1, ..., s równie» mo»na obliczy¢. Niech

1⊥ = {ξ = (ξ1, ..., ξr) ∈ Rs : ξ1 + ...+ ξr = 0} (26)

b¦dzie przestrzeni¡ wektorow¡ ortogonaln¡ do podprzestrzeni {α1 : α ∈ R}, gdzie 1 = (1, ..., 1) ∈
Rs. De�niujemy przestrzenie Sobolewa

H =
{
f = (f1, ..., fs) ∈ L2(Ω, 1⊥) :

∫
Ω
fi(x)dx = 0, i = 1, ..., s

}
, (27)

V =
{
f ∈ H1(Ω, 1⊥) : f ∈ H

}
. (28)

Normy w V i H generowane s¡ przez iloczyny skalarne

(f, g)V =
∫

Ω
∂xf · ∂xgdx f, g ∈ V, (29)

(f, g)H =
∫

Ω
f · gdx, f, g ∈ H. (30)

A st¡d przestrzenie V ⊂ H ⊂ V ∗ stanowi¡ trójk¦ ewolucyjn¡ z zanurzeniami g¦stymi, ci¡gªymi
i zwartymi [2], [90]. Niech

K = {κ = (κ1, ..., κs) ∈ Rs : κ1 + ...+ κs = 1, ki  0, i = 1, ..., s}. (31)
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De�niujemy rodzin¦ operatorów liniowych

Aκ : 1⊥ 7→ 1⊥, Aκξ =
s∑
i=1

Θi(κ)ξiei − (Θ(κ) · ξ)κ (32)

dla κ ∈ K, gdzie ξ ∈ 1⊥, ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) z 1 na i-tej wspóªrz¦dnej, i = 1, ..., s. Przyjmu-
jemy, »e speªnione s¡ nast¦puj¡ce zaªo»enia.

Zaªo»enie H

(H0) %0(x) = (%01(x), ..., %0s(x))  0 i
∑s
i=1

Ωi%0i(x)
Mi

= 1 dla x ∈ Ω.

(H1)
∫

Ω %0i(x)dx+
∫ t
0 (ji,L(τ)− ji,R(τ)) dτ  0 dla t ∈ [0, T ], i = 1, ..., s.

(H2)
∑s
i=1

Ωiji,L(t)
Mi

=
∑s
i=1

Ωiji,R(t)
Mi

dla t ∈ [0, T ].

(H3) %0 ∈ L2(Ω).

(H4) ji,L, ji,R ∈ L∞(0, T ), i = 1, ..., s.

(H5) Θi : Rs → R+, i = 1, ..., s s¡ lipschitzowskie i ograniczone.

(H6) Zachodzi warunek paraboliczno±ci:∫
Ω

(Ag∂xf) · ∂xfdx  µ‖f‖2
V − ν‖f‖2

H (33)

dla pewnych µ > 0, ν  0 i dla wszystkich f ∈ V , g = (g1, ..., gr) ∈ H1(Ω,Rr), g1 + ... +
gs = 1, gi  0, i = 1, ..., s.

Z zaªo»e« (H0) i (H2) wynika zale»no±¢

s∑
i=1

mi(t) = 1, (34)

dzi¦ki której mo»liwa jest zamiana zmiennych

wi(t, x) =
Ωi%i(t, x)

Mi

−mi(t), i = 1, ..., s. (35)

Poªó»my w = (w1, ..., ws) i m = (m1, ...,ms). Dla dowolnie ustalonej funkcji w ∈ L2(0, T ;V )
i t ∈ (0, T ) symbolem 〈 , 〉V ∗×V oznaczamy liniowy ci¡gªy funkcjonaª postaci

〈w′(t), v〉V ∗×V =
s∑
i=1

〈w′i(t), vi〉, (36)

gdzie 〈 , 〉 jest liniowym ci¡gªym funkcjonaªem okre±lonym na przestrzeni L2(0, T ;H1(Ω,R)),
v ∈ V . De�niujemy jeszcze funkcje

Γi,L(t) = K(t)mi(t)−
Ωiji,L
Mi

, i = 1, ..., s, (37)

Γi,R(t) = K(t)mi(t)−
Ωiji,R
Mi

, i = 1, ..., s,

ΓL = (Γ1,L, ...,Γr,L),
ΓR = (Γ1,R, ...,Γr,R),

Γ = (ΓL,ΓR),
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dla t ∈ [0, T ]. Rozwa»amy nast¦puj¡c¡ sªab¡ posta¢ problemu pocz¡tkowo�brzegowego (20)�
(22).

Problem P. Znale¹¢ w ∈ L2(0, T ;V ) takie, »e w′ ∈ L2(0, T ;V ∗), dla p.w. t ∈ (0, T ) w(t)+m(t) ∈
K,

〈w′(t), v〉V ∗×V +
∫

Ω

(
Aw(t)+m(t)∂xw(t)

)
· ∂xvdx−K(t)

∫
Ω
w(t) · ∂xvdx

= ΓR(t) · v(Λ)− ΓL(t) · v(−Λ) dla ka»dego v ∈ V, (38)

i speªniony jest warunek pocz¡tkowy
w(0) = w0. (39)

Udowodnili±my nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 1 ([A6], tw. 4.6). Je±li speªnione jest Zaªo»enie H, to Problem P ma rozwi¡zanie.

Twierdzenie 2 ([A6], tw. 5.1). Je±li speªnione jest Zaªo»enie H, to Problem P ma w przestrzeni
L4(0, T ; V ) co najwy»ej jedno rozwi¡zanie.

Twierdzenie 3 ([A6], tw. 6.1). Niech w : [0,∞) → H b¦dzie rozwi¡zaniem Problemu P na
ka»dym przedziale [0, T ] dla T ∈ R+. Je±li speªnione jest Zaªo»enie H z ji,L(t) = ji,R ≡ 0,
t ∈ [0,∞), i = 1, ..., s i ν = 0 w (33), to w ∈ L2(0,∞;V ) ∩ L∞(0,∞;H), w′ ∈ L2(0,∞;V ∗),
funkcja [0,∞) 3 t 7→ ‖w(t)‖2

H jest nierosn¡ca oraz limt→∞ ‖w(t)‖2
H = 0.

Twierdzenie 1 udowodnili±my, wykorzystuj¡c metod¦ Galerkina oraz wªasno±ci rodziny auto-
mor�zmów Aκ, κ ∈ K. Wªasno±ci te s¡ tre±ci¡ uwagi 4.1 i lematów 4.2, 4.3. Ponadto sko-
rzystali±my z twierdzenia Riesza-Frécheta, twierdzenia Picarda, twierdzenia Banacha�Alaoglu,
lematu Gronwalla, lematu Aubina�Lionsa oraz wªasno±ci przestrzeni Sobolewa, w szczególno±ci
z ci¡gªych i g¦stych zanurze«. Dowód twierdzenia 2 opiera si¦ znowu na wspomnianych wªasno-
±ciach rodziny automor�zmów Aκ, κ ∈ K z wykorzystaniem nierówno±ci Gronwalla, Höldera
i Younga. W dowodzie twierdzenia 3 istotne jest u»ycie kryterium caªkowego zbie»no±ci szere-
gów liczbowych. Warto jeszcze podkre±li¢, »e w przypadku staªych wspóªczynniów dyfuzji Θi,
warunek paraboliczno±ci (33) mo»na sprawdza¢, wykorzystuj¡c lemat 3.5. Wspomniana rodzina
automor�zmów byªa rozwa»ana w [20].

[A7] W pracy skonstruowali±my niejawne metody ró»nicowe (FDM) dla nieliniowego para-
boliczno�eliptycznego problemu pocz¡tkowo�brzegoweggo (16), (6), (18) w przypadku jednowy-
miarowym, n = 1 i dwuwymiarowym, n = 2, przy zaªo»eniu, »e wspóªczynniki dyfuzji Di s¡ sta-
ªe. Przyj¦li±my te», »e ukªad �zyczny jest zamkni¦ty, tzn. »e ji(t, x) ≡ 0 dla (t, x) ∈ [0, T ]×∂Ω,
ale to zaªo»enie mo»na natychmiast uogólni¢, dopuszczaj¡c ukªad �zyczny otwarty. Warto jesz-
cze zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e w postulacie (15) jest znak �minus� i jest on �zycznie uzasadnio-
ny. Natomiast w tym artykule jest w tym miejscu znak �plus�, co �zycznie nie jest poprawne,
ale matematycznie nie czyni »adnych problemów i rozumowania b¦d¡ prawdziwe równie» dla
znaku minus, przy czym w odpowiednich wzorach nast¡pi wtedy zmiana znaku. Konstrukcja
wspomnianych metod ró»nicowych opiera si¦ na idei linearyzacji z rozdzieleniem na schematy
ró»nicowe dla cz¦±ci eliptycznej i parabolicznej. Ponadto redukcja problemu ró»niczkowego z s
do (s − 1) równa« parabolicznych pozwoliªa na przeniesienie reguªy Vegarda na rozwi¡zania
dyskretne, co jest wa»ne zarówno z punktu widzenia matematyki jak i �zyki. Udowodnili±my
twierdzenie 1 o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za« niejawnych schematów ró»nicowych oraz
twierdzenia 2, 3 o równowa»no±ci zbie»no±ci skonstruowanych metod numerycznych ze wzgl¦du
na st¦»enia ci i potencjaª F (patrz uwagi 4, 6), w odpowiednich normach maksimum. Uwagi 5
i 6 implikuj¡ analogiczn¡ równowa»no±¢ stabilno±ci.
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W celu zobrazowania wyników opisz¦ jedynie przypadek jednowymiarowy, gdy» w przypad-
ku dwuwymiarowym idea jest analogiczna, za to wzory s¡ zdecydowanie bardziej rozbudowane,
w szczególno±ci pewne macierze staj¡ si¦ blokowe. Niech Ω = (−Λ,Λ) ⊂ R. Jak ju» wspomnia-
ªem, obliczaj¡c z reguªy Vegarda (5)

cs =
1

Ωs

(
1−

s−1∑
i=1

Ωici

)
, (40)

problem ró»niczkowy (16), (6), (18) redukujemy do postaci
∂tci = Di∂xxci − ∂xci∂xF − ci∂xxF, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,
∂xxF =

∑s−1
k=1 Ωk(Dk −Ds)∂xxck, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,∫

Ω Fdx = 0, t ∈ [0, T ],
(41)

ci(0, x) = c0i(x), x ∈ Ω, (42){
−Di∂xci + ci

∑s−1
k=1 Ωk(Dk −Ds)∂xck = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

∂xF =
∑s−1
k=1 Ωk(Dk −Ds)∂xck, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(43)

i = 1, ..., s − 1. Dyskretyzujemy prostok¡t [0, T ] × Ω, de�niuj¡c kroki siatki h = 2Λ/(M + 1),
τ = T/K, odpowiednio przestrzenny i czasowy, gdzie liczby M,K ∈ N s¡ dowolnie zadane.
Punkty dyskretne (tµ, xm) okre±lamy nast¦puj¡co: tµ = µτ , xm = −Λ + mh, µ = 0, ..., K,
m = 0, ...,M + 1. Do aproksymacji pochodnych wykorzystujemy ilorazy ró»nicowe centralne,
przedni i wsteczny, a równanie caªkowe aproksymujemy przy pomocy metody trapezów. De�-
niujemy niejawny schemat ró»nicowy dla cz¦±ci eliptycznej na potencjaª F µ+1 oraz dla cz¦±ci
parabolicznej na st¦»enia cµ+1

i postaci

−F µ+1
0 + F µ+1

1 = P µ
0 (c) :=

∑s−1
k=1 Ωk

(
Dk −Ds

)(
−cµk,0 + cµk,1

)
,

F µ+1
m−1 − 2F µ+1

m + F µ+1
m+1 = P µ

m(c)
:=
∑s−1
k=1 Ωk

(
Dk −Ds

)(
cµk,m−1 − 2cµk,m + cµk,m+1

)
,

F µ+1
M − F µ+1

M+1 = P µ
M+1(c) :=

∑s−1
k=1 Ωk

(
Dk −Ds

)(
cµk,M − c

µ
k,M+1

)
,

F µ+1
0 + 2

∑M
m=1 F

µ+1
m + F µ+1

M+1 = 0,

(44)


qµi,0c

µ+1
i,0 + qµi,1c

µ+1
i,1 = Qµ

i,0 := 0,
dµi,m−1c

µ+1
i,m−1 + vµi,mc

µ+1
i,m + uµi,m+1c

µ+1
i,m+1 = Qµ

i,m := eµi,mc
µ
i,m,

qµi,Mc
µ+1
i,M + qµi,M+1c

µ+1
i,M+1 = Qµ

i,M+1 := 0,
(45)

gdzie

κ =
τ

h2
,

vµi,m = 1 + 2κDi,

dµi,m−1 = −κDi −
1
4
κ
(
F µ+1
m+1 − F

µ+1
m−1

)
,

uµi,m+1 = −κDi +
1
4
κ
(
F µ+1
m+1 − F

µ+1
m−1

)
,

eµi,m = 1− κ
(
F µ+1
m−1 − 2F µ+1

m + F µ+1
m+1

)
,

qµi,0 = qµi,M+1 = Di,

qµi,1 = −Di +
s−1∑
k=1

Ωk

(
Dk −Ds

)(
cµk,1 − c

µ
k,0

)
,

qµi,M = −Di +
s−1∑
k=1

Ωk

(
Dk −Ds

)(
cµk,M − c

µ
k,M+1

)
,
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dla m = 1, ...,M , i = 1, ..., s − 1 oraz µ = 0, ..., K − 1. Je±li vµ(m)
i,m 6= 0, to przeprowadzamy

eliminacj¦ Gaussa dla schematu (45):

v
µ(0)
i,k = qµi,k, k = 0, 1,

v
µ(m)
i,m = vµi,m − d

µ
i,m−1

(
v
µ(m−1)
i,m−1

)−1
v
µ(m−1)
i,m , v

µ(m)
i,m−1 = 0, v

µ(m)
i,m+1 = uµi,m+1,

v
µ(M+1)
i,M+1 = qµi,M+1 − q

µ
i,M

(
v
µ(M)
i,M

)−1
v
µ(M)
i,M+1, v

µ(M+1)
i,M = 0, (46)

Q
µ(0)
i,0 = Qµ

i,0,

Q
µ(m)
i,m = Qµ

i,m − d
µ
i,m−1

(
v
µ(m−1)
i,m−1

)−1
Q
µ(m−1)
i,m−1 ,

Q
µ(M+1)
i,M+1 = Qµ

i,M+1 − q
µ
i,M

(
v
µ(M)
i,M

)−1
Q
µ(M)
i,M ,

m = 1, ...,M , i = 1, ..., s− 1.

Twierdzenie 4 ([A7], tw. 1).

(i) Dla dowolnych kroków h, τ ukªad (44) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie F µ+1 przy zadanych
(cµ1 , ..., c

µ
s−1) postaci

F µ+1
M+1 =

∑s−1
k=1 Ωk(Dk −Ds)

[
−cµk,0 − 2

∑M
l=1 c

µ
k,l + (1 + 2M)cµk,M+1

]
2(M + 1)

, (47)

F µ+1
m = F µ+1

m+1 −
s−1∑
k=1

Ωk(Dk −Ds)(c
µ
k,m+1 − c

µ
k,m), m = M, ..., 0.

(ii) Ukªad (45) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (cµ+1
1 , ..., cµ+1

s−1 ) przy zadanych (cµ1 , ..., c
µ
s−1)

oraz F µ+1 wtedy i tylko wtedy, gdy kroki h, τ s¡ tak maªe, »e v
µ(m)
i,m 6= 0, m = 0, ...,M + 1,

i = 1, ..., s− 1. Rozwi¡zanie to dane jest wzorem

cµ+1
i,M+1 =

(
v
µ(M+1)
i,M+1

)−1
Q
µ(M+1)
i,M+1 , (48)

cµ+1
i,m =

(
v
µ(m)
i,m

)−1 (
Q
µ(m)
i,m − vµ(m)

i,m+1c
µ+1
i,m+1

)
, m = M, ..., 0,

dla i = 1, ..., s− 1.

Niech (c, F ), c = (c1, ..., cs−1) b¦dzie rozwi¡zaniem problemu ró»niczkowego (41)�(43) i niech
(w,G), w = (w1, ..., ws−1) b¦dzie rozwi¡zaniem schematów ró»nicowych (44), (45). De�niujemy
bª¦dy metody ró»nicowej

r = c− w, R = F −G, (49)

normy maksimum

‖r‖0 = max
{
|rµi,m| : µ = 0, ..., K, i = 1, ..., s− 1, m = 0, ...,M + 1

}
, (50)

‖R‖0 = max
{
|Rµ

m| : µ = 1, ..., K, m = 0, ...,M + 1
}

oraz seminormy

‖r‖(µ) = max
{
|rµ̃i,m| : µ̃ = 0, ..., µ, i = 1, ..., s− 1, m = 0, ...,M + 1

}
, (51)
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gdzie µ = 0, . . . , K. De�niujemy równie» ilorazy ró»nicowe

δ+rµi,m =
rµi,m+1 − r

µ
i,m

h
, (52)

δ−rµi,m =
rµi,m − r

µ
i,m−1

h
,

δrµi,m =
rµi,m+1 − r

µ
i,m−1

2h
,

δ(2)rµi,m =
rµi,m−1 − 2rµi,m + rµi,m+1

h2

i analogicznie δRµ
m, δ

(2)Rµ
m. Wprowadzamy jeszcze seminormy

‖δr‖0 = max
{
|δrµi,m| : µ = 0, ..., K, i = 1, ..., s− 1, m = 1, ...,M

}
, (53)

‖δ(2)r‖0 = max
{
|δ(2)rµi,m| : µ = 0, ..., K, i = 1, ..., s− 1, m = 1, ...,M

}
,

‖δR‖0 = max
{
|δRµ

m| : µ = 1, ..., K, m = 1, ...,M
}
,

‖δ(2)R‖0 = max
{
|δ(2)Rµ

m| : µ = 1, . . . , K, m = 1, . . . ,M
}

oraz normy maksimum

‖r‖1 = ‖r0‖+ ‖δr‖0, (54)

‖r‖2 = ‖r0‖+ ‖δr‖0 + ‖δ(2)r‖0,

‖R‖1 = ‖R0‖+ ‖δR‖0,

‖R‖2 = ‖R0‖+ ‖δR‖0 + ‖δ(2)R‖0.

Twierdzenie 5 ([A7], tw. 2). Zaªó»my, »e (c, F ) ∈ C1,2([0, T ]×Ω,Rs−1), c = (c1, ..., cs−1) jest
rozwi¡zaniem (41)�(43) i (w,G), w = (w1, ..., ws−1) jest rozwi¡zaniem (44), (45). Wówczas
istniej¡ funkcje rzeczywiste αi(τ, h), i = 0, 1, 2 takie, »e

‖R‖0 ¬ 2
s−1∑
k=1

Ωk|Dk −Ds|‖r‖0 + α0(τ, h), (55)

‖δR‖0 ¬
s−1∑
k=1

Ωk|Dk −Ds|‖δr‖0 + α1(τ, h),

‖δ(2)R‖0 ¬
s−1∑
k=1

Ωk|Dk −Ds|‖δ(2)r‖0 + α2(τ, h)

oraz lim
(τ,h)→(0,0)

αi(τ, h) = 0, i = 0, 1, 2.

Twierdzenie 6 ([A7], tw. 3). Zaªó»my, »e (c, F ) ∈ C1,2([0, T ]×Ω,Rs−1), c = (c1, . . . , cs−1) jest
rozwi¡zaniem (41)�(43) i (w,G), w = (w1, . . . , ws−1) jest rozwi¡zaniem (44), (45). Ponadto∣∣∣δGµ

m

∣∣∣¬ A,
∣∣∣δ(2)Gµ

m

∣∣∣¬ B,
∣∣∣δ+wµi,0

∣∣∣, ∣∣∣δ−wµi,M+1

∣∣∣¬ C, (56)

Ah ¬ 2Di,
h

τ
¬ D, lim

(τ,h)→(0,0)

h

τ
= 0, (57)

i = 1, ..., s− 1, m = 1, ...,M , µ = 0, ..., K, gdzie A,C,D  0, B > 0. Wówczas istnieje funkcja
rzeczywista β(τ, h) i staªa d  0 takie, »e

‖r‖0 ¬
eLT − 1
L

[(
1 + h

C

Di

s−1∑
k=1

Ωk|Dk −Ds|
)
d
(
‖δR‖0 + ‖δ(2)R‖0

)
+β(τ, h)

]
(58)

oraz lim
(τ,h)→(0,0)

β(τ, h) = 0, gdzie L = CD
Di

∑s−1
k=1 Ωk|Dk −Ds|+

(
1 + 2Λ C

Di

∑s−1
k=1 Ωk|Dk −Ds|

)
B.
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Dowód twierdzenia 4 opiera si¦ na metodzie eliminacji Gaussa. Twierdzenie 5 wykazuje si¦,
korzystaj¡c ze wzoru na bª¡d Rµ+1, który znajduje si¦ troch¦ podobnie, jak wzór na F µ+1

w twierdzeniu 4. Uzasadnienienie twierdzenia 6 wymaga bardziej zaawansowanej techniki,
a mianowicie trzeba skorzysta¢ z rekurencyjnej nierówno±ci dla seminorm ‖r‖(µ) i ‖r‖(µ+1)

z warunkiem pocz¡tkowym ‖r‖(0) = 0. Technik¦ t¦ zaczerpn¡ªem z prac [A1], [A5], których
tre±¢ omówi¦ w dalszej cz¦±ci.

[A8] W tym artykule metody ró»nicowe opracowane w [A7] uogólnili±my na przypadek
wspóªczynników dyfuzji Di zale»nych nieliniowo od st¦»e« c1, ..., cs, tj. Di = Di(Ni), gdzie
Ni = ci/(

∑s
k=1 ck) jest uªamkiem molowym. Tutaj postulat (15) jest ju» w peªni �zycznie uza-

sadniony, tzn. ze znakiem �minus�. Udowodnili±my twierdzenie 1 o istnieniu i jednoznaczno±ci
rozwi¡za« niejawnych schematów ró»nicowych oraz twierdzenie 2 o zgodno±ci i asymptotyce bª¦-
du (patrz uwaga 4). To ostatnie twierdzenie jest istotne, poniewa» zastosowana aproksymacja
nieliniowych wspóªczynników Di jest do±¢ subtelna. W pracy opisali±my ponadto eksperyment
przeprowadzony w laboratorium z trójskªadnikow¡ próbk¡ »elaza, kobaltu i niklu, rozwa»aj¡c
sytuacj¦ dwuwymiarow¡ oraz porównali±my wyniki tego eksperymentu z symulacjami nume-
rycznymi. Stosuj¡c metod¦ z pracy [88], wyznaczyli±my równie» wspóªczynniki dyfuzji Di roz-
wa»anych trzech pierwiastków, jako funkcje wykªadnicze uªamków molowych. Wspóªczynniki te
nie s¡ stablicowane i zale»¡ m.in. od skªadu procentowego próbki i temperatury. Wniosek jest
taki, »e zaproponowany model matematyczny z ukªadem paraboliczno-eliptycznym oraz me-
toda ró»nicowa bardzo dobrze opisuj¡ sytuacj¦ �zyczn¡. Eksperyment ten jeszcze dokªadniej,
w wielu aspektach, opisali±my w [B16]. Warto podkre±li¢, »e zarówno model jak i konstrukcj¦
metody ró»nicowej mo»na uogólni¢ na przypadek trójwymiarowy. Jednak przeprowadzenie od-
powiedniego eksperymentu w laboratorium jest technicznie skomplikowane. Obecnie nad nim
pracujemy wspólnie z badaczami z Wydziaªu In»ynierii Materiaªowej i Ceramiki AGH.

Do opisu metody ró»nicowej skupi¦ si¦ na sytuacji jednowymiarowej, gdy» w przypadku
dwuwymiarowym idea jest podobna. Niech Ω = (−Λ,Λ) ⊂ R. Post¦puj¡c analogicznie jak
w [A7], problem ró»niczkowy (16), (6), (18) redukujemy do postaci

∂tci = ∂x
(
Di(Ni)∂xci

)
+∂xci∂xF + ci∂xxF, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

−∂xxF =
∑s−1
k=1 Ωk∂x

((
Dk(Nk)−Ds(Ns)

)
∂xck

)
, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,∫

Ω Fdx = 0, t ∈ [0, T ],

(59)

ci(0, x) = c0i(x), x ∈ Ω, (60) −Di(Ni)∂xci + ci
∑s−1
k=1 Ωk

(
Dk(Nk)−Ds(Ns)

)
∂xck = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

∂xF = −∑s−1
k=1 Ωk

(
Dk(Nk)−Ds(Ns)

)
∂xck, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(61)

i = 1, ..., s − 1, co znowu pozwoliªo na przeniesienie reguªy Vegarda na rozwi¡zania dyskretne
(patrz uwagi 3, 4). Zastosowali±my mody�kacj¦ metody, która oprócz punktów siatki zde�nio-
wanych w [A7] wykorzystuje jeszcze punkty poªówkowe xm+ 12

= −Λ + (m+ 1
2)h, m = 1, ...,M

[59]. Czªony ∂x
(
Di(Ni)∂xci

)
w (59) aproksymujemy w punkcie (tµ, xm) ilorazami ró»nicowymi

1
h

(
Dµ

i,m+ 12

1
h

(
cµ+1
i,m+1 − c

µ+1
i,m

)
−Dµ

i,m− 12

1
h

(
cµ+1
i,m − c

µ+1
i,m−1

))
,

gdzie

Dµ

i,m− 12
= Di

(1
2

(
Nµ
i,m−1 +Nµ

i,m

))
,

Dµ

i,m+ 12
= Di

(1
2

(
Nµ
i,m +Nµ

i,m+1

))
,
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dla m = 1, ...,M . Analogicznie aproksymujemy czªony ∂x
((
Dk(Nk)−Ds(Ns)

)
∂xck

)
, przy czym

st¦»enia rozwa»amy na poziomie tµ zamiast tµ+1. Do aproksymacji pozostaªych pochodnych
wykorzystujemy ilorazy ró»nicowe centralne, przedni i wsteczny, a równanie caªkowe przybli-
»amy przy pomocy metody trapezów. Ponadto czªony Di(Ni) w pierwszych (s− 1) warunkach
brzegowych w (61) aproksymujemy liczbami

Dµ
i,m = Di

(
Nµ
i,m

)
dla m = 0,M +1 i podobnie Dk(Nk), Ds(Ns). Ale czªony Dk(Nk), Ds(Ns) w ostatnim warunku
brzegowym w (61) aproksymujemy liczbami Dµ

k, 12
, Dµ

s, 12
, Dµ

k,M+ 12
, Dµ

s,M+ 12
. De�niujemy niejawny

schemat ró»nicowy dla cz¦±ci eliptycznej na potencjaª F µ+1 oraz dla cz¦±ci parabolicznej na
st¦»enia cµ+1

i postaci

F µ+1
0 − F µ+1

1 = P µ
0 :=

∑s−1
k=1 Ωk

(
Dµ

k, 12
−Dµ

s, 12

)(
cµk,1 − c

µ
k,0

)
,

−F µ+1
m−1 + 2F µ+1

m − F µ+1
m+1 = P µ

m :=
∑s−1
k=1 Ωk

((
Dµ

k,m− 12
−Dµ

s,m− 12

)
cµk,m−1

−
(
Dµ

k,m+ 12
−Dµ

s,m+ 12
+Dµ

k,m− 12
−Dµ

s,m− 12

)
cµk,m

+
(
Dµ

k,m+ 12
−Dµ

s,m+ 12

)
cµk,m+1

)
,

−F µ+1
M + F µ+1

M+1 = P µ
M+1 :=

∑s−1
k=1 Ωk

(
Dµ

k,M+ 12
−Dµ

s,M+ 12

)(
cµk,M − c

µ
k,M+1

)
,

F µ+1
0 + 2

∑M
m=1 F

µ+1
m + F µ+1

M+1 = 0,

(62)


qµi,0c

µ+1
i,0 + qµi,1c

µ+1
i,1 = Qµ

i,0 := 0,
dµi,m−1c

µ+1
i,m−1 + vµi,mc

µ+1
i,m + uµi,m+1c

µ+1
i,m+1 = Qµ

i,m := eµi,mc
µ
i,m,

qµi,Mc
µ+1
i,M + qµi,M+1c

µ+1
i,M+1 = Qµ

i,M+1 := 0,
(63)

gdzie

κ =
τ

h2
,

vµi,m = 1 + κ
(
Dµ

i,m+ 12
+Dµ

i,m− 12

)
,

dµi,m−1 = κ
(
−Dµ

i,m− 12
+

1
4

(
F µ+1
m+1 − F

µ+1
m−1

))
,

uµi,m+1 = κ
(
−Dµ

i,m+ 12
− 1

4

(
F µ+1
m+1 − F

µ+1
m−1

))
,

eµi,m = 1 + κ
(
F µ+1
m+1 − 2F µ+1

m + F µ+1
m−1

)
,

qµi,1 = −Dµ
i,0 +

s−1∑
k=1

Ωk

(
Dµ
k,0 −D

µ
s,0

)(
cµk,1 − c

µ
k,0

)
,

qµi,M = −Dµ
i,M+1 +

s−1∑
k=1

Ωk

(
Dµ
k,M+1 −D

µ
s,M+1

)(
cµk,M − c

µ
k,M+1

)
,

qµi,0 = Dµ
i,0,

qµi,M+1 = Dµ
i,M+1,

dla m = 1, ...,M , i = 1, ..., s − 1 oraz µ = 0, ..., K − 1. Je±li vµ(m)
i,m 6= 0, to przeprowadzamy

eliminacj¦ Gaussa dla schematu (63) przy pomocy takich samych wzorów jak w (46).
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Twierdzenie 7 ([A8], tw. 1).

(i) Dla dowolnych kroków h, τ ukªad (62) ma dokladnie jedno rozwi¡zanie F µ+1 przy zadanych
(cµ1 , ..., c

µ
s−1) postaci

F µ+1
M+1 =

∑s−1
k=1 Ωk

[(
Dµ

k, 12
−Dµ

s, 12

)
cµk,0 +

∑M
l=1

(
(2l + 1)(Dµ

k,l+ 12
−Dµ

s,l+ 12
)

2(M + 1)
(64)

−(2l − 1)(Dµ

k,l− 12
−Dµ

s,l− 12
)
)
cµk,l − (1 + 2M)(Dµ

k,M+ 12
−Dµ

s,M+ 12
)cµk,M+1

]
2(M + 1)

,

F µ+1
m = F µ+1

m+1 +
s−1∑
k=1

Ωk(D
µ

k,m+ 12
−Dµ

s,m+ 12
)(cµk,m+1 − c

µ
k,m), m = M, ..., 0.

(ii) Ukªad (63) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (cµ+1
1 , ..., cµ+1

s−1 ) przy zadanych (cµ1 , ..., c
µ
s−1)

oraz F µ+1 wtedy i tylko wtedy, gdy kroki h, τ s¡ tak maªe, »e v
µ(m)
i,m 6= 0, m = 0, ...,M + 1,

i = 1, ..., s− 1. Rozwi¡zanie to dane jest wzorem

cµ+1
i,M+1 =

(
v
µ(M+1)
i,M+1

)−1
Q
µ(M+1)
i,M+1 , (65)

cµ+1
i,m =

(
v
µ(m)
i,m

)−1 (
Q
µ(m)
i,m − vµ(m)

i,m+1c
µ+1
i,m+1

)
, m = M, ..., 0,

dla i = 1, ..., s− 1.

Twierdzenie 8 ([A8], tw. 2). Zaªó»my, »e st¦»enia pocz¡tkowe c0i, i = 1, ..., s s¡ takiej regular-
no±ci, »e rozwi¡zanie (c, F ) problemu ró»niczkowego (59)�(61) nale»y do klasy C3([0, T ]×Ω,Rs),
Di ∈ C2([0, 1],R+), i = 1, ..., s oraz

∑s
k=1 ck  α > 0 dla pewnego α. Wtedy metoda ró»nicowa

(62), (63) jest zgodna, a bª¦dy aproksymacji r, R = O(τ + h).

Dowód twierdzenia 7 opiera si¦ na metodzie eliminacji Gaussa. Z kolei twierdzenie 8 uzasadnia
si¦, wykorzystuj¡c wzór Taylora z reszt¡ Lagrange'a.

3 Elektrodyfuzja, [A4], [A9]

Znowu zaczn¦ od konstrukcji modeli matematycznych. Elektrodyfuzja to proces ª¡cz¡cy dwa
zjawiska: transport dyfuzyjny masy oraz transport ªadunku elektrycznego. Poniewa» ªadunki
s¡ zlokalizowane na jonach, to te dwa procesy daªo si¦ uwzgl¦dni¢ przez odpowiedni¡ de�nicj¦
strumienia masy i doªo»enie równania na rozkªad pola elektrycznego lub potencjaªu elektrycz-
nego. Pierwszy model matematyczny opisuj¡cy elektrodyfuzj¦ opracowali niezale»nie od siebie
Nernst [71] w 1889 roku i Planck [74] w 1890 roku. Model ten byª pó¹niej badany przez Debye'a
i Hückela [23]. W literaturze jest on nazywany modelem Nernsta-Plancka-Poissona, modelem
Poissona-Nernsta-Plancka lub czasami modelem Debye'a-Hückela. Transport i dyfuzja naªado-
wanych elektrycznie cz¡stek (jonów, elektronów, dziur i koloidów) odgrywa wa»n¡ rol¦ w wielu
dyscyplinach nauki i techniki, a szczególnie w elektrochemii, in»ynierii elektrycznej i biome-
dycznej oraz medycynie. Szczegóªowo jest to opisane w rozdziaªach 1 w pracach [A4], [A9].
Wartym podkre±lenia jest fakt, »e Hodgkin i Huxley za odkrycia dotycz¡ce mechanizmów jono-
wych zwi¡zanych ze wzbudzaniem i hamowaniem w obwodowych i centralnych cz¦±ciach bªony
komórkowej nerwu otrzymali w 1963 roku Nagrod¦ Nobla w dziedzinie �zjologii i medycyny [39].
Od wielu lat trwaj¡ intensywne badania mechanizmu transportu jonów ró»nych pierwiastków
w tzw. kanaªach jonowych zlokalizowanych w bªonach komórkowych ró»nych komórek »ywych
organizmów. Jest kilka biologicznych teorii dotycz¡cych tego zagadnienia, jednak »adna z nich
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nie jest w peªni satysfakcjonuj¡ca. Sztucznym jednowymiarowym odpowiednikiem biologicznych
kanaªów jonowych s¡ np. jonowe selektywne elektrody (ISE).

Podobnie jak w procesie dyfuzji wzajemnej masy w ciaªach staªych, elektrodyfuzj¦ opisuje
si¦ równaniami ci¡gªo±ci (2). Strumienie s¡ znowu uogólnieniem strumieni Ficka (1) i maj¡
posta¢

Ji = −Di∇ci + uiciE, (66)

gdzie ci oznaczaj¡ st¦»enia ªadunków skªadników, Di > 0 s¡ staªymi wspóªczynnikami dyfu-
zji skªadników, E jest nat¦»eniem pola elektrycznego generowanego przez caªkowity ªadunek
o g¦sto±ci q = F

∑s
i=1 zici speªniaj¡cym relacj¦

divE =
q

ε0εr
, (67)

F jest staª¡ Faradaya, zi s¡ warto±ciami ªadunków skªadników, za± ε0 i εr to odpowiednio,
staªa dielektryczna pró»ni i wzgl¦dna staªa dielektryczna o±rodka. Ponadto ui = DiziF/(RT )
jest ruchliwo±ci¡ skªadników, gdzie R to staªa gazowa, za± T jest ustalon¡ temperatur¡ o±rod-
ka. Powy»szy zwi¡zek wspóªczynników dyfuzji z ruchliwo±ci¡ nazywany jest relacj¡ Einsteina-
Smoluchowskiego. Strumienie Ji nazywane s¡ strumieniami Nernsta-Plancka. W wi¦kszo±ci za-
stosowa« pole elektryczne jest zast¦powane potencjaªem elektrycznym zgodnie z zale»no±ci¡

E = −∇ϕ, (68)

co po prostu stanowi, »e pole elektryczne jest polem zachowawczym (jest to prawd¡ w przypad-
ku braku pól magnetycznych). W ten sposób otrzymujemy silnie sprz¦»ony nieliniowy ukªad
paraboliczno-eliptyczny postaci ∂tci + div

(
−Di

(
∇ci + αzici∇ϕ

))
= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

−4ϕ = λ
∑s
i=1 zici, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

(69)

gdzie λ = F/(ε0εr) jest staª¡ Debye'a, α = F/(RT ), i = 1, ..., s. W literaturze nosi on na-
zw¦ klasycznego ukªadu Nernsta-Plancka-Poissona (cNPP) lub klasycznego ukªadu Poissona-
Nernsta-Plancka (cPNP) [51, 52, 78, 79, 81]. W powy»szym modelu jony s¡ traktowane jako
gaz elektronowy, a efekty jonowe s¡ pomini¦te lub s¡ uwzgl¦dniane cz¦±ciowo, jak np. rozmiary
jonów [44]. Woda jest dielektrykiem. W potencjale elektrochemicznym uwzgl¦dniono tylko tzw.
skªadow¡ idealn¡ czyli potencjaª elektryczny. A st¡d ukªad równa« (69) dobrze aproksymuje
elektrodyfuzj¦ np. w przypadku ukªadu o odpowiednio niskich st¦»eniach jonów.

Zadajemy warunek pocz¡tkowy

ci(0, x) = c0i(x), x ∈ Ω. (70)

Du»ym wyzwaniem teoretycznym i technicznym jest zadanie warunków brzegowych dla ukªadu
(69) maj¡cych zastosowanie w modelowaniu rzeczywistych procesów, które byªyby spójne z wy-
nikami eksperymentalnymi. W znanych pracach Bilera, Hilhorst, Hebischa i Nadziei [5, 6, 7, 8, 9]
dowodzi si¦ istnienie, jednoznaczno±¢ i bada si¦ asymptotyk¦ rozwi¡za«, ale wyª¡cznie ukªadów
�zycznie zamkni¦tych, tzn. strumie« ªadunków jest na brzegu ∂Ω równy zeru, opisuj¡cych che-
motaksj¦. Ponadto autorzy ci zakªadaj¡ do±¢ maªo �zycznie mo»liwy do realizacji jednorodny
warunek Dirichleta na potencjaª ϕ. Równie» w wielu najnowszych pracach matematycznych
po±wi¦conych kanaªom jonowym lub zagadnieniom pokrewnym autorstwa m.in. Constantina,
Eisenberga, Liu, Li i Wanga, wprawdzie wprowadza si¦ pewne uogólnienia ukªadu (69) uwzgl¦d-
niaj¡ce niektóre efekty jonowe i wzajemne zderzenia jonów, ale nie dopuszcza si¦ niejednorod-
nego strumienia na brzegu [18, 25, 26, 41, 44, 57, 60, 61, 62, 76, 85]. Moim zdaniem do opisu
ukªadów �zycznie otwartych, tzn. takich, »e strumie« ªadunków przepªywa przez brzeg lub jego
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fragment, szczególnie przydatne s¡ warunki brzegowe Changa-Ja�é (CJ) u»yte po raz pierwszy
przez tych wªa±nie autorów w 1952 roku do analizy polaryzacji w elektrolitach w przypadku
jednowymiarowym, n = 1 [13]. Od tego czasu w wielu pracach z elektrochemii takie warunki
byªy rozwa»ane [10, 30, 56, 63, 80]. Podstawow¡ ide¡ w zde�niowaniu tych warunków jest zaªo-
»enie, »e skªadowa normalna strumienia ªadunków na brzegu ∂Ω jest proporcjonalna do ró»nicy
wa»onej mi¦dzy strumieniami wewn¡trz i na zewn¡trz obszaru Ω,

Ji · n = −ki1ci,out + ki2ci, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, (71)

gdzie ki1, ki2 to staªe materiaªowe, które opisuj¡ przepuszczalno±¢ brzegowej warstwy granicz-
nej, a ci,out s¡ st¦»eniami skªadników na zewn¡trz o±rodka - przyjmuje si¦, »e s¡ staªe. Warunki
brzegowe (71) s¡ typowe dla ewolucyjnego ukladu (69) i przechodz¡ w warunek Dirichleta na
st¦»enia ªadunków dla granicznego, tj. stacjonarnego ukªadu cNPP. I znowu, znanych jest mi
kilka artykuªów matematycznych, w których dowodzi si¦ twierdzenia dotycz¡ce istnienia i wªa-
sno±ci rozwi¡za«, ale wªa±nie zagadnie« stacjonarnych, a wi¦c siª¡ rzeczy nie wykorzystuj¡cych
warunków CJ [4, 26, 38, 43, 44, 55, 57, 60, 61, 76, 87]. Z mojego rozeznania wynika, »e artykuª
[A4] jest pierwszym, w którym bada si¦ istnienie i analityczne wªasno±ci rozwi¡za« jednowy-
miarowego ewolucyjnego ukªadu cNPP, n = 1, z nieliniowymi warunkami brzegowymi, które
w szczególno±ci mog¡ mie¢ posta¢ CJ. Zastosowan¡ tutaj technik¦ badawcz¡ uogólniªem na
przypadek trójwymiarowy, n = 3, w artykule [A9], gdzie zaproponowaªem model kanaªu jono-
wego. W pracy tej wyidealizowany matematycznie zbiór Ω jest cylindrem, na którego pobocznicy
strumie« ma warto±¢ zero, za± na wlocie i wylocie zadane s¡ warunki CJ. Na potencjaª zadany
jest warunek Robina. Warunki CJ s¡ trudniejsze do bada« matematycznych dotycz¡cych istnie-
nia rozwi¡za« lokalnych w czasie, gªównie z powodu problemów ze znalezieniem odpowiednich
oszacowa«, jak i rozwi¡za« globalnych w czasie z powodu braku prawa zachowania masy lub
ªadunku. Trudno±ci z lokalnymi dowodami zostaªy pokonane w [A4], [A9] poprzez rozwa»enie
pewnych zbiorów domkni¦tych, ograniczonych i wypukªych zamiast kul domkni¦tych, w odpo-
wiednich normach Sobolewa.

[A4] W artykule tym udowodnili±my twierdzenia 4.2, 5.1, 6.1 o istnieniu, jednoznaczno±ci
i nieujemno±ci lokalnych w czasie sªabych rozwi¡za« w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa,
jednowymiarowego nieliniowego ukªadu paraboliczno�eliptycznego (69) z warunkiem pocz¡tko-
wym (70) oraz nieliniowymi warunkami brzegowymi na st¦»enia i niejednorodnym warunkiem
Dirichleta na potencjaª. Warunki brzegowe mog¡ mie¢ w szczególno±ci posta¢ CJ (71) na pod-
stawie uwagi 3.2. Dla prostoty rozwa»yli±my dwa rodzaje jonów, s = 2, ale wyniki mo»na
w sposób naturalny uogólni¢ na dowoln¡ liczb¦ skªadników.

Oznaczmy Ω = (0, 1) ⊂ R i niech T > 0 b¦dzie dowolne. Niech funkcje u0, v0 : Ω → R,
fi, gi : [0, T ] × R → R, hi : [0, T ] → R i staªe αi, βi, λ > 0 dla i = 1, 2 b¦d¡ dane. Rozwa»amy
problem ró»niczkowy 

ut = α1uxx − α2(uϕx)x, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,
vt = β1vxx + β2(vϕx)x, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,
ϕxx = λ(u− v), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

(72)

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω, (73)

α1ux(t, 0)− α2u(t, 0)ϕx(t, 0) = f1(t, u (t, 0)), t ∈ [0, T ],
α1ux(t, 1)− α2u(t, 1)ϕx(t, 1) = f2(t, u (t, 1)), t ∈ [0, T ],
β1vx(t, 0) + β2v(t, 0)ϕx(t, 0) = g1(t, v (t, 0)), t ∈ [0, T ],
β1vx(t, 1) + β2v(t, 1)ϕx(t, 1) = g2(t, v (t, 1)), t ∈ [0, T ],
ϕ(t, 0) = h1(t), t ∈ [0, T ],
ϕ(t, 1) = h2(t), t ∈ [0, T ].

(74)
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Je±li poªo»ymy s = 2, z1 = −z, z2 = z, (z ∈ N), u = c1, v = c2, α1 = D1, α2 = −D1z1
F
RT

,
β1 = D2, β2 = D2z2

F
RT

, λ = F
εrε0

, to ukªad (72) odpowiada ukªadowi (69). Zgodnie z uwag¡ 2.1
przyjmijmy, »e h1(t) = h2(t) ≡ 0. De�niujemy przestrzenie Sobolewa V = H1(Ω) i H = L2(Ω).
Oczywi±cie tworz¡ one trójk¦ ewolucyjn¡ V ⊂ H ⊂ V ∗ z zanurzeniami g¦stymi, ciagªymi
i zwartymi. Rozwa»my jeszcze zbiór

H+ = {u ∈ H : u(x)  0 p.w. w Ω}.

Zaªo»enie H

(H0) u0 ∈ H i v0 ∈ H.

(H1) fi, gi, i = 1, 2 speªniaj¡ warunki Carathéodory'ego: fi(·, u) i gi(·, u) s¡ mierzalne w sensie
Lebesgue'a oraz fi(t, ·) i gi(t, ·) s¡ ciagªe.

(H2) Speªnione s¡ warunki wzrostu:

|fi(t, u)| ¬ a1i + a2i|u|, |gi(t, u)| ¬ b1i + b2i|u|,

dla p.w. t ∈ (0, T ) i dla ka»dego u ∈ R, ze staªymi a1i, a2i, b1i, b2i  0, i = 1, 2.

(H3) Speªnione s¡ jednostronne warunki Lipschitza:

f1(t, u1)− f1(t, u2)  −Lf1(u1 − u2),
g1(t, u1)− g1(t, u2)  −Lg1(u1 − u2),
f2(t, u1)− f2(t, u2) ¬ Lf2(u1 − u2),
g2(t, u1)− g2(t, u2) ¬ Lg2(u1 − u2),

dla p.w. t ∈ (0, T ) i dla ka»dego u1, u2 ∈ R, u1  u2, ze staªymi Lfi , Lgi  0, i = 1, 2.

Zaªo»enie H+

(H+
0 ) u0 ∈ H+ i v0 ∈ H+.

(H+
1 ) Dla ka»dego u < 0 i dla p.w. t ∈ (0, T )

f1(t, u) ¬ 0, g1(t, u) ¬ 0,

f2(t, u)  0, g2(t, u)  0.

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ sªab¡ posta¢ problemu pocz¡tkowo-brzegowego (72)�(74).

Problem PE. Znale¹¢ u, v ∈ L2(0, T ;V ) i ϕ ∈ L2(0, T ;H3(Ω) ∩ H1
0 (Ω)) takie, »e ut, vt ∈

L2(0, T ;V ∗) i dla p.w. t ∈ (0, T )

〈ut, η〉V ∗×V +
∫

Ω
(α1ux − α2uϕx)ηxdx (75)

= f2(t, u(t, 1))η(1)− f1(t, u(t, 0))η(0) dla ka»dego η ∈ V,

〈vt, ζ〉V ∗×V +
∫

Ω
(β1vx + β2vϕx)ζxdx (76)

= g2(t, v(t, 1))ζ(1)− g1(t, v(t, 0))ζ(0) dla ka»dego ζ ∈ V,∫
Ω
ϕxξxdx+ λ

∫
Ω

(u− v)ξdx = 0 dla ka»dego ξ ∈ H1
0 (Ω), (77)

i speªniony jest warunek pocz¡tkowy (73).

Udowodnili±my nast¦puj¡ce twierdzenia.
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Twierdzenie 9 ([A4], tw. 4.2). Je±li speªnione s¡ zaªo»enia (H0), (H1), (H2), to istnieje T > 0
takie, »e Problem PE ma rozwi¡zanie.

Twierdzenie 10 ([A4], tw. 5.1.) Je±li speªnione jest Zaªo»enie H, to Problem PE ma co naj-
wy»ej jedno rozwiazanie na przedziale [0, T ] dla dowolnego T > 0.

Twierdzenie 11 ([A4], tw. 6.1). Zaªó»my, »e zachodz¡ Zaªo»enia H, H+. Wtedy je±li rozwi¡-
zanie Problemu PE istnieje na przedziale [0, T ] dla pewnego T > 0, to dla ka»dego t ∈ [0, T ]
mamy u(t) ∈ H+ i v(t) ∈ H+.

Aby dowie±¢ twierdzenie 9, rozdzielamy Problem PE na dwa pomocnicze problemy, a mia-
nowicie na problem eliptyczny i paraboliczny. Tak¡ technik¦ zapocz¡tkowaª Gajewski [33],
a pó¹niej stosowali j¡ m.in. Biler, Hebisch i Nadzieja [5, 6]. W lematach 4.1 i 4.2 wykazu-
jemy, »e problemy te maj¡ jedyne rozwi¡zanie, co pozwala zde�niowa¢ pewien operator ΛT

okre±lony na zbiorze B = B(T,Q0, Q1, Q2, R0, R1, R2) sparametryzowanym przez czas T > 0
i staªe Q0, Q1, Q2, R0, R1, R2 > 0,

B =
{

(w, z) ∈ XT : ‖w‖2
L2(0,T ;H) ¬ Q0, ‖wx‖2

L2(0,T ;H) ¬ Q1,

‖z‖2
L2(0,T ;H) ¬ R0, ‖zx‖2

L2(0,T ;H) ¬ R1,

‖wt‖2
L2(0,T ;V ∗) ¬ Q2, ‖zt‖2

L2(0,T ;V ∗) ¬ R2

}
, (78)

gdzie
XT = {(u, v) ∈ L2(0, T ;V )× L2(0, T ;V ) : ut, vt ∈ L2(0, T ;V ∗)} (79)

z norm¡

‖(u, v)‖XT = ‖u‖L2(0,T ;V ) + ‖v‖L2(0,T ;V ) + ‖ut‖L2(0,T ;V ∗) + ‖vt‖L2(0,T ;V ∗),

‖u‖2
L2(0,T ;V ) =

∫ T

0
‖u(t)‖2

V dt, ‖ut‖2
L2(0,T ;V ∗) =

∫ T

0
‖ut(t)‖2

V ∗ dt

jest przestrzeni¡ Sobolewa. Zuwa»amy, »e zbiór B jest domkni¦ty, ograniczony, wypukªy i nie-
pusty. Nast¦pnie korzystamy z lematów 4.3, 4.4 i z poni»szej wersji twierdzenia Schaudera�
Tychono�a o punkcie staªym, które jest konsekwencj¡ twierdzenia 1 w [3].

Twierdzenie 12 ([A4], tw. 4.1). Niech X b¦dzie re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha i niech C ⊂
X b¦dzie domkni¦tym, ograniczonym, wypukªym i niepustym zbiorem. Je±li funkcja Λ : C → C
jest ci¡gowo sªabo ci¡gªa, to ma co najmniej jeden punkt staªy.

Warto podkre±li¢, »e B nie jest kul¡ domkni¦t¡, jak np. w [5, 6], ale jest podzbiorem do-
mkni¦tym kuli domkni¦tej. To wªa±nie taka posta¢ zbioru B pozwoliªa na dobór parame-
trów i zagwarantowaªa istnienie T > 0 takich, »eby operator ΛT byª wewn¦trznym, tzn.
ΛT (B) ⊂ B. Tego typu trudno±ci w znalezieniu odpowiednich oszacowa« s¡ spowodowane
niejednorodnym i nieliniowym charakterem warunków brzegowych (74). Ciekawe jest te» sko-
rzystanie pomocniczo z uªamkowych przestrzeni Sobolewa Hs(Ω), s ∈ (1

2 , 1). Pozwoliªo to
uniezale»ni¢ dowód istnienia rozwi¡zania od wielko±ci staªych wyst¦puj¡cych w równaniach,
a w szczególno±ci od wspóªczynników dyfuzji Di, co jest istotne w zastosowaniach �zycznych.
Twierdzenie 10 wykazali±my w oparciu o nierówno±ci Gronwalla, Höldera, Younga i lemat Ehr-
linga. Aby dowie±¢ twierdzenie 11, znowu skorzystali±my z twierdzenia 12 z u»yciem metody
bariery.
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[A9] W artykule tym badaªem model transportu i dyfuzji jonów w kanaªach biologicznych.
Jest on opisany trójwymiarowym nieliniowym ukªadem paraboliczno-eliptycznym (69) z wa-
runkiem pocz¡tkowym (70) oraz nieliniowymi warunkami brzegowymi na st¦»enia i warunkiem
Robina na potencjaª. Istotn¡ nowo±ci¡ jest rozwa»enie warunków brzegowych Changa�Ja�é na
strumienie, na wlocie i wylocie kanaªu (71), oraz Robina na potencjaª, jak równie» dopuszczenie
dowolnej liczby ró»nych rodzajów jonów o ró»nych ªadunkach i ruchliwo±ciach. Udowodniªem
twierdzenia 4.2, 5.1, 6.1 o istnieniu, jednoznaczno±ci i nieujemno±ci lokalnych w czasie sªabych
rozwi¡za« w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa oraz lematy 4.1, 4,2, 4.3, 4.4. Zastosowa-
ªem podobn¡ technik¦ dowodow¡ jak w [A4], ale ze wzgl¦du na wymiar, n = 3, skonstruowaªem
inny, bardziej subtelny zbiór B, inne nierówno±ci ró»niczkowo-caªkowe oraz zwi¡zane ze ±ladem,
a ponadto przestrze« Sobolewa L2(0, T,H1(Ω)) musiaªem zaaproksymowa¢ jej g¦st¡ podprze-
trzeni¡ L2(0, T,H2(Ω)). Udowodniªem równie» dwa pomocnicze twierdzenia 3.1, 3.2 o oszaco-
waniu i regularyzacji rozwi¡za« równania eliptycznego z warunkiem brzegowym Robina.

De�niujemy uproszczony cylindryczny kanaª membranowy Ω ⊂ R3 z brzegiem ∂Ω nale»¡cym
do klasy C∞ postaci

Ω =
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : 0 < x1 < 1, x2
2 + x2

3 < g2(x1)
}
,

gdzie g ∈ C∞([0, 1],R). Brzeg ∂Ω dzielimy na trzy cz¦±ci:

∂1Ω =
{

(x1, x2, x3) ∈ ∂Ω : x1 = 0
}
,

∂2Ω =
{

(x1, x2, x3) ∈ ∂Ω : x1 = 1
}
,

∂3Ω =
{

(x1, x2, x3) ∈ ∂Ω : 0 < x1 < 1, x2
2 + x2

3 = g2(x1)
}
.

Cz¦±ci ∂1Ω, ∂2Ω postrzegamy jako wlot i wylot kanaªu, odpowiednio, za± ∂3Ω - ±cian¦ kanaªu.
Niech funkcje c0i : Ω→ R, a, b, h : [0, T ]× ∂Ω→ R oraz staªe Di, α, λ > 0, aji, bji  0, zi ∈ R,
i = 1, ..., s, j = 1, 2 b¦d¡ dane, gdzie T > 0 jest dowolne. Rozwa»amy problem ró»niczkowy{

∂tci + div
(
−Di

(
∇ci + αzici∇ϕ

))
= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

−4ϕ = λ
∑s
j=1 zjcj, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

(80)

ci(0, x) = c0i(x), x ∈ Ω, (81)
−Di

(
∂ci
∂n

+ αzici
∂ϕ
∂n

)
= −a1i + b1ici, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂1Ω,

−Di

(
∂ci
∂n

+ αzici
∂ϕ
∂n

)
= −a2i + b2ici, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂2Ω,

−Di

(
∂ci
∂n

+ αzici
∂ϕ
∂n

)
= 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂3Ω,

a(t, x)∂ϕ
∂n

+ b(t, x)ϕ = h(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(82)

dla i = 1, ..., s. De�niujemy przestrzenie Sobolewa V = H1(Ω) i H = L2(Ω). Tworz¡ one trójk¦
ewolucyjn¡ V ⊂ H ⊂ V ∗ z zanurzeniami g¦stymi, ciagªymi i zwartymi. Rozwa»my jeszcze zbiór

H+ = {u ∈ H : u(x)  0 p.w. w Ω}.

Zaªo»enie H

(H0) c0i ∈ H, i = 1, ..., s.

(H1) b
a
∈ L∞(0, T ;C∞(∂Ω)), h

a
∈ L∞(0, T ;H

1
2 (∂Ω)).

(H2) b
a
(t, x)  p0 > 0 dla p.w. t ∈ (0, T ) i ka»dego x ∈ ∂Ω, p0 = const.

20



Rozwa»my nast¦puj¡c¡ sªab¡ posta¢ problemu pocz¡tkowo-brzegowego (80)�(82).

Problem PE. Znale¹¢ ci ∈ L2(0, T ;V ) i ϕ ∈ L2(0, T ;H2(Ω)) takie, »e ∂tci ∈ L2(0, T ;V ∗)
i dla p.w. t ∈ (0, T )

〈∂tci, ηi〉V ∗×V +
∫

Ω
Di(∇ci + αzici∇ϕ) ◦ ∇ηi dx (83)

=
∫
∂1Ω

(a1i − b1ici) ηi dσ +
∫
∂2Ω

(a2i − b2ici) ηi dσ dla ka»dego ηi ∈ V,∫
Ω
∇ϕ ◦ ∇ξ dx+

∫
∂Ω

b

a
ϕ ξ dσ = λ

s∑
j=1

∫
Ω
zjcjξ dx+

∫
∂Ω

h

a
ξ dσ dla ka»dego ξ ∈ V, (84)

i speªniony jest warunek pocz¡tkowy (81).

Udowodnili±my nast¦puj¡ce twierdzenia.

Twierdzenie 13 ([A9], tw. 4.2). Je±li speªnione jest Zaªo»enie H, to istnieje T > 0 takie, »e
Problem PE ma rozwi¡zanie.

Twierdzenie 14 ([A9], tw. 5.1). Je±li speªnione jest Zaªo»enie H, to Problem PE ma co naj-
wy»ej jedno rozwiazanie na przedziale [0, T ] dla dowolnego T > 0.

Twierdzenie 15 ([A9], tw. 6.1). Zaªó»my, »e zachodzi Zaªo»enie H oraz c0i ∈ H+, i = 1, ..., s.
Wtedy je±li rozwi¡zanie Problemu PE istnieje na przedziale [0, T ] dla pewnego T > 0, to dla
ka»dego t ∈ [0, T ] mamy ci(t) ∈ H+, i = 1, ..., s.

Idea dowodów powy»szych twierdze« jest podobna jak w [A4], przy czym zbiórB = B(T,Q0, Q1,
Q2, Q3) ma teraz posta¢

B =
{
w ∈ XT : ‖wi‖2

L2(0,T ;H) ¬ Q0, ‖∇wi‖2
L2(0,T ;H) ¬ Q1, ‖∂twi‖2

L2(0,T ;V ∗) ¬ Q2, (85)

‖wi‖4
L4(0,T ;H) ¬ Q3

}
.

Ró»nica w stosunku do (78) polega na dodaniu warunku: ‖wi‖4
L4(0,T ;H) ¬ Q3. Dalszy komentarz

jest analogiczny, jak ten po sformuªowaniu twierdzenia 12.

4 Dyfuzja i transport impulsów w komórkach nerwowych,
[A2], [A3]

Zjawisko generacji i propagacji impulsów nerwowych w neuronach zacz¦to intensywnie ba-
da¢ w drugiej poªowie XX wieku. Neuron, czyli komórka nerwowa, jest podstawowym elemen-
tem ukªadu nerwowego. Jednym z najbardziej znanych modeli jest jednowymiarowy reakcyjno-
dyfuzyjno-kinetyczny ukªad Hodgkina-Huxley'a [39] z 1952 roku{

ut − uxx = f(u, v),
vt = g(u, v),

(86)

gdzie funkcje f i g maj¡ odpowiedni¡ posta¢ i s¡ zadane. Funkcja u ∈ R jest potencjaªem
pola elektrycznego w neuronie, za± funkcja v ∈ R3 opisuje przewodnictwo trzech rodzajów
jonów. Model ten jest matematycznie skomplikowany i zostaª uproszczony przez Nagumo [70]
i FitzHugha [31], [32] do postaci {

ut − uxx = −f(u)− v,
vt = bu,

(87)
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gdzie f(u) = u(a − u)(1 − u), a, b > 0 s¡ staªe i v ∈ R. Gªównie ze wzgl¦du na trudno±ci
w konstrukcji rozwi¡za« szczególnej postaci np. typu solitonowej fali biegn¡cej, spowodowanych
nieliniowo±ci¡ funkcji f , McKean [68] zmody�kowaª ten ukªad nast¦puj¡co{

ut − uxx = H(u− a)− u− v,
vt = bu− dv, (88)

gdzie H jest funkcj¡ Heaviside'a oraz a, b > 0, d  s¡ staªe. Bardziej ogólne ukªady tego typu,
obejmuj¡ce zarówno neurobiologiczny model Hodgkina-Huxley'a jak i model Fielda-Noyesa re-
akcji chemicznej Bieªousowa-�aboty«skiego, z v ∈ Rn byªy badane w [27], [53]. Hiperboliczne
uogólnienie ukªadu (88) w formie{

τutt + ut − uxx = H(u− a)− u− v,
vt = bu− dv, (89)

gdzie τ  0 oznacza czas relaksacji, zostaªo zaproponowane w 2015 roku w pracy Likusa
i Vladimirova [58]. Autorzy ci skonstruowali soliton i wykazali jego stabilno±¢. Pierwsze równa-
nie w (89) mo»na formalnie wyprowadzi¢, zast¦puj¡c strumie« Ficka w równaniu ci¡gªo±ci

γut + divJ = 0 (90)

strumieniem, który speªnia równanie Cattaneo

τJt + J = −k∇u (91)

uwzgl¦dniaj¡ce efekty pami¦ci zwi¡zanej z wewn¦trzn¡ struktur¡ o±rodka, i przyjmuj¡c ma-
tematyczne uproszczenie k = γ = 1 [45], [67]. Tutaj u okre±la propaguj¡c¡ fal¦ jonow¡.
W [34, 35] rozpatruje si¦ model jeszcze bardziej ogólny od tego z [58]. W [35] przedstawio-
no wyniki symulacji numerycznych modelu z [34], z których wynika, »e dynamika ewolucji
rozwi¡zania solitonopodobnego w modelu z relaksacj¡ jest odmienna od tego, co obserwuje si¦
bez wª¡czenia tego efektu.

[A2] W tym artykule udowodniªem twierdzenie 4.1 o istnieniu, jednoznaczno±ci i oszacowa-
niu lokalnych w czasie, ograniczonych wraz z pierwszymi pochodnymi, z lokalnie hölderowskimi
lub globalnie lipschitzowskimi pierwszymi pochodnymi, stosownie do regularno±ci warunków
pocz¡tkowych, rozwi¡za« pewnego jednowymiarowego sªabo sprz¦»onego nieliniowego hiper-
bolicznego problemu pocz¡tkowego. Wykazaªem równie» lemat 3.1 o równowa»no±ci tego za-
gadnienia ró»niczkowego z ukªadem caªkowym, w odpowiedniej klasie funkcji. Nie znalazªem
w literaturze »adnych wyników dotycz¡cych istnienia rozwi¡za« takiego problemu pocz¡tkowe-
go.

Niech funkcje f : [0, T ] × R2+k → R, g = (g1, ..., gk) : [0, T ] × R2+k → Rk zmiennych
(t, x, p, r) ∈ [0, T ]× R2+k, u0, u1 : R→ R, v0 = (v01, ..., v0k) : R→ Rk i staªa c ∈ R b¦d¡ dane,
gdzie T > 0 jest ustalone. Rozwa»amy zagadnienie pocz¡tkowe{

utt − uxx + cut = f (t, x, u, v) , (t, x) ∈ [0, T ]× R,
vt = g (t, x, u, v) , (t, x) ∈ [0, T ]× R, (92)


u (0, x) = u0 (x) , x ∈ R,
v (0, x) = v0 (x) , x ∈ R,
ut (0, x) = u1 (x) , x ∈ R,

(93)

gdzie v = (v1, ..., vk). Je±li c > 0, to pierwsze hiperboliczne równanie falowe w (92) nazywane
jest równaniem telegra�stów. Pozostaªe k równa« w (92) traktuje si¦ jako równania zwyczajne
z parametrem x. Symbolem ‖ · ‖ oznaczamy norm¦ maksimum w Rd, d ∈ N

‖y‖ = max
i=1,...,d

|yi| , y = (y1, ..., yd) ∈ Rd. (94)
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W przetrzeni fukcji ci¡gªych i ograniczonych Cb
(
Ω,Rd

)
de�niujemy norm¦ supremum

‖z‖0 = sup {‖z (ω)‖ : ω ∈ Ω} , z ∈ Cb
(
Ω,Rd

)
, (95)

gdzie Ω = R lub Ω ⊂ R2. Przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych wraz z pierwszymi
pochodnymi oznaczamy przez C1

b

(
Ω,Rd

)
. Norm¦ w tej przestrzeni de�niujemy wzorem

‖z‖1 = ‖z‖0 + ‖zt‖0 + ‖zx‖0, z ∈ C1
b

(
Ω,Rd

)
. (96)

Przestrzenie
(
Cb
(
Ω,Rd

)
, ‖ · ‖0

)
i
(
C1
b

(
Ω,Rd

)
, ‖ · ‖1

)
s¡ przestrzeniami Banacha. Niech α ∈

(0, 1] b¦dzie ustalona. Dla dowolnej funkcji z ∈ Cb
(
Ω,Rd

)
okre±lamy liczb¦

[z]H,α = sup
{
‖z (t, x)− z (t̄, x̄)‖ [|t− t̄|+ |x− x̄|]−α : (t, x) , (t̄, x̄) ∈ Ω

}
. (97)

Je±li [z]H,α < ∞, to jest to najmniejsza staªa Höldera dla funkcji z i wykªadnika α, i jest
ona nazywana wspóªczynnikiem Höldera. Je±li α = 1, to jest to wspóªczynnik Lipschitza.
Wprowadzamy przestrzenie Höldera C0+α

(
Ω,Rd

)
⊂ Cb

(
Ω,Rd

)
, C1+α

(
Ω,Rd

)
⊂ C1

b

(
Ω,Rd

)
ze sko«czonymi normami, odpowiednio

‖z‖0+α = ‖z‖0 + [z]H,α , (98)

‖z‖1+α = ‖z‖1 + [zt]H,α + [zx]H,α .

Oczywi±cie je±li Ω = R, to t and zt w powy»szych de�nicjach nie wyst¦puje. Niech ∆(x, τ) ⊂
R × [0, τ ], x ∈ R b¦dzie trójk¡tem równoramiennym o wierzchoªkach (x − τ, 0), (x, τ), (x +
τ, 0). De�niujemy przestrze« Höldera C1+α

loc

(
[0, τ ] × R,Rd

)
⊂ C1

b

(
[0, τ ] × R,Rd

)
funkcji z ∈

C1+α
(
∆(x, τ),Rd

)
dla dowolnego ∆(x, τ), ze staªymi

[zt]H,α,∆(x,τ) = sup
{
‖zt (t, x)− zt (t̄, x̄)‖ [|t− t̄|+ |x− x̄|]−α : (t, x) , (t̄, x̄) ∈ ∆(x, τ)

}
, (99)

[zx]H,α,∆(x,τ) = sup
{
‖zx (t, x)− zx (t̄, x̄)‖ [|t− t̄|+ |x− x̄|]−α : (t, x) , (t̄, x̄) ∈ ∆(x, τ)

}
,

niezale»nymi od ∆(x, τ). Mówimy, »e zt, zx s¡ jednostajnie hölderowsko ci¡gªe w [0, τ ] × R.
Oczywi±cie jesli α = 1, to C1+α

loc

(
[0, τ ]× R,Rd

)
= C1+α

(
[0, τ ]× R,Rd

)
.

Zaªo»enie H1[u0, v0, u1]. Funkcje u0 ∈ C1+α (R,R)∩C2 (R,R), v0 ∈ C1+α
(
R,Rk

)
, u1 ∈ C0+α (R,

R) ∩ C1 (R,R) s¡ takie, »e:

‖u0‖0 ¬ Λ1, ‖u1‖0 ¬ Λ(1)
1 , ‖(u0)x‖0 ¬ Λ(1)

1 ,

[u1]H,α ¬ Λ(2)
1 , [(u0)x]H,α ¬ Λ(2)

1 ,

‖v0‖0 ¬ Λ2, ‖g (0, ·, u0 (·) , v0 (·))‖0 ¬ Λ(1)
2 , ‖(v0)x‖0 ¬ Λ(1)

2 ,

[g (0, ·, u0 (·) , v0 (·))]H,α ¬ Λ(2)
2 , [(v0)x]H,α ¬ Λ(2)

2 ,

gdzie staªe Λi, Λ(j)
i  0, i, j = 1, 2 s¡ dowolnie zadane.

Zaªo»enie H2[f, g]. Funkcje f , g oraz pochodne fx, fp, fri , gx, gp, gri , i = 1, ..., k s¡ ci¡gªe.
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Ponadto istniej¡ niemalej¡ce funkcje Mi, M
(1)
i , H2, H

(1)
2 : R2

+ → R+, i = 1, 2 takie, »e dla
ka»dego t, t̄ ∈ [0, T ], x, x̄ ∈ R, (q1, q2) ∈ R2

+, |p|, |p̄| ¬ q1, ‖r‖, ‖r̄‖ ¬ q2:

|f (t, x, p, r)| ¬M1 (q1, q2) ,

|fx (t, x, p, r)| , |fp (t, x, p, r)| , |fri (t, x, p, r)| ¬M
(1)
1 (q1, q2) ,

‖g (t, x, p, r)‖ ¬M2 (q1, q2) ,

‖gx (t, x, p, r)‖ , ‖gp (t, x, p, r)‖ , ‖gri (t, x, p, r)‖ ¬M
(1)
2 (q1, q2) ,

‖g (t, x, p, r)− g (t̄, x, p, r) ‖ ¬ H2 (q1, q2) |t− t̄|α ,
‖gx (t, x, p, r)− gx (t, x̄, p̄, r̄)‖ ¬ H

(1)
2 (q1, q2) [|x− x̄|+ |p− p̄|+ ‖r − r̄‖]α ,

‖gp (t, x, p, r)− gp (t, x̄, p̄, r̄)‖ ¬ H
(1)
2 (q1, q2) [|x− x̄|+ |p− p̄|+ ‖r − r̄‖]α ,

‖gri (t, x, p, r)− gri (t, x̄, p̄, r̄)‖ ¬ H
(1)
2 (q1, q2) [|x− x̄|+ |p− p̄|+ ‖r − r̄‖]α .

Zaªo»enie H3[Q]. Parametry Qi, Q
(j)
i , i, j = 1, 2 speªniaj¡ nierówno±ci:

Q1 > Λ1,

Q
(1)
1 > Λ(1)

1 ,

Q
(2)
1 > 2Λ(2)

1 , α ∈ (0, 1) ,

Q
(2)
1 > M∗

1 +
c2

4
Q1 +

c2

4
Λ1 +

3
2
cΛ(1)

1 + 2Λ(2)
1 , α = 1,

Q2 > Λ2,

Q
(1)
2 M∗

2 , Q
(1)
2 > Λ(1)

2 ,

Q
(2)
2 > H∗2 , Q

(2)
2 > Λ(2)

2 , α ∈ (0, 1) ,

Q
(2)
2 M

(1)∗
2

[
1 + 2

(
Q

(1)
1 + nQ

(1)
2

)]
+H∗2 , α = 1,

Q
(2)
2 > M

(1)∗
2

(
1 +Q

(1)
1 + nQ

(1)
2

)
+ Λ(2)

2 , α = 1,

gdzie M∗
i = Mi (Q1, Q2), M (1)∗

i = M
(1)
i (Q1, Q2), H∗2 = H2 (Q1, Q2), H(1)∗

2 = H
(1)
2 (Q1, Q2),

i = 1, 2.

De�niujemy zbiór C1,α
b,τ (Q) sparametryzowany przez czas τ ∈ (0, T ] i staªe Qi, Q

(j)
i > 0,

i, j = 1, 2,

C1,α
b,τ (Q) =

{
(u, v) ∈ C1+α

loc

(
[0, τ ]× R,R1+k

)
: (100)

u (0, x) = u0 (x) , v (0, x) = v0 (x) , ut (0, x) = u1 (x) ,

‖u‖0 ¬ Q1, ‖ut‖0 ¬ Q
(1)
1 , ‖ux‖0 ¬ Q

(1)
1 , [ut]H,α,∆(x,τ) ¬ Q

(2)
1 , [ux]H,α,∆(x,τ) ¬ Q

(2)
1 ,

‖v‖0 ¬ Q2, ‖vt‖0 ¬ Q
(1)
2 , ‖vx‖0 ¬ Q

(1)
2 , [vt]H,α,∆(x,τ) ¬ Q

(2)
2 , [vx]H,α,∆(x,τ) ¬ Q

(2)
2 , x ∈ R

}
.

Twierdzenie 16 ([A2], tw. 4.1). Je±li speªnione s¡ Zaªo»enia H1[u0, v0, u1], H2[f, g], H3[Q]
i c  0, to istnieje τ ∈ (0, T ] takie, »e problem (92), (93) ma jedyne rozwi¡zanie (u, v) ∈ C1,α

b,τ (Q)
i u ∈ C2 ([0, τ ]× R,R).

Twierdzenie 16 udowodniªem przy pomocy twierdzenia Banacha o punkcie staªym, wykorzy-
stuj¡c lemat 3.1 o postaci caªkowej i lemat Arzeli-Ascoliego. Podkre±lmy, »e w twierdzeniu
16 przyjmuje si¦ zaªo»enie, »e f, g mog¡ by¢ tylko lokalnie lipschitzowskie wzgl¦dem p ∈ R,
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r ∈ Rk, co pozwala uwzgl¦dni¢ w szczególno±ci równania z czªonami wielomianowymi wzgl¦-
dem u i v. Ponadto mog¡ to by¢ wszystkie wielomiany o ile prawe strony równa« nie zale»¡ od
t, x. Twierdzenie 16 jest równie» prawdziwe, gdy ukªad zwyczajny w ukªadzie (92) nie wyst¦pu-
je i f = f(t, x, p). Warto podkre±li¢, »e C1,α

b,τ (Q) nie jest kul¡ domkni¦t¡, ale jest domkni¦tym

podzbiorem kuli domkni¦tej w przetrzeni Cb
(
[0, τ ] × R,R1+k

)
. To wªa±nie taka posta¢ zbioru

C1,α
b,τ (Q) pozwoliªa na dobór parametrów i zagwarantowaªa istnienie τ > 0 takich, »eby odpo-

wiedni operator H = (F,G) byª wewn¦trznym, tzn. H
(
C1,α
b,τ (Q)

)
⊂ C1,α

b,τ (Q) i zw¦»ajacym.

[A3]W tej pracy udowodniªem twierdzenia 4.3 i 4.6 o istnieniu, jednoznaczno±ci i oszacowa-
niu globalnych w czasie klasycznych rozwi¡za« jednowymiarowego sªabo sprz¦»onego nieliniowe-
go hiperbolicznego problemu pocz¡tkowego (92), (93) badanego w [A2]. Ale teraz przedziaª [0, T ]
w (92) zast¦pujemy póªprost¡ R+

0 = [0,∞), za± funkcje pocz¡tkowe oznaczamy przez ϕ0, ψ0, ϕ1

zamiast u0, v0, u1. Wykazaªem te» pomocnicze twierdzenie 2.2 o sªabych hiperbolicznych nie-
równo±ciach ró»niczkowych i lemat 3.1 o równowa»no±ci badanego problemu ró»niczkowego
z pewnym ukªadem caªkowym, w troch¦ innej klasie funkcji ni» w [A2]. Ponadto zaproponowa-
ªem metod¦ konstrukcji dolnych i górnych rozwi¡za« w przypadku ograniczonych f, g, u0, u1, v0.
Polega ona na rozwi¡zaniu odpowiednio skojarzonych równa« ró»niczkowych zwyczajnych
z warunkiem pocz¡tkowym. Taka metoda ró»niczkowa jest wygodniejsza do stosowania ni» np.
metoda caªkowa z wykorzystaniem funkcji Greena opisana w [11] dla równa« parabolicznych.

Twierdzenie 17 ([A3], tw. 4.3). Zaªó»my, »e:

(1) f ∈ C1
(
R+

0 × R2+k,R
)
, g ∈ C1

(
R+

0 × R2+k,Rk
)
,

(2) f, g speªniaj¡ warunek Lipschitza wzgl¦dem p, r w R+
0 × R2+k ze staª¡ L,

(3) gx, gp, gri, i = 1, ..., k speªniaj¡ warunek Lipschitza wzgl¦dem x, p, r w R+
0 ×R2+k ze staª¡

L1,

(4) ϕ0 ∈ C2 (R,R), ϕ1 ∈ C1 (R,R), ψ0 ∈ C1
(
R,Rk

)
,

(5) (ψ0)x speªnia warunek Lipschitza w R ze staª¡ L0.

Wówczas istnieje jedyne rozwi¡zanie (u, v) ∈ C2
(
R+

0 × R,R
)
× C1

(
R+

0 × R, Rk
)
problemu

(92), (93).

Funkcja (u, v) ∈ C2
(
R+

0 × R,R
)
× C1

(
R+

0 × R, Rk
)
speªniaj¡ca ukªad nierówno±ci



utt − uxx + cut ¬ f (t, x, u, v) , (t, x) ∈ R+
0 × R,

vt ¬ g (t, x, u, v) , (t, x) ∈ R+
0 × R,

ϕ0 (x)  u (0, x) , x ∈ R,
ψ0 (x)  v (0, x) , x ∈ R,
ϕ1 (x)  ut (0, x) , x ∈ R,

(101)

nazywana jest rozwi¡zaniem dolnym problemu (92), (93) w R+
0 × R. Gdy nierówno±ci s¡ prze-

ciwne, to nazywamy j¡ rozwi¡zaniem górnym tego problemu.

Zaªo»enie A. Istnieje co najmniej jedna para rozwi¡za« dolnych i górnych (u0, v0), (u0, v0)
problemu (92), (93) taka, »e

u0 ¬ u0, v0 ¬ v0 w R+
0 × R. (102)
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Dla danej pary rozwiaza« dolnych i górnych (u0, v0), (u0, v0) problemu (92), (93) speªniaj¡cych
Zaªo»enie A de�niujemy sektor

〈(u0, v0) , (u0, v0)〉 =
{

(u, v) ∈ C2
(
R+

0 × R,R
)
× C1

(
R+

0 × R,Rk
)

:

u0 (t, x) ¬ u (t, x) ¬ u0 (t, x) , v0 (t, x) ¬ v (t, x) ¬ v0 (t, x) , (t, x) ∈ R+
0 × R

}
oraz przedziaª

〈m,M〉 =
{

(u, v) ∈ R1+k : m0 ¬ u ¬M0, m ¬ v ¬M
}
,

gdzie m = (m1, ...,mk), M = (M1, ...,Mk),

m0 = inf
{
u0 (t, x) : (t, x) ∈ R+

0 × R
}
,

mi = inf
{
v0i (t, x) : (t, x) ∈ R+

0 × R
}
,

M0 = sup
{
u0 (t, x) : (t, x) ∈ R+

0 × R
}
,

Mi = sup
{
v0i (t, x) : (t, x) ∈ R+

0 × R
}
,

v = (v01, ..., v0k), v = (v01, ..., v0k), i = 1, ..., k. De�niujemy jeszcze przy pomocy rekurencji dwa
ciagi funkcji (un, vn), (un, vn), un, un : R+

0 ×R→ R, vn, vn : R+
0 ×R→ Rk, n ∈ N0 := N ∪ {0}:

Lun+1 = f (t, x, un (t, x) , vn (t, x)) + c2

4 un (t, x) , (t, x) ∈ R+
0 × R,

(vn+1)t = g (t, x, un (t, x) , vn (t, x)) , (t, x) ∈ R+
0 × R,

un+1 (0, x) = ϕ0 (x) , x ∈ R,
vn+1 (0, x) = ψ0 (x) , x ∈ R,
(un+1)t (0, x) = ϕ1 (x) , x ∈ R,

(103)



Lun+1 = f (t, x, un (t, x) , vn (t, x)) + c2

4 un (t, x) , (t, x) ∈ R+
0 × R,

(vn+1)t = g (t, x, un (t, x) , vn (t, x)) , (t, x) ∈ R+
0 × R,

un+1 (0, x) = ϕ0 (x) , x ∈ R,
vn+1 (0, x) = ψ0 (x) , x ∈ R,
(un+1)t (0, x) = ϕ1 (x) , x ∈ R,

(104)

gdzie L = utt − uxx + cut + c2

4 u jest operatorem dziaªaj¡cym na funkcje u ∈ C2
(
R+

0 × R,R
)
.

Twierdzenie 18 ([A3], tw. 4.6). Zaªó»my, »e speªnione jest Zaªo»enie A oraz:

(1) f ∈ C1
(
R+

0 × R× 〈m,M〉 ,R
)
, g ∈ C1

(
R+

0 × R× 〈m,M〉 ,Rk
)
,

(2) f, g speªniaj¡ warunek Lipschitza wzgl¦dem p, r ze staª¡ L w R+
0 × R× 〈m,M〉,

(3) gx, gp, gri, i = 1, ..., k speªniaj¡ warunek Lipschitza wzgl¦dem x, p, r ze staª¡ L1 w R+
0 ×

R× 〈m,M〉,

(4) f (t, x, p, r) + c2

4 p, g s¡ niemalej¡ce wzgl¦dem p, r w R+
0 × R× 〈m,M〉,

(5) c  0,

(6) ϕ0 ∈ C2 (R,R), ϕ1 ∈ C1 (R,R), ψ0 ∈ C1
(
R,Rk

)
,

(7) (ψ0)x speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ L0 w R.
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Wówczas:

(i) istniej¡ jedyne rozwi¡zania (un, vn) , (un, vn) ∈ C2
(
R+

0 × R,R
)
× C1

(
R+

0 × R,Rk
)
, n ∈

N0 problemów (103), (104), odpowiednio,

(ii) speªnione s¡ nierówno±ci w R+
0 × R:

u0 ¬ u1 ¬ u2 ¬ ... ¬ u2 ¬ u1 ¬ u0,

v0 ¬ v1 ¬ v2 ¬ ... ¬ v2 ¬ v1 ¬ v0,

(iii) (un, vn) , (un, vn), n ∈ N0 s¡ dolnym i górnym rozwi¡zaniem problemu (92), (93) w R+
0 ×R,

(iv) limn→∞ (un (t, x)− un (t, x)) = 0, limn→∞ (vn (t, x)− vn (t, x)) = 0 prawie jednostajnie
w R+

0 × R,

(v) funkcja

(u (t, x) , v (t, x)) = lim
n→∞

(un (t, x) , vn (t, x)) = lim
n→∞

(un (t, x) , vn (t, x))

∈ C2
(
R+

0 × R,R
)
× C1

(
R+

0 × R,Rk
)
jest jedynym rozwi¡zaniem problemu (92), (93)

w sektorze 〈(u0, v0) , (u0, v0)〉.

Twierdzenie 17 udowodniªem przy pomocy iteracyjnej metody Picarda, wykorzystuj¡c lemat
3.1 o postaci caªkowej, lemat 4.1 o oszacowaniu, lemat 4.2 o przej±ciu granicznym oraz lemat
Arzeli-Ascoliego. Z kolei twierdzenie 18 wykazaªem przy pomocy metody monotonicznej dolnych
i górnych rozwi¡za«, korzystaj¡c z lematów 3.1, 4.1, 4.2, lematu Arzeli-Ascoliego i twierdzenia
2.2 o sªabych hiperbolicznych nierówno±ciach ró»niczkowych. Podkre±lmy, »e w twierdzeniu 17
zakªada si¦ globalny warunek Lipschitza na f, g, gx, gp, gr wzgl¦dem p, r, za± w twierdzeniu 18
tylko lokalny warunek Lipschitza, tj. dla p, r nale»¡cych do przedziaªu 〈m,M〉. Dlatego te»
twierdzenie 18 dopuszcza równania z czªonami wielomianowymi wzgl¦dem u i v. Warto jeszcze
zauwa»y¢, »e twierdzenia 17, 18 s¡ równie» prawdziwe, gdy ukªad zwyczajny w ukªadzie (92)
nie wyst¦puje i f = f(t, x, p).

5 Metody ró»nicowe dla lokalnych i nielokalnych modeli dyfuzji,
[A1], [A5]

W rozdziaªach 2, 3, 4 przedstawiªem wyniki dotycz¡ce pewnych konkretnych ukªadów równa«
ró»niczkowych. Ale jest wiele bardziej skomplikowanych zjawisk �zycznych do opisu których
konstruuje si¦ równania i ukªady równa« ró»niczkowych z czªonami nielokalnymi. Takie równa-
nia nazywa si¦ cz¦sto równaniami ró»niczkowo-funkcyjnymi. Dla przykªadu mog¡ to by¢ rów-
nania reakcji-dyfuzji z przesuni¦tym argumentem czasowym lub przestrzennym oraz równania
ró»niczkowo-caªkowe. Te pierwsze równania opisuj¡ zagadnienia z biologii, bio�zyki, bioche-
mii, chemii, medycyny, ekologii, ekonomii, teorii sterowania, reakcji j¡drowych, a te drugie
uwzgl¦dniaj¡ tzw. caªkowe ¹ródªa [84, 89]. W tym rozdziale nie b¦d¦ skupiaª sie na konkretnym
modelu, ale rozwa»¦ sytuacj¡ ogóln¡ czyli abstrakcyjn¡, podaj¡c jednocze±nie kilka wa»nych
przykªadów równa« zarówno ró»niczkowych jak i ró»niczkowo-funkcyjnych, dla których wszyst-
kie przyj¦te przeze mnie zaªo»enia s¡ speªnione. Przedstawi¦ twierdzenia dotycz¡ce zbie»no±ci
i stabilno±ci jawnych i niejawnych metod ró»nicowych oraz wªasno±ci rozwi¡za« dyskretnych
dla wspomnianych równa« z warunkiem pocz¡tkowym oraz warunkami brzegowymi typu Diri-
chleta i Robina. Chciaªbym jeszcze zwrócic uwag¦, »e do dokªadniejszego modelowania zjawisk
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w o±rodkach anizotropowych mo»na u»ywa¢ pochodnych przestrzennych mieszanych, które wy-
st¦puj¡ w badanych równaniach. Ale nawet równania tylko z pochodnymi czystymi, jak np.
rówanie ciepªa, po dokonaniu zamiany zmiennych cz¦sto generuj¡ pochodne mieszane. W teorii
metod ró»nicowych zamiany zmiennych dokonuje si¦ w celu przeksztaªcenia dziedziny funk-
cji szukanej najcz¦±ciej na prostopadªo±cian, co uªatwia aproksymacj¦ i zwi¦ksza dokªadno±¢
obliczeniow¡.

Rozwa»my równanie ró»niczkowe

∂tz (t, x) =
n

Σ
i=1

∂xixia (z (t, x)) +
n

Σ
i=1

∂xib (z (t, x)) + c (z (t, x)) , (105)

gdzie funkcje a, b, c : R → R s¡ dane. W zastosowaniach, skªadnik z pochodn¡ drugiego rz¦du
po prawej stronie w (105) odpowiada dyfuzji lub dyspersji, skªadnik z pochodn¡ pierwszego
rz¦du reprezentuje konwekcj¦ lub adwekcj¦, a ostatni skªadnik opisuje procesy reakcji, takie
jak sorpcja, zródªo lub zlew. Funkcja szukana z jest zwykle nieujemn¡ biologiczn¡, medycz-
n¡, �zyczn¡ lub chemiczn¡ wielko±ci¡, tak¡ jak g¦sto±¢, nasycenie lub st¦»enie. Du»o znanych
równa« postaci (105) z wielomianow¡ praw¡ stron¡ jest opisane w [1, 36, 42, 69]. Jest to
w szczególno±ci jednowymiarowe uogólnione równanie Burgersa�Huxley'a

∂tz (t, x) = κ∂xxz (t, x) + α(z(t, x))p∂xz(t, x) + βz (t, x) [1− (z (t, x))p] [(z (t, x))p − γ] , (106)

jednowymiarowe uogólnione równanie Burgersa�Fishera

∂tz (t, x) = κ∂xxz (t, x) + α(z(t, x))p∂xz(t, x) + βz (t, x) [1− (z (t, x))p] (107)

oraz wielowymiarowe równanie reakcji-dyfuzji

∂tz (t, x) =
n

Σ
i=1

∂xixi (z (t, x))m − β (z (t, x))δ , (108)

gdzie κ > 0, α ∈ R, β  0, γ ∈ (0, 1), p ∈ N, m > 0, δ > 0. Równanie (106) obejmuje
wiele modeli z biologii matematycznej i �zyki, w tym kilka równa« z dynamiki populacji i �-
zyki j¡drowej. Kªad¡c α = 0, κ = β = p = 1 w (107), otrzymujemy równanie Fishera, które
jest archetypowym deterministycznym modelem ewolucji korzystnego genu w populacji diplo-
idalnych osobników »yj¡cych w jednowymiarowym ±rodowisku. Równanie (108) jest prostym
i szeroko stosowanym modelem dla ró»nych problemów �zycznych, chemicznych i biologicznych
zwi¡zanych z rozpraszaniem, ¹ródªem lub absorpcj¡, np. modeluje si¦ nim �ltracj¦ w o±rod-
kach porowatych, transport energii cieplnej w pla¹mie, przepªyw chemicznie reaguj¡cego pªynu
z powierzchni oraz ewolucj¦ populacji. Równania (106), (107), (108) dla pewnych warto±ci pa-
rametrów speªniaj¡ wszystkie zaªo»enia w moich twierdzeniach w [A5] lub [A1], które ni»ej
przedstawi¦. Warto jeszcze doda¢, »e równania Newella�Whiteheada, Zeldovicha, KPP i inne
badane w [36, 69] s¡ równie» postaci (105) i speªniaj¡ te zaªo»enia.

Przykladem równania nielokalnego, które speªnia zaªo»enia w twierdzeniach w [A5] jest
caªkowa posta¢ ukªadu FitzHugha-Nagumo (87)

ut − uxx = −f(u)− b
∫ t

0
u(s, x) ds− v0(x), (109)

gdzie v0 jest zadanym warunkiem pocz¡tkowym dla równania kinetycznego [68].

[A1] W tej pracy udowodniªem twierdzenia 6.1 i 6.2 o oszacowaniu bª¦du i jednostaj-
nej zbie»no±ci jawnych metod ró»nicowych dla nieliniowych i quasi-liniowych parabolicznych
w sensie Waltera równa« ró»niczkowo-funkcyjnych z warunkiem pocz¡tkowym i warunkiem
brzegowym typu Dirichleta. Ponadto z uwagi 6.5 wnioskujemy o asymptotyce bª¦du, a z uwa-
gi 6.2 wynika, »e metody s¡ stabilne. Mog¡ to by¢ w szczególno±ci równania silnie nieliniowe
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czyli nieliniowe wzgl¦dem drugich pochodnych. Uogólniªem warunek Perrona (patrz (118)) za-
kªadany we wszystkich wcze±niejszch pracach z grupy Kamonta [15, 16, 46, 47, 48] oraz jego
szczególny przypadek tj. warunek Lipschitza zakªadany z kolei we wszystkich wcze±niejszych
pracach z grupy Malca [64, 65, 66] i Pao [73]. Pozwoliªo to rozszerzy¢ klas¦ równa« nielinio-
wych o te z czªonami quasi-liniowymi

∑n
i,j=1 aij(t, x, z)∂xixjz, gdzie funkcje aij : E ×R→ R s¡

zadane, oraz dopu±ciªo ukªady równa« silnie nieliniowych i quasi-liniowych na podstawie uwagi
6.3. Jak wiadomo czªony quasi-liniowe cz¦sto wyst¦puj¡ w równaniach modeluj¡cych dyfuzj¦.
Przeanalizowaªem te», dowodz¡c lematy 6.2 i 6.3, szybko±¢ aproksymacji czªonu funkcyjne-
go w równaniach ró»niczkowych operatorem schodkowym Sh zde�niowanym przez Malca [64]
i operatorem interpolacyjnym Th zde�niowanym przez Kamonta [47]. Konkluzja jest taka, »e
w klasie funkcji z ∈ C1(Ω,R) rz¡d aproksymacji w obu przypadkach jest równy jeden, ale ju»
w klasie z ∈ C2(Ω,R) rz¡d aproksymacji operatorem Th jest równy dwa, podczas gdy operato-
rem Sh pozostaje równy jeden. To wªa±nie wyniki uzyskane w tym artykule zainspirowaªy mnie
do dalszej pracy zarówno z równaniami ogólnymi [B6], [B7], [B8], [B9], [A5], jak i z bardzo
konkretnymi, modeluj¡cymi zjawiska dyfuzji i transportu, które opisaªem w rozdziaªach 2, 3, 4.

Niech T > 0, T0  0, X = (X1, ..., Xn), τ = (τ1, ..., τn), gdzie Xi > 0, τi  0 dla i = 1, ..., n,
b¦d¡ dane. De�niujemy zbiory

Ξ = (−X1, X1)× ...× (−Xn, Xn) ⊂ Rn,

Ξ = [−X − τ,X + τ ], ∂Ξ = Ξ \ Ξ,
E = [0, T ]× Ξ ⊂ R1+n,

E0 = [−T0, 0]× Ξ ⊂ R1+n,

∂0E = (0, T ]× ∂Ξ ⊂ R1+n,

Ω = E ∪ E0 ∪ ∂0E,

Ωt = Ω ∩ ([−T0, t]× Rn) , t ∈ [0, T ] .

SymbolemMn×n oznaczamy zbiór rzeczywistych symetrycznych macierzy kwadratowych n×n.
De�niujemy zbiory

∆f = E ×B (Ω,R)× Rn ×Mn×n,

∆f1 = E ×B2 (Ω,R)× R2n ×M2
n×n,

gdzie

B (Ω,R) =
{
z : Ω→ R | sup {|z (t, x)| : (t, x) ∈ Ω} <∞,

∃ k ∈ N ∃ Ω1, ...,Ωk ∃ a(1), ..., a(k), a ∈ R ∃ b(1), ..., b(k), b ∈ Rn :

Ωi = Ω ∩
([
a(i), a(i) + a

)
×
[
b(i), b(i) + b

))
,

Ω =
k⋃
i=1

Ωi, Ωi ∩ Ωj = ∅ for i 6= j, z|Ωi ∈ C (Ωi,R) , i, j = 1, ..., k
}

jest zbiorem funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue'a, ograniczonych i kawaªkami ci¡gªych w Ω.
Normy maksimum w przestrzeniach Rn i Mn×n oznaczamy przez ‖ · ‖, a w przestrzeni funkcji
ograniczonych B(Ω,R) przez ‖ · ‖Ω. Dla ustalonego t ∈ [0, T ] relacja

‖z‖Ωt = max
{∣∣∣z (t̃, x)∣∣∣ :

(
t̃, x

)
∈ Ωt

}
, z ∈ B (Ω,R)

oznacza seminorm¦ w B (Ω,R). Niech funkcje f : ∆f → R i ϕ : E0 ∪ ∂0E → R b¦d¡ dane.
Rozwa»amy nieliniowe równanie ró»niczkowo-funkcyjne cz¡stkowe drugiego rz¦du postaci

∂tz (t, x) = f (t, x, z, ∂xz (t, x) , ∂xxz (t, x)) , (t, x) ∈ E, (110)
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z warunkiem pocz¡tkowym i warunkiem brzegowym typu Dirichleta

z (t, x) = ϕ (t, x) , (t, x) ∈ E0 ∪ ∂0E, (111)

gdzie ∂xz = (∂x1z, ..., ∂xnz), ∂xxz =
[
∂xixjz

]n
i,j=1

. Mówimy, »e równanie (110) jest paraboliczne

w sensie Waltera, gdy dla dowolnych macierzy q, q̃ ∈ Mn×n i dla ka»dego (t, x) ∈ E, z ∈
B (Ω,R), p ∈ Rn prawdziwa jest implikacja

q ¬ q̃ ⇒ f (t, x, z, p, q) ¬ f (t, x, z, p, q̃) ,

gdzie nierówno±¢ q ¬ q̃ oznacza, »e macierz q̃ − q jest póªokre±lona dodatnio (patrz [86], �23).
Funkcja f speªnia warunek Volterry, gdy dla dowolnych (t, x) ∈ E, z, z̄ ∈ B(Ω,R) i dla ka»dego
p ∈ Rn, q ∈Mn×n ma miejsce implikacja

z|Ωt = z̄|Ωt ⇒ f(t, x, z, p, q) = f(t, x, z̄, p, q).

Dyskretyzujemy zbiór Ω w nast¦pujacy sposób. Niech (h0, h
′) = h, h′ = (h1, ..., hn) b¦d¡

krokami siatki. Oznaczamy przez H zbiór wszystkich kroków h takich, »e istnieje N0 ∈ Z
oraz N = (N1, ..., Nn) ∈ Nn o wªasno±ci: N0h0 = T0, Nihi = Xi + τi, i = 1, ..., n. Przez
K0 ∈ N i K = (K1, ..., Kn) ∈ Zn rozumiemy liczby takie, »e K0h0 ¬ T < (K0 + 1)h0, Kihi <

Xi ¬ (Ki + 1)hi, i = 1, ..., n. W¦zªy siatki
(
t(µ), x(m)

)
, x(m) =

(
x

(m1)
1 , ..., x(mn)

n

)
okre±lamy

nast¦puj¡co: t(µ) = µh0, x
(mi)
i = mihi, i = 1, ..., n. Dla h ∈ H de�niujemy zbiory dyskretne

R1+n
h =

{(
t(µ), x(m)

)
: (µ,m) ∈ Z1+n

}
,

Eh = E ∩R1+n
h ,

E0.h = E0 ∩R1+n
h ,

∂0Eh = ∂0E ∩R1+n
h ,

Ωh = Eh ∪ E0.h ∪ ∂0Eh,

Ωh.µ = Ωh ∩
([
−T0, t

(µ)
]
× Rn

)
, µ = 0, ..., K0,

E+
h =

{(
t(µ), x(m)

)
∈ Eh : 0 ¬ µ ¬ K0 − 1

}
.

Dla dowolnej funkcji siatkowej z : Ωh ⊃ Ω̃h → R i punktu
(
t(µ), x(m)

)
∈ Ω̃h przyjmujemy

oznaczenia: z(µ,m) := z
(
t(µ), x(m)

)
, |z|(µ,m) := |z(µ,m)|. Symbol z|Ω̃h oznacza restrykcj¦ funkcji

siatkowej z do zbioru Ω̃h. Przestrze« wszystkich funkcji siatkowych oznaczamy przez F
(
Ω̃h,R

)
i wprowadzamy norm¦ maksimum

‖z‖Ω̃h
= max

{
|z|(µ,m) :

(
t(µ), x(m)

)
∈ Ω̃h

}
, z ∈ F

(
Ω̃h,R

)
. (112)

Dla ustalonego µ ∈ {0, 1, ..., K0} zwi¡zek

‖z‖Ωh.µ
= max

{
|z|(µ̃,m) :

(
t(µ̃), x(m)

)
∈ Ωh.µ

}
, z ∈ F (Ωh,R) (113)

oznacza seminorm¦ w F (Ωh,R). De�niujemy zbiór indeksów

Γ = {(i, j) : 1 ¬ i, j ¬ n, i 6= j}

i zakªadamy, »e Γ+,Γ− ⊂ Γ s¡ dowolnymi podzbiorami takimi, »e Γ+ ∪ Γ− = Γ, Γ+ ∩ Γ− = ∅
(w szczególno±ci dopuszcza si¦ Γ+ = ∅ lub Γ− = ∅). Zakªadamy, »e je±li (i, j) ∈ Γ+, to (j, i) ∈ Γ+

i je±li (i, j) ∈ Γ−, to (j, i) ∈ Γ−. Niech z ∈ F (Ωh,R) i
(
t(µ), x(m)

)
∈ Eh. De�niujemy ilorazy

ró»nicowe przednie i wsteczny, odpowiednio,
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δ0z
(µ,m) =

1
h0

[
z(µ+1,m) − z(µ,m)

]
, (114)

δ+
i z

(µ,m) =
1
hi

[
z(µ,m+ei) − z(µ,m)

]
, i = 1, ..., n,

δ−i z
(µ,m) =

1
hi

[
z(µ,m) − z(µ,m−ei)

]
, i = 1, ..., n,

gdzie ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) z 1 na i-tej wspóªrz¦dnej. I dalej de�niujemy ilorazy ró»nicowe
centralne i tzw. siedmiopunktowe δ = (δ1, ..., δn), δ(2) = [δij]

n
i,j=1,

δiz
(µ,m) =

1
2

[
δ+
i z

(µ,m) + δ−i z
(µ,m)

]
, i = 1, ..., n, (115)

δiiz
(µ,m) = δ+

i δ
−
i z

(µ,m), i = 1, ..., n,

δijz
(µ,m) =

1
2

[
δ+
i δ
−
j z

(µ,m) + δ−i δ
+
j z

(µ,m)
]
, (i, j) ∈ Γ−,

δijz
(µ,m) =

1
2

[
δ+
i δ

+
j z

(µ,m) + δ−i δ
−
j z

(µ,m)
]
, (i, j) ∈ Γ+.

Niech funkcja ϕh ∈ F(E0.h ∪ ∂0Eh,R) b¦dzie dana. De�niujemy jawny schemat ró»nicowo-
funkcyjny δ0z

(µ,m) = f(t(µ), x(m), Gh[z], δz(µ,m), δ(2)z(µ,m)),
(
t(µ), x(m)

)
∈ Eh,

z(µ,m) = ϕ
(µ,m)
h ,

(
t(µ), x(m)

)
∈ E0.h ∪ ∂0Eh,

(116)

gdzie Gh = Sh lub Gh = Th.

Zaªo»enie F[f, u]

(F1) Funkcja f zmiennych (t, x, z, p, q) ∈ ∆f jest ci¡gªa.

(F2) Istniej¡ funkcje ograniczone α = (α1, ..., αn), β = [βij]
n
i,j=1, gdzie αi, βij : ∆f1 → R s¡

takie, »e dla ka»dego (t, x, z, p, q) , (t, x, z, p̄, q̄) ∈ ∆

f (t, x, z, p, q)− f (t, x, z, p̄, q̄) =
n∑
i=1

αi (P ) (pi − p̄i) +
n∑

i,j=1

βij (P ) (qij − q̄ij) ,

gdzie P = (t, x, z, z, p, p̄, q, q̄) ∈ ∆f1.

(F3) Macierz β jest symetryczna oraz

βij (P )  0 i βij (P ) 6≡ 0, (i, j) ∈ Γ+,

βij (P ) ¬ 0, (i, j) ∈ Γ−,

dla ka»dego P ∈ ∆f1.

(F4) Istniej¡ funkcje σ : [0, T ]× R+ → R+, ρ : R+ → R+ o wªasno±ciach:

(1) σ jest ci¡gªa i niemalej¡ca wzgl¦dem obu zmiennych, σ (t, 0) = 0 dla t ∈ [0, T ];

(2) ρ jest niemalej¡ca;

(3) dla ka»dego c  0, ε, ε0  0 maksymalne rozwi¡zanie problemu Cauchy'ego
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ω′ (t) = cσ (t, ω (t)) + ε, ω (0) = ε0 (117)

jest okre±lone na [0, T ] i funkcja ω̃ (t) = 0, t ∈ [0, T ] jest maksymalnym rozwi¡zaniem
(117) dla c  0, ε, ε0 = 0;

(4) speªniony jest uogólniony warunek Perrona

|f (t, x, z, p, q)− f (t, x, z̄, p, q)| ¬ ρ (‖q‖)σ
(
t, ‖z − z̄‖Ωt

)
(118)

dla ka»dego (t, x, z, p, q), (t, x, z̄, p, q) ∈ ∆f .

(F5) u ∈ C(Ω,R) ∩ C1,2(E,R) jest rozwi¡zaniem problemu ró»niczkowo-funkcyjnego (110),
(111).

Zaªo»enie S [f, h]

(S1) Kroki siatki h = (h0, h
′) ∈ H s¡ takie, »e:

1− 2h0

n∑
i=1

1
h2
i

βii (P ) + h0
∑

(i,j)∈Γ

1
hihj

|βij (P )|  0, (119)

−hi
2
|αi(P )|+ βii(P )− hi

n∑
j=1
j 6=i

1
hj
|βij(P )|  0, (120)

dla ka»dego P ∈ ∆f1, i = 1, ..., n.

(S2) Istnieje c0 > 0 takie, »e hih
−1
j ¬ c0, i, j = 1, ..., n.

Twierdzenie 19 ([A1], tw. 6.1). Przypu±¢my, »e speªnione s¡ zaªo»enia F[f, u], S[f, h] i istnieje
funkcja γ0 : H → R+ taka, »e∣∣∣ϕ(µ,m) − ϕ(µ,m)

h

∣∣∣ ¬ γ0 (h) , (t(µ(, x(m)) ∈ E0.h ∪ ∂0Eh, lim
h→0

γ0 (h) = 0. (121)

Wówczas:

(i) dla ka»dego h ∈ H istnieje jedyne rozwi¡zanie v ∈ F (Ωh,R) schematu ró»nicowo-funkcyj-
nego (116),

(ii) istnieje funkcja α : H → R+ taka, »e

‖U − v‖Ωh.µ
¬ α (h) , 0 ¬ µ ¬ K0, lim

h→0
α (h) = 0, (122)

gdzie U := u|Ωh, tzn. »e metoda ró»nicowa jest jednostajnie zbie»na.

Twierdzenie 19 o zbie»no±ci metody ró»nicowej udowodniªem, korzystaj¡c z dyskretnego twier-
dzenia porównawczego 5.1. W (F3), które jest jednocze±nie de�nicj¡ zbiorów Γ+ i Γ−, zakªada
si¦ staªo±¢ znaku funkcji βij w ∆f1 dla ustalonego (i, j) ∈ Γ. Dla równa« quasi-liniowych, tj.
generowanych przez funkcj¦

f(t, x, z, p, q) =
n∑

i,j=1

aij(t, x, z)qij + F (t, x, z, p), (t, x, z, p, q) ∈ ∆f ,

zaªo»enie o staªo±ci znaku, w tym przypadku wspóªczynników aij, mo»na pomin¡¢. W tym celu
mody�kujemy de�nicj¦ ilorazów siedmiopunktowych, okre±laj¡c je w trakcie procesu oblicze-
niowego wzorem

δijz
(µ,m) =

1
2

[
δ+
i δ
−
j z

(µ,m) + δ−i δ
+
j z

(µ,m)
]
, je±li aij

(
t(µ), x(m), Gh [z]

)
< 0, (123)
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δijz
(µ,m) =

1
2

[
δ+
i δ

+
j z

(µ,m) + δ−i δ
−
j z

(µ,m)
]
, je±li aij

(
t(µ), x(m), Gh [z]

)
 0.

Wówczas analogiczne twierdzenie jak twierdzenie 19 jest prawdziwe (zobacz twierdzenie 6.2).

[A5] W tej pracy udowodniªem twierdzenie 4.1 o oszacowaniu rozwi¡za« nieliniowego pa-
rabolicznego w sensie Waltera równania ró»niczkowo-funkcyjnego z warunkiem pocz¡tkowym
i warunkiem brzegowym typu Robina, twierdzenie 4.2 o istnieniu, jednoznaczno±ci i oszacowaniu
jednostajnym wzgl¦dem siatek (tj. niezale»nym od siatek) rozwi¡za« skojarzonych niejawnych
schematów ró»nicowych, a tak»e twierdzenie 5.1 o oszacowaniu bª¦du i jednostajnej zbie»no±ci
skonstruowanej metody ró»nicowej. Ponadto z uwagi 5.3 wnioskujemy o asymptotyce bª¦du,
a z uwagi 5.4 wynika, »e metoda jest stabilna. Mog¡ to by¢ w szczególnosci równania silnie
nieliniowe oraz ukªady równa« silnie nieliniowych i quasi-liniowych, jak zauwa»yªem w uwadze
5.5. Z uwagi 6.1 wynika, »e analogiczne twierdzenia s¡ prawdziwe dla równa« quasi-liniowych
z ilorazami ró»nicowymi siedmiopunktowymi zmody�kowanymi wzorem (123) na poziomie
µ + 1, tak jak w [A1]. Pomocniczo wykazaªem twierdzenie 3.1 o istnieniu, jednoznaczno±ci
i oszacowaniu rozwi¡za« pewnego dyskretnego niejawnego równania funkcyjnego z warunkiem
pocz¡tkowo-brzegowym oraz twierdzenie porównawcze 3.2. Istotn¡ nowo±ci¡ w tym artykule
jest lokalne zaªo»enie na kroki siatki, tj. na zbiorze ∆∗f , w konstrukcji którego kluczowe jest
wyznaczenie przedziaªu R ⊂ R, co realizuje si¦, rozwi¡zuj¡c porównawcze zwyczajne zagadnie-
nia pocz¡tkowe (128) i (132). We wszystkich wcze±niejszych pracach z tej tematyki zaªo»enie
to byªo przyjmowane globalnie, tj. na zbiorze ∆f [15, 16, 46, 47, 48, 49, 50, 64, 65, 66, 72, 73].
Uogólniony warunek Perrona (137) na zbiorze ∆∗f wprowadzilem w [B8], a w wersji mniej ogól-
nej tzn. z ρ1 (‖q‖) zamiast ρ1 (‖p‖ , ‖q‖) w [B7]. W ten sposób dopuszczamy w szczególno±ci
wa»ne równania z czªonami wielomianowymi wzgl¦dem z i ∂xiz, np. z∂xiz oraz z czªonami
quasi-liniowymi

∑n
i,j=1 aij(t, x, z)∂xixjz, gdzie funkcje aij : E × R → R s¡ zadane, które s¡ ty-

powe w modelach dyfuzji. Jak ju» napisaªem wcze±niej, np. równania (106), (107), (108) dla
odpowiednich warto±ci parametrów speªniaj¡ wszystkie zaªo»enia w twierdzieniach w tej pracy.
W modelach dyfuzji cz¦sto zakªada sie na brzegu zbioru Ω warunki brzegowe Robina, a nawet
ich nieliniowe mody�kacje, jak np. to miaªo miejsce w rozdziaªach 2 i 3.

Uzupeªniamy oznaczenia z [A1]. Przyjmujemy, »e τ = 0, co oznacza, i» nie pogrubiamy
brzegu ∂0E. Wynika to z faktu, »e teraz w warunku brzegowym wyst¦puj¡ pochodne. Dzielimy
brzeg ∂0E na rozª¡czne zbiory:

∂Ξi = {x ∈ ∂Ξ : xi = Xi}, ∂Ξn+i = {x ∈ ∂Ξ : xi = −Xi},

S+
i = ∂Ξi \

i−1⋃
j=1

∂Ξj, S−i = ∂Ξn+i \
n+i−1⋃
j=1

∂Ξj,

∂0E
+
i = (0, T ]× S+

i , ∂0E
−
i = (0, T ]× S−i , i = 1, ..., n.

Zbiór funkcji ograniczonych B(Ω,R) w de�nicji zbiorów ∆f , ∆f1 zast¦pujemy zbiorem funkcji
ci¡gªych C(Ω,R) i okre±lamy jeszcze zbiory

C(Ω, R) = {z : Ω→ R} ∩ C(Ω,R),

F
(
Ω̃h, R

)
= {z : Ω̃h → R} ∩ F

(
Ω̃h,R

)
,

gdzie R ⊂ R jest zadanym przedziaªem, za± Ω̃h ⊂ Ωh dowolnym podzbiorem. Niech funkcje
f : ∆f → R, ϕ : E0 → R, a, b, ψ : ∂0E → R b¦d¡ dane. Rozwa»amy nieliniowe równanie
ró»niczkowo-funkcyjne cz¡stkowe drugiego rz¦du postaci

∂tz (t, x) = f (t, x, z, ∂xz (t, x) , ∂xxz (t, x)) , (t, x) ∈ E, (124)
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z warunkiem pocz¡tkowym i nieliniowymi warunkami brzegowymi typu Robina

z (t, x) = ϕ (t, x) , (t, x) ∈ E0, (125)

a(t, x)z(t, x) + b(t, x)∂xiz(t, x) = ψ(t, x), (t, x) ∈ ∂0E
+
i , i = 1, ..., n, (126)

a(t, x)z(t, x)− b(t, x)∂xiz(t, x) = ψ(t, x), (t, x) ∈ ∂0E
−
i , i = 1, ..., n.

Dyskretyzujemy zbiory brzegowe

∂0E
+
h.i = ∂0E

+
i ∩R1+n

h , ∂0E
−
h.i = ∂0E

−
i ∩R1+n

h , i = 1, ..., n.

Okre±lamy jeszcze operator interpolacyjny Gh : F (Ωh,R) → C (Ω,R), który ma nast¦puj¡ce
wªasno±ci:

(1) dla ka»dego z ∈ C (Ω,R) ∩ C1,2
(
Ē,R

)
lim
h→0
‖Gh [Z]− z‖Ω = 0,

gdzie Z := z|Ωh jest restrykcj¡ z do Ωh,

(2) speªniony jest warunek Lipschitza ze staª¡ D1 > 0

‖Gh [z]−Gh [z̄]‖Ω
t(µ)
¬ D1 ‖z − z̄‖Ωh.µ

, z, z̄ ∈ F (Ωh,R) , µ = 0, ..., K0,

(3) dla ka»dego z, z̄ ∈ F(Ωh,R) je±li z|Ωh.µ = z̄|Ωh.µ , to Gh[z]|Ω
t(µ)

= Gh[z̄]|Ω
t(µ)

, µ = 0, ..., K0,

(4) speªniony jest warunek wzrostu

‖Gh[z]‖Ω
t(µ)
¬ ‖z‖Ωh.µ

, z ∈ F(Ωh,R), µ = 0, ..., K0.

Szczególnym przypadkiem Gh jest Th z D1 = 1. Niech funkcje ϕh ∈ F(E0.h,R), ψh ∈ F(∂0Eh,R)
b¦d¡ dane i niech Ah := a|∂0Eh , Bh := b|∂0Eh . De�niujemy niejawny schemat ró»nicowo-
funkcyjny

δ0z
(µ,m) = f(t(µ), x(m), Gh[z], δz(µ+1,m), δ(2)z(µ+1,m)),

(
t(µ), x(m)

)
∈ Eh,

z(µ,m) = ϕ
(µ,m)
h ,

(
t(µ), x(m)

)
∈ E0.h,

A
(µ,m)
h z(µ,m) +B

(µ,m)
h δ−i z

(µ,m) = ψ
(µ,m)
h ,

(
t(µ), x(m)

)
∈ ∂0E

+
h.i, i = 1, ..., n,

A
(µ,m)
h z(µ,m) −B(µ,m)

h δ+
i z

(µ,m) = ψ
(µ,m)
h ,

(
t(µ), x(m)

)
∈ ∂0E

−
h.i, i = 1, ..., n.

(127)

Zaªo»enie G[f, a, b, ϕ]

(G1) Istnieje funkcja σ : [0, T ]× R+ → R+ o wªasno±ciach:

(1) σ jest ci¡gªa i niemalej¡ca wzgl¦dem obu zmiennych;

(2) maksymalne rozwi¡zanie ω̃ problemu Cauchy'ego

ω′ (t) = σ (t, ω (t)) , ω (0) = ‖ϕ‖E0 (128)

jest okre±lone na [0, T ];

(3) speªniony jest warunek wzrostu
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|f (t, x, z, 0, 0)| ¬ σ
(
t, ‖z‖]Ωt

)
(129)

dla ka»dego (t, x) ∈ E, z ∈ C (Ω,R).

(G2) Równanie (124) jest paraboliczne w sensie Waltera.

(G3) Funkcje a, b s¡ ci¡gªe, a > 0, b  0.

Twierdzenie 20 ([A5], tw. 4.1). Je±li zaªo»enie G[f, a, b, ϕ] jest speªnione, u ∈ C (Ω,R) ∩
C1,2

(
Ē,R

)
jest rozwi¡zaniem problemu ró»niczkowo-funkcyjnego (124)�(126) oraz

|ψ (t, x)| ¬ a(t, x)ω̃ (t) , (t, x) ∈ ∂0E, (130)

to prawdziwe jest oszacowanie
|u (t, x)| ¬ ω̃ (t) , (t, x) ∈ Ω, (131)

gdzie ω̃ jest maksymalnym rozwi¡zaniem problemu (128).

Zaªo»enie F[f, a, b, ϕ, ϕh, ψh]

(F1) Funkcja f zmiennych (t, x, z, p, q) ∈ ∆f jest typu Volterry.

(F2) Istnieje staªa Φ  0 taka, »e dla ka»dego h ∈ H

max{‖ϕh‖E0.h , ‖ψh/Ah‖∂0Eh} ¬ Φ.

(F3) G[f, a, b, ϕ] jest speªnione i maksymalne rozwi¡zanie ω̄ problemu Cauchy'ego

ω′(t) = σ(t, ω(t)), ω(0) = Φ (132)

jest okre±lone na [0, T ].

(F4) Istniej¡ ograniczone pochodne

∂pf = (∂p1f, ..., ∂pnf), ∂qf = [∂qijf ]ni,j=1

w zbiorze ∆∗f = E × C(Ω, R)× Rn ×Mn×n, gdzie

R := [−ω∗(T ), ω∗(T )], ω∗(T ) := max{ω̃(T ), ω̄(T )}. (133)

(F5) Macierz ∂qf jest symetryczna oraz

∂qijf(P )  0 i ∂qijf(P ) 6≡ 0, (i, j) ∈ Γ+,

∂qijf(P ) ¬ 0, (i, j) ∈ Γ−,

dla ka»dego P ∈ ∆∗f .

Zaªo»enie S [f, h]

(S1) Kroki siatki h = (h0, h
′) ∈ H s¡ takie, »e

−hi
2
|∂pif(P )|+ ∂qiif(P )− hi

n∑
j=1
j 6=i

1
hj

∣∣∣∂qijf(P )
∣∣∣  0 (134)

dla ka»dego P ∈ ∆∗f , i = 1, ..., n.

(S2) limh→0
hi
h0

= 0, i = 1, ..., n.
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(S3) Istnieje c0 > 0 takie, »e hih
−1
j ¬ c0, i, j = 1, ..., n.

Twierdzenie 21 ([A5], tw. 4.2). Je±li zaªo»enia F[f, a, b, ϕ, ϕh, ψh], S[f, h] s¡ speªnione, to dla
ka»dego h ∈ H istnieje jedyne rozwi¡zanie v ∈ F(Ωh,R) schematu ró»nicowo-funkcyjnego (127)
i prawdziwe jest oszacowanie

‖v‖Ωh.µ
¬ ω̄(t(µ)) ¬ ω̄(T ), µ = 0, ..., K0, (135)

gdzie ω̄ jest maksymalnym rozwi¡zaniem problemu (132).

Zaªo»enie F̂ [f, u]

(F̂1) F[f, a, b, ϕ, ϕh, ψh] jest speªnione. Ponadto istniej¡ funkcje σ1 : [0, T ] × R+ → R+, ρ :
R2

+ → R+ o wªasno±ciach:

(1) σ1 jest ci¡gªa i niemalej¡ca wzgl¦dem obu zmiennych, σ1 (t, 0) = 0 dla t ∈ [0, T ];

(2) ρ1 jest niemalej¡ca wzgledem obu zmiennych;

(3) dla ka»dego c  0, ε, ε0  0 maksymalne rozwi¡zanie problemu Cauchy'ego

ω′ (t) = cσ1 (t,D1ω (t)) + ε, ω (0) = ε0 (136)

jest okre±lone na [0, T ] i funkcja ω̃1 (t) = 0, t ∈ [0, T ] jest maksymalnym rozwi¡za-
niem (136) dla c  0, ε, ε0 = 0, gdzie D1 wyst¦puje w de�nicji operatora interpola-
cyjnego Gh;

(4) speªniony jest uogólniony warunek Perrona

|f (t, x, z, p, q)− f (t, x, z̄, p, q)| ¬ ρ1 (‖p‖ , ‖q‖)σ1

(
t, ‖z − z̄‖Ωt

)
(137)

dla ka»dego (t, x, z, p, q), (t, x, z̄, p, q) ∈ ∆∗f .

(F̂2) u ∈ C (Ω,R) ∩ C1,2
(
Ē,R

)
jest rozwi¡zaniem problemu ró»niczkowo-funkcyjnego (124)�

(126).

Twierdzenie 22 ([A5], tw. 5.1). Przypu±¢my, »e speªnione s¡ zaªo»enia F[f, a, b, ϕ, ϕh, ψh],
S[f, h], F̂ [f, u], zachodzi (130), istniej¡ staªe ã > 0, b̃  0 takie, »e a(t, x)  ã, b(t, x) ¬ b̃,
(t, x) ∈ ∂Eh i istniej¡ funkcje γ0, γ1 : H → R+ takie, »e∣∣∣ϕ(µ,m) − ϕ(µ,m)

h

∣∣∣ ¬ γ0 (h) , (t(µ(, x(m)) ∈ E0.h, lim
h→0

γ0 (h) = 0, (138)∣∣∣ψ(µ,m) − ψ(µ,m)
h

∣∣∣ ¬ h0γ1 (h) , (t(µ(, x(m)) ∈ ∂0Eh, lim
h→0

γ1 (h) = 0. (139)

Wówczas:

(i) dla ka»dego h ∈ H istnieje jedyne rozwi¡zanie v ∈ F (Ωh, R) schematu ró»nicowo-funkcyj-
nego (127),

(ii) istnieje funkcja α : H → R+ taka, »e

‖U − v‖Ωh.µ
¬ α (h) , 0 ¬ µ ¬ K0, lim

h→0
α (h) = 0, (140)

gdzie U := u|Ωh, tzn. »e metoda ró»nicowa jest jednostajnie zbie»na.

Twierdzenie 20 wynika z nierówno±ci ró»niczkowych zwyczajnych, za± twierdzenia 21, 22 udo-
wodniªem przy pomocy twierdze« 3.1, 3.2. Z kolei twierdzenia pomocnicze 3.1, 3.2 wykazaªem,
korzystaj¡c z twierdzenia Banacha o punkcie staªym i z indukcji matematycznej. Technik¦ po-
równawcz¡ z dowodu twierdzenia 22 wykorzystaªem do uzasadnienia twierdzenia 6 w rozdziale
2 tej rozprawy. Zwracam jeszcze uwag¦, »e zbiór B(Ω,R) w de�nicji dziedziny ∆f funkcji f
zast¡piªem zbiorem C(Ω,R) i rozwa»yªem tylko funkcje f ró»niczkowalne wzgl¦dem p, q, ze
wzgl¦du na zastosowania i aproksymacj¦ równania (124). Do takiego wniosku doszedªem ju» po
publikacji pracy [A1], kiedy zacz¡ªem bardziej dogª¦bnie zajmowa¢ si¦ zagadnieniami dyfuzji.
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6 Pozostaªe osi¡gni¦cia naukowo-badawcze
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[B16 ] B. Bo»ek, L. Sapa, K. Tkacz-�miech, M. Zajusz, M. Danielewski, Compendium about
multicomponent interdi�usion in two dimensions, Metallurgical and Materials Transac-
tions A (2021), doi 10.1007/s11661-021-06267-9.

6.2 Opis otrzymanych wyników

6.2.1 Dyfuzyjny i bezdyfuzyjny transport masy, [B10], [B11], [B12], [B13], [B14], [B15]
[B16]

Artykuªy B[12], B[16] s¡ silnie zwi¡zane z moimi badaniami dotycz¡cymi dyfuzyjnego trans-
portu masy w ciaªach staªych, których wyniki przedstawiªem w rozdziale 2 tej rozprawy. Pra-
ca [B12] jest materiaªem konferencyjnym. Przedstawili±my tutaj modele matematyczne dyfu-
zji wzajemnej w ciaªach staªych w przypadku jedno- i wielowymiarowym, odpowiednio (20)-
(22) i (41)-(43). Ponadto sformuªowali±my twierdzenia 1, 2, 3, które s¡ udowodnione w [A6].
W [A7], [A8] opracowali±my niejawne metody ró»nicowe zachowuj¡ce reguª¦ Vegarda dla proble-
mu paraboliczno-eliptycznego (41)-(43) i udowodnili±my niektóre ich wªasno±ci w wymiarach 1D
i 2D. Gªównym walorem pracy [B16] jest opis eksperymentu laboratoryjnego dyfuzji w próbce
zªo»onej z kobaltu, »elaza i niklu, w geometrii 2D i porównanie otrzymanych wyników z oblicze-
niami numerycznymi uzyskanymi przy pomocy metody ró»nicowej z [A8] dla modelu (41)-(43).
Przeprowadzona analiza potwierdza poprawno±¢ modelu matematycznego, metody ró»nicowej
i wyników teoretycznych z [A8], a wi¦c w szczególno±ci sªuszno±¢ przyj¦tego postulatu (15)
o potencjalno±ci pr¦dko±ci dryftu vD. Praca ta jest na chwil¦ obecn¡ wa»nym kompendium na
temat dyfuzji wzajemnej w ciaªach staªych w wysokich temperaturach. Artykuª [B10] dotyczy
szczególnej formy dyfuzji wzajemnej w ciaªach staªych, jak¡ jest azotowanie metali i stopów
w niskich temperaturach. W tym przypadku oprócz st¦»e« i dryftu nale»y uwzgl¦dni¢ jesz-
cze potencjaªy chemiczne i ci±nienie. Do konstrukcji modelu matematycznego wykorzystali±my
dwa równania ci¡gªo±ci, reguª¦ Vegarda, lepkospr¦»yste równanie Maxwella na dryft i ci±nie-
nie oraz równanie Gibbsa-Duhema na potencjaªy chemiczne. W przypadku jednowymiarowym
opracowali±my niejawn¡ metod¦ ró»nicow¡ i wykonali±my seri¦ eksperymentów numerycznych
dla warunku brzegowego Robina z ruchomym jednym ko«cem przedziaªu okre±lono±ci (problem
Stefana).

Na drugim biegunie procesów transportu s¡ zagadnienia caªkowicie bezdyfuzyjnego przeno-
szenia masy w o±rodku idealnie spr¦»ystym. Podstawy teoretyczne tego zagadnienia stworzyª
Cauchy, a pó¹niej wykorzystaª je Navier. W artykule [B13] wykazali±my, »e kwaternionowa me-
chanika kwantowa ma dobrze ugruntowane korzenie matematyczne i mo»e by¢ wyprowadzona
z modelu o±rodka spr¦»ystego, tj. mo»na uzna¢, »e reprezentuje �zyczn¡ rzeczywisto±¢ o±rodka
spr¦»ystego. Wychodz¡c od klasycznego równania równowagi Naviera-Cauchy'ego

utt = 3c2∇(divu)− c2rot(rotu) (141)

i wzoru na energi¦

e =
1
2
ut ◦ ut +

3
2
c2(divu)2 +

1
2
c2rotu ◦ rotu (142)

oraz korzystaj¡c z twierdzenia Helmholtza o dekompozycji pola pr¦dko±ci u ∈ R3 i algebry
kwaternionów [37], wyprowadzili±my ukªad kwaternionowych równa« falowych Kleina-Gordona
i Poissona, a tak»e kwaternionowe równanie Schrödingera, stacjonarne i niestacjonarne. Kwa-
ternionowe stacjonarne równanie Schrödingera uzyskali±my przy u»yciu rachunku wariacyj-
nego, minimalizuj¡c odpowiedni rzeczywisty funkcjonaª caªkowy z lagran»janu generowanego
przez kwaternionowy operator ró»niczkowy Cauchy'ego-Riemanna. Praca [B13] rozszerza wyni-
ki z [B11], [B14] i [B15]. W [B11] wyprowadzili±my ukªad kwaternionowych równa« falowych
Kleina-Gordona i Poissona w troch¦ ubo»szej wersji dla idealnie spr¦»ystego o±rodka, jakim jest
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krysztaª Plancka-Kleinerta. Uzyskali±my te» nielokalne warunki brzegowe przy pomocy równa-
nia ci¡gªo±ci dla kwaternionowego dyfuzyjnego strumienia energii. Z kolei w [B14] otrzymali±my
kwaternionowe równanie Schrödingera dla krysztaªu Plancka-Kleinerta. Praca [B15] to krótki
przegl¡d opisanych wy»ej wyników dotycz¡cych kwaternionowej teorii pola.

6.2.2 Metody ró»nicowe, [B1], [B2], B[5], [B6], [B7], [B8], [B9]

Prace [B1], [B2] i [B5] dotycz¡ konstrukcji oraz wªasno±ci niejawnych metod ró»nicowych
dla wielowymiarowych nieliniowych sªabosprz¦»onych ró»niczkowych ukªadów paraboliczno-
eliptycznych z warunkiem pocz¡tkowym i ró»nymi warunkami brzegowymi. Artykuªy [B1], [B2]
napisaªem przed doktoratem. Artykuª [B5] to skrót mojej pracy doktorskiej, która byªa uzupeª-
niona jeszcze jednym rozdziaªem opisanym poni»ej w [B4]. Scharakteryzuj¦ teraz krótko [B2],
[B5]. W tych pracach badaªem ukªady paraboliczno-eliptyczne w ogólnej postaci{

∂tzl (t, x) = fl (t, x, z(t, x), ∂xzl (t, x) , ∂xxzl (t, x)) , (t, x) ∈ E, l = 1, ..., q,
fl (t, x, z(t, x), ∂xzl (t, x) , ∂xxzl (t, x)) = 0, (t, x) ∈ E, l = q + 1, ..., p,

(143)

gdzie funkcje fl : E ×Rp×Rn×Mn×n → R, l = 1, ..., p s¡ zadane, z = (z1, ..., zp), E = [0, T ]×
(0, δ)n ⊂ R1+n. Ukªad (143) rozwa»aªem z warunkiem pocz¡tkowym i warunkiem brzegowym,
przy czym w [B2] jest to warunek Dirichleta, a w [B5] - ogólny nieliniowy sprz¦»ony warunek{

ϕl (t, x, z̃(t, x), ∂xizl (t, x)) = 0, (t, x) ∈ ∂0E, l = 1, ..., q,
ψl (t, x, z(t, x), ∂xizl (t, x)) = 0, (t, x) ∈ ∂0E, l = q + 1, ..., p,

(144)

gdzie funkcje ϕl : ∂0E ×Rq ×R→ R, l = 1, ..., q oraz ψl : ∂0E ×Rp×R→ R, l = q+ 1, ..., p s¡
zadane, z̃ = (z1, ..., zq), E = [0, T ]× ∂(0, δ)n. W [B2] udowodniªem przy pomocy lematów 4.1,
5.2 o nierówno±ciach dyskretnych i lematu 5.1 o zgodno±ci metody ró»nicowej, twierdzenie 6.1
o oszacowaniu bª¦du i jednostajnej zbie»no±ci. Z kolei w [B5] korzystaj¡c z lematów 5.1, 5.2,
wykazaªem twierdzenie 5.1 o istnienieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania schematu ró»nicowego.
Wa»ny lemat 5.2 uzasadniªem, korzystaj¡c z twierdzenia Banacha o punkcie staªym. Ponadto
udowodniªem twierdzenie 5.3 o oszacowaniu bª¦du i jednostajnej zbie»no±ci metody ró»nicowej.
W dowodzie skorzystaªem z lematów 5.3, 5.4, 5.5 o nierówno±ciach dyskretnych oraz twierdzenia
5.2 o zgodno±ci metody. Warto zwróci¢ uwag¦, »e aby uzasadni¢ twierdzenie 5.3, skorzystaªem
z nierówno±ci dyskretnych z czªonami nielokalnymi, mimo »e równania ró»niczkowe czªonów
nielokalnych nie maj¡. Zaªo»enie regularno±ciowe odno±nie funkcji fl = fl(t, x, z, p, q), ϕl =
ϕl(t, x, z, p) i ψl = ψl(t, x, z, p) generuj¡cych równania (143) i warunki brzegowe (144) orzeka,
»e s¡ one lipschitzowskie wzg¦dem z, p, q w swoich dziedzinach.

Prace [B6], [B7], [B8] i [B9] po±wi¦cone s¡ konstrukcji oraz badaniu wªasno±ci jawnych
i niejawnych metod ró»nicowych dla wielowymiarowych nieliniowych i quasi-liniowych nielokal-
nych równa« parabolicznych z warunkiem pocz¡tkowym i warunkami brzegowymi Dirichleta
lub Neumanna. Rozwa»amy równania paraboliczne w sensie Waltera z zale»no±ci¡ funkcyjn¡
typu Volterry postaci

∂tz (t, x) = f (t, x, z, ∂xz (t, x) , ∂xxz (t, x)) , (t, x) ∈ E, (145)

gdzie funkcja f : E ×B(Ω,R)×Rn×Mn×n → R jest zadania. Przy czym w pracach [B8], [B9]
zbiór B(Ω,R) zostaª zast¡piony zbiorem C(Ω,R) (patrz rozdziaª 5). Artykuª [B6] jest odpo-
wiednikiem pracy [A1] z t¡ ró»nic¡, »e tutaj warunek brzegowy jest typu Neumanna. Zaªo»enia,
twierdzenia i technika dowodowa s¡ analogiczne jak w [A1], ale realizacja tego byªa mo»liwa
dzi¦ki sformuªowaniu i dowodowi dyskretnego twierdzenia porównawczego 3.1. Artykuª [B7],
podobnie jak [A1], dotyczy zbie»no±ci i stabilnosci jawnych metod ró»nicowych dla równa«
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z warunkiem Dirichleta. Zapocz¡tkowaª on wa»n¡ ide¦ znajdowania oszacowa« rozwi¡za« ró»-
niczkowych i dyskretnych, niezale»nie od kroków siatki, co pozwola na istotne osªabienie zaªo-
»enia warunku Perrona, tzn. zakªadamy go na zbiorze ∆∗f zamiast na zbiorze ∆f - opisaªem
to dokªadnie w rozdziale 5, analizuj¡c prac¦ [A5]. Pomysª ten wykorzystaªem pó¹niej w pracy
[B8], a w [A5] poszedªem jeszcze dalej i zaªo»enia na kroki siatki równie» przyj¡ªem tylko na
∆∗f . Prace [B8], [B9] po±wi¦cone s¡ metodom ró»nicowym niejawnym dla równa« z warunkiem
Dirichleta. Dowodzi sie w nich analogiczne twierdzenia jak w wy»ej opisanych artykuªach, czyli
o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za« schematów ró»nicowych oraz o zbie»no±ci i stabilno±ci.
Ale byªo to mo»liwe dzi¦ki sformuªowaniu i dowodowi w [B9] twierdzenia 3.1 o istnieniu i jedno-
znaczno±ci rozwi¡za« niejawnego dyskretnego równania funkcyjnego z warunkiem pocz¡tkowo-
brzegowym oraz dyskretnego twierdzenia porównawczego 3.2. Jak ju» wspominaªem wcze±niej,
w [B8] wprowadziªem najbardziej ogólny warunek Perrona (137).

6.2.3 Inne prace, [B3], [B4]

Artykuª [B3] powstaª przed moim doktoratem i ma charakter czysto aplikacyjny. Przy pomocy
elementarnych oblicze« matematycznych scharakteryzowali±my pewne konstrukcyjne zale»no±ci
przy projektowaniu gryzowych narz¦dzi wiertniczych.

Artykuª [B4] napisany jest na podstawie jednego rozdziaªu w mojej pracy doktorskiej.
Udowodniªem w nim twierdzenie 1, o istnieniu i jednoznaczno±ci globalnego w czasie kla-
sycznego rozwi¡zania jednowymiarowego sªabo sprz¦»onego nieliniowego nielokalnego ukªa-
du paraboliczno-eliptycznego z warunkiem pocz¡tkowym i warunkiem brzegowym Dirichleta.
Twierdzenie to wykazaªem przy pomocy metody monotonicznej dolnych i górnych rozwi¡za«
z wykorzystaniem wªasno±ci funkcji Greena dla operatora Stourma-Liouville'a i odpowiedniego
operatora Niemyckiego.
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5. Aktywno±¢ naukowa w wi¦cej ni» jednej uczelni lub instytucji naukowej:

� Wspóªpracuj¦ z matematykami z Uniwersytetu Jagiello«skiego (dr hab. P. Kalita).
Zaowocowaªo to wa»nym artykuªem [A4].

� Wspóªpracuj¦ z matematykami z Uniwersytetu Gda«skiego (dr. hab. K. Kropiel-
nicka, prof. H. Leszczy«ski, wcze±niej prof. Z. Kamont). Zaowocowaªo to wa»nym
artykuªem [B7]. Wygªosiªem kilka referatów na seminarium prowadzonym przez H.
Leszczy«skiego, wcze±niej przez Z. Kamonta.
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� Od wielu lat uczestnicz¦ w seminarium Równania ró»niczkowe cz¡stkowe, prowa-
dzonym przez prof. P. Zgliczy«skiego i dr hab. A. Ochal na Uniwersytecie Jagiel-
lo«skim. Wygªosiªem tam wiele referatów, w szczególno±ci: 8 marca 2011, Metody
ró»nicowe dla równa« parabolicznych; 28 stycznia 2014, Istnienie i jednoznaczno±¢
rozwi¡zania ukªadu ewolucyjnego z warunkiem pocz¡tkowym oraz problem stabilno-
±ci rozwi¡za« stacjonarnych i falowych; 26 maja 2014, Badanie stabilno±ci orbitalnej
metod¡ sko«czenie wymiarowej redukcji zagadnienia wªasnego; 15 i 26 marca 2016,
Dyfuzja wieloskªadnikowa; 21, 28 marca 2017, Ró»niczkowe nierówno±ci rekurencyjne
i oszacowania dla ukªadu Naviera-Stokesa; 9 maja 2018, Matematyczna, numeryczna
i �zyczna analiza modeli dyfuzji wzajemnej w dryftem.

� Przez 1 rok uczestniczyªem w seminarium prowadzonym przez prof. F. Bara«skiego
na Politechnice Krakowskiej. Wygªosiªem tam kilka referatów. W 2018 roku przez
1 semestr uczestniczyªem w seminarium prowadzonym przez prof. J. Koro«skiego na
Politechnice Krakowskiej. Wygªosiªem tam referat.

� 19 czerwca 2020 wygªosiªem referat, Ukªady paraboliczno-eliptyczne w modelach dy-
fuzji, na seminarium Analiza nieliniowa, prowadzonym przez dr hab. M. Galewskiego
i prof. W. Kryszewskiego na Politechnice �ódzkiej.

� 4 marca 2021 wygªosiªem referat, Ukªady paraboliczno-eliptyczne i paraboliczne
w modelach dyfuzji, na seminarium Równania �zyki matematycznej, prowadzonym
przez prof. G. �ukaszewicza na Uniwersytecie Warszawskim. Uczestnicz¦ w tym se-
minarium, które jest prowadzone online.

� Od 10 lat wspóªpracuj¦ z naukowcami z Wydziaªu In»ynierii Materiaªowej i Ce-
ramiki AGH (prof. M. Danielewski, prof. R. Filipek, prof. K. Tkacz-�miech, dr.
K. Szyszkiewicz-Warzecha, dr. M. Zajusz). Zaowocowaªo to wieloma artykuªami:
[A4], [A6], [A7], [A8], [B10]-[B16]. Byªem wykonawc¡ w 3 grantach, 2 kierowanych
przez prof. M. Danielewskiego (MAESTRO, nr 2011/02/A/ST8/00280; OPUS 13,
nr 2017/25/B/ST8/02549) i 1 kierowanym przez prof. R. Filipka (INNOTECH-
K1/IN1/25/153217/NCBR/12). Wspóªpraca z praktykami daje mi mo»liwo±¢ we-
ry�kacji konstruowanych modeli matematycznych opisuj¡cych dyfuzj¦ w ciaªach sta-
ªych, poprzez porównywanie twierdze« matematycznych i symulacji numerycznych
z wynikami eksperymentów laboratoryjnych. Efekty takiego porównania s¡ szczegól-
nie widoczne w pracach [A8] i [B16]. S¡dz¦, »e w przyszªo±ci analiza eksperymentów
pomo»e mi w dowodzie nowych twierdze« matematycznych dotycz¡cych wªasno±ci
rozwi¡za« równa« ró»niczkowych generowanych przez wspomniane modele. Mam
równie» nadziej¦, »e uda si¦ przeprowadzi¢ odpowiednie eksperymenty z kanaªami
jonowymi, biologicznymi lub ich sztucznymi odpowiednikami.

6. Osi¡gni¦cia dydaktyczne, organizacyjne oraz popularyzuj¡ce nauk¦:

a) Dziaªalno±¢ dydaktyczna:

� Byªem promotorem 18 obronionych prac magisterskich. Obecnie mam 3 magi-
strantki. Byªem równie» promotorem 11 obronionych prac licencjackich. Recen-
zowaªem wiele prac magisterskich i licencjackich.

� Drugi rok prowadz¦ wa»ny wykªad kursowy Równania ró»niczkowe, dla dru-
giego roku studiów I stopnia na Wydziale Matematyki Stosowanej. Od wielu
lat prowadz¦ wykªad monogra�czny (obecnie konwersatorium) Metody nume-
ryczne równa« ró»niczkowych cz¡stkowych, dla studiów II stopnia na Wydziale
Matematyki Stosowanej - jest on obowi¡zkowy dla specjalno±ci matematyka ob-
liczeniowa i komputerowa. Ponadto przez kilka lat prowadziªem na Wydziale
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Matematyki Stosowanej wykªad monogra�czny, Metody iteracyjne dla równa«
nieliniowych oraz ¢wiczenia z Analizy matematycznej i Analizy funkcjonalnej,
a tak»e przez jeden rok - seminarium licencjackie.

� Prowadziªem na AGH wykªady i ¢wiczenia z matematyki dla kierunków: elek-
trotechnika, elektronika, informatyka, telekomunikacja, energetyka, technologia
chemiczna. Od pocz¡tku zatrudnienia w 1993 roku, prowadz¦ wykªady i ¢wicze-
nia z matematyki na studiach niestacjonarnych, na kierunkach: elektrotechnika,
informatyka. W latach 1993-2015 prowadziªem wykªady i ¢wiczenia z matema-
tyki i ze statystyki matematycznej w Zamiejscowych O±rodkach Dydaktycznych
AGH w Kro±nie, Nowej Soli, Bolesªawcu i Jastrz¦biu Zdroju.

� W 2014 roku przyznano mi Medal Komisji Edukacji Narodowej.

b) Dziaªalno±¢ organizacyjna:

� Przez 3 ostatnie kadencje byªem czªonkiem Rady Wydziaªu Matematyki Stoso-
wanej AGH. W tym okresie byªem czªonkiem Wydziaªowej Komisji Dydaktycz-
nej oraz Komisji Dyscyplinarnej AGH ds. Studentów. Przez 2 kadencje byªem
czªonkiem Wydziaªowej Komisji ds. Nagród i Odznacze«. Obecnie jestem czªon-
kiem Wydziaªowej Komisji Dydaktycznej, Zespoªu ds. Specjalno±ci Matematy-
ka w Naukach Technicznych i Przyrodniczych oraz Komisji Egzaminacyjnej do
Przeprowadzenia Egzaminu Licencjackiego i Egzaminu Wst¦pnego na Studia II
Stopnia.

� W latach 2008 i 2009 uczestniczyªem w pracach Wydziaªowej Komisji Rekruta-
cyjnej.

� W ramach rekrutacji na AGH od wielu lat bior¦ udziaª w organizacji Olimpiady
o Diamentowy Indeks AGH, przeprowadzaj¡c drugi etap tej olimpiady w Nowej
Soli.

� Przez ostatni¡ kadencj¦ byªem czªonkiem Komisji Rewizyjnej Oddziaªu Krakow-
skiego Polskiego Towarzystwa Matematycznego.

c) Dziaªalno±¢ popularyzuj¡ca nauk¦:

� Od wielu lat bior¦ udziaª w organizacji Festiwalu Nauki w Krakowie.

7. Inne informacje:

� Wedªug bazy Web of Science mój indeks Hirscha jest równy 5, w bazie tej jest 14
moich artykuªów ([A9] i [B16] nie s¡ jeszcze uwzgl¦dnione), liczba cytowa« jest równa
51, w tym bez autocytowa« 22; liczba artykuªów cytuj¡cych jest równa 27, w tym
bez autocytuj¡cych 17.

� Braªem udziaª w 30 konferencjach naukowych o zasi¦gu mi¦dzynarodowym, w tym
5 zagranicznych: 2 razy na �otwie, 1 raz na W¦grzech, na Ukrainie i w Buªgarii.
Wygªosiªem 26 referatów, w tym jeden plenarny (�otwa, 2018) i zaprezentowaªem
2 postery. Ponadto byªem wspóªautorem 11 referatów na konferencjach naukowych
o zasi¦gu mi¦dzynarodowym, w tym 8 zagranicznych: 4 razy w Austrii, 1 raz w Korei
Poªudniowej, Grecji, na Chorwacji i na Ukrainie.

� Byªem wykonawc¡ w 3 grantach:

1) MAESTRO, nr 2011/02/A/ST8/00280, Uogólnienie opisu dyfuzji w ciaªach sta-
ªych; uni�kacja metody dyfuzji wzajemnej i termodynamiki procesów nieodwra-
calnych dla projektowania nowych materiaªów, Kierownik: prof. M. Danielewski,
Projekt realizowany w latach: 30.04.2012 - 30.04.2017,
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2) INNOTECH-K1/IN1/25/153217/NCBR/12, Innowacyjna nieniszcz¡ca metoda
diagnostyki korozji konstrukcji »elbetowych, Kierownik: prof. R. Filipek. Projekt
realizowany w latach: 1.05.2012 - 30.09.2015.

3) OPUS 13, nr 2017/25/B/ST8/02549, Elektrolity staªe nowej generacji - wpªyw
domieszek na wªa±ciwo±ci tlenkowych materiaªów o wysokiej entropii, Kierownik:
prof. M. Danielewski, Projekt realizowany w latach: 23.11.2017 - 23.11.2020,
przedªu»ony do wrze±nia 2021.

� Recenzowaªem 19 artykuªów naukowych do nast¦puj¡cych czasopism: Mathematics
(6), Journal of Computational and Applied Mathematics (2), Annales Polonici Ma-
thematici (2), Opuscula Mathematica (2), Universitatis Iagellonicae Acta Mathema-
tica (2), Mathematical Biosciences (2), Symmetry (1), Mathematical Bulletin of the
Shevchenko Scienti�c Society (1), Machines (1).

� W 2015 roku recenzowaªem ksi¡»k¦ prof. J. Myjaka, Równania ró»niczkowe, dla
Wydawnictw AGH.

� Za dziaªalno±¢ naukow¡ otrzymaªem Nagrod¦ Rektora indywidualn¡ III stopnia,
w 2012 i 2019 roku.
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