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Wstep

Przedstawiony tekst powstal na bazie wyktadu, jaki zlecono mi na drugim roku
Wydzialu Matematyki Stosowanej AGH. Na przedmiot ten przeznaczono 30 godzin
wyktadu 1 30 godzin éwiczeri (obecnie 28 wykladu i 28 ¢éwiczeni). Ustalajac zakres
materiatu, przyjatem nastepujace kryteria: studenci winni uzyskaé¢ informacje o pod-
stawowych problemach stanowiacych przedmiot teorii réwnan rézniczkowych, jak row-
niez umie¢ znalez¢ rozwigzania prostych standardowych rownan. Aby utatwic¢ nabycie
umiejetnosci rozwiazywania konkretnych réwnan, w tekécie zamiesécitem znaczng ilosé
przyktadow i zadan do rozwiazania przez studentow (dalsze przyktady zob. [4, 6]).
Podstawowa czesé¢ ¢wiczen poswiecona jest technice rozwigzywania rownan, pozostata
probom interpretacji i zastosowan zawartych w wyktadzie rezultatow teoretycznych.
Na zakonczenie rozdzialu I przypomnialem podstawowe pojecia i fakty dotyczace
przestrzeni metrycznych i unormowanych, z ktoérych korzystatem w dowodach twier-
dzen o istnieniu rozwiazan problemu Cauchy’ego. Podobnie na zakoiiczenie rozdziatu
IV przypomnialem podstawowe fakty z teorii macierzy, uzyteczne w rozwazaniach
o ukladach réwnan.

Dobierajac zestaw zagadnieri, kierowalem sie zaréwno wazno$cia, jak tez mozliwo-
$cia w miare prostego przedstawienia prezentowanych tematéw. Ograniczona liczba
godzin nie pozwolita na bardziej kompletny przeglad probleméw bedacych przedmio-
tem teorii réwnan rozniczkowych (zob. [2, 5, 10]). W szczegdlnosci pominatem zagad-
nienie istnienia rozwiazan periodycznych, intrygujacy wciaz badaczy temat uktadow
dynamicznych opisanych zwyczajnymi réwnaniami rézniczkowymi, jak tez wiele in-
nych waznych zagadnien. Z rozlegltej tematyki punktéw krytycznych, bifurkacji czy cy-
kli granicznych wprowadzitem tylko elementarna klasyfikacje punktow krytycznych na
prostym przyktadzie liniowego uktadu dwoch réwnan. Warto wspomnieé, ze zaré6wno
dziedziny pominiete, jak rowniez ujete w tekscie, np. uktady réwnan liniowych, stabil-
nos¢, problemy brzegowe, rozwiazania periodyczne, nieréwnosci rézniczkowe, maja nie
tylko bogata literature przedmiotu, ale réwniez szereg opracowan monograficznych.

Aktualnie rownania rézniczkowe wykorzystywane w praktycznych zastosowaniach
rozwigzuje sie gtownie metodami numerycznymi. Poniewaz techniki te sa przedmio-
tem specjalnych zajeé, ten wazny temat pomingtem catkowicie. Pominalem tez przy-
klady zagadnieri, ktore mozna opisaé za pomoca rownan rozniczkowych (np. klasyczny
przyktad wahadla matematycznego). Tutaj miatem znaczne watpliwosci, zwyciezyl
jednak rezim doboru zestawu zagadnien tak, aby mozna bylo zrealizowaé¢ je w ra-
mach 30 godzin wykladu. Od zasady tej odstapitem jedynie raz. Otéz w rozdziale
pierwszym zasugerowalem mozliwosci dalszych rezultatéw. Oczywiscie ta cze$é ma-
teriatu nie byla przedmiotem wykladu. Doktadniej, rozdziat ten zawiera kilka mozli-
wosci dowodu twierdzen o istnieniu rozwiazan problemu poczatkowego i to zaréwno
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przy zalozeniu warunku Lipschitza, jak rowniez przy zalozeniu tylko ciggtosci prawej
strony. Zaréwno wykladowca, jak i studenci, moga wybraé¢ wersje, ktora im odpowiada
najbardziej. Chciatem na tym przykltadzie pokazaé¢ bogactwo dowodowe tych samych
rezultatow. Stusznosé tej decyzji w moim odczuciu potwierdzit fakt, ze do egzaminu
studenci przygotowuja rézne wersje, pomimo ze na wykladzie przedstawiam tylko
jedna. Ponadto, aby zainteresowanemu studentowi daé¢ poglad na mozliwosci dalszych
rezultatéow, w podrozdziale 1.7 dotaczytem wraz z dowodami pare dalszych wynikoéw
dotyczacych istnienia i jednoznacznosci rozwiazan problemu poczatkowego. Zaprezen-
towane wyniki sa proste, a réwnoczesnie urozmaicone, daja dobry poglad na to, jak
moga rozwijaé sie teorie matematyczne.

Rozdzial 3 zawiera twierdzenie Liouville’a wraz z dowodem, a rozdzial czwarty
twierdzenie Abela rowniez z dowodem. Poniewaz twierdzenie Liouville’a wynika tatwo
z twierdzenia Abela (zob. uwage 4.2), tego typu powtorzenie moze wydawaé sie stratg
czasu. Uznalem jednak, ze walory dydaktyczne takiego podejécia catkowicie wyna-
gradzaja czas przeznaczony na powtérzenie w gruncie rzeczy podobnych dowoddw.
Oczywiscie student moze ograniczy¢ sie jedynie do dowodu twierdzenia Abela.

Poza materiatem obowiazkowym jest réwniez dowod twierdzenia 9.1, dotyczacego
reprezentacji zbioru catek pierwszych dla uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
W trakcie zaje¢ raczej trudno wygospodarowaé czas na dowdd tego faktu, a ponie-
waz bardziej dociekliwi studenci zadawali mi na ten temat pytania, zdecydowatem
sie dotaczy¢ bardzo elementarny dowdd, ktory zainteresowany adept wiedzy moze
przesledzié¢ samodzielnie.



Rozdzial 1

Réwnania rézniczkowe. Problem poczatkowy

1.1. Wprowadzenie

Przez réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n rozumiemy zwigzek
F(t,x,x’,‘..,x(”)) =0, (1.1)

gdzie F : V — R (V C R"2) jest dang funkcja, t zmienna niezalezna, a = funkcja
szukang zmiennej t.

Jesli ze zwiazku (1.1) potrafimy wyznaczy¢ (") otrzymamy tak zwana postac
normalng réwnania rézniczkowego

2™ = f(t,:mx’,...,x("_l)), (1.2)
edzie f:U — R, U C R**1.
Dla n = 1 réwnanie (1.2) przyjmuje postaé

' = f(t,x). (1.3)

Przez rozwigzanie réwnania (1.1) (odp. rownania (1.2)) okreslone w przedziale
I C R rozumiemy funkcje ¢ : I — R rézniczkowalng n-krotnie w przedziale I, taka

ze (t,p(t), ' (t),...,0M(t)) € V (odp. (t,@(t),¢ (t),..., " V(1)) € U) dlat € I
i ponadto spelniajaca warunek

F(t,gp(t),go'(t),...,w(")(t)):0 dla tel

(odp. ™ (1) = f(t, (1), ¢/ (1), ..., " V(1)) dlat € I).
Zauwazmy, ze rozwiazaniem roéwnania
2 =2
jest rodzina krzywych
$:t2+C1t+C2,

zalezna od dwoch parametrow C; i Cy. Nietrudno sprawdzié¢, ze rozwigzanie rownania
(1.1) zalezy od n parametrow.

Dowolne rozwiazanie rownania (1.1) nazywamy catkq tego rownania. Rodzine roz-
wigzan rownania (1.1) zalezna od n parametrow nazywamy catkq ogding. Istnieja
rownania rozniczkowe, dla ktorych catka ogdlna obejmuje wszystkie rozwiazania, jak



8 Rozdziat 1. Rownania rézniczkowe. Problem poczgtkowy

réwniez rownania, ktore posiadaja calki nienalezace do klasy rozwiagzan opisanych
przez caltke og6lna. Nazywamy je catkami szczegdlnymi lub osobliwymi.

Wykres rozwiazania réwnania rézniczkowego nazywamy trajektorig. Na przyktad
trajektoriami réwnania

zx' +t=0
jest rodzina okregdw

?+t2=C, C>0.

Uktadem réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu nazywamy zespo6l
réwnan

) = filt,x1,...,20),
l‘/2 = fg(t,xl,...,l‘n), (14)
l'/ *fn(tvxla ,xn)a
gdzie f1, fo,...,fn sa zadanymi funkcjami okre§lonymi na zbiorze U C R™*!
o wartosciach w R, natomiast 1, x2, ..., x, sa szukanymi funkcjami zmiennej ¢.
Rozwiazaniem uktadu rownan (1.4) w przedziale I nazywamy uklad funkcji ¢q,
Y2, ..., Y, okreslonych w przedziale I, rézniczkowalnych w tym przedziale i takich,

ze (t,01(t),...,pn(t)) € U oraz

dlate I

Wprowadzajac zapis wektorowy = = (x1,...,2,), f = (f1,..., fn), uklad réwnan
(1.4) mozemy zapisaé¢ w postaci (1.3).

W dalszym ciagu, jesli z przyjmuje wartosci skalarne, rownanie (1.3) bedziemy
nazywaé rownaniem skalarnym, jesli x przyjmuje wartosci wektorowe, rdwnaniem
wektorowym. Jesli z kontekstu bedzie jasno wynikaé¢, o jaki typ réwnania chodzi,
bedziemy uzywaé krotkiej formy: réwnanie.

Przyjmujac
1=z, xo=2a,..., zp,=z0"1,

rownanie (1.2) mozemy sprowadzi¢ do uktadu réwnari:

1‘/1 = T2,

Th = x3,

................ (1.5)
Tp—1 = Tn,
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Zbior rozwiazan réownania (1.1) (odp. (1.2)) tworzy rodzine funkcji zalezng od

n parametréow. Mozna zatem szukaé¢ rozwiazania, ktére dodatkowo spelnia zadane

n warunkow. Najprostsze warunki to zadanie, aby rozwiazanie przechodzilo przez

z gory zadany punkt (tp,z¢) i ponadto w punkcie ¢ = ¢y pochodne do rzedu n — 1

przyjmowaly zadane wartosci x1, o, ...,T,_1, tzn. rozwiazanie to winno spetniaé
warunki:

x(to) = xo, '(tg) =1, ..., = V(o) =z, ;. (1.6)

Warunki (1.6) nazywamy warunkami poczatkowymi, a zagadnienie znalezienia roz-
wigzania rownania (1.2) (lub (1.1)) spelniajace warunki (1.6) nazywamy problemem
poczgtkowym albo problemem Cauchy’ego.

Na przyktad dla rownania wektorowego pierwszego rzedu problem Cauchy’ego ma
postac

¥ = f(t,x), x(ty) = wo, (1.7)
gdzie tg € R, x¢p € R" sa zadanymi wartosciami.

Nietrudno sprawdzi¢, ze rozwiazaniem problemu
" =6t, x(0)=1, 2/(0)=2,
jest funkcja x = t3 + 2t + 1.

Uwaga 1.1. W przypadku gdy f jest funkcja ciggta, problem (1.7) jest réwnowazny
znalezieniu rozwigzania rownania catkowego

x(t) = mo + t f(s,z(s))ds. (1.8)

(Przez calke z funkcji wektorowej f rozumiemy funkcje wektorows, ktorej wspoltrzed-
nymi sg calki wspotrzednych funkeji f).

Istotnie, catkujac réwnanie (1.7) przy warunku x(tg) = x9 w przedziale [to, ],
otrzymamy (1.8). Na odwrot, przyjmujac t = to w (1.8), otrzymamy x(ty) = xo.
Natomiast rozniczkujac (1.8), otrzymamy réownosé =’ = f(t, x).

Podstawowy wynik dotyczacy problemu Cauchy’ego (twierdzenie Peano) moéwi,
ze jesli f jest funkcja ciagla, problem (1.7) ma co najmniej jedno rozwiazanie. Jesli
dodatkowo zalozymy, ze funkcja f jest klasy C'!, albo speknia tzw. warunek Lipschitza
wzgledem zmiennej x, rozwiazanie jest jedyne. Ponizsze przyklady pokazuja, ze cia-
glosé funkcji f nie zapewnia jednoznacznosci rozwigzan.

Przyklad 1.1. Rozwazmy problem Cauchy’ego
¥ =+x, z(0)=0.

Oczywiscie funkcja z(t) = 0 dla ¢ € R jest rozwiazaniem tego problemu. Nietrudno
tez sprawdzié, ze dla dowolnego o > 0 funkcja

() = 0, jeslit < a,
Tall) = (t—a)?/4, jeslit> a,
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jest réwniez rozwigzaniem naszego problemu. Problem ma wiec nieskoniczenie wiele
rozwiagzan na R.

Przyklad 1.2. Rozwazmy problem Cauchy’ego
¥’ =24/|z], z(0)=0.

Oczywiscie funkcja x1(t) = 0 jest rozwiazaniem tego problemu. Nietrudno tez spraw-
dzié, ze dla dowolnego o > 0 funkcja

—(t+a)?, jeslit < —a,
To(t) = 0, jesli —a<t<a,
(t—a)?  jeslit> q,

jest tez rozwigzaniem naszego problemu. Rozwiazanie tego problemu nie jest wiec
okreslone jednoznacznie na R.

Przyklad 1.3. Rozwiazaniem problemu Cauchy’ego
tr' =2z, x(0)=0
jest rodzina funkcji

bt?, jeslit >0,

gdzie a,b € R. Oznacza to, ze rozwazany problem poczatkowy ma na zbiorze R
nieskonczenie wiele rozwiazan.

2 . 414
x(t):{ at?, jeslit <0,

1.2. Istnienie i jednoznaczo$é rozwigzan problemu Cauchy’ego
dla réwnania skalarnego

Whpierw wykazemy dwa proste lematy, ktore wykorzystamy w dowodzie twierdze-
nia o lokalnym istnieniu rozwiazan.

Lemat 1.1. Niech {x,} bedzie ciggiem funkcji skalarnych okreslonych na prze-
dziale I C R o wartosciach w R takim, Ze

|Zpi1(t) —zn(t)| <, dla tel, neN.

Zatozmy, ze szereg liczbowy Y. > | ay, jest zbiezny. Wowczas ciqg {x,} jest jednostaj-
nie zbiezny w przedziale 1. Jesli ponadto funkcje x,, sq ciggte, to réwniez granica tego
ciggu jest funkcjq cigglq.

Dowod. Szereg > |, jest zbiezny, spelnia wiec warunek Cauchy’ego zbieznosei
szeregu, co oznacza, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje ng takie, ze

Qm + ... +ap_1 <e dladowolnych n,m > ng, m <n.

Niech € > 0 i niech ny bedzie dobrane zgodnie z powyzszym warunkiem. Na mocy
przyjetych zalozen dla dowolnych n,m > ng (m < n) oraz t € I mamy

|1’n(t) - $,,L(t)| S |'T'm+1(t) - ITI’L(t)‘ + |1‘m+2(t) - xm-i-l(t” +...
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Haont) —xn1(t)] < am+ame1 + ...+ ap_1 <e.

Poniewaz ostatnia nieréwnosé zachodzi dla dowolnego ¢ € I, wnioskujemy stad, ze
sup {|xn(t) — xm(t)|} <e dla n,m > ng,
tel

co oznacza, ze ciag {x,} spelnia warunek Cauchy’ego w metryce zbieznosci jedno-

stajnej. Zatem jest on jednostajnie zbiezny. Poniewaz granica jednostajnie zbieznego
ciagu funkcji ciagltych jest funkcja ciagta, dowdd jest kompletny.

Lemat 1.2. Niech f : [, (] X [a,b] — R bedzie funkcjg cigglq. Niech {¢n},
on o, B] = [a,b], n € N, bedzie ciggiem funkcji cigglych, zbieznym jednostajne
w przedziale [, B8] do funkcji . Wowczas

n—oo

lim f (t, pn(t))dt = / flt,o(t))dt dla s € [a, F].

Dowé6d. Zauwazmy wpierw, ze funkcja f jest jednostajnie ciagla na zbiorze
[a, B] X [a,b]. Niech € > 0. Potozmy &’ = /(8 — ). Ustalmy & > 0 tak, aby

‘f(tx) - f(t7i‘)| <¢ date [aaﬂ]v 1‘,5~U € [(l, b]a |‘T - J~C| <4
Nastepnie dobierzmy ng tak, aby
lon(t) — )| <d dla n>ng, t € la,f].

Oczywiscie
[f(ton(t) = f(t, (b)) <& dla n>no, t € [a,f].

Zatem dla n > ng oraz s € |, 3] mamy

|/ (s en(t))dt - / "l p(t)dt] < / 1t on(®) — £t ()]t < /(s —a) <,

co koriczy dowod lematu.

Definicja 1.1. Mowimy, ze funkcja f : I — R (I C R) spetnia warunek Lip-
schitza (jest funkcjq lipschitzowska) na zbiorze I, jesli istnieje stata L > 0 taka, ze
dla dowolnych x,y € I zachodzi

|f(z) = f(y)| < L]z —y|.

Mowimy, ze funkcja f : U — R (U C R?) spetnia warunek Lipschitza (lub jest
funkcjq lipschitzowska) wzgledem drugiej zmiennej na zbiorze U, jesli istnieje stata
L > 0 taka, ze dla dowolnych (t,x),(t,y) € U zachodzi

|f(t, @) — f(t,y)] < Lz —yl.

Najmniejsza wartos¢ stalej, dla ktorej zachodzi powyzsze oszacowanie, nazywamy
statq Lipschitza.
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Moéwimy, ze funkcja f : U — R jest lokalnie lipschitzowska na zbiorze U, jesli dla
kazdego punktu ze zbioru U istnieje otoczenie tego punktu, w ktérym funkcja spetnia
warunek Lipschitza (oczywiscie stata Lipschitza zalezy od otoczenia).

Moéwimy, ze funkcja f jest lokalnie lipschitzowska wzgledem drugiej zmiennej na
zbiorze U, jedli dla kazdego punktu ze zbioru U istnieje otoczenie tego punktu,
w ktorym funkcja spelnia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej, przy czym
stata Lipschitza zalezy od otoczenia.

Funkcja lokalnie lipschitzowska nie musi by¢ lipschitzowska. Na przyktad funkcja
f:(0,1) = R, f(x) = 1/x jest lokalnie lipschitzowska, lecz nie jest lipschitzow-
ska w zbiorze (0,1). Funkcja rézniczkowalna na zbiorze otwartym f : (o, 8) — R
jest lokalnie lipschitzowska, a funkcja rozniczkowalna na zbiorze domknietym
f i [, B] = R jest lipschitzowska.

Twierdzenie 1.1. (Istnienie i jednoznacznos$é rozwigzan lokalnych). Niech
f:P =R, gdzie P={(t,x) € R?: |t—to| < a, |x—x0| < b}, a,b > 0, bedzie funkcjq
ciggta, spetniajgcqg warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x ze statq L. Wowczas
problem Cauchy’ego

x = f(ta x)v x(tO) = Zo, (19)

ma rozwigzanie w przedziale [tg — «,to + «], gdzie o = min{a,b/M,1/(2L)},
M =max{|f(t,x)| : (t,z) € P}, ponadto rozwigzanie to jest okreslone jednoznacznie.

Dowod. Stosujac metode indukeji matematycznej, skonstruujemy ciag funkcji
{zn}, Tn i [to — @, to + @] = R, za pomoca wzoru

t

Tnp1(t) =xo+ [ f(s,2n(s))ds, € [to—a,to+al, (1.10)
to

gdzie zo(t) = zo. Ciag {x,} nosi nazwe ciagu kolejnych przyblizeri Picarda.

Dla uproszczenia rozwazan ograniczymy sie do przedziatu [to, tg + ] (dla prze-
dziatu [ty — a, to] argument jest analogiczny). Zauwazmy wpierw, ze funkcja zp jest
okreslona dla dowolnego t € [to, to + «] i ponadto

o1 (£) — w0 = |/t F(s,20)ds| S/t | F(s, 20)ds < M(t — to) < b. (1.11)

Zatem (t,z1(t)) € P dla t € [to, to + «]. Wynika stad, ze funkcja x; jest okreslona
dla t € [to, to + o] i ponadto (¢,z1(t)) € P dla t € [to, to + a]. Wykorzystujac
indukcje matematyczna, nietrudno sprawdzié¢, ze dla dowolnego n € N funkcja x,, jest
okreslona w przedziale [to, to + «] i ponadto |x,(t) — xg| < b, czyli (¢, 2,(t)) € P dla
te [to,to + Oé].

Pokazemy nastepnie, ze dla n =0,1,2... mamy

ML™(t —to)" Tt

1) dla ¢ € [to, o + . (1.12)

|Tp 1 (t) — xn(t)| <

Istotnie, dla n = 0 wzor (1.12) jest prawdziwy na mocy (1.11) i definicji liczby «.
Dla dowodu metoda indukcji przypusémy, ze wzor (1.12) jest prawdziwy dla n = k.
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Wowczas

[#isa(®) = v ] = | [ [ @rna(s) = fls,an(s)]ds
< /tL|xk+1(s)—a:k(s))|ds
MLk+1 t MLF+1
S e AR == et

co koniczy dowod wzoru (1.12). Z oszacowania (1.12) wynika natychmiast, ze

M (aL)™*!

|Zng1(t) — zn(t)] < SRCESTR

Poniewaz szereg
M i (aL)+!
]
L o (n+1)!
jest zbiezny, na mocy lematu 1.1 ciag {z,} jest jednostajnie zbiezny w przedziale
[to, to + «]. Oznaczmy jego granice przez .

Przechodzac we wzorze (1.10) z n do nieskoniczonosci i wykorzystujac lemat 1.2,

otrzymamy
t

o(t) =z + f(s,0(s))ds dla t € [to, to + o,
to

co zgodnie z uwagg 1.1 oznacza, ze ¢ jest rozwiazaniem problemu (1.9).
Aby zakoriczy¢ dowod, pozostaje pokazaé, ze rozwigzanie to jest jedyne. Niech
x,y : [to, to + @] — R beda rozwiazaniami problemu (1.9). Zgodnie z uwaga 1.1
t t
a(t) =ao+ [ f(s,x(s))ds, y(t)=wo+ [ f(s,y(s))ds.
to tO

Zauwazmy, ze

ly(t) — 2(1)]

[£(5,0(s)) — F(s,2(5))] ds]| < / F(s.0(s)) — f(s,2(s))|ds

t
to

t t
L / ly(s) — 2(s)|ds < L / ly - zllods < aLlly - z]o,
to to

IN

gdzie
ly — zllo = max{[y(t) — x(t)| : t € [to,to + al}.

Powyzsze oszacowanie zachodzi dla dowolnego t € [tg,to + a]. Przechodzac po lewej
stronie ostatniej nier6wnosci do supremum wzgledem ¢ € [tg, tg + o], otrzymamy

ly — zllo < aLlly — zlo.
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Poniewaz oL < 1, nier6wnos$é ta jest mozliwa tylko wtedy, gdy |ly — z|lo = 0, co
konczy dowdd.

Uwaga 1.2. Zatézimy, ze f : U — R, gdzie U C RX R jest zbiorem otwartym, jest
funkcja ciggla, spetniajgcg lokalnie warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x. Wow-
czas dla dowolnego (to,xo) € U problem poczgtkowy (1.9) posiada lokalnie doktadnie
jedno rozwigzanie.

Istotnie, niech (tg,z¢) € U. Poniewaz U jest zbiorem otwartym, istnieje otocze-
nie punktu (¢o,x0) zawarte w U, w ktorym funkcja f spelnia warunek Lipschitza.
Wystarczy teraz wziaé¢ zbiér postaci P zawarty w tym otoczeniu i wykorzystaé twier-
dzenie 1.1.

1.3. Metoda odwzorowan zwezajacych

Twierdzenie 1.1 mozna pokazaé¢, wykorzystujac twierdzenie Banacha o odwzoro-
waniach zwezajacych.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Mowimy, ze ciag {x,} C X spelnia
warunek Cauchy’ego, jesli dla dowolnego € > 0 istnieje ng takie, ze d(z,,z,,) < € dla
dowolnych m,n > ng. Przestrzen (X, d) nazywamy zupetng, jesli kazdy ciag elementow
tej przestrzeni spelniajacy warunek Cauchy’ego jest zbiezny.

Twierdzenie Banacha. Niech (X, d) bedzie przestrzeniq metryczng zupelng.
Niech funkcja f : X — X spetnia warunek

d(f(z), f(y)) < kd(z,y) dla z,y € X,

gdzie 0 < k < 1. Wowczas istnieje doktadnie jeden punkt x* € X taki, ze
fla®) = a”.

Ponadto, dla dowolnego x € X cigg {f™(x)}, gdzie fO(x) =z, f*(x) = f(f* (z)),
n=12 ..., jest zbiezny do x*.
Punkt =* nazywamy punktem statym odwzorowania f.

Dowéd. Ustalmy xp € X i potézmy
Tp = f(xp-1) dlan=12....
Zauwazmy, ze

d(xg,21) = d(f(21), f(20)) <
d(x3,22) = d(f(22), f(21)) <

Metoda indukcji matematycznej tatwo sprawdzi¢, ze

d(xp, n_1) < k" td(xq, z0).
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Wykorzystujac nierownosé trojkata oraz ostatnie oszacowanie, dla n > m otrzymamy
d(x'rw xm) < d(xru xnfl) + d(mnfly xn72) +...+ d(merh xm)
< knild(ZL’l, CC(]) + k”de(xl, xo) + ...+ kmd(l'l, 1’0)
< km(l +k+...+ knimil)d(l‘l,l‘o) < %d(:ﬂl,xo).
Zauwazmy, ze dla dowolnego € > 0 mozna znalezé my takie, ze k™ /(1 — k) < € dla
m > mg. Wynika stad, ze ciag {x, } spelnia warunek Cauchy’ego, a poniewaz X jest

przestrzenia zupelna, jest on zbiezny do pewnego elementu z*. Przechodzac z n do
nieskoniczonosdci w nieréwnosci

d(f(xn)axn) S kd(xnvﬁrnfl)u

otrzymamy

d(f(z*),zs) < kd(z*, z*),
skad wynika, ze f(z*) = a*. Pozostaje sprawdzi¢, ze z* jest jedynym punktem statym
odwzorowania f. Istotnie, przypusémy, ze T jest rowniez punktem stalym odwzoro-
wania f. Wowczas
skad natychmiast wynika, ze d(z*,Z) = 0, czyli * = Z. Poniewaz punkt z( byl usta-
lony dowolnie, ciag {f™(z)} dazy do * dla dowolnego x € X. Dowod jest kompletny.

Dowo6d twierdzenia 1.1 metoda odwzorowan zwezajacych. Zatézmy, ze
spelnione sa zalozenia twierdzenia 1.1. Oznaczmy przez C zbior wszystkich funkcji
cigglych

x:[to—a,to+a] = [zg — b,z + b].
Dla z,y € C polézmy
do(z,y) =sup {|z(t) —y(t)| : t € [to — a,to + ] }.
Nietrudno sprawdzi¢, ze (C,dy) jest przestrzenia metryczng zupelna.

Dla x € C potézmy
Fz)(t) =z0+ /tt f(s,z(s))ds.
Zauwazmy, ze odwzorowanie F jest dobrze oﬂkreélone w zbiorze C i ponadto
| F(2)(t) — 0| = |/tt f(s,2(s))ds| < |/tt |f(s,2(s))|ds| < |/t75 Mds| < Ma <b.

Oznacza to, ze odwzorowanie F przeksztalca zbior C w siebie. Ponadto, dla x,y € C
oraz t € [to — o, to + «] mamy

| F(@)(t) = Fy)()] (f(s,2(s)) = f(s,y(5)))ds]

t
to

| 1fGsvn(e)) = fs.ptsDlas

IN

IN

t t
| [ D) = ut)las| < | [ Lol )is| < aio(z.),
to to
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Przechodzac po lewej stronie do supremum wzgledem ¢ otrzymamy
do(F (), F(y)) < aLdy(x,y).

Poniewaz oL < 1 z twierdzenia Banacha wynika, ze odwzorowanie F posiada doktad-
nie jeden punkt staly, co wobec uwagi 1.1 koriczy dowdd twierdzenia 1.1.

1.4. Przedluzanie rozwigzan

Niech funkcje ¢ : I — R, ¢ : J — R beda rozwigzaniami problemu (1.9).
Zalozmy, ze
ot)=y(({) dla telInd.
Jesli I C J, rozwiazanie ¢ nazywamy przedluzeniem rozwiazania ¢. Powstaje
naturalne pytanie: istnieje maksymalny przedzial w ktérym problemu (1.9) posiada
rozwiazanie? Odpowiedz na to pytanie daje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2. Niech f : U — R, gdzie U C R? jest zbiorem otwartym, bedzie
funkcjq ciggta, ograniczong, lokalnie lipschitzowskq wzgledem zmiennej x. Wowczas
dla dowolnego punktu (tog,xo) € U problem (1.9) posiada rozwigzanie okreslone jed-
noznacznie i ponadto rozwigzanie to, albo mozna przedtuzyé w prawo tak, aby byto
okreslone w przedziale [tg, +00) albo, aby osiggneto brzeg obszaru U. Podobnie roz-
wigzanie to mozna przediuzyé w lewo tak, aby bylo okreslone w przedziale (—oo, to]
albo, aby osiggneto brzeg obszaru U.

Dowdd. Niech (tg, z) € U. Poniewaz U jest zbiorem otwartym, istnieje otoczenie
punktu (tg,zg) zawarte w U, w ktorym funkcja f spelnia warunek Lipschitza. Do-
bierzmy a > 01 b > 0 tak, aby zbior P = {(t,z) € R? : |t — to| < a, |z — 20| < b}
byt zawarty w tym otoczeniu. Na mocy twierdzenia 1.1 problem (1.9) ma rozwiazanie
lokalne i jest ono jedyne. Pol6zmy

A = {h >ty : problem (1.9) ma rozwigzanie w przedziale [to, h]}.

Na mocy poprzednich rozwazan zbior A jest niepusty. Niech ¢, = supA. Zauwazmy
wpierw, ze problem (1.9) ma rozwiazanie okreslone w przedziale [t, t.). Istotnie, niech
t € [to,t«). Z whasnodci supremum wynika, ze istnieje h € A, t < h < t, takie,
ze problem (1.9) ma rozwiazanie okreslone w przedziale [tg, h], ponadto jest ono w
tym przedziale jedyne. Oznacza to, ze dla dowolnego ¢ € [tg, t.) istnieje rozwiazanie
okreslone w tym punkcie i ponadto kazde rozwiazanie okreslone w tym punkcie przyj-
muje taka sama warto$¢. Oznaczmy ja przez ¢(t). Oczywiscie tak okreslona funkcja
© : [to,t«) — R jest rozwiazaniem problemu (1.9). Jedli t. = oo, dowod jest zakon-
czony. Przypusémy, ze t,. < oo. Dla dowolnych s,t € [tg, t«) mamy

o(t) — o(s)] = | / F(r, o(r))dr| < Mt — s,

gdzie M jest stala taka, ze | f(¢,2)| < M dla (t,z) € U. Z powyzszego oszacowania wy-
nika, ze funkcja ¢ spetnia warunek Cauchy’ego zbieznosci w lewostronnym otoczeniu
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punktu t*, skad wynika istnienie granicy lim; ¢, ¢ (¢) (zob. zadanie 10). Oznaczmy te
granice przez x.. Jesli (¢, z.) € OU teza twierdzenia jest spelniona. Jesli (t.,z.) € U
wowcezas problem
:c':f(t,:c), x(t*):fﬂ*

ma — zgodnie z twierdzeniem 1.1 — rozwigzanie w pewnym przedziale (t. — d,t. + 0).
Oznacza to, ze rozwigzanie problemu (1.9) istnieje co najmniej w przedziale [to, t.+9),
co jest sprzeczne z definicja t.. Zatem t, = oo lub (¢, x,) € OU. Poniewaz argument
na przedtuzenie w lewo jest analogiczny, dowdd twierdzenia 1.2 jest kompletny.

Przyklad 1.4. Rozwiazaniem problemu

jest funkcja z = 1/(2 — t), a maksymalnym przedzialem istnienia rozwiazania jest
przedzial (—oo, 2).

Uwaga 1.3. 7 twierdzenia 1.2 wynika natychmiast, ze wielkosé przedziatu istnie-
nia rozwigzania nie zalezy od statej Lipschitza. Na przyktad przy zatozeniach twierdze-
nia 1.1, rozwigzanie istnieje co najmniej w przedziale [to — a,tg + «f, gdzie
a = min{a, b/M}.

1.5. Istnienie i jednoznaczos$é rozwigzan problemu Cauchy’ego
dla ré6wnania wektorowego

Rozwazmy problem poczatkowy
o = f(t,x), xz(ty) = 2°, (1.13)

gdzie: t€R, x € R", (to,2°) €U, f:U — R" (U C R"*!) jest zadang funkcja

ciagla.
Moéwimy, ze funkcja f : U — R™ spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej
wektorowej x, jesli istnieje stata L > 0 taka, ze dla dowolnych (¢, z), (¢,y) € U zachodzi

1f(t,z) = F(ty)ll < Lijz =y,

gdzie symbol || - || oznacza norme w przestrzeni R"™. Przyjmijmy, ze dla x € R",
x = (x1,...,2,), norma ||z|| okreslona jest wzorem
|z| = max {|z1],..., |zn|}.

Mowimy, ze funkcja f : U — R'™ spelnia lokalnie warunek Lipschitza wzgledem
zmiennej wektorowej z, jezeli kazdy punkt (¢,2) € U posiada otoczenie, w ktorym
funkcja f spelnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x.

Twierdzenie 1.3. (Istnienie i jednoznaczno$é rozwigzan lokalnych). Niech
f: P — R", gdzie P = {(t,x) € R"™ : |t —to] < a, ||z — 2°| < b}, jest funkcjq
ciggla, spetniajgcq warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x ze statq L. Wowczas
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problem Cauchy’ego (1.13) posiada rozwigzanie w przedziale [to — o, to + o], gdzie
a = min{a,b/M,1/(2L)}, M = max{||f(¢t,x)| : (¢t,x) € P}, ponadto rozwigzanie to
jest okreslone jednoznacznie.

Dowéd. Niech C bedzie przestrzenia funkcji ciaglych

x:fto—oyto+a] =[x —bal +0] x ... x [20 —b,x¥ +b].
Dla z,y € C polézmy

do(z,y) = ieglz}f{ﬂ} sup {|z;(t) — yi(t)] : t € [to — o, to + o] }.

Nietrudno sprawdzi¢, ze (C,dp) jest przestrzenia metryczna zupelna.
Dla x € C potézmy

F(z)(t) = zo —&—/t f(s,z(s))ds, t€to—a,to+ al.

Zauwazmy, ze F(x) jest funkcja ciagla okreslona na [tg — «,tg + ], o wartosciach
w R™. Dla dowolnego z € Cii € {1,...,n} mamy

‘f(x)i(t) —xi0| < ‘/t fi(s,x(s))d3’ < |/t |fi(8,$(8))|d8’ < |/ths’ < Ma <b.

Stad wnioskujemy natychmiast, ze | F(z)(t) — 2°|| < b dla t € [ty — a,tp + @), a to
oznacza, ze odwzorowanie F przeksztalca zbiér C w siebie.
Dla z,y € C oraz t € [ty — a, tp + a] mamy

(fi(s,x(s)) = fi(s,y(s)))ds|

to

¢ ¢
|/ Ll|zi(s) — yi(s)|ds| < |/ Ldo(z,y)ds| < aLdy(z,y).
to tO

| F(2)i(t) = Fly)i(t)| =

IN

Przechodzac po lewej stronie do supremum wrzgledem ¢ na zbiorze [tg — o, tg + ¢,
a nastepnie do maksimum po i € {1,...,n} otrzymamy

do(F(x), F(y)) < aLdo(z,y).

Poniewaz ol < 1, z twierdzenia Banacha wynika, ze odwzorowanie F posiada do-
ktadnie jeden punkt staly, co wobec uwagi 1.1 konczy dowod twierdzenia 1.3.

Uwaga 1.4. Zatdézmy, ze f : U — R™, gdzie U C R x R™ jest zbiorem otwar-
tym, jest funkcjq cigglq, spetniajgcg lokalnie warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x.
Wowczas dla dowolnego (to,xo) € U problem poczgtkowy (1.13) ma lokalnie doktadnie
jedno rozwigzanie.

Istotnie, niech (tg,z¢) € U. Poniewaz U jest zbiorem otwartym, istnieje otocze-
nie punktu (tg,xq) zawarte w U, w ktorym funkcja f spelnia warunek Lipschitza.
Wystarczy teraz wziaé¢ zbiér postaci P zawarty w tym otoczeniu i wykorzystaé twier-
dzenie 1.3.
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Niech funkcje ¢ : I — R", ¢ : J — R™ beda rozwiazaniami problemu (1.13).
Zalézmy, ze
pt)=v(@) dla telInd.

Jesli I C J, rozwiazanie 1) nazywamy przedluzeniem rozwiazania .

Twierdzenie 1.4. Niech f : U — R", gdzie U C R""! jest zbiorem otwartym,
bedzie funkcjg ciagla, ograniczong, lokalnie lipschitzowskg wzgledem zmiennej x. Wow-
czas dla dowolnego punktu (tg,z°) € U problem (1.13) posiada rozwigzanie okreslone
jednoznacznie © ponadto rozwigzanie to, albo mozna przedluzyé w prawo tak, aby byto
okreslone w przedziale [ty, +00), albo aby osiggneto brzeg obszaru U. Podobnie rozwig-
zanie to mozna przedtuzyé w lewo tak, aby bylto okreslone w przedziale (—oo,tg] albo,
aby osiggneto brzeg obszaru U

Dowéd. Niech (tg,2") € U. Poniewaz U jest zbiorem otwartym, istnieje otoczeniu
punktu (tg,2°) zawarte w U, w ktorym funkcja f spelnia warunek Lipschitza. Do-
bierzmy a > 0i b > 0 tak, aby zbior P = {(¢t,z) € R"™! : |t — to| < a, ||z — 2°|| < b}
byt zawarty w tym otoczeniu. Na mocy twierdzenia 1.3 problem (1.13) ma rozwiazanie
lokalne. Potozmy

A = {h > tg : problem (1.13) ma rozwigzanie w przedziale [to, h]}.

Na mocy poprzednich rozwazan zbior A jest niepusty. Niech t, = supA. Zauwazmy
wpierw, ze problem (1.13) ma rozwiazanie okreslone w przedziale [to,t.) 1 ponadto
rozwiazanie to jest okreslone jednoznacznie. Istotnie, niech ¢ € [tg,t.). Z wlasnosci
supremum wynika, ze istnieje t < h < t, takie, ze problem (1.13) ma rozwiazanie
okreslone w przedziale [to, h], ponadto jest ono w tym przedziale jedyne. Oznacza
to, ze dla t € [to,t.) istnieje rozwiazanie okreslone w tym punkcie i ponadto kazde
rozwigzanie okre§lone w tym punkcie przyjmuje taka sama wartosé. Oznaczmy ja
przez o(t). Oczywiscie tak okreslona funkcja ¢ : [tg,tx) — R™ jest rozwiazaniem
problemu (1.13). Jesli ¢, = oo, dowod jest zakoniczony. Przypusémy, ze ¢, < co. Dla
dowolnych s,t € [tg,t.) oraz i € {1,...,n} mamy

oi(®) ~ :5) = | [ filrpm)dr] < e =],

gdzie M jest stala taka, ze ||f(¢t,z)| < M dla (¢t,z) € U. Z powyzszego oszacowa-
nia wynika, ze granica lim;,;, ¢;(¢) spelnia warunek Cauchy’ego w lewostronnym
otoczeniu punktu t*, zatem granica ta istnieje, gdy ¢t — ti, t < t. (zob. zadanie
10). Oznaczmy ja przez x}. Oznacza to, ze limy_y, o () — 2*|| = 0, gdzie z* =
(x],...,zr). Jesli (t.,x*) € OU, teza twierdzenia jest spetniona. Jesli (t.,z*) € U,
wowcezas problem

:c':f(t,:c), z(ty) = "

ma — zgodnie z twierdzeniem 1.3 — rozwiazanie w pewnym przedziale (t. — 0,t. +
). Oznacza to, ze rozwigzanie problemu (1.13) istnieje co najmniej w przedziale
[to,t« + ), co jest sprzeczne z definicja t.. Zatem t, = oo lub (¢, 2*) € OU. Po-
niewaz argument na przedtuzenie w lewo jest analogiczny, dowdd twierdzenia 1.4 jest
kompletny.
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1.6. Istnienie rozwigzan problemu Cauchy’ego
dla ré6wnan o prawych stronach cigglych

W niniejszym podrozdziale pokazemy, ze dla istnienia rozwiazan problemu Cau-
chy’ego wystarczy zalozy¢ ciaglo$¢ prawych stron. Oczywiscie rozwiazanie w tym
przypadku nie musi by¢ okreslone jednoznacznie (zob. przyklady: 1.1 — 1.3). Nasze
rozwazania rozpoczniemy od przypomnienia twierdzenia Ascoli-Arzela, ktore stanowi
istotne narzedzie w prezentowanych dowodach.

Mowimy, ze rodzina funkcji {z,}, =, : [, 8] — R, n € N, jest rownociagta
w punkcie ¢y € [o, f], jesli dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze

|zn(t) — zp(to)| <& dla n €N, t € (to — 5,10 + ) N [a,b].

Mowimy, ze rodzina {x,} jest rownociaglta w zbiorze [«, 5], jesli jest rownociagta
w kazdym punkcie tego zbioru.
Mowimy, ze rodzina {z, } jest ograniczona w punkcie ¢y € [, 8], jesli istnieje stata
M > 0 taka, ze
|zn(to)| < M dla neN.

Mowimy, ze rodzina funkcji {x,,} jest wspoélnie ograniczona w zbiorze [, (], jesli
jest ograniczona w kazdym punkcie tego zbioru. Jesli ponadto stata M nie zalezy od
punktu, méwimy, ze rodzina {z,} jest jednostajnie ograniczona.

Nietrudno sprawdzi¢, ze rodzina {x,, } rownociagta i wspolnie ograniczona w [, f]
jest jednostajnie ograniczona w [«, 5]

Twierdzenie Ascoli—Arzela. Z kazdego ciggu funkcji {x,} rdwnociggltych
i wspdlnie ograniczonych w przedziale [, 8] mozna wybraé podcigg {x,, } jednostajnie
zbiezny w przedziale |« B].

Dowod. Niech ciag {7;} bedzie zbiorem gestym w przedziale [«, 5]. Poniewaz
ciag liczbowy {z,(71)} jest ograniczony, istnieje podciag {x1,} ciagu {x,} zbiezny
w punkcie 7. Podobnie, poniewaz ciag liczbowy {1, (72)} jest ograniczony, istnieje
podciag {z2,} ciagu {x1,} zbiezny w punkcie 75. Oczywiscie jest on tez zbiezny
w punkcie 7. Korzystajac z indukcji, mozemy skonstruowaé¢ rodzine ciagdéw
{z1n}, {z2n},. .. taka, ze {xy,} jest podciagiem ciagu {xy_1,,} oraz {zy,} jest
zbiezny w punktach 7q,..., k.

Polozmy y, = xj k. Zauwazmy, ze w kazdym punkcie 7; ciag liczbowy {yx(7:)}
jest zbiezny. Niech € > 0. Na mocy rownociaglosci rodziny {y;} dla kazdego t € [«, ]
istnieje 6; = d;(¢) > 0 takie, ze

lye(s) —yr(t)| <e dla se (t—0d,t+0:) N[, B], keN.

Oczywiscie rodzina przedziatow {(t — ¢, t + &) : t € [a, 8]} jest pokryciem otwartym
zbioru [a, 5]. Poniewaz zbior [«, 5] jest zwarty, mozna wybraé¢ pokrycie skoniczone
(t1 — 61, t1 + 61),...,(t; — 0y, t + &) gdzie §; = &;,, Poniewaz ciag {7;} jest gesty
w [o, 0], dla kazdego k € {1,...,l} istnieje element ciagu {7;} lezacy w przedziale
(ty, — Ok, ty + 01). Oznaczmy ten element przez fy.

Poniewaz ciag {y,(fx)} jest zbiezny, mozemy wybraé i, € N takie, ze
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lym (i) — yn(te)| < £ dla n,m > 7y,
Poltozmy
no = max{fll, . ,fll}.

Niech ¢ € [a, 8]. Oczywiscie t € (ty — Ik, ti + k) dla pewnego k € {1,...,1}. Dla
m,n > ng otrzymamy

‘yn(t) - ym(t)‘ < ‘yn(t) - yn(i:k)| + }yn(fk) - ym(gk)‘ +

+ ’ym(fk) _ym(t)’ < - + = + : =¢&.
3 3 3
Poniewaz element ¢ € [a, 8] jest dowolny, oznacza to, ze ciag {y,} spelnia warunek
Cauchy’ego jednostajnej zbieznosci, co konczy dowod twierdzenia.

Twierdzenie 1.5 (Peano). Niech f : P — R, gdzie P = {(t,x) € R? : |t—to| < a,
|z —xo| < b}, a,b > 0, bedzie funkcjq ciggta. Zatézmy, ze |f(t,z)] < M dla (t,x) € P.
Niech o« = min{a,b/M}. Wowczas problem (1.9) ma w przedziale [to — o, to + o] co
nagmniej jedno rozwigzanie.

Dow6d metoda przyblizeri Tonelliego. Dla uproszczenia zapisu rozwazmy
przedzial [tg, tg + ] (dla przedziatu [ty — «, to] argument jest podobny). Dla n € N
polozmy

Tn(t) = xo + /t f(ryxn(T —dp))dr, t € [to,to + a, (1.14)

gdzie 4, = a/n, x,(t) = xo dla t € [tg — On,to]. Wpierw pokazemy, ze funkcja z,
jest okreslona w przedziale [to, to + «].

Zauwazmy, ze funkcja x, jest okreslona w przedziale [tg,to + «] i ponadto
(t,xn(t)) € P dlat € [to, to + . Istotnie, dla ¢ € [to, to + Jp] mamy

t
2 (t) — ol = | | f(r,@o)dr| < Mt — to| < Ma <b.
to

Zatem (t,x,(t)) € P dla t € [to,to + 0n]. Oznacza to, ze funkcja x, jest rowniez
okreslona w przedziale [ty + dp,,t0 + 20,]. Przypusémy, ze funkcja z,, jest okreslona
w przedziale [tg, to+kdy], gdzie 1 < k < n, ponadto (¢, z,(t)) € Pdlat € [to, to+kd,].
Wowczas dla t € [tg + ko, to + (k + 1)d,] mamy

t
|z, (t) — 20| = |/ flryzn(r fén))d7'| < M|t —tg] < b,
to

co oznacza, ze zadane warunki zachodza w przedziale [tg, to + (k + 1)d,]. Na mocy
indukeji matematycznej zachodza one w calym przedziale [to, to + .
Zauwazmy tez, ze dla dowolnego n € N oraz s,t € [tg, tp + o] mamy

|2 (t) — zn(s)] = |/ flrz,(r — §n))d7'| < M|t —s|.
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Z ostatniej nier6wnosci wynika, ze ciag funkcji {x,} jest w przedziale [to, tg + @]
rownociagly. Na mocy twierdzenia Ascoliego—Arzela istnieje podciag {x,, } zbiezny
jednostajnie w przediale [to, to + «]. Oznaczmy granice tego podciagu przez ¢. Prze-
chodzac z ny do nieskoniczonosci w réwnosci

t
T, (t) = z0 + / F(7, @0 (T = Oy ))dr,
to

na mocy lematu 1.2 oraz rownociagtosci ciagu {z,, }, otrzymamy

o(t)=zo+ [ f(r,¢(r)dr,

to

co — zgodnie z uwaga 1.1 — oznacza, ze @ jest rozwiazaniem problemu (1.13).

Dowéd metoda tamanych Eulera. Dla n € N polézmy
" =to+i0,, i=1,...,n,
gdzie 0,, = a/n, a nastepnie rozwazmy funkcje

zo + f(to, o) (t — to) dla to <t <tg+ 0p,
xn(t) =
(1) + f(7, 2, (7)) (E— 1) dla P <t <tP,, i=1,...,n.

Podobnie jak w poprzednim dowodzie mozna sprawdzié, wykorzystujac indukcje
matematyczna, ze w przedziale [tg, tg + «] funkcja x,, jest dobrze zdefiniowana i po-
nadto

|2n(t) — x| < M(t—tg) <b.

Zatem (t,z,(t)) € P dla [tg, to + a.
Rozwazmy funkcje vy, : [to, to + @] — R dana wzorem
Yu(t) = fT, 2, (t1)) dla ] <t < ;L+1> 1=0,1,....,n—1.
Zauwazmy, ze

¢
xn(t) = zg —|—/ Y (T)dT, € [to, to + al.
to

Oczywiscie dla s,t € [to, to + o] mamy

(on(t) — 2n(s)] = y/ n(r)dr] < Mt — 5.

Z ostatniej nier6wnosci wynika, ze ciag {x,} jest w przedziale [to, to + a] rownociagly.
Poniewaz ciag ten jest tez wspolnie ograniczony, na mocy twierdzenia Ascoli-Arzela
istnieje podciag {z,, } jednostajnie zbiezny, powiedzmy do funkcji .
Oczywiscie
t t
oua) =30+ [ o+ [ ()= frpn. (113
0

to
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Poniewaz funkcja f jest jednostajnie ciaggla w zbiorze P, dla zadanego € > 0 istnieje
ng takie, ze

|1/}7lk (T) - f(T7§0(T))| <e€ dla ng Z ng, TE [t07t0 + O‘}'

Wynika stad, ze ostatni wyraz we wzorze (1.15) dazy do zera, gdy ni dazy do nie-
skoriczonosci. Przechodzac zatem do granicy we wzorze (1.15), otrzymamy

o(t) = 70 + / f(r,p(r))dr,

co koriczy dowod.

Sformutowanie i dowod analogu twierdzenia 1.5 dla problemu wektorowego (1.13)
pozostawiamy czytelnikowi.

1.7. Dalsze przyklady twierdzen o jednoznaczno$ci rozwiazan

Twierdzenie 1.5 mowi, ze jesli funkcja f jest ciagla, to problem (1.13) posiada
lokalnie co najmniej jedno rozwigzanie. Aby pokazaé, ze rozwigzanie to jest okreslone
jednoznacznie, zalozylismy dodatkowo (zob. twierdzenie 1.1 oraz 1.3), ze funkcja f
spelnia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej. Warunek Lipschitza jest za-
tozeniem mocno ograniczajacym. Wiadomo, ze w przestrzeni funkcji ciagltych pod-
zbior funkeji speliajacych warunek Lipschitza (rowniez lokalnie) jest zbiorem matym
(doktadnie jest to tzw. zbior pierwszej kategorii Baire’a). Z drugiej strony wiadomo
tez, ze zbior funkcji ciagtych, dla ktérych problem Cauchy’ego ma rozwigzanie nie-
jednoznaczne, jest rowniez zbiorem malym (tez zbiorem piewszej kategorii Baire’a).
Oznacza to, ze mamy wiele funkcji, ktore nie sg lipschitzowskie, dla ktorych zachodzi
jednoznaczno$¢ rozwiagzania problemu Cauchy’ego. Twierdzenie 1.1 obejmuje zatem
tylko nieliczna cze$é¢ rownari, dla ktoérych problem poczatkowy posiada jednoznaczne
rozwiazanie. W niniejszym paragrafie podamy dalsze przyklady twierdzen o jedno-
znacznosci rozwiazan problemu Cauchy’ego (zob. [1], [3], [11]).

Twierdzenie 1.6. (Peano). Niech f : [to,to + a] X [xg — b, 20 + b] — R bedzie
funkcjq ciggla. Zatézmy, ze f(t,-) jest funkcjq nierosngcq dla dowolnego t € [tg,to+al.
Wowczas problem (1.9) ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Dowo6d. Zgodnie z twierdzeniem 1.5 problem ma co najmniej jedno rozwiazanie
okreslone w pewnym przedziale [tg,to + h]. Przypusémy dla dowodu nie wprost, ze
w przedziale tym istnieja dwa rozne rozwiazania x i x9. Oczywiscie z1(tg) = @2 (o).
Przypusémy, ze x1(t) # xo(t) dla pewnego £ € [to,to + h]. Bez zmniejszenia ogdlnosci
rozwazan mozemy przyjac, ze x1(f) < xo(t). Potozmy

t=inf{f <t:2(t) <as(t) dla t € [£,{]}.

Oczywiscie t > tg, a ze wzgledu na ciagltosé rozwiazan z1(f) = zo(f). Zgodnie
7z przyjetymi zalozeniami f(t,x1(t)) > f(t,22(t)) dla t € [f,{]. Wynika stad, ze

zh(t) > ab(t) dla t € [f,1]. Potozmy z(t) = xo(t) — z1(t). Oczywiscie z(f) = 0 oraz
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Z(t) <0dlat € [t f]. Zatem z(t) < 0 dlat € (£,1], co oznacza, ze x1(t) > x2(t) dla
t € (t,1]. Uzyskana sprzecznosé¢ konczy dowod.

Lemat 1.3. Zaldzmy, ze p : [0,400) jest funkcjg cigglq, rosngcq i takq, ze
p(0) =0, p(t) >0 dlat >0 oraz

e dt
lim — = 00, (1.16)
e—01 J p(t)

gdzie a > 0. Jesli u : [0,a] — R jest funkcjq ciggtq spetniajacq warunek
t
u(t) < / p(u(s))ds dla 0<t<a, (1.17)
0
to u(t) =0 w [0, al.
Dowéd. Zalozmy, ze u # 0. Oczywiscie u(0) = 0. Polozmy
to =sup{t >0 :u(s) =0 dla s € [0,]}.
Zauwazmy, ze u(tg) = 0. Poloézmy
v(t) = max {u(s) : s € [0,¢]}.

Oczywiscie v jest funkcja rosnaca, v(t) > 0 dla t > to. Z ciaglosci funkeji u wynika,
ze dla kazdego t € [0, a] istnieje 7 € [0, t] takie, ze v(t) = u(7). Wykorzystujac (1.17)
oraz wlasnosci funkcji p, mamy

v(t) = u(r) < /0 p(u(s))ds < /0 p(v(s))ds. (1.18)
Potézmy ,
w(t):/o p(v(s))ds. (1.19)

Oczywiscie w(tg) = 0. Z (1.18) wynika, ze v(t) < w(t). Rozniczkujac (1.19) i wyko-
rzystujac ostatnia nier6wnosé, otrzymamy

w'(t) = p(v(t)) < p(w(t)).

Poniewaz w(t) > 0 dla ¢t >t

w'(t)
dt <1, te (toal.
p(w(®) |
Niech ¢ € (to, a]. Calkujac ostatnia nieréwnosé¢ w przedziale [, a], otrzymamy
a / t
/ W) <o s<a (1.20)
p(w(t))

Z drugiej strony, podstawiajac s = w(t) mamy

)
(1) ° ds
/ )= /,p<s>’ (1.21)
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gdzie o0 = w(), a = w(a). Zauwazmy, ze ¢ — 0 gdy § — to. Na mocy (1.16) prawa
strona (1.21) dazy do nieskonczonosci, gdy & — tp, co przeczy nieréwnosci (1.20).
Z uzyskanej sprzecznosci wynika, ze u = 0, co koniczy dowod.

Twierdzenie 1.7. (Osgood). Zatézmy, ze f : P — R, gdzie P = [ty — a, to + a] ¥
[0 — b,z + 0] (a,b>0), jest funkcjg ciagla, spetniajgcqg warunek

|f(t, 1) — f(t,22)| < p(l71 — 22),

gdzie p spetnia zatozenia lematu 1.8. Wowczas problem poczatkowy (1.9) posiada co
najwyzej jedno rozwigzanie.

Dowdd. Przypusémy, ze x1, xo sa rozwigzaniami problemu (1.9) w przedziale
[to — o, to + a. Oczywiscie

t t
21 (t) —22(t)| = | [ (f(s,21(5)) = f(s,22(s)))ds] S/ p(lz1(s) — 22(s)])ds.
to tO
Wynika stad, ze funkcja u = |x1 — x2| spelnia warunek (1.17). Na mocy lematu 1.3
teza twierdzenia wynika natychmiast.

1.8. Przestrzenie metryczne i przestrzenie unormowane

I. Przestrzenie metryczne

W dowodach twierdzen o istnieniu i jednoznacznosci korzystaliSmy z pojecia prze-
strzeni metrycznej, granicy ciaggu w przestrzeni metrycznej, funkcji okreslonych na
przestrzeni metrycznej oraz pojecia normy i przestrzeni unormowanej. Dla wygody
Czytelnika przypomnimy definicje tych pojec.

Pare (X, d) zlozona z niepustego zbioru X oraz funkcji d : X x X — [0,400),
spelniajacej nastepujace warunki:
(1) d(z,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = y;
(i)  d(z,y) =d(y,z) dla dowolnych z,y € X;
(i) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y) dladowolnych z,y,z € X;
nazywamy przestrzeniag metryczng. Zbiér X nazywamy przestrzenia, funkcje d me-
tryka w przestrzeni X a liczbe d(z,y) odlegloscia punktow = i y.

Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczna, xo € X, r > 0. Zbior

B(zo,7) = {z € X : d(z,x0) <r}
nazywamy kulg otwartg, a zbiér
K(zg,r) ={z € X :d(z,x0) <7}

kulg domknietq w przestrzeni X o $rodku x( i promieniu r.
Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Funkcja

_ |0, dla z=y,
d(x,y)—{ 1, dla z#y,

jest metryka w X. Nazywamy ja metrykq dyskretng.
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Funkcja
d(.’E,y) = ‘y—l" dla l’,yGR

jest metryka w zbiorze liczb rzeczywistych R. Zauwazmy, ze w tym przypadku kula
otwarta to przedzial otwarty (xo—r, zo-+7), zas$ kula domknieta to przedzial domkniety
[xo — r, o + 7]

Dlaz,y € R", == (z1,...,%n), ¥y = (Y1,---,Yn), polozmy

di(z,y) = \/(yl —x1)? 4.+ (Yo — 2n)%
d?(xvy) = max{|y1 _$1|7'~~7‘yn —In|};
d3(z,y) = |y1 — 21| + . 4 Yo — 20l

Kazda z funkcji dy,ds,ds jest metryka w R™. Metryka d; nosi nazwe metryki
Euklidesa, a generowana przez nig odlegto$¢ dwodch punktéow to odlegltosé, ktora roz-
wazaliémy zwykle w geometrii. Nietrudno sprawdzié, ze da(x,y) < di(z,y) < d3(x,y)
dla dowolnych x,y € R™.

Funkcje

[ N=X, f(n):-r’m

czyli funkcje, ktora liczbom naturalnym przyporzadkowuje elementy przestrzeni X,
nazywamy ciggiem w przestrzeni X i tradycyjnie oznaczamy symbolem {x,, }.

Niech N = {ng : k € N} bedzie podzbiorem zbioru N. Funkcje f zawezona do
zbioru N nazywamy podciggiem ciagu {x,} i oznaczamy symbolem {z,, }. Poniewaz
miedzy zbiorami N i N mozna okregli¢ bijekcje, kazdy podciag jest rowniez ciggiem.

Mowimy, ze element [ jest granicq ciggu {x,}, jesli dla dowolnego € > 0 istnieje
no (zalezne od €) takie, ze

d(zn,l) <e dla dowolnego n > ng.

Piszemy wowczas lim, oo , =1 lub z, — [. Ciag majacy granice nazywamy cig-
giem zbieznym. Nietrudno zauwazyé, ze ciag zbiezny w przestrzeni metycznej posiada
doktadnie jedna granice.

Mowimy, ze ciag {x,} spelia warunek Cauchy’ego (lub jest ciggiem Cauchy’ego),
jesli dla dowolnego € > 0 istnieje ng takie, ze

d(xpn, zm) < e dla dowolnych n,m > ny.

Stwierdzenie 1.1. Cigg zbieziny jest ciggiem Cauchy’go.

Istotnie, przypusémy, ze ciag {x,} jest zbiezny do [. Niech £ > 0 i niech ny bedzie
takie, ze

d(xn,1) < e/2 dla dowolnego n > ng.
Oczywiscie dla dowolnych n,m > ng zachodzi
d(zy, Tm) < d(zp, 1) +d(lxm) <e/24+¢e/2 =k,
co nalezalo pokazaé.

Stwierdzenie 1.2. C(igg spetniajgcy warunek Cauchy’go (w szczegdlnosci cigg
zbiezny) jest ciggiem ograniczonym.
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Istotnie, ustalmy ng tak, aby d(an,am,) < 1 dla n,m > ng. Polozmy
7 = max {d(al, ag)y -y d(Ang—1,0ng)s 1}.
Oczywiscie {a,} C B(xo,T).

Stwierdzenie 1.3. Cligg spetniajocy warunek Cauchy’ego niekoniecznie musi byé
ciggiem zbieznym.

Istotnie, niech X = Q bedzie zbiorem liczb wymiernych. Zalézmy, ze w zbiorze Q
dana jest metryka odziedziczona z przestrzeni (R, | - |) Rozwazmy ciag liczb wymier-
nych {r,} zbiezny do liczby v/2. Oczywiscie {r,} jest ciagiem Cauchy’ego (jako ciag
zbiezny w (R, |- |) ), lecz nie jest ciagiem zbieznym w (Q, | - |), bowiem liczba /2 nie
jest liczba wymierna.

Mowimy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest zupetna, jesli kazdy ciag spelniajacy
warunek Cauchy’ego jest ciagiem zbieznym.

Przestrzen (R, |-]) jest zupelna. Podobnie przestrzeii R™ z kazda z metryk zdefinio-
wanych powyzej jest przestrzenia zupelna. Zgodnie z poprzednimi uwagami przestrzen
(Q,] - |) nie jest przestrzenia zupelna.

Zauwazmy, ze jeSli X jest przestrzenig zupelna, to w celu stwierdzenia, czy ciag
elementéw tej przestrzeni jest zbiezny, wystarczy sprawdzié, ze spelnia on warunek
Cauchy’ego. Jest to istotne, bowiem mozemy stwierdzi¢ zbieznos¢ ciagu bez znajomo-
$ci jego granicy. Klasa przestrzeni metrycznych zupelnych jest jedna z najwazniejszych
klas przestrzeni.

Zbior A C X nazywamy zbiorem ograniczonym, jesli istnieje o € X oraz r > 0
takie, ze A C B(xg,T).

Zbior U C X nazywamy zbiorem otwartym, jesli dla kazdego punktu x € X
istnieje € > 0 takie, ze kula B(z,e) C U. Oznacza to, ze kazdy punkt nalezy do U
wraz z pewng kula. Oczywiscie przestrzen X jest zbiorem otwartym. Przyjmujemy
rowniez, ze zbior pusty () jest zbiorem otwartym.

Zbior D nazywamy zbiorem domknietym, jedli jego dopelnienie D¢ = X\D jest
zbiorem otwartym. Oczywiscie przestrzen X oraz zbiér pusty () sa zbiorami domknie-
tymi.

Latwo sprawdzi¢, ze kula otwarta jest zbiorem otwartym, a kula domknieta jest
zbiorem domknietym. Suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych jest zbiorem otwar-
tym, przekrdoj skonczonej rodziny zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym. Prze-
kroj przeliczalnej rodziny zbioréw otwartych moze byé zbiorem domknietym, np.
Moy S(wo, 21) = K(wo, 1).

Przekr6j dowolnej rodziny zbioré6w domknietych jest zbiorem domknietym. Suma
skoniczonej rodziny zbioréw domknietych jest zbiorem domknietym. Suma przeliczal-
nej rodziny zbioréw domknietych moze by¢ zbiorem otwartym np. | J,—, K (gco7 nLH)
== B(IO7 1)

Dla xy € X dowolny zbiér otwarty U zawierajacy punkt xg nazywamy otoczeniem
otwartym punktu xg. Przykladem otoczenia otwartego punktu xg jest oczywiscie do-
wolna kula otwarta B(xzg,r). Zauwazmy, ze w przypadku przestrzeni metrycznych,
czesto bez zmniejszenia og6lnosci mozemy ograniczy¢ sie do rozwazania tylko otoczen
kulistych.

Zbioér B(xo, r)\{zo} nazywamy sgsiedztwem punktu zy. Zatem sasiedztwo punktu
{z0}, to jego otoczenie pozbawione punktu {zg}.
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Punkt zy € X nazywamy punktem domkniecia zbioru A C X, jesli kazde oto-
czenie B(xg,e) punktu zp zawiera przynajmniej jeden punkt zbioru A. Oczywiscie
kazdy punkt x € A jest punktem domkniecia zbioru A. Zbiér wszystkich punktow do-
mkniecia zbioru A nazywamy domknieciem zbioru A i oznaczamy symbolem A. Latwo
sprawdzi¢, ze domkniecie zbioru A jest zbiorem domknietym i jest réwne przekrojowi
wszystkich zbioréw domknietych zawierajacych zbior A.

Punkt zg € X nazywamy punktem skupienia zbioru A, jesli kazde otoczenie
B(z,¢) punktu zy zawiera przynajmniej jeden punkt zbioru A rézny od zg. Zada-
nie to jest rownowazne warunkowi, ze kazde otoczenie B(zg,e) punktu zg zawiera
nieskonczenie wiele punktow zbioru A.

Punkt x¢g € A nazywamy punktem izolowanym zbioru A, jesli istnieje otoczenie
B(zg,¢) punktu xg, ktore oprocz xp nie zawiera innych elementéow zbioru A, tzn.
B(zg,e) N A = {zo}.

Punkt zbioru A jest wiec albo punktem skupienia zbioru A, albo punktem izolo-
wanym zbioru A.

Niech A C X. Rodzing zbior6w otwartych {U; : i € I} taka, z2e A C |J;c;Us
nazywamy pokryciem otwartym zbioru A.

Moéwimy, ze zbidor A jest zbiorem zwartym, jesli z kazdego pokrycia otwartego
zbioru A mozna wybraé pokrycie skoniczone. Nietrudno sprawdzié, ze zbior zwarty jest
domkniety. Podzbiér domkniety zbioru zwartego jest zbiorem zwartym. W szczegdl-
nosci w przestrzeni R™ kazdy zbior domkniety i ograniczony jest zwarty. Stwierdzenie
to nie jest prawdziwe w dowolnej przestrzeni metrycznej. Wystarczy rozwazy¢ zbior X
o nieskoriczonej ilosci elementéw z metryka dyskretng zdefiniowana w przyktadzie 1.1.
W oczywisty sposob zbior ten jest domkniety i ograniczony. Kazdy zbiér jednopunk-
towy {z}, x € X, jest zbiorem otwartym. Rodzina {{z} : z € X} jest wiec pokryciem
otwartym przestrzeni X. Oczywiscie z rodziny tej nie mozna wybraé¢ pokrycia skon-
czonego.

Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, D podzbiorem X. Niech 2 € X
bedzie punktem skupienia zbioru D.

Mowimy, ze funkcja f : D — R posiada w punkcie z¢ granice rowna a (co notujemy
lim, 4, f(z) = a), jesli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 (zalezne od ¢) takie, ze:
|f(z) —a] <e dla kazdego x € D, spelniajacego warunek 0 < d(z,xo) < 6.

Zauwazmy, ze dla X = R definicja ta pokrywa sie z definicja granicy funkcji
f:I—=R, I CR, rozwazang w podstawowym kursie analizy.

Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcja f : D — R posiada w punkcie x( granice réwnag
a wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciagu {z,}, z, € D, x, # xo, T, —
xo zachodzi f(x,) — a.

Stwierdzenie 1.4. Niech f,g: D — R bedqg zadanymi funkcjami. Niech xq bedzie
punktem skupienia zbioru D. Zaldzmy, ze

lim f(z)=a, lim g(z)=0».

T—T0o T—rT0

Wowczas
lim (f(z) +g(x)) =a+b;

Tr—xo

lim (f(z) g(z)) =a-b.

T—rTo
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Jesli ponadto g(x) # 0 w pewnym sqsiedztwie punktu xo oraz b # 0, to
f(z)

lim —= = a
amao g(x) b

Stwierdzenie 1.5. Niech f,g: D — R i niech xg € X bedzie punktem skupienia
zbioru D. Zatoimy, ze funkcje f i g posiadajq granice w punkcie xo i ponadto f(x) <
g(x) w pewnym sgsiedztwie punktu xg. Wowczas

. < I .

Moéwimy, ze funkcja f : D — R jest ciggta w punkcie 2y € D, jesli dla kazdego

e > 0 istnieje 6 = d(e) > 0 takie, ze

|f(x) — f(zo)] <e dlaze D, d(z,zg) <.

Moéwimy, ze funkcja jest ciggla w zbiorze D, jesli jest ciaglta w kazdym punkcie
tego zbioru.
Stwierdzenie 1.6. Funkcja f : D — R jest ciggta w punkcie xo wtedy i tylko
wtedy, jesli f(xyn) — f(xo) dla kazdego ciggu {x,}, v, € D, x, — xp.
Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczng i niech f, f,, : X — R, n € N, beda
funkcjami danymi.
Mowimy, ze ciag {fn} jest:
— zbiezny punktowo do funkcji f, jesli dla kazdego x € X, ciag liczbowy {f,.(2)}
jest zbiezny do liczby f(x);
— ciggiem Cauchy’ego ze wzgledu na zbiezno$é¢ punktowa, jesli dla kazdego = € X,
ciag liczbowy {f,(x)} jest ciagiem Cauchy’ego;
— zbiezny jednostajnie do funkcji f, jesli dla kazdego € > 0 istnieje ng takie, ze

|fn(z) — f(z)] <e dlakazdego x € X oraz n > nog,

— ciggiem Cauchy’ego ze wzgledu na zbieznosé jednostajna, jesli dla kazdego € > 0
istnieje ng takie, ze

|[fn(z) = fm(x)] <e dlakazdego x € X oraz n,m > ng.

Dla n € N rozwazmy funkcje f, : [0,1] — R dana wzorem f,, () = z™. Zauwazmy,
ze ciag {f,} na odcinku [0, 1] jest zbiezny punktowo do funkcji

[ 0, dla ze€][0,1);
f(w){ 1, dla z=1.

Nietrudno sprawdzi¢, ze ciag {f.} nie jest zbiezny jednostajnie do funkcji f na
odcinku [0, 1]. Przyktad ten pokazuje, ze granica punktowa funkcji ciagtych nie musi
by¢ funkcja ciagta. Natomiast, jak pokazuje nastepne twierdzenie, granica jednostajnie
zbieznego ciagu funkcji cigglych jest funkcja ciagla.

Stwierdzenie 1.7. Ciqg funkcji ciggtych zbiezny punktowo do funkcji ciggtej nie
must byé jednostajnie zbiezny.
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Istotnie, rozwazmy ciag funkcji {fn}, fn : R = R, fn(x) = x/n. Oczywiscie {f,}
jest zbiezny punktowo do funkeji fo(x) = 0, lecz nie jest jednostajnie zbiezny.

Twierdzenie 1.8. Zatozmy, ze f, : X = R, n € N, sq funkcjami ciggtymi. Jesli
ciqg {fn} jest jednostajnie zbiezny do f, to f jest funkcjq ciggtq na X.

Dowéd. Niech xp € X i niech € > 0. Na mocy jednostajnej zbieznoéci mozemy
wybra¢ nn € N takie, ze

|fa(x) — f(z)| <e/3 dla dowolnego z € X.
Poniewaz f5 jest funkcja ciagla, istnieje § > 0 taka, ze
|fa(z) = fa(xo)] <e/3  dla dowolnego z € B(xo,0).

Oczywiscie

If(z) = f(zo)l < |f(z) = falx)| + [falz) — falzo)| +
+ |fa(zo) — f(xo)| <e/3+¢/3+¢/3=¢

dla dowolnego = € B(xg, ), co koriczy dowdd.

Zauwazmy, ze jednostajna zbiezno$¢ ciggu funkcji oznacza zbieznosé w metryce dy
danej wzorem

do(f,9) = sup |f(z) — g(z)]. (1.22)

zeX

Twierdzenie 1.9. Przestrzer CB(X,R) funkcji ciggtych i ograniczonych na prze-
strzeni metrycznej X, z metrykq jednostajnej zbieznosci dy dang wzorem (1.22), jest
przestrzeniq metryczng zupetng.

Dowod. Niech {f,}, fn € CB(X,R), bedzie ciagiem Cauchy’ego wzgledem me-
tryki dy. Oznacza to, ze dla dowolnego ¢ > 0 istnieje ng € N takie, ze

|f'n(x) - fm(x” <e dla n,m>ng, zeX. (123)

W szczegblnosci warunek (1.23) oznacza, ze dla dowolnego x € X ciag liczbowy
{fn(x)} jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz R jest przestrzenia zupelna, ciag {f,(z)}
jest zbiezny do pewnej liczby f(z). Przechodzac we wzorze (1.23) z m do nieskoriczo-
nosci, otrzymujemy

[fn(z) = f(z)| <& dla n>n.

Poniewaz powyzszy warunek zachodzi dla kazdego = € X, oznacza to, ze ciag {fn}
jest zbiezny jednostajnie do funkcji f. Na mocy twierdzenia 1.8 funkcja f jest ciagla,
co koriczy dowod.

II. Przestrzenie wektorowe

Niech F bedzie zbiorem niepustym. Zalézmy, ze:

I. Dla dowolnych elementéw wu,v € E istnieje trzeci element nalezacy do F, ozna-
czany symbolem u + v i nazywany sumg elementéw u i v, przy czym spelnione sa
nastepujace warunki:

(i) u+v=v+u dladowolnych u,v € F;

(i) w4+ (v+w)=(u+v)+w dladowolnych u,v,w € E;
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(iii) istnieje element nazywany zerem i oznaczany symbolem 0 taki, ze u+0=u
dla dowolnego u € F;

(iv) dla dowolnego u € FE istnieje element oznaczany symbolem —u, nazywany
elementem odwrotnym, taki ze u + (—u) = 0.

II. Dla dowolnego u € E oraz « € R istnieje element au € F, zwany tloczynem u
przez « przy czym, dla dowolnych u,v € F oraz a, 8 € R spelnione sg warunki:

(v)  a(Bu) = (aB)u;

(vi) lu=wu;

(vil) (a+ B)u = au+ Pu;

(viii) a(u 4+ v) = au + awv.

Przestrzeri E z tak okreslonymi dzialaniami nazywamy przestrzenig wektorowg.
Poniewaz skalary a sa liczbami rzeczywistymi, tak zdefiniowana przestrzen E nazy-
wamy przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych, lub krétko przestrzenia
rzeczywista. Elementy przestrzeni E nazywamy wektorami.

Przyktad 1.5. Dla w,v € R*, v = (u1,...,up), v = (v1,...,0,) oraz a € R
potozmy
u4v=(u +v1,...,U, + Up), ou = (auq,...,quy,).
Latwo sprawdzié, ze z tak okreSlonymi dziataniami dodawania i mnozenia prze-
strzen R™ jest przestrzenia wektorows.
Przyktad 1.6. Dla f,g € RX = {f|f X = R} oraz a € R polézmy

(f+9)(@) = f(x)+g(x), (af)(x)=af(zx) dazelX.

Nietrudno sprawdzi¢, ze z tak okreslonymi dzialaniami dodawania i mnozenia
przestrzen RX jest przestrzenia wektorows.

Niech E bedzie przestrzenia wektorowa. Funkcje || - || : E — R, spelniajaca
warunki:
(1) lull =0 wtedy i tylko wtedy, gdy w = 0;
(i) llou|| = |e ||u|| dla dowolnych a € R, u € E;

(iii)  Ju4 ol < |lul| +|v] dla dowolnych w,v € E;

nazywamy normg w przestrzeni E. Pare (E, ||-||) nazywamy przestrzenia unormowana.
Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcja d : E x E — R, dana wzorem

d(u,v) = [lv = ull

jest metryka w przestrzeni E. Nazywamy ja metryka generowana przez norme. Tak
wiec kazda przestrzen unormowana jest w naturalny sposéb przestrzenia metryczna.

Dlau € R", u = (u1,...,uy), potézmy:

fullh = \Jui + ... +u2;

lulla = Jua] + - + funl;

lulls = max{[usl,.... |un|}.
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Mozna sprawdzié, ze kazda z okreslonych powyzej funkcji jest norma w przestrzeni
R™. Funkcja || - |1 nosi nazwe normy Euklidesa. Oczywiscie odpowiada jej metryka
Euklidesa.

Przestrzeri unormowana F, zupelna wzgledem metryki generowanej przez norme,
nazywamy przestrzeniqg Banacha. Klasa przestrzeni Banacha jest jedna z najwazniej-
szych klas przestrzeni rozwazanych w analizie matematycznej.

Nietrudno sprawdzié¢, ze przestrzen R" z kazda z norm zdefiniowanych powyzej
jest przestrzenia Banacha.

Niech C([0,1]) oznacza zbior funkcji ciagltych f : [0,1] — R. Dla f € C([0,1])
polozmy

[fllo=sup [f(z)l.
z€[0,1]

Oczywiscie || |lo jest norma, nazywamy ja normg jednostajnej zbieznosci, a przestrzen
(C([0,1]), ]l - [lo), zgodnie z twierdzeniem 1.9, jest przestrzenia Banacha.

Podobnie, z twierdzenia 1.9 wynika, ze przestrzen funkcji ciagtych i ograniczonych
CB(X) z norma jednostajnej zbieznosci, jest przestrzenia Banacha.

Niech E i F beda przestrzeniami liniowymi (w szczegdlnosci przestrzeniami Ba-
nacha). Odwzorowanie A : E — F speliajace warunki:

(i) A(u+v)=A)+ Bw) dlauveE,

(ii)) A(au) =aA(u) dlaueE, a R,
nazywamy odwzorowaniem liniowym.

Jesli ponadto

(iii) lim,—ooA(un) =0 dla dowolnego ciagu {u,} C E, u, — 0,
to odwzorowanie A nazywamy ciggtym.

Zauwazmy, ze z liniowosci oraz warunku (iii) wynika, ze A(u,) — A(u), jesl
Up — U, Uy € F.

Niech (E, |- ||g), (F, |- ||#) beda przestrzeniami unormowanymi. Oznaczmy przez
L(E, F) zbior wszystkich odwzorowari liniowych z E w F. Jesli dla A, B € L(E, F)
oraz a € R polozymy

(A+ B)(u) = A(u) + B(u), A(ou) =caA(u) dla ueE,

to L(E,F) z tak okreslonymi dzialaniami jest przestrzenia wektorowa. Nietrudno
sprawdzié, ze wzor

IAll = sup {[[A(@)|lF : [zl <1}

okresla norme w przestrzeni L(E, F).

1.9. Zadania

1. Sprawdzi¢, ze funkcja rozniczkowalna f : [a,b] — R spelia warunek Lipschitza,
a funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R spelnia lokalny warunek Lipschitza, moze
jednak nie spetnia¢ warunku Lipschitza. Podaé¢ przyktady.
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2. Zmalez¢ obszary, w ktorych zadana funkcja spelnia warunek Lipschitza wzgledem
zmiennej x i wyznaczy¢ jej stala Lipschitza:
a) f(t,z) =x/(1+t?), b) f(t,z)=t/(1+2?), <) f(t,z) =122 +tx+4z,
d) f(t,z)=2?/(1+1?), e) f(t,x)=t/2? L) f(t,z)=1/(*(1—2?)).

3. Wyznaczy¢ stala Lipschitza wzgledem zmiennej x dla zadanej funkcji i obszaru:
a) flt.o)=tyz, () |<T, 2>1 (i)]f<1, > 0;

b) f(t,z) =tcosz+xsint, (1) |[t| <, |z]>m () [H <7/2, |z| <7/2;
c) flt,x) =1t ()0<t<1, |z|<oo; (i) 1<t<2, >0
d) ft,z) =12, (1))0<t<1, |2|<1; () 0<t<1, 2>0.

4. Sprawdzié¢, czy funkcja

sin(tz)
— Tt (t,x);«é(O,x),
= {0 GDZ00

spelnia w obszarze {(¢,) : |t| < 1, || < oo} warunek Lipschitza wzgledem zmien-
nej x.

5. Zbada¢ lokalne i globalne istnienie oraz jednoznacznosé rozwiazarn problemu:
() 2 =sin’(tz), x(ty) = zo;
(ii) 2’ =sin(tz), =z(0) =1,
(iii) 2’ =+tg(tz), =(0)=1.

6. Zbada¢ istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan problemu:
() 2’ =1+2%3 2(0)=1;
(i) 2/’ =t(1+z)2? =2(0)=1;
(ilii) 2/ =e'+t/z, =z(0)=1.

7. Sprawdzié¢, ze problem
' =2(x-1), (0)=0,
nie posiada rozwigzan, natomiast problem
¥ =2(@—1), 2(0)=1,
posiada nieskoiiczenie wiele rozwigzan, mianowicie sa nimi wszystkie funkcje ro-

dziny x = 14+ Ct%, C € R.

8. Pokazaé, ze problem poczatkowy
¥ =2+ 2% sinz +zcosz, z(0)=0
w zbiorze |t| < a, |x| < b posiada wylacznie rozwigzanie zerowe.

9. Dla réwnania
te' =2(x+1)
rozpatrz problemy poczatkowe
a) z(0) =0, b)z(0)=-1, ¢)z(1)=0, d)z(1)=-1.

10. Pokazaé, ze rozwigzanie problemu
' =—t/x, x(0)=1,
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11.

12.

13.

14.

15.

Rozdziat 1. Rownania rézniczkowe. Problem poczgtkowy
nie moze by¢ przedluzone poza przedzial (—1,1).

Pokazaé, ze rozwiazanie problemu
¥ =22 x(0)=1,
nie moze by¢ przedtuzone poza przedzial (—oo, 1).

Znalez¢ maksymalny przedzial istnienia rozwigzan problemu
¥ =1+22 z(0)=1.

W zaleznosci od polozenia punktu poczatkowego (to,xg) przedyskutowaé istnie-
nie, jednoznaczno$¢ i maksymalny przedzial istnienia rozwigzania problemu po-
czatkowego

(x—1Da’+t=0, xz(ty) = xo-

Rozwazy¢ problem poczatkowy
' = f(t,z), z(0)=0,
gdzie

Atz .
fnay={ e o7

Pokazaé, ze funkcja f jest ciagla, lecz nie spelnia warunku Lipschitza w zadnym
obszarze zawierajacym poczatek ukladu. Pokaza¢ nastepnie, ze problem ten ma
nieskoriczenie wiele rozwigzan. (Wskazowka: Podstawi¢ s = t* i znaleZé rozwigza-
nie jako funkcje argumentu x).

Niech f: (o, 8) = R, tg € (o, 8). Zalézmy, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje § > 0
takie, ze

() = f() <= dia #,8" € (0,8) 0 (to — 6.t + 0)\ {to}, [t/ —t"] <5 .
Pokaza¢, ze istnieje granica limg_,¢, f(¢). Sformulowaé¢ analog twierdzenia dla
to = «a oraz tg = . (Wskazowka: Jesli t, — to to cigg {f(tn)} spetnia warunek
Cauchy’ego, a zatem jest zbieiny. Zauwazyé, zZe granica ta mie zalezy od wyboru
ciggu {t,}). Zauwazmy, ze przyjete zalozenia to po prostu warunek Cauchy’ego
istnienia granicy.



Rozdzial 2

Przyktady rownan calkowalnych

2.1. Réwnanie o zmiennych rozdzielonych

Rownanie rozniczkowe, ktore mozemy sprowadzi¢ do postaci

o' = f(t)g(x), tel, (2.1)

gdzie f : I - R, g:J — R (I,J C R) sa znanymi funkcjami, nazywamy réwna-
niem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych. Poniewaz x jest funkcja zmiennej ¢,
roéwnanie to mozemy zapisa¢ w formie rownowaznej

a jesli g(z(t)) # 0 w postaci
a'(t)
g(=(1))

Zatozmy, ze f i g sa funkcjami ciaglymi. Niech F' i G beda funkcjami pierwotnymi
(catkami) odpowiednio funkeji f i 1/g, czyli

= f(t), tel. (2.2)

Ft) = / FOdt, Gla) = / L

9(x)
Poniewaz J n
' (t
—(Gox)(t) = ,
@0 = 3Gw)
réwnanie (2.2) mozemy zapisa¢ w postaci
d d
a(Gox)(t) = %F(t), tel,
lub
—t((Gox)( )—F(t) =0, tel
Stad

Glz(t) - F(t)=C, tel. (2.3)

Rozwazmy teraz zwiazek
G(z) - F(t)=C. (2.4)
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Jesli z ostatniego zwiazku potrafimy wyznaczy¢ = jako funkcje ¢ w przedziale I, to
wstawiajac te funkcje do (2.4) w miejsce x, otrzymamy réownosé (2.3). Rézniczkujac
uzyskana rownos$é¢ wzgledem zmiennej ¢ sprawdzamy natychmiast, ze funkcja x jest
calka rownania (2.1) w przedziale I. Wzor (2.4) okresla zatem rozwiazanie rownania
(2.1) w postaci uwiktanej.

Niech dt oznacza rézniczke zmiennej niezaleznej ¢, a dx rozniczke funkcji x. Po-
niewaz dr = «’(t)dt, mamy

de  2'(t)dt

Oznacza to, ze pochodng mozemy interpretowaé jako stosunek rézniczek. Zastepujac
w rownaniu (2.1) pochodna stosunkiem rézniczek, mozemy réwnanie to przeksztalcié
do postaci
1
9(x)
Aby uzyskaé teraz rownosé (2.4), wystarczy lewa strone ostatniej rownosci scatko-
waé wzgledem z, a prawa wzgledem t. Jest to praktyczny sposéb szukania rozwiazan
réwnain o zmiennych rozdzielonych.

dz = f(t)dt.

Przyklad 2.1. Rozwiazaé¢ réwnanie

gLt
T 1l—z

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymamy
(1 —x)dz = (1+t)dt.

Po przejsciu do funkcji pierwotnych, czyli po scaltkowaniu lewej strony wzgledem z,
a prawej wzgledem t otrzymamy

r—x?/2=t+1t*/2+C,

lub
t2 42t +2%— 22 =C.

Ostatniag réwnos¢ mozna zapisa¢ w postaci rownowaznej
t+1)?%+(z—1)?=C.

Poniewaz C jest stala dowolna, zamiast 2C, a nastepnie C' + 2, pozostawiliémy C.

2.2. Roéwnanie jednorodne

Roéwnanie rozniczkowe, ktére mozemy zapisaé w postaci

o = f(%) (2.5)
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nazywamy rownaniem jednorodnym. Stosujac podstawienie

y="2
.
gdzie y jest funkcja zmiennej ¢, otrzymamy
y+ty = fy),
czyli réwnanie o zmiennych rozdzielonych
dy dt
f) =y~

ktore mozemy rozwiazaé¢ przez scaltkowanie. Po wyznaczeniu z ostatniego r6wnania
y jako funkcje zmiennej ¢, szukane rozwiazanie rownania wyj$ciowego znajdziemy ze
wzoru z = ty(t).

Przyklad 2.2. Znalezé rozwiazanie problemu
ta’ —x(ln% + 1) =0, z(l)=e
Podstawiajac y = z/t, otrzymamy
y+ty —y(lny+1)=0.

Po rozdzieleniu zmiennych mamy

dy dt

)

ylny: t

a po scatkowaniu
In|lny]=njt|+InC, C>0.

Stad
|In y| =CJt|, C>0.

Opuszczajac moduly, nalezy rozwazy¢ cztery przypadki, ktore redukuja sie do dwoch
lmy=Ct, C>0 oraz lny=-Ct, C>0.
Oba przypadki mozemy zapisaé¢ krotko
Iny=Ct, C#0,

lub

y=et C#£0.
Wracajac do funkcji wyjsciowej, otrzymamy

z =t C#0.

Poniewaz wartosci C' = 0 odpowiada y = 1, a w konsekwncji funkcja x = t, ktora jest
rowniez rozwigzaniem naszego réwnania, warunek C' # 0 nalezy pominac.

7 warunku poczatkowego wynika, ze e = e“. Stad C = 1, a szukane rozwigzanie
problemu poczatkowego ma postaé x = tet.
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2.3. Roéwnanie liniowe
Roéwnanie rézniczkowe, ktore mozemy sprowadzié do postaci
o+ f)z=g(t), tel, (2.6)

gdzie f i g sa zadanymi funkcjami okre$lonymi na zbiorze I C R, nazywamy rdwna-
niem liniowym. Aby znalezé rozwiazanie rownania (2.6), wpierw wyznaczamy caltke
skojarzonego z nim réwnania jednorodnego

' + f(t)z = 0. (2.7)
Po rozdzieleniu zmiennych otrzymamy

dx
T

= _f(t)dt7
a po scatkowaniu
t
In|z| = 7/ f(s)ds + K,
to

gdzie toy jest ustalonym punktem w I, a K stalg dowolna. Przeksztalcajac ostatni
wzor, otrzymamy
|z] = Ce™ Jio Fs)ds

gdzie C' = eX. Oczywiscie C > 0. Opuszczajac wartoié bezwzgledna, nalezy uwzgled-
ni¢ dwa przypadki, ktére tacznie mozemy zapisa¢ w postaci

r=Ce ftto f(s)ds

gdzie C jest dowolna stala rézna od zera. Poniewaz funkcja @ = 0 jest rowniez rozwia-
zaniem réwnania (2.7), warunek C' # 0 nalezy opusci¢. Zatem C' jest stala dowolna.
Powstaje pytanie, czy zastepujac stala C stosownie dobrana funkcja w(t), nie
mozna by uzyskaé catki ogolnej rownania (2.6) (w dalszym ciggu funkcje te bedziemy
zwykle oznacza¢ symbolem C(t)). Aby sprawdzi¢ nasze przypuszczenie, potdzmy

x=u(t)e Jig F)ds (2.8)
i wstawmy do réwnania (2.6). Otrzymamy
u’(t)e_ f;‘o f(s)ds) Fut)e” f,,i] f(s)dS(if(t)) + f(t)u(t)ef‘to f(s)ds _ g(t).
Poniewaz wyrazy zawierajace funkcje u redukuja sie, mamy
ul(t)e* f,fo f(s)ds _ g(b).

Zatem .
/(1) = g(tyelo 1O,
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a stad
t
u(t) = / g(r)elo /% qr 4 c.
to

Podstawiajac tak wyznaczona funkcje u do wzoru (2.8), otrzymamy caltke ogolna
rownania (2.6)

¢ t
z(t) = (/ g(T)efto f(S)dsdT n C)e_ I f(s)ds‘

to
Przyklad 2.3. Znalezé rozwiazanie problemu
x'—i—%:lnt, z(1) = 1.

Rozwiazujac skojarzone rownanie jednorodne

dr oz
dt t’
otrzymamy
=

Rozwiazanie rownania wyjsciowego szukamy teraz w postaci
u(t)
=
gdzie u jest funkcja szukana. Po podstawieniu do réwnania wyj$ciowego otrzymamy

tu'(t) —u(t) | u(?)

P + 2 = Int,
a po uproszczeniu
u'(t) =t Int.
Stad
t2 2
t)= —Int— —+ K.
Zatem catka ogblna rownania wyj$ciowego wyraza sie wzorem
t Int t " K
r=—Int— -+ —.
2 4 t
Uwzgledniajac warunek poczatkowy z(1) = 1, otrzymamy 1 = —1/4 + K. Zatem
K = 5/4, a szukane rozwiazanie zadanego problemu poczatkowego ma postaé
t Int t n 5
r=—-Int— -+ —.
2 4 4t

Przyklad 2.4. Znalezé rozwiazanie réwnania

4+ (t—2%)z’ =0.
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Oczywiscie nie jest to réwnanie liniowe wzgledem x jako funkcji zmiennej ¢. Natomiast
jesli zmienimy role i bedziemy szukaé¢ funkcji ¢ zmiennej x, to otrzymamy

xﬁ +t=2a°
dx ’
czyli réwnanie liniowe. Skojarzone z nim réwnanie jednorodne
:c;l—i +t=0
ma catke ogélng
=<

Oczywiscie
dt vz —u
2

dr =
Podstawiajac do réwnania wyjsciowego, mamy

u'r —u

u_ .3
T3 =%
Stad
u/ — .%'3,
a po scatkowaniu
4
=—+4C
u(x) 1 +
Zatem 5
1/1
t_f(fx4+0> =4+,
4 T
lub w postaci uwiklanej
dtx — 2 = C.

(Zamiast 4C pozostawiliémy C, bowiem jest to stala dowolna).

2.4. Roéwnanie Bernoulliego
Roéwnanie rézniczkowe postaci
¥+ f)r=gt)z®, a#0, a#l, tel, (2.9)

gdzie f,g :— R sa zadanymi funkcjami, nazywamy réwnaniem Bernoulliego. Po po-
dzieleniu przez x® mamy
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Podstawiajac
y= xl—a
(y jest funkcja zmiennej t), otrzymamy rownanie liniowe

1

my/ + f(t)y = g(t).

Przyklad 2.5. Rozwazmy réwnanie

1, AT
T t cos2t’
Dzielac przez 2+/x, mamy
' n 1\[ 1
—— + N =—.
2vx t cos?t

Podstawiajac y = /¥, otrzymamy réwnanie liniowe

r Y 1
y+t_c082t'

Caltka ogolng skojarzonego réwnania jednorodnego

!/
=0
Yy + /
jest funkcja
C

y:?.

Po uzmiennieniu statej i podstawieniu do réwnania liniowego otrzymamy

12 2 cos?t’

1C(1) ~C) , C() _ 1

a po redukcji
t

cos?t’

() =
Zatem )
C(t) = /tiwdt =ttgt+In|cost| + K.
cos*t
Catka ogolna réwnania liniowgo ma postac

In|cost|] K
y:tgt—i—f-l-T,

a wyjéciowego réwnania Bernoulliego

In | cos ¢ 2
x:(tgtqtin — +§).
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Przyklad 2.6. Znalezé¢ rozwiazanie problemu Cauchy’ego
a4 2t = 26323, 2(0) = 2.
Podstawiajac
y=x

otrzymamy réwnanie liniowe
y' — Aty = —4t3.
Calka ogolna skojarzonego réwnania liniowego
y — 4ty =0
ma postac
2
y=Ce*".
Po uzmiennieniu statej i podstawieniu do réwnania liniowego otrzymamy
C'e2 4 410 — 4102 = —443.
Stad
O = —4t’Ce™"
a po scatkowaniu
1

C(t) = t2e 2 + 56*2’52 + K.

Catka og6lna réwnania liniowego ma postaé

1
— ($2e72t" L 2
Y ( e + 5

a wyjsciowego réwnania Bernoulliego

I:l/q/t2+%+K€2t2.

Uwzgledniajac warunek poczatkowy, otrzymamy

— / 1 1 2
.T—l/ t2+§_162t.

o2t +K)62t2 — 2 % + K,

2.5. Rownanie zupelne. Czynnik caltkujacy

Roéwnanie rézniczkowe postaci
P(t,z) +Q(t,x)x' =0, (2.10)

gdzie P,Q : D — R (D podzbiér otwarty i spojny przestrzeni R?) sa zadanymi
funkcjami, nazywamy réwnaniem zupetnym, jesli istnieje funkcja F' : D — R taka, ze
jej rézniczka

OF(t OF(t

dF ot ox

dx = P(t,z)dt + Q(t, z)dw.
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Oznacza to, ze lewa strona réwnania (2.10) po pomnozeniu przez dt jest rozniczka
zupelna funkcji F. Warunek ten jest spetniony, jesli

OF (t,x)
ot

= P(t,), %ij) = Q(t,x). (2.11)

Calka ogolna réwnania (2.10) ma wowczas postaé
Ft,z)=C, CeR. (2.12)

Istotnie, jesli z rownania (2.12) wyznaczymy funkcje x = z(t), to po zrozniczkowaniu
wyrazenia F'(t,z(t)) = C i uwzglednieniu zaleznosci (2.11) otrzymamy rownosé

P(t,x(t) + Q(t,2(t))a' (t) = 0,

co oznacza, ze & jest rozwigzaniem réwnania (2.10).
Zalozmy dodatkowo, ze funkcja F' posiada ciagte pochodne czastkowe. Na mocy
twierdzenia Schwarza
9 (M) _9 (M)
oz \ Ot ot oz )
Stad i z zaleznosci (2.11) wynika, ze zachodzi réwnosé
OP(t,z)  0Q(t,x)
or Ot

: (2.13)

Jesli rownosé ta nie jest spelniona, réwnanie (2.10) nie jest rownaniem zupelnym.
Zalozmy teraz, ze rownosé (2.13) jest spelniona i ponadto funkcje P i @ sa klasy

C'. Polézmy
Flz/Pdt, FQZ/Qd{E

Korzystajac z warunku (2.13), nietrudno sprawdzié, ze

0°F,  0%F, 0*F,  0%F,

otor _ otox % Bzot | oot

Calkujac ostatnie rownosci, otrzymamy Fi(t,z) = Fy(t,z) + Ci(x) oraz Fi(t,x) =
Fs(t,x) + Cs(t), skad natychmiast wynika, ze Ci(x) = Cy(t) = C. Dla C' = 0 funkcja
F = F, = F5 spelnia warunki (2.11), a to oznacza, ze rozwazane rownanie jest
zupelne.

Calkujac pierwsza z rownosci (2.11) wzgledem ¢, otrzymamy

Pt z) = / Pt ) dt + C(x).

Zauwazmy, ze stala C' moze by¢ funkcja z. Druga rownosé (2.11) moéwi, ze pochodna
tej funkcji wzgledem x jest rowna @, czyli

%(/P(t,z) dt+0(m)> =Q(t,z).
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Wyznaczajac z ostatniego zwiazku C(z), znajdziemy funkcje F. Pokazalismy wiec, ze
jesli spelniony jest warunek (2.13), to rownanie (2.8) jest rownaniem zupelnym.
Przypusémy teraz, ze
OP(t,z) , 0Q(t,x)
Oz 7 ot
czyli, ze rozwazane rownanie nie jest zupelne. Pomnoézmy obie strony réwnania przez
funkcje p zmiennych x i y. Aby tak otrzymane rownanie bylo zupelne, wystarczy, ze

O(u(t,z)P(t,x)) _ O(u(t, 2)Q(t, 7))
Oz ot ’

co jest rownowazne warunkowi

it ) 22D 4 pie ) _ ) 0000) | gy gy O0llr)

Otrzymalismy na p rownanie rozniczkowe czastkowe, zatem na ogo6t réwnanie bardziej
skomplikowane. Jesli jednak p jest funkcja tylko zmiennej ¢, wowczas

R R |

Jesli ponadto wyrazenie (P, — Q:)/Q zalezy tylko od ¢, otrzymamy réwnanie o zmien-
nych rozdzielonych. Rozwiazujac to rownanie, wyznaczymy czynnik catkujacy p(t),
a mnozac réwnanie przez ten czynnik, otrzymamy réwnanie zupetne.

Jesli p jest funkcja tylko zmiennej x, wowczas

) ()0

Jesli ponadto wyrazenie (Q; — P,)/ P zalezy tylko od x, otrzymamy roéwnanie o zmien-
nych rozdzielonych. Po wyznaczeniu p, mnozac przez ten czynnik, rownanie wyjsciowe
sprowadzimy do réwnania zupelnego.

Przyklad 2.7. Znalezé rozwiazanie réwnania

2t + 222 + (4tx + 32%)a’ = 0.

Potozmy
P(t,x) =2t +22*, Q(t,x) = 4tx + 32°.
Poniewaz op 90
= 4 X _y
ox U ot D
rozwazane rownanie jest rownaniem zupelnym. Catkujac wzgledem t réwnosé
OF (t,x) 9
—— =2t+2
ot e
otrzymamy

F(t,z) = t* + 2ta® + O(x).
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Poniewaz

OF(t,x)
ox

na mocy drugiej réwnosci (2.11) mamy

= 4tz + C'(x),

4tz + C'(x) = 4tz + 322,

Stad
C(x) = 2.

Zatem
F(t,z) = t* + 2tz + 23,

a szukane rozwigzanie ogblne ma postaé

t2 4+ 2tz + 22 = C.

Przyklad 2.8. Znalez¢ rozwiazanie rownania

(2tz? — x)dt + (2® +t + x)dx = 0.

Potézmy
P(t,x) =2tx® — 2, Q(t,z) =2*+1t+ux.
Poniewaz ap 90
C -1, L=
I T

nie jest to réwnanie zupelne. Zauwazmy, ze

(52-58) /=2
ot Ox x’
co oznacza, ze istnieje czynnik catkujacy zalezny tylko od x. Istnieje zatem funkcja
w(x) taka, ze
9 2 9 2
Ey (u(x)(th - x)) =% (u(m)(m +t- x))
Po zrézniczkowaniu otrzymamy

p ()2t — ) + (o) (4t — 1) = p(z),

a po uproszczeniu
zp' + 24 =0.

Calky tego réwnania jest funkcja g = 1/22. Po pomnozeniu réwnania wyjsciowego
przez 1/x? otrzymamy

1 t 1
(2t = —)at+ (14— +=)de=0.
x x x
Nietrudno sprawdzié¢, ze jest to rownanie zupelne, a jego rozwiazanie ogblne ma postaé

t* —t/z+z+n|z|=C.
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2.6. Rownanie Clairauta i r6wnanie Lagrange’a

I. Rownaniem rdzniczkowym Clairauta nazywamy rownanie postaci
=tz + f(2), (2.14)

gdzie f jest zadang funkcja.
Aby znalezé rozwiazanie rownania (2.14), wystarczy wyznaczyé ’. W tym celu
zrozniczkujmy réownanie (2.14) wzgledem ¢. Otrzymamy

m/ :m/_’_t‘r//_’_f/(xl)xll,
a po redukcji
' (t+ f'(2')) = 0.

Z warunku z” = 0 mamy o’ = C. Podstawiajac te wielkosé do (2.14), uzyskamy caltke
og6lna
z=Ct+ f(C).

Jesli z warunku ¢ + f'(2’) = 0 potrafimy wyznaczyé =, to podstawiajac uzyskane wy-
razenie do rownania (2.14), otrzymamy caltke szczegolna tego rownania, ktora zwykle
jest funkcja innego typu niz catki dane rozwigzaniem ogdlnym.

Przyklad 2.9. Rozwazmy réwnanie
=t — (2)%/2.

Catka ogolna ma postac
r=Ct—C?/2.

Aby znalez¢ calke szczegolna, zrozniczkujmy rozwazane rownanie wzgledem ¢. Otrzy-
mamy
2’ (t—2')=0.

Zatem z’ = t, a szukana calka szczegolna ma postaé

r=1t%/2.

I1. Rownaniem rozniczkowym Lagrange’a nazywamy réwnanie postaci
z=tf(a') +g(a'), (2.15)

gdzie f i g sa zadanymi funkcjami.
Potézmy
p(t) = 2'(t). (2.16)

Jesli wyznaczymy p(t), to catka ogdlna rownania (2.15) wyrazi sie wzorem

z=tf(p(t)) + g(p(t)). (2.17)
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W celu wyznaczenia p(t) zrozniczkujmy wpierw rownanie (2.15) wzgledem t. Otrzy-
mamy
o = ) 1S @+ g @)
a po uwzglednieniu podstawienia (2.16)
dp

p=f(p)+ tf’(p)g +4'(p)

dp
dt’

Roéwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
dt
(»— f(p))% — f'(p)t =9'(p).

Zauwazmy, ze jest to rownanie liniowe. Po znalezieniu calki ¢ = ¢(p) nalezy wyznaczy¢
p = p(t), a podstawiajac uzyskane wyrazenie do (2.17), otrzymamy szukane rozwia-
zanie. Jesli nie potrafimy wyznaczyé¢ p jako funkcji ¢, szukane rozwiazanie mozemy
przedstawi¢ w postaci parametycznej

t=1t(p), x=1tp)f(p)+g(p).

Przyklad 2.10. Rozwazmy réwnanie

1 , 4
x:§t(a: +;)

Jest to rownanie Lagrange’a, w ktorym funkcja g jest rowna zeru. Rozniczkujac wzgle-

dem ¢, otrzymamy
o 1(m’+4)+1t< " 495”)
=- — —tlz" — —=).
2 x! 2 (2')?

1, 4y 1 4N,
(1= (xf)2) =5(1- (z’)Q)m :
Zalozmy, ze 1 — 4/(2')? # 0. Wowezas

Po redukcji

te” =o',

Po podstawieniu ' = p otrzymamy réwnanie

dp _

dt b,
ktorego caltka jest funkcja p = Ct. Podstawiajac C't w miejsce ' w réwnaniu wyjscio-
wym, otrzymamy caltke ogdlng

—1t<Ct+ . ) _or 2
T ct)~ 2 T
lub w formie réwnowaznej
9 1
r=Ct"+ —.

C



48 Rozdziat 2. Przyktady réwnan catkowalnych
Warunek 1 — 4/(2')? = 0 jest spelniony dla 2/ = —2 oraz 2’ = 2, co daje dwie

calki szczegolne
r=—2t oraz x =2t.

Przyklad 2.11. Rozwazmy réwnanie
r=t(1+2")+ (2)2
Po zrézniczkowaniu wzgledem ¢ otrzymamy
i

=142 +ta” + 222",

Podstawiajac p = 2/(t), mamy

dp
t+2p)— +1=0

a zmieniajac role szukanej funkcji ze zmienna niezalezng

— +t=-2p.
dp+ P

Catka ogodlna tak uzyskanego réwnania liniowego jest funkcja
t=2-2p+ CeP.
Niestety, tym razem z ostatniego zwigzku nie potrafimy wyznaczy¢ p jako funkcje
zmiennej t. Podstawiajac natomiast w réwnaniu wyjSciowym 2’ = p oraz zastepujac
t uzyskanym wyrazeniem, otrzymamy
z=(2-2p+Ce ) 1+p)+p°=2—p°+ (1+p)CeP.

Szukane rozwiazanie mozemy teraz wyrazi¢ w postaci parametrycznej:

t=2-2p+Ce? x=2-p>+(1+p)CeP.

2.7. Przyklady wyznaczania rozwigzan
Ww postaci parametrycznej

Przyktad 2.12. Rozwazmy réwnanie
r=a +Ina2'.
Podstawiajac p = 2/(t), otrzymamy

T=p-+1np.
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Jesli wyznaczymy réwniez t jako funkcje zmiennej p, rozwiazanie rownania mozemy
podaé¢ w postaci parametrycznej

Wykorzystujac rézniczke

oraz podstawienie &' = p w wyrazeniu
dr = o' (t)dt,
otrzymamy réwnanie
1
pdt = (1 + *)dp,
p

ktorego calka jest funkcja
t=Inlp|—1/p+C.

Rozwiazanie parametryczne ma wiec postac

t=Inlp|—1/p+C, z=p+1Inp.

Przyklad 2.13. Rozwazmy réwnanie
e +a =t

Podstawiajac p = z'(t) mamy
t=el +p.

Aby znalezé postaé parametryczng rozwiazania, musimy wyznaczy¢ x jako funkcje p.
Oczywiscie

dt = (e? 4+ 1)dp.
Wykorzystujac te rownosé oraz podstawienie 2’ = p w wyrazeniu

dr = o' (t)dt,

otrzymamy
dx = p(e? + 1)dp.

Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja
x=(p—1)e? +p?/2+C.
Rozwiazanie parametryczne ma zatem postac:

t=e"+p, z=(p—1)e’+p*/2+C.

Przyklad 2.14. Rozwazmy réwnanie

(") —2*(1—2") = 0.
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Podstawiajac p = x/2’ mamy

a po stosownych przeksztatceniach

r—p®+p’r=0.

Stad [
T = P’
1+ p2?
7 drugiej strony
do = 2/ (t)dt,
lub
1
dt = dx.
' (t)
Podstawiajac do ostatniego wzoru wyrazenia
1 »p 1+p*  1+p? d ( P )/d p4+3p2d
—_—= - = = €Tr = = —
v U P tep?) P @™
otrzymamy
3+ p?
dt = ——
12
Stad

t =p+ 2arctgp + C.
Szukane rozwiazanie mozna teraz wyrazi¢ w postaci parametrycznej

p3

t=p+2arctgp+C, x= 1%

2.8. Rownanie jednorodne wzgledem szukanej funkcji i jej

pochodnych
I. Funkcje F' zmiennych ¢, uq, ..., u, nazywamy jednorodng wzgledem zmiennych
U, ..., Uy, jesli istnieje a € R takie, ze
F(t,ruy, ..., ruy) = r*F(t,uy,..., u,) dla reR.

Rozwazmy réwnanie

F(tyz,a',...,2") = 0. (2.18)

Jesli F jest funkcja jednorodng wzgledem x i jej pochodnych, to rzad réwnania mo-
zemy obnizy¢, podstawiajac

y=". (2.19)
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Oczywiscie x i y sa funkcjami zmiennej ¢.
Przyklad 2.15. Rozwazmy réwnanie
tea” +t(2')? — 2z’ = 0.

W kazdym sktadniku suma wyktadnikéw funkcji x i jej pochodnych wynosi dwa. Jest
to zatem rownanie jednorodne wzgledem szukanej funkcji i jej pochodnych. Zgodnie
ze wzorem (2.19) przyjmujemy
= xy.
Wowczas
o =aly+ay =+ ).

Podstawiajac uzyskane wyrazenia do rozwazanego réwnania, otrzymamy

t*(y? +y) + ta*y® — 2y =0,

a po podzieleniu przez x>

ty —y = —2ty>.
Jest to rownanie Bernoulliego, a jego caltka ogdlna jest funkcja
_ t
YTerco

Korzystajac z rownosci @’ = xy, otrzymamy

dx tx

dt  2+0y

Rozwiazujac ostatnie réwnanie, mamy

Tr = CQ\/ 12 + Cl.

IT. Rownanie (2.16) nazywamy uogdlnionym réwnaniem jednorodnym, jesli istnieje
stata k > n taka, ze funkcja F jest jednorodna wzgledem wszystkich swoich argumen-
tow przy zalozniu, ze t,x, ', . .. x(”) maja odpowiednio wymiar 1,k k—1,..., k—n.
Woéwcezas podstawiajac w rOwnaniu wyjsciowym

t=e®, x=ye", (2.20)
sprowadzimy go do rownania niezawierajacego zmiennej niezalezne;j.
Przyklad 2.16. Rozwazmy réwnanie
tta” + (ta' —x)® = 0.

Zgodnie z powyzsza definicjg nalezy przyjac, ze t, z, z’, " majg odpowiednio wymiary:
1,k, k—1, k—2. Wéwcezas pierwszy sktadnik ma wymiar 4+k—2, a drugi 3k. Z réwnosci

4+k—-2=3k
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wynika, ze k = 1. Zgodnie ze wzorem (2.20) podstawiamy

t=e°, x=uye’.

Zauwazmy, ze

dr dx ds dy s\, —s Y
E:EE:(ge -l—ye)e :£+ya
Pr ddey  dd dy dyyds _(d'y  dyy
= aila) = ala ) = Ger i) a = (G )

Przechodzac w rozpatrywanym réwnaniu do nowych zmiennych, otrzymamy

(g ) (G —ue) o

a po podzieleniu przez e3*

ds? ' ds
W ostatnim réwnaniu podstawiamy

47y
ds

ds
i przyjmujemy y za zmienna niezalezna. Wowczas
f@_i@%_@_%@_ﬁﬁ
ds2  ds\ds/ ds dy ds _udy'

Podstawiajac wyznaczone wielkosci w miejsce y'(s) oraz y”(s), otrzymamy
d
u—u +u+u® =0,
dy

lub po podzieleniu przez u

d
Ky =o.
dy

Calkujac ostatnie réwnanie, otrzymamy

arctgu = —y + C.

Stad
u = tg(Ch —y).
Zatem J
Y
7 —t _
ds g(C1 y)a

a po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu
sin(Cy —y) = Cae®.
Uwzgledniajac zwiazki t = e®, y = x/t, otrzymamy
sin(Cy — x/t) = Cat.

Stad
z =t(Cy — arcsin(Cat)).
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2.9. Réwnanie Riccatiego

Roéwnaniem rézniczkowym Riccatiego nazywamy réwnanie postaci
2’ = a(t)z? +b(t)x + c(t), (2.21)

gdzie a,b,c: I — R s zadanymi funkcjami, I przedziatem zbioru R.
Zalozmy, ze ¢ jest calka rownania (2.21) w przedziale J C I. Wowezas funkcja
y =z — @ jest rozwigzaniem rownania Bernoulliego

Y = (2a(t)p(t) + b(t))y + a(t)y? (2.22)

w przedziale J. Na odwrot, jesli y jest rozwiazaniem réwnania (2.22) w przedziale
J C I to funkcja z = y + ¢ jest rozwiazaniem roéwnania (2.21) w przedziale J.
Istotnie, niech ¢ bedzie rozwiazaniem réownania (2.21). Wowezas

(z—¢) =" — ¢ = az® + bz +c — (ap® + bp + ) = a(z® — ¢*) + b(z — ¢)
= (a(z +¢) +b)(x — @) = (ax — ap + 2ap + b) (z — ¢)
= (a(z — @) + 2ap + b) (z — @) = (20 +b) (z — ¢) + a(z — ¢)*,

.’L‘
a\xr

co oznacza, ze funkcja y = ¢ — ¢ jest rozwiazaniem réwnania (2.22).
Zalozmy teraz, ze y jest rozwigzaniem rownania (2.22). Wowczas

(y+¢) =y +¢ = (20> + by + ay® + ap® + bp + ¢
=a(y’ +2a0+@°) + by + ) +c=aly+¢)* + by +¢) +c

co oznacza, ze T =y + @ jest rozwiazaniem rownania (2.21).

Przyklad 2.17. Rozwazmy réwnanie

¥ =t o

Posta¢ réwnania sugeruje, ze rozwiagzaniem szczegdlnym moze byé¢ funkcja postaci
x = A/t. Po podstawieniu do rownania mamy

A A2 L1
2 12 4427
Stad
44 +4A+1=0.
Zatem A = —1/2, a szukana calka szczegolna
1
LTS
Podstawiajac do réwnania wyjsciowego
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otrzymamy réwnanie Bernoulliego

ktorego catka ogolng jest funkcja

1

Y= Ho—m)

Zgodnie z powyzszymi obserwacjami szukang catka rownania wyjsciowego jest funkcja

1 1
x_y+¢_t(0—ln\t|) ot

2.10. Roéwnania drugiego rzedu sprowadzalne
do réwnan pierwszego rzedu

Ograniczymy sie do trzech typéw réwnan drugiego rzedu, ktére tatwo mozemy
sprowadzi¢ do réwnan pierwszego rzedu.

I. Rownania postaci

"
xr

= f(t)

rozwiazemy, catkujac dwukrotnie.

Przyklad 2.18. Znalezé calke rownania

X

" 1
>
Oczywiscie

¥ =Inlt| + C, z =tn|t| + Cit + Co.

II. Rozwazmy réwnanie niezawierajace bezposrednio poszukiwanej funkcji, czyli
réwnanie postaci

F(t, 2", 2") =0,
gdzie F jest funkcja znana.
Podstawiajac

y=2'(t),
otrzymamy réwnanie pierwszego rzedu

F(t,y,y') =0.

Po znalezieniu calki y = y(¢) ostatniego rownania szukane rozwigzanie x znajdziemy,
catkujac rownanie 2’ = y(t).
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Przyklad 2.19. Znalez¢ catke rownania
22" +ta’ = 1.

Podstawiajac y = z’, otrzymamy

2y +ty =1,
ktorego calka jest funkcja
In ‘t| + Cl
y=———.
t
Zatem ) o
‘= Zlnft| 4+ =
T = n|t| + .

Po scalkowaniu )
r=3 In? |t| + C In |t| + Cs.

ITI. Rozwazmy teraz réwnanie niezawierajace zmiennej niezaleznej, czyli réwnanie
postaci
!/ 2
F(z,z',2") =0,

gdzie F jest znang funkcja.
Przejdzmy do nowej funkcji u zwiazanej z funkcja = zaleznoscia

dx
— = (uox)(t).
= (won)(t)
Wowczas
d*x  du dx du
— = — =u—.
dt?2  dx dit dx
Podstawiajac do réwnania wyjsciowego wielkosci ‘(% = u, % = u%, otrzymamy
rOwnanie pierwszego rzedu
du
F(aamu—) =0.
dx

Zauwazmy, ze w roéwnaniu tym zmienna niezalezna jest x. Po wyznaczeniu caltki
u = u(x) ostatniego rownania, szukane rozwiazanie znajdziemy catkujac rownanie

dz
i u(x).

Przyklad 2.20. Znalezé rozwiazanie problemu poczatkowego
v’ + () = ()3, 2(1) =1, 2/(1)=2.

Podstawiajac
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otrzymamy

du
Tu— +u’ = u3,

dzx

a przy zalozeniu, ze u # 0, dostajemy

u 2
rT— +u=u".
dx

Jest to rownanie Bernoulliego. Po podstawieniu v = 1/u otrzymamy rownanie liniowe

v —v=—-1,

ktorego catka ogolng jest funkcja
v=1+Ciz.
Poniewaz v = 1/v, wracajac do funkcji z, mamy

de 1
dt ~ Ciz+1

Stad
t201$2+$+02.

Aby znalez¢ calke spelniajaca zadane warunki poczatkowe, zrozniczkujmy ostatni
zwiazek wzgledem t (jesli chcemy skorzystaé ze wzoru na pochodng wyznaczong po-
wyzej, musimy pamietaé, ze w miejscu statej Cy winna by¢ C4/2). Otrzymamy

1=2Cz2’ + 2.
Uwzgledniajac warunki poczatkowe, otrzymamy uktad rownan
1=Ci+14Cy, 1=4C +2.

Stad C; = —1/4, Cy = 1/4. Szukane rozwiazanie problemu poczatkowego jest zadane
funkcja
2® — 444t —1=0.

Zauwazmy na koniec, ze przypadek u = 0 dostarcza rozwiazan postaci x = C, C € R,
z ktorych zadne nie spelnia warunkéw poczatkowych.

2.11. Zadania

1. Znalez¢ rozwigzanie rownania o zmiennych rozdzielonych:
a) tr'+z—2%=0; b) tz' +1=e";
c) (x+ Dz’ =t d) (11—’ =22 -1,
e) 2(1+2?)+3tz?2x’ =0, z(1) = n/4.
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2. Znalezé rozwigzanie réwnania jednorodnego:

a) (t+ax)x =x—t; b) t22' =tx — 2%
c) tz' = z(lnx — Int); d) ' = tf_ﬁ%;

te' =x—Vit2+ 22, z(0)=1;
tr'cos ¥ =xcos§ —t, x(m)=1;
22’ + 2% = tza’, (1) = 1.

)
— N

oo
~

3. Przesuwajac stosownie uktad wspotrzednych, rozwiagzaé réwnania:
a) 2t+az+ (t+5x—9)z =0; b) (t+2x+1a'=2t+z+2;

— . — of_t+l )2
¢) (t—2zc+1)' =2t—x+1; d) o =2(+5)"
4. Znalez¢ rozwiazanie rownania liniowego:
a) '+ fpr= t(1it2)5 b) ta' +x = e
c) (t+e ™)' 4+1=0; d) 2/ =
e) x4+ (22 —t)ax =0 f) (t—2tx — 22’ +22 =0.

5. Znalezé¢ rozwiazanie problemu poczatkowego dla rownania liniowego:
a) o —2tx=t—1t3, x(0)=2;
b) (cost)x’ — (sint)z = cos®t, x(0) = 1;

te' — 77 =t (1) =0;

¥ —atgt= 1, x(r)=0;

(t—2tx —2?)2’ +22 =0, =x(1)=2

22 —1+2(t—(1+2)%)2’ =0, t(3)=1

o
2Lz

)
~—

6. Znalezé¢ rozwigzanie réwnania Bernoulliego:

a) o'+ 2776 = 2245; b) 2+ 2tx = 2t323;
c) tz'+x = tx’Int; d) x+t(1 +tat)a’ = 0;
e) ta' =tx/x+ 1 f) 2% —t2/x)a’ +t=0.

7. Znalez¢ rozwiazanie problemu poczatkowego dla réwnania Bernoulliego:
a) 2’ =tz? +t%z, x(1)=2; b) ta' +x=t222%, z(1)=1,

c) tr' +x=tx’lnt, xz(e)=1; d) ta' —dx—t3/x=0, z(0)=1,
e) o' +2tx=2t32% z(0) = 0; f) (t22® +tx)a’ =1, =z(1)=0;
g) z+t(l+tat)a’ =0, =2(1)=3.
8. Znalez¢ rozwiazanie rownania zupelnego:
a) 2Ldt+ xs%tzdx =0 b) e¥dt + (te® — 2x)dx = 0;
¢) l+ew+ %e%x =0; d) 4z +2te® +t(4 +te®)a’ = 0;

(%siné—t%cos%—l—l)dt—l—(%cos%—ﬁsin%—i—x—lg)dxzo;
1 z2 t2 1 —_N-
) (ze” +423) + (te'” + 12ta® — 2z)a’ = 0.

)

)
)
)

@ s

9. Wyznaczy¢ czynnik catkujacy i rozwigzaé¢ rownanie:
a) (2 + 2% + 2t)dt + 2xdx = 0; b) Zdt+ (z* — Int)dz = 0;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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c) (t22% — 1)dz + 2tz?dt = 0; d) (2ta? —x)dt + (22 +t +2)dx = 0:
e) (tcosz — zsinz)dr + (tsinz + x cosz)dt = 0;

f) 3tx+z?+ Btz +2t)2’ =0, p=pult+x);

g) t+tt+2t22 42t ' =0, p=pul?+2?).

Wyznaczy¢ calki rownania Clairauta oraz réwnania Lagrange’a:
a) x =tz + (2')% b) z=tr' +a — (/)3

¢) x =t +4V; d) z=t")?+ (z")3

e) z=ta’ + 3n|z'[; f) 2’ —In(ta’ —z) =0,

g) x =2 + (2')? h) 2zz’ =t((2')*+4).

Znalez¢ rozwigzania rownan:
a) x%dt+2(t? —tx*)der =0; b) (sinx cosy)y’ = cosx siny + tg> x;
c) y—y cosx=y?*( —sinx)cosz.

Wyznaczy¢ parametryczna postaé rozwiazania réwnania:

a) t(@')’=1+2', (a'=p); b)) (@)P°-’1-2)=0, (@' =p)
) a=e (@) (2 =p) Q) @ =—ta’ +3ml’], (2 =p);

e) z(1+ (2)?) =4, (2 =p); f) (@)P+-3tz'=0, (2/=tp).

Stosujac odpowiednie podstawienie, rozwigza¢ réwnania:
a) '=1+t2-2tx+2% (x=t+y ')
b) 2/ —e 2 —z—et =0, (x=-cly).

Wyznaczyé catke szczegdlng postaci x = at + b, a nastepnie znalezé rozwiazanie
og6lne rownania Riccatiego:

a) ' =% -2t +t2+1; b) ' =% —tx+2t—3;

c) tr' =22 — (2t+ 1)z +t2+2t.

Zmnalezé rozwiazanie réwnan drugiego rzedu:
’
a) tz’ =1'; b) tz" = 2'In%;
c) xa" = (a")% d) z2” — (2)? = 32%2;

e) " —2x'tgt =sin’t.

Zmnalezé rozwiazanie problemu poczatkowego dla rownania drugiego rzedu;
27" =322, x(-2)=1, 2/(-2)= -1,

zx’ + (2/)? = (2/)3, z(0)=1, 2/(0) =1;

(") + 42’ = 4ta”, 2(0) =1, 2/(0) = 2;

22"+t =0, x2(0)=1, 2/(0)=2, 2"(0) =3;

z” — 22’ ctgt =sin®t, z(0)=1, 2/(0) =2;

2z2” + ()2 =1, =x(0)=1, 2/(0) = 1.

N RURCISIRSIRGS
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Rozdzial 3

Réwnanie rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

3.1. Rownanie rézniczkowe liniowe n-tego rzedu

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne
2™ 4 ay ()Y £ dan_1 (O + an(t)z = f(t) (3.1)
oraz skojarzone z nim réwnanie rézniczkowe liniowe jednorodne
2™ +a ()" Y + 4 an ()2 + an(t)z =0, (3.2)

gdzie ay, ..., an, f: J = R (J C R) sa zadanymi funkcjami. Nietrudno sprawdzié¢, ze
prawdziwe sg nastepujace uwagi.

Uwaga 3.1. Jesli funkcja ¢ : I — R (I C J) jest rozwigzaniem réownania (3.2)
w przedziale I, to funkcja Cp, gdzie C jest dowolng stalq, jest rowniez rozwigzaniem
réwnania (3.2) w przedziale I.

Uwaga 3.2. Jesli funkcje o1, w2 : I — R (I C J) sq¢ rozwigzaniami réwnania
(3.2) w przedziale I, to funkcja @1 + o jest rdwniez rozwigzaniem réwnania (3.2)
w przedziale I.

Uwaga 3.3. Jesli funkcja ¢ jest rozwigzaniem réwnania (3.2) w przedziale I
(I C J), a funkcja ¢ rozwigzaniem réwnania (3.1) w przedziale I, to funkcja ¢ + ¥
jest rozwigzaniem réownania (3.1) w przedziale I.

Uwaga 3.4. Jesli funkcje @1, o2 : I — R sq rozwigzaniami réwnania (3.1)
w przedziale I (I C J), to funkcja o1 — w2 jest rozwigzaniem réwnania (3.2)
w przedziale I.

Uwaga 3.5. Jesli 1 : I — R jest rozwigzaniem réwnania (3.1) z prawg strong
f=fi1, ave : I = R jest rozwigzaniem réwnania (3.1) z prawq strong f = fa, to
1 + o jest rozwigzaniem réwnania (3.1) z prawg strong f = f1 + fa.

Nalezy podkresli¢, ze nawet dla rownania liniowego drugiego rzedu nie mamy ogol-
nego sposobu na znalezienie rozwiagzan. Co wiecej, rownanie to potrafimy rozwigzaé
tylko w nielicznych przypadkach. Niemniej, na temat ogélnej struktury zbioru rozwia-
zan réwnania rézniczkowego n-tego rzedu posiadamy dosé duzo informacji. Niektore
z nich sformulujemy ponizej.
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Definicja 3.1. Niech x1, ..., z, bedg catkami réwnania (3.2) w przedziale I
(I C J). Wyrazenie

1 (t) (1) Zn(t)
() (1) (1)
W(t) = : .
n—1 n7'1 n—1
770 2 )
nazywamy wroriskianem réwnania (3.2).
Twierdzenie 3.1 (Liouville’a.) Niech x4, ..., x, bedqg rozwigzaniami réwnania

(3.2) w przedziale I (I C J), a W(t) odpowiadajgcym im wronskianem. Wowczas
W(t) = W(tg)e Jo @@ qla t e,

gdzie tg jest dowolnie ustalonym punktem w I.

Dowod. Korzystajac z faktu, ze wyznacznik, ktory ma dwa wiersze identyczne,
jest rowny zeru, nietrudno sprawdzié¢ (zob. wzor (4.23) w nastepnym rozdziale), ze

.’L‘l(t) l‘g(t) J;n(t>
zq (t) z5(t) ), (t)
W'(t) = : : : :
R O B S Sl (3 WD e ()
70 2JMe L 2w

Zastepujac n-te pochodne w ostatnim wierszu wyrazeniami

xgn) = —al(t)xl(»n_l) — s a1 ()2, —an )z, i=1,....n

i ponownie wykorzystujac fakt zerowania sie wyznacznikéw o identycznych wierszach,
otrzymamy

W'(t) = —a1 (t)W(t).

f:’o ay(s)ds

Mnozac ostatniag réwnosé przez e , mamy

eftto al(s)dSW/(t) +ay (t)e‘f% a (S)dSW(t) —=0.

Ostatniag réwnos¢ mozemy zapisa¢ w postaci
/
(eftto al(S)dSW(t)) —0,

a stad
t
elio Oty — .

W konsekwencji
W(t) = Ce Jio ()2,
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Podstawiajac t = tg, otrzymamy C' = W (ty), co koniczy dowod.

Z twierdzenia 3.1 wynika natychmiast nastepujaca uwaga:

Uwaga 3.6. Wroriskian réwnania (3.2) albo jest identycznie réwny zeru w prze-
dziale I, albo rézny od zera w kazdym punkcie tego przedziatu.

Definicja 3.2. Méwimy, ze calki x1,...,x, réwnania (3.2) okreslone w przedziale
I (I C J) tworzqg uktad fundamentalny (podstawowy) réwnania (3.2), jesli odpowiada-
jacy im wroniskian jest rozZny od zera.

Zauwazmy, ze dla rownania (3.2) zawsze istnieje uklad podstawowy. Istotnie, wy-
starczy rozwazy¢ funkcje x; : I - R, i =1,...,n, ktore sg rozwiazaniami rownania
(3.2) z warunkami poczatkowymi

P () =0, k=0,....n—1, k#£i—1, z0Y () =1,

gdzie t jest ustalonym punktem przedziatu I. Niech W(t) bedzie wroniskianem utwo-

rzonym przez tak dobrane rozwiazania 1, ..., x,. Wowczas
10 ... 0
01 ... 0
W(te)=1|. . . . |=1
00 ... 1

Zgodnie z uwaga 3.5 wronskian W (t) 20 dlat € I.

Twierdzenie 3.2. Zaldzmy, ze funkcje x1, ..., x, tworzq uktad fundamentalny
réwnania (3.2) na przedziale I. Wowczas catka ogdlna réwnania (3.2) ma postac

r=Cix1+ ...+ Cphzy.

Dowdd. Nalezy pokazaé, ze jesli ¢ jest dowolna catka rownania (3.2) w prze-
dziale I, to istniejg state Cq,...,C, takie, ze
o) =Crz1(t)+ ...+ Crhap(t) dla tel.

Rozwazmy uktad réwnan

Ciz1(t) + ... + Cpzn(t) = p(t),

................................. (3.3)

Dla ustalonego t € I uklad (3.3) jest uktadem réwnarii liniowych wzgledem zmiennych
Cq,...,C,. Zgodnie ze wzorami Cramera

Wi(t) ‘i

W(t) ) - 2000

Ci(t) =
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gdzie
z1(t) z;—1(t) o(t) zit1(t) T (1)
' () i () Pl () ay(t)
Wi(t) = : : :
e () OOl () WG N ) Bl () NSRRI (e ('

Na mocy twierdzenia Liouville’a

Wl(t) B Wi(to)ei ftto ai1(s)ds

=W ™ Wigg)e Fomon

) = i=1,...,n,

gdzie to jest dowolnie ustalonym punktem przedzialu I. Oznacza to, ze wartosci Cj,
1 =1,...,n, nie zaleza od t. Zatem szukane stale istnieja, co koiiczy dowdd.

Definicja 3.3. Funkcje x1,...,x, okreslone na przedziale I nazywamy liniowo
niezaleznymi, jesli z réwnosci

Ciz1(t)+ ...+ Crhzp(t) =0 dla tel, (3.4)
wynika, ze C1 =0, ..., Cp, =0.

Twierdzenie 3.3. Zaldzmy, ze funkcje x1,...,x, sq catkami réwnania (3.2)
w przedziale I. Wowczas funkcje te tworzq uktad fundamentalny wtedy i tylko wtedy,
gdy sq liniowo niezalezne.

Dowod. Warunek konieczny. Zaltézmy, ze funkcje x1,...,z, tworza uktad fun-
damentalny rownania (3.2). Przypusémy, ze zachodzi warunek (3.4). Rozniczkujac
kolejno do rzedu n — 1 réwnosé (3.4), otrzymamy uktad rownan

Cl.’lﬁl(t) + ...+ Cnl‘n(t) =0
Ciz (t) + ...+ Cpal, (t) = 0,

.............................. (3.5)
Crat V() + ... + Cra D () = 0.
Poniewaz wroriskian W (t) # 0, na mocy twierdzenia Cramera C; =0, ..., C, =0
dla dowolnego t € I, co oznacza, ze funkcje x1,...,z, sa liniowo niezalezne.
Warunek wystarczajgcy. Przypusémy, ze rozwiazania x4, . .., 2, rownania (3.2) sa

funkcjami liniowo niezaleznymi. Wowczas uktad (3.5) posiada wylacznie rozwiazanie
zerowe. 7 teorii ukladéw réwnan liniowych wynika, ze wyznacznik wspoétczynnikdw
tego uktadu jest r6zny od zera, co oznacza, ze wronskian jest rézny od zera. Zatem
rozwazane rozwigzania stanowia uklad fundamentalny.

7 uwag 3.1-3.4 oraz twierdzeni 3.2 i 3.3 wynika nastepujaca wazna uwaga.

Uwaga 3.7. Aby wyznaczyé catke ogdlng réwnania (3.1), wystarczy znaleZé n
lintowo niezaleznych catek réwnania (3.2) oraz jedng catke szczegdlng rownania (3.1).
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3.2. Przyklady réwnan catkowalnych
Przyklad 3.1. Rozwazmy tzw. réwnanie Cauchy’ego—FEulera
t?z" + atz’ + bx = 0, t>0,

gdzie a, b sa dowolnymi stalymi. Szukamy rozwiazania postaci x = t", gdzie m jest
wartosciag, ktéra nalezy wyznaczy¢. Podstawiajac przewidywana postaé rozwiazania
do réwnania wyjsciowego, otrzymamy

t2m(m — D)t™ 2 + atmt™ 4 bt™ =0,
a po redukcji i podzieleniu przez t™
m?+ (a—1)m+b=0.

Niech m1, mo beda pierwiastkami otrzymanego réwnania kwadratowego.
Jesli my # my sa liczbami rzeczywistymi, szukanymi catkami szczegblnymi sa
funkcje x1 = t™* oraz xo = t™2, a calka ogdlna ma postac

Tr = Cltml + Cgtm2.

Jesli m; = meg, calka szczegdlng jest oczywiscie funkcja x1 = t™!. Pokazemy, ze
calka szczegolng jest rowniez funkcja zo = t™Int. Istotnie

22 + atah + bay = [(m] + (a — 1)my 4+ b) Int + 2my — 1 4 a]t™ =0,

bowiem m; jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego, a ponadto m; = (1 — a)/2.
W konsekwencji rozwiazanie ogdlne ma postac

Tr = Cltml + Cgtmlln t.

Jesli pierwiastki sa liczbami zespolonymi, tzn. m; = a+1i8, mqe = a— i3, woéwczas
catkami rownania sg funkcje zespolone z; = "1 zo = t""2. Zauwazmy, ze

= ot — g (19) = Pt — 42 (cos(BInt) + isin(B1nt))

Przyjmujac
x1 =t%cos(fInt) oraz x9=t"sin(flnt),

rozwigzanie z; = t""! réwnania wyjSciowego mozemy zapisa¢ w postaci
21 = xl(t) + iafg(t).

Zatem
2 (2 (t) +iah (1)) + at (2] (t) + 25(2)) + b(21(t) + iza(t)) = 0,

lub réwnowaznie

22 (t) + atz’ () + b (t) + i (2h () + atzh(t) + baa(t)) = 0.
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Funkcja zespolona jest rowna zeru tylko wtedy, gdy jej czesé rzeczywista i czesé uro-
jona sa réwne zeru, wynika stad, ze catkami szczegdlnymi naszego réwnania sg funkcje
rzeczywiste x1 1 x9. Caltka ogélna ma zatem postac

x = Cit® COS(ﬁ In t) + Cot® sin(ﬂ In t), C1,C5 e R

Korzystajac z powyzszych obserwacji, nietrudno sprawdzié, ze catka ogblna réw-
nania
22" 4t — Nx =0
jest funkcja

z=C1t*+Cst™, C1,Co €R;
calka og6lna réwnania
t22" +3tx’ +x =0
jest funkcja
.13:(01+021nt)/t, C1,C5 € R;
a calka ogdlng rownania
22" —td' + 22 =0
jest funkcja
x = Cytcos(lnt) + Catsin(Int), Cp,Cy € R.

Uwaga 3.8. Jesli x1 jest rozwigzaniem rownania liniowego, to oczywiscie Cxq jest
réwniez rozwigzaniem tego rownania. Zastepujge statq C funkcjg C(t) i podstawiajgc
do réownania wyjsciowego x = C(t)x1(t) mozemy wyznaczyé funkcje C(t) tak, aby
wyrazenie x = C(t)x1(t) byto catkq ogdlng rozwazanego réwnania. W szczegdlnosci
metodg tg czesto udaje sie wyznaczyé rozwigzania liniowo niezalezne od x1.

Przyklad 3.2. Widaé, ze funkcja z; = t2 jest calks réwnania
22" — 2z’ + 22 = 0.
Oczywiscie * = Ct? jest réwniez calka tego réwnania. Po zastapieniu stalej funkcja
u(t) i podstawieniu wyrazen a’ = t2u'(t) + 2tu(t) oraz z” = t2u” (t) + 4tu’(t) + 2u(t)
do réwnania wyjsciowego, po stosownej redukcji otrzymamy

tu (t) 4 2u'(t) = 0.

Calka ostatniego réwnania jest funkcja u(t) = % + (. Rozwiazanie ogo6lne naszego
réwnania ma postacé

= (% +Co)t? = Cit + Cot?, 1, Cz €R.

Calkami liniowo niezaleznymi sg funkcje z1 = t? oraz xoy = t.
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Przyklad 3.3. Widaé, ze funkcja z, = t2 jest calks réwnania
t?2" 4 3ta’ — 8x = 0.

Oczywiscie x = Ct2, gdzie C jest stala dowolna, jest réwniez calks tego réwnania.
Zastosujmy teraz metode uzmiennienia stalej, czyli zastepujmy stala C' funkcja u
zmiennej t, ktora bedziemy sie starali dobra¢ tak, aby funkcja z = u(t)t? byla roz-
wigzaniem ogélnym réwnania wyjsciowego. Po podstawieniu wyrazeii o’ = u't? + 2tu
oraz y" = t2u” 4+ 4tu’ + 2u do réwnania wyjsciowego otrzymamy po stosownej redukeji

tu” +7u = 0.

Calka ostatniego réwnania jest funkcja u(t) = C1¢t7% + Cy. Szukana calka ogolna
réwnania wyjsciowego ma zatem postaé

z=(Cit S+ Ot = Cit™* + Cyt?, C1,C2 €R.

Oczywiscie catkami liniowo niezaleznymi rozwazanego réwnania sg funkcje z; = t2
oraz o =t %

3.3. Rownanie rézniczkowe liniowe o stalych wspoétczynnikach

Rozwazmy réwnanie roézniczkowe liniowe niejednorodne
2™ f a2V 4 a2+ anr = f() (3.6)
oraz skojarzone z nim réwnanie liniowe jednorodne
2™ +az™ D 4+ ta,_ 12+ anz =0, (3.7)

gdzie a1, ..., a, sa stalymi, f funkcja zmiennej ¢.
Zgodnie z wynikami poprzedniej sekcji, aby wyznaczy¢ catke ogdlna rownania (3.6),
nalezy wyznaczy¢ catke ogdlna rownania (3.7) oraz caltke szczegblna rownania (3.6).
Szukamy calek rownania (3.7) postaci

z = e,
gdzie A jest stala, ktorg nalezy wyznaczyc¢.
Podstawiajac wielkosci

o' =AMz = 22eM L () = \neM

M otrzymamy tzw. réwnanie

do réwnania (3.7), a nastepnie dzielac przez czynnik e
charakterystyczne

N+ a N+ +a, =0. (3.8)

Wiadomo, ze réwnanie to posiada n pierwiastkow, przy czym moga to byé pierwiastki
rzeczywiste pojedyncze, pierwiastki zespolone, jak réwniez pierwiastki wielokrotne.
Pierwiastki te nazywamy wartosciami wtasnymi rownania (3.7). Pokazemy, ze w kaz-
dym z tych przypadkéw jestesmy w stanie znalezé n liniowo niezaleznych rozwigzan
réwnania (3.7).
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Przyjmijmy oznaczenia
L(z)=2" +a;z"V + .+ a7+ an
oraz
PO =XN"+a A" P+ . +ap.

Oczywiscie L jest operatorem liniowym na klasie funkcji n-krotnie rézniczkowalnych.
Rownanie (3.7) mozna teraz zapisa¢ w postaci

L(z) =0, (3.9
a roOwnanie charakterystyczne (3.8) w postaci
P(X\) =0. (3.10)
Zauwazmy, ze
L(eM) = eMP(N).

Zatem, jesli \g jest wartocia wlasna réwnania (3.7) to L£(e*?) = 0, co oznacza, ze
funkcja x = e?o! jest rozwiazaniem réwnania (3.7).
W szcezegolnoscei, jesli A\ jest rzeczywista wartoscia wlasna, to funkcja

x = el

jest rozwiazaniem réwnania (3.7).

Wynika stad, ze jesli Aq, ..., A\, sa jednokrotnymi rzeczywistymi warto$ciami wta-
snymi, to odpowiadajace im rozwigzania x; = eMt, ..., x, = e?! stanowia uktad
fundamentalny.

Przypus$émy, ze A\g = o + i3 jest liczba zespolona. Wowczas

0= E(e(o‘”ﬁ)t) = L(e**(cos Bt + isin ft)) = L(e** cos Bt) + iL (e cos 3),
skad wynika natychmiast, ze L'(eat cos ,Bt) = 0 oraz E(eo‘t sin Bt) = (. Zatem funkcje
x1 = e cosft oraz mo = e sin St

sa catkami rownania (3.7). Oczywiscie funkcje te sa liniowo niezalezne.
Jesli Ao jest pierwiastkiem m-krotnym roéwnania (3.8), to funkcje

zj=teM j=1,2...,m—1,

sa catkami réwnania (3.7).
Sprawdzmy ostatnie stwierdzenie dla m = 2. Zauwazmy, ze

d d d
Ay Oty Qs b
‘C’(te ) - ‘C(d/\e ) d/\['(e ) d)\(e P()‘))
d
= teMP(\) +eM—-P()).
P() + POy
Jesli Ao jest pierwiastkiem dwukrotnym rownania (3.8), to P()\g) = 0 oraz

d%\P()\o) = 0. W konsekwencji E(e)‘ﬂt) = 0 oraz /J(te)‘”t) = 0, co oznacza, ze funk-
cje x = et oraz x = te*! sy rozwigzaniami réwnania (3.7). Analogicznie mozemy
sprawdzié¢ powyzsze stwierdzenie dla m > 2.
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Dla lepszego wyjadnienia sytuacji powtoérzmy powyzsze rozwazania dla réwnania
drugiego rzedu

ar” +bz' +cx =0, a#0. (3.11)
Rownanie charakterystyczne ma postaé
al? +bA+c=0. (3.12)

Przypadek A > 0. Pierwiastkami rownania (3.12) sa liczby

-b— VA -b+ VA
>\1:7; >\2:277
a

2a
a szukane rozwigzania majg postac
T = e’\lt, Ty = et

Poniewaz wronskian

e>\1t ez\zt N \/Z L,
)\16/\1t )\26)\2t = (A2 — )‘1)6( et = Te “f #0,

funkeje xo, o tworza uklad podstawowy rownania (3.11). Zgodnie z twierdzeniem 3.2
caltka ogélna tego rownania ma postaé
T = OleAlt + 026)\2t,

gdzie C; i Cs sa dowolnymi stalymi (tym razem zamiast Cy, Cs).

Przypadek A = 0. Wowcezas

i uzyskamy catke rownania (3.11)

Rozwiazania rownania (3.11) szukamy teraz w postaci
x = u(t)eM?,

gdzie u jest funkcja, ktora nalezy wyznaczyc.
Podstawiajac tak okreslona funkcje do réwnania (3.11), otrzymamy

a(u” + 221" 4+ Mu)eMt 4+ b(u' + Mu)2)ett + cueMt = 0.
Stad
au’ + (2aX; + b)u’ + (X3 4+ bAy +¢) = 0.

Poniewaz A jest pierwiastkiem rownania (3.12), trzeci wyraz po lewej stronie ostatnie;
rownosci jest rowny zeru, a z réownosci A\; = ;—; wynika, ze réwniez drugi wyraz jest
rowny zeru. Zatem u” = 0. Stad u = C; + Cst, a szukana calka ogolna ma postac

T = C’le)‘lt + C’gte)‘lt,

gdzie C; i C5 sa dowolnymi statymi.
Zauwazmy, ze funkcje x1 = et oraz x5 = te’! tworza uklad fundamentalny.
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Przypadek A < 0. Roéwnanie (3.12) posiada dwa pierwiastki zespolone sprzezone
)\1:0é+i5, )\2:Oéf’iﬂ,
gdzie
—b 1A
= 5 B = .
2a 2a
Odpowiadajace im rozwigzania w zbiorze liczb zespolonych maja postac:

21 = eletib)t — e (cos Bt +isin Bt), 2o = elamiB)t — e (cos Bt — isin Bt).
Ktadac
o(t) = e cosBt, (t) =e* sinpt,
mamy
21(t) = p(t) +ip(t),  z(t) = p(t) — ().

Podstawiajac funkcje z; do rownania (3.11), otrzymamy

a(”(t) + " (t)) +b(&'(t) + i’ (1) + c(e(t) + iR (t)) =0,
lub

(ag” (t) + b’ (t) + cp(t)) + (ar” () + by (t) + cp(t))i = 0.
Poniewaz liczba zespolona jest réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jej czesé urojona
i rzeczywista jest réwna zeru, ostatnia rownosé jest rownowazna warunkom:

ag" (t) + b’ (t) + cp(t) = 0, ayp”(t) + by’ () + cy(t) = 0,

co oznacza, ze funkcje ¢ i ¢ sg catkami rownania (3.11). Poniewaz tworza one uktad
podstawowy (sprawdzic¢!), catka og6lna rownania (3.11) ma postacé

z = C1e™ cos Bt + Cre sin ft,
gdzie C; i Cs sa dowolnymi stalymi.
Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem calki ogélnej liniowego réwnania niejednorod-

nego
az” +bx' +cx = f(t), a#0. (3.13)

Metoda uzmiennienia stalych. Jesli x1, x5 sa catkami szczegdlnymi rownania
jednorodnego
az” +bx' + cx =0,

skojarzonego z rownaniem (3.13), to catka ogolna tego rownania ma postac
r = Cix1 + Cazs,

gdzie C; i C3 sa dowolnymi staltymi. Powstaje pytanie: mozna state C; i Cy zastapié
odpowiednio funkcjami A(t) i B(t) (zmiennej t) tak dobranymi, aby wyrazenie

z(t) = A(t)z1(t) + B(t)z2(t)
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bylo calka ogolna rownania (3.13)7 Operacje te niezbyt poprawnie zwyczajowo na-
zywamy uzmiennieniem statych.

Oczywiscie

a'(t) = A'(t)x1(t) + B'(t)aa(t) + A(t)2 (1) + B(t)aa(t).
Aby uprosci¢ rachunki, zalézmy dodatkowo, ze
Al(t)z1(t) + B'(t)z2(t) = 0.
Wowczas
2’ = Ax| + Bah, 1" = A'z| + B’z + Az + Bal.
Podstawiajac ostatnie wzory do rownania (3.10), otrzymamy

a(A'z) + B'zh + Az + Bxl) + b(Ax} + Bxb) + c(Azy + Bxa) = f(t),
a po uporzadkowaniu

A(az + bx'y + cx1) + B(azh + bxh + cxe) + a(A'x) + B'xh) = f(t).

Poniewaz pierwszy i drugi wyraz lewej strony jest réwny zeru, uzyskana réwnosé
redukuje sie do postaci

a(A'z) + B'zh) = f(t).
Tak wiec funkcje A i B winny spelnia¢ uklad réwnan
A/xl + BILL'Q =0,

A’z + Bzl = %. (3.14)

7 otrzymanego uktadu réwnan mozemy wyznaczyé¢ A’ i B’, a po scatkowaniu otrzy-
mamy szukane funkcje A(t) i B(t).

Przyklad 3.4. Znalezé caltke ogélng réwnania

20" + a2 —x =t
Uktad podstawowy skojarzonego rownania jednorodnego tworza funkcje

_ 1
1 =€ t, I2:62t

Odpowiednik uktadu réwnan (3.14) ma postac
Ale™t 4 Blest =0,
-t 1 3t _ 1
—A/e =+ §B/€2 = §t
Stad
Po scaltkowaniu

Alt) = +(1 —t)e' + Cy, B(t)

Szukana calka og6lna ma postac

v=(3(1—t)e' +Cr)e "+ (= 2(t+ 2)67%t + Cg)e%t =Cret 4 Cohert —t — 1.

—2(t+2)e 2" + Co.
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Metoda przewidywan. Zgodnie z uwagg 3.8, aby wyznaczy¢ catke ogélng rowna-
nia (3.13), wystarczy znalezé¢ catke ogolna jednorodnego rownania skojarzonego oraz
jedna catke rownania (3.13). Czesto prawa strona réwnania (3.13) sugeruje postaé
tej calki. Ponizsza tabela podaje postaé¢ spodziewanego rozwiazania w zaleznosci od
funkcji f.

Tabela 3.1

Postaé przewidywanego rozwiazania
f@@) Przewidywana postaé Stale do wyznaczenia
6>‘t Ae>‘t A
sin art Asinat + B cos at AB
cos at Asinat + Bcosat AB
apt" + ...+ a, Aot + ...+ A, Ao, ..., Ay
(aot™ + ... +an)eM | (Apt™ +... + A,)eM Ag,..., A,
(at +b)sinat (At + B)sinat 4+ (Ct + D) cosat | A,B,C,D
(at + b) cos at (At + B)sinat + (Ct + D) cosat | A,B,C,D
eMsin at (Asinat + B cos at)eM A, B
eM cos at (Asinat + B cos at)eM A, B

Przyklad 3.5. Znalezé caltke szczeg6lng réwnania
22" 4+ 32 —x =12+ 3.
Zgodnie z powyzsza tabelg szukamy calki postaci
z=At"+ Bt + C.
Podstawiajac do réwnania, otrzymamy
2(2A4) 4+ 3(2At + B) — (At> + Bt + C) = >+ 3
Ostatnia réwnosé zachodzi, jesli
-A=1, 6A—-B=0, 4A+3B—-C=3.

Stad

a szukana calka ma postaé
z = —t* — 6t — 25.

Przyklad 3.6. Znalezé catke ogblnag réwnania

2 — 2 = sin 2t.
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Rownanie charakterystyczne skojarzonego rownania roézniczkowego jednorodnego ma
postac
M —1=0.
Pierwiastkami réwnania charakterystycznego sa liczby:
AL = 717 Ao = ]-7 )‘3 = 71’7 Ay = ia
a calkami rownania jednorodnego funkcje:
t

Ty =€ " xTo= et, xr3 =sint, x4 = cost.

Zgodnie z sugestia zawartg w tabeli przewidujemy calke szczegdlng rownania niejed-
norodnego postaci
x = Asin 2t + B cos 2t.

Podstawiajac do réwnania wyjsciowego, otrzymamy
15Asin 2t 4+ 15B cos 2t = sin 2¢.
Stad A =1/(15), B =0, a calka szczegolna
x = f& sin2t.
Zatem szukana caltka og6lna ma postaé
x = Cre t 4+ Chel + Cysint + Cycost + 1—15 sin 2t,
gdzie C1,...,Cy sg stalymi dowolnymi.

Przyktlad 3.7. Znalezé caltke ogolng réwnania
2" +x =sint.
Calkami skojarzonego rownania jednorodnego sa funkcje:
r1 =sint, x9 = cost.

Zgodnie z sugestia winnismy szukaé rozwiazania szczegbdlnego réwnania niejednorod-
nego postaci
x = Asint + B cost,

Oczywiscie jest to niemozliwe, bowiem powyzsza funkcja jest rozwiazaniem réwnania
jednorodnego. Musimy zatem skorzysta¢ z metody uzmienniania stalych. Rachunki
pozostawiamy czytelnikowi.

Przyklad 3.8. Znalezé calke ogolng réwnania

2" 4+ 2 =tg®t +sin(2t/3).
Zgodnie z uwaga 3.5 szukane rozwigzanie jest suma calki ogblnej réwnania
' 4z =tg3t
oraz calki szczegblnej réwnania
2" +x = sin(2t/3).

Catke ogdlna znajdziemy metoda uzmiennienia stalych, a catke szczegbdlna metoda
przewidywarni.
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3.4. Postaé¢ catkowa rozwigzan réwnania rézniczkowego
drugiego rzedu

Rozwazmy liniowe niejednorodne réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
ao(t)z” + ay(t)z' + az(t)x = f(1), (3.15)

gdzie ag, a1, as, f: J — R sg zadanymi funkcjami ciggltymi. Niech ¢ i 1 beda liniowo
niezaleznymi catkami skojarzonego z nim réwnania jednorodnego

ao(t)z” + a1 (t)z’ + az(t)z = 0. (3.16)
Oczywiscie catka ogolna rownania (3.16) ma postaé
z = Crp(t) + Catp(t). (3.17)

Aby znalezé caltke ogolna rownania (3.15), state Cy 1 Co we wzorze (3.17) zastepujemy
stosownie dobranymi funkcjami u(t) i v(t), czyli szukamy calki rownania (3.15) postaci

z=u(t)p(t) +v(t)(t), (3.18)
gdzie u i v sa funkcjami, ktore nalezy wyznaczyé. Mamy
' =u'o+up + v+ vy
Dla uproszczenia rachunkéw przyjmujemy
ou’ + v’ = 0. (3.19)
Wowczas
x/:(p/u_’_wlv, x//:(p//u_’_(p/ul_’_w//v_’_wlvll
Podstawiajac ostatnie wielkosci do rownania (3.15), otrzymamy
ao(@"u+ v + 9" "v + ") + ar(p'u+ ') + ax(pu +Yv) = f,
lub w postaci rownowaznej
(app” + a1¢’ + azp)u + (agy)” + a19)’ + asp)v + ag(@’'v’ +¢'v') = f.

Poniewaz ¢ i ¢ sa calkami rownania (3.16), pierwsze dwa wyrazy sie zeruja. Otrzy-
mamy zatem

go'u’—H//v’:i.
ao

Stad i z warunku (3.19) otrzymujemy

WO B
(J,()VV7 a()W’

(3.20)
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gdzie

<)0/ w/ I
Po podstawieniu do (3.18) funkeji w i v otrzymanych po scatkowaniu wzorow (3.20)
otrzymamy

o [ CeE) [ )
oft) = —ot) | s 400 / e /toH”) ds,

W:’<p W

gdzie
s (s s) (s
Hen=| 50 e | /] 50 0

a tg € J jest dowolnie ustalone.

Nietrudno sprawdzi¢, ze zachodza nastepujace warunki:

(i) Funkcja H jest okreslona na zbiorze J x J.

(i) W kazdym punkcie zbioru J x J funkcja H ma ciagle pochodne czastkowe
pierwszego i drugiego rzedu wzgledem ¢ .

(i) H(t,t)=0oraz ZL(t,t)=1dlate J.

(iv) Dla dowolnego s € J funkcja y(t) = H(s,t) jest rozwiazaniem réwnania
(3.16) speliajacym warunki y(s) =0, y/(s) = 1.

(v) Funkcja
() = /t H(s, 1)

jest rozwiazaniem réwnania (3.15) spelniajacym warunki x(tg) = 2’ (tg) = 0.

Zastosowany tutaj pomyst wyrazenia rozwiazania problemu poczatkowego za po-
mocg wzoru catkowego (ktérego jadrem w naszym przypadku jest funkcja H), jest
szeroko stosowany w teorii probleméw brzegowych. W szczegblnosci na tym pomysle
opiera sie tak zwana metoda funkcji Greena.

3.5. Zadania

1. Pokazaé, ze problem poczatkowy

= f(t,x), x(to) =xo, «'(to) = w1,
gdzie f jest funkcja ciagla, jest réwnowazny réwnaniu catkowemu

2(t) = o + (t — to) x1+f; t—s)f( ( ))ds.
Wskazowka: Polozmy F(s) = s ft . Po zréziniczkowaniu wzgledem
s otrzymamy fto T, z(T ))dT = F'(s ) - sf(s :E(S)) Calkujgc ostatnig réwnosé
w przedziale [to,t], otrzymamy fti ds [ f(r,a(r))dr = fti (t—s)f(s,z(s)ds. Cal-
kujgc dwukrotnie rownania wyjsciowe i wykorzystujgce ostatni wzdr, otrzymamy
teze.
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Majac dane rozwigzanie x1, wyznaczy¢ rozwiazanie liniowo niezalezne od x1:

a) (P—-t)2"+@Bt-1a'+x=0 (t#0,t#1), 1 =1/(t—1);
b) tt—Dz" +2(t—1)a' —2x=0 (t#£0,t#2), x1=1—t;

¢) ta’ —a' — 4Bz =0 (t#£0), z; =e";

d) ta’ —(t+2)2' +2x =0, z =e’;

)
) 2’ +a(ty +2) =0, z=e /2
) (1—t2)a" —2ta’ + 22 =0, x1="t.

- D

Znalez¢ catke ogolna rownania Cauchy—FEulera:
a) t2z” — 5ta’ + 8x = 0; b) 22" — 3ta’ + 5z = 0;
c) t2x" — 3tx’ + 4x = 0; d) t?2” +6tz' +x=0.

Zmalez¢é catke ogblng réwnania:
a) " —bx' +6x=0; b) z” — 62’ + 92 = 0;
c) 2/ —a'+x=0 d) 2" +a2 —2=0.

Stosujac metode przewidywari, znalezé catke ogolng rownania:
a) 2z —7r +6x=sint; b) 2’ +xz=2sint—2e "

c) a4 22 +x=tsint; d) 2" +z=e'sint;

e) z” —21' +4x = 4e’ cost.

Stosujac metode uzmiennienia statych, znalezé catke og6lna réwnania:

a) 2 +r= b) 2" —a' = e2V1 — e,

sint?

c) -2’ =155 d) 22" +az= %5
Znalez¢ calke ogolng réwnania:

a) 2" + 42’ = sin 2t; b) 2!V — 2" = cost;

¢) 2" — =13 — 1 d) " + 2" + 2+ =tel.

Znalez¢ rozwiazanie problemu poczatkowego:

a) 2/ —a' =e(1-t), =0)=1, 2/(0)=1;

b) 2" +5z" +4r =¥ 2(0)=1, 2/(0) = 0;

2 4+ x+ctg?’t =0, x(r/2) =1, (r/2) =1,

2" — 2’ =4t —6e7%, x(0)=1, 2/(0) =2, 2”(0) = 3;

2 422" + 2 +2e7% =0, z(1)=1, 2/(1)=0, 2"(0) = 1.

oI =<



Rozdzial 4
Uklady réwnan rézniczkowych liniowych

4.1. Uklady réwnan liniowych o wspétczynnikach funkcyjnych

Rozwazmy uklad réwnan liniowych

ry=ant)rr + ... + a1n(t)T,,

.................................................. (4.1)
= an(t)T1 + ... + apn(t)Tp,
gdzie aj1,...,ann : I = R (I C R) sg zadanymi funkcjami.
Przyjmujac
ar(t) ... ain(t) 1 @}
A(t) = : : : ,or=| 1|, 2= ;
an1(t) ... apn(t) Tn x
uktad réwnan (4.1) mozemy zapisa¢ w rownowaznej postaci macierzowej
¥ =A(t)x, tel. (4.2)

Poniewaz ostatni zapis jest bardziej ekonomiczny, obecnie jest raczej powszechnie
uzywany. Zgodnie z tym zapisem, zamiast méowi¢ o ukladzie rownan (4.1) mozemy
mowic¢ o rownaniu wektorowym (krotko: rownaniu) (4.2).

Definicja 4.1. Funkcje ¢ : I — R"™ nazywamy rozwigzaniem (lub catkq) réwnania

(4.2) w przedziale I, jesli funkcja ta jest rdzniczkowalna w przedziale I i ponadto
O(t) = Alt)p(t) dlat € I.

Zauwazmy, ze rozwigzanie ukladu (4.1) zapisujemy w postaci wektorowej (jako
wiersz) z(t) = (z1(¢),..., x,(t)), natomiast w rownaniu (4.2) w postaci kolumny
x(t) = (21(t),..., z,(t))". Poniewaz z kontekstu na ogoél wynika, o jaki zapis chodzi,
symbol transponowania T w literaturze jest zwykle pomijany.

Uwaga 4.1. Jesli funkcje @',...,¢" : I — R™ sq catkami réownania (4.2)
w przedziale I, to funkcja Crot +... +Che™, gdzie C1,...,C, sq¢ dowolnymi statymi,
jest réwniez catkq réwnania (4.2) w przedziale 1.

Niech ¢!,..., " : I — R" beda catkami réwnania (4.2). Potézmy
pit) .. r(t)
X(t) = : : : . (4.3)
en(t) .. enlt)
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Jegli oty .. 0" i T — R™ (¢% = (oF,..., k), k=1,...,n) sa catkami liniowo
niezaleznymi, macierz (4.3) nazywamy macierzq fundamentalng (lub podstawowq)
rownania (4.2).

Polézm
' W(t) = det X(1). (4.4)

Twierdzenie 4.1 (Abela). Niech p',... " : I — R" bedg catkami réwnania
(4.2). Niech W (t) bedzie dane wzorem (4.4) i niech to € 1. Wowczas

W(t) = W (to)elio TrAG)ds,
gdzie TrA(t) =" a;(t).

Dowéd. Zauwazmy, ze

(1)) - (e1)(®) ei(t) . eR()
, ex(t) . PRt : : :
W'(t) = : . . + .+ : : ~ . (45)
: : : Pn1(t) - Ph_y(t)
en() . R(t) (en)'(®) oo (en)(®)

Rozwazmy pierwszy sktadnik sumy po prawej stronie rownosci (4.5). W miejsce po-
chodnych wstawmy odpowiadajace im — zgodnie z (4.1) — wielkosci:

(8 (t) = Zau(t)go?(t), k=1,...,n.

Drugi wiersz tego wyznacznika pomézmy przez —ajs, trzeci przez —ajs, ostatni przez
—a1n, a uzyskane wyrazenia dodajmy do wiersza pierwszego. Jako rezultat tej operacji
otrzymamy w pierwszym wierszu pierwszy wiersz wyznacznika (4.4) pomnozony przez
aq1(t). Zatem uzyskany wyznacznik jest rowny a11(¢t)W (t). Podobne operacje mozemy
wykona¢ na drugim sktadniku sumy (4.5), uzyskujac jako wynik ass(t)W (t). Po prze-
ksztalceniu wszystkich skladnikéw sumy po prawej stronie wzoru (4.5) otrzymamy
rownosé

W'(t) = Z ai (W (t) = (TrA()) W (t).

Calkujac ostatnia rownosé w przedziale [to,t), otrzymamy teze twierdzenia.
Wyrazenie Tr A(t) nazywa sie sladem macierzy A(t),

Twierdzenie 4.2. Niech o',..., 0" : T — R" (% = (¥, ..., 0F), k=1,...,n)
bedq liniowo niezaleznymi catkami réwnania (4.2). Niech X (t) bedzie odpowiadajacq
im macierzq fundamentalng. Wowczas catka ogdlna tego réwnania ma postaé

x = X(4)C, (4.6)

gdzie C = (Cy,...,Cp)7T jest jednokolumnowq macierzq statych.
Dowdd. Niech ¢ = (¢1,...,¢n) bedzie dowolng catka réwnania (4.2). Nalezy
pokazaé, ze mozna dobraé state C1, ..., C,, tak, aby

0 =Cro" + ...+ Cro™
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Dla t € I rozwazmy uktad réwnan

Zgodnie ze wzorami Cramera

_ Wi (t)

Cr(1) W)

k=1,...,n,

gdzie wyznacznik Wi (t) powstal z wyznacznika W (t) przez zastapienie kolumny
(@’f(t), cee @fl(t))T kolumng (<p1 (t),..., gpn(t))T. Wykorzystujac twierdzenie Abela,
otrzymamy

_ Wk(to)efto TrA(s)ds Wk(to)

Ci(t i _ .
O W e T W)

Oznacza to, ze wielkosci Cy, nie zaleza od zmiennej t, sa zatem statymi, czego nalezato
dowies¢.

Na zakonczenie warto zauwazy¢, ze wzor (4.6) mozemy zapisa¢ w postaci rowno-
waznej

x=Crp (t) + ... + Cre™(t),
gdzie z = (z1,...,2,), PF = (¥, ..., ¢F),
Uwaga 4.2. Przyjmujgc
=z, o=, ..., yp =Y,
lintowe jednorodne réwnanie rézniczkowe (3.2)

2™ 4 a; ()Y + 4 a1 ()2 + an(t)z =0,

mozemy zapisaé — zgodnie ze wzorem (1.5) — w postaci

y' = A(t)y,
gdzie
0 1 0O ... 0 0 "
0 0 1 ... 0 0 "
Alt) = : : : : : : Y= :
—an(t) —ap—1(t) ... ... .. —ai(t) Yn

W szczegblnosci wynika stad, ze twierdzenie Liouville’a mozemy wydedukowaé
bezposrednio z twierdzenia Abela. Wynika to z faktu, ze wyznacznik z macierzy fun-
damentalnej otrzymanego uktadu pokrywa si¢ z wroniskianem réownania (3.2), a $lad
macierzy A(t) jest rowny —aq(t).
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4.2. Jednorodne uklady réwnan liniowych
o stalych wspoétczynnikach

Rozwazmy jednorodny uklad réwnari liniowych o statych wspoélczynnikach

Ty =anr + ...+ a1Tn,
......................................... (4.7)

!
Ty, = Gp1x1 + ... + AppTyp.

Przyjmujac A = (a;;), © = (z1,...,2,)T, 2’ = (2},...,2)T, t € R, uklad (4.7)

mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej
2 = Ax. (4.8)

Rozwiazania réwnania (4.8) szukamy w postaci

x = e Mw,
gdzie A jest szukanym skalarem, a w = (wy, ..., w,)T szukanym wektorem, zapisanym
w postaci macierzy jednokolumnowej.
Oczywiscie
2 = AeMw.

Podstawiajac ostatnie wyrazenie do wzoru (4.8), otrzymamy

AeMw = eM Aw. (4.9)
Po podzieleniu przez czynnik e
Aw = \w,
lub w postaci rownowaznej
(A—=Xw = 0. (4.10)

Wartosé A, dla ktorej rownanie (4.10) ma rozwiazanie niezerowe, nazywamy warto$cig
wtasng, a odpowiadajace mu rozwiazanie w = (wy, . .., w,) wektorem wtasnym. Z teo-
rii rownan liniowych wiadomo, ze uklad (4.10) ma wzgledem w rozwiazanie niezerowe
tylko wowczas, gdy

det (A —AI)=0. (4.11)

Rownanie (4.11) nazywamy rdwnaniem charakterystycznym uktadu rownan (4.7). Jest
to rownanie algebraiczne n-tego stopnia, ktére — zgodnie z podstawowym twierdze-
niem algebry — ma doktadnie n pierwiastkdéw, przy czym moga to by¢ rowniez pier-
wiastki wielokrotne oraz zespolone. Przypomnijmy tez, ze jesli liczba \j jest pierwiast-
kiem zespolonym réwnania (4.11), to réwniez liczba sprzezona ), jest pierwiastkiem
tego rOwnania.

Niech A\, bedzie pierwiastkiem réownania (4.11). Rozwiazujac uktad réwnan

(A= M\D)w =0,
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- k _ (oK k
znajdziemy wektor wlasny w”® = (wy,...,w;}
wlasnej \g.
Zauwazmy, ze zgodnie z (4.9) mamy

) macierzy A, odpowiadajacy wartosci

(k) = Ay Mtk = Mt Awk = A( k),

A

co oznacza, ze funkcja 2% = e**wk jest rozwiazaniem ukladu rownan (4.7).

Jesli liczby Aq, ..., A\, sa pierwiastkami jednokrotnymi rzeczywistymi, to odpowia-
dajace im wektory wlasne wl,..., w" sa rzeczywiste, a rozwiazania

sg liniowo niezalezne. Tworza one zatem macierz fundamentalng uktadu (4.7), a catka
ogolna uktadu rownan (4.7) wyraza si¢ wzorem (4.6).

Zalozmy teraz, ze wartos¢ wlasna Ay jest liczbg zespolona, czyli A\y = oy + iFk.
Odpowiadajacy jej wektor wlasny w* ma réwniez postaé zespolong w* = uF 4 iv*,
gdzie u” i v* sy wektorami o wspotrzednych rzeczywistych. Rozwigzanie w przestrzeni
zespolonej ma postac

2(t) = Mtk = et Btk k) = et (cos Byt + i sin Bit) (uF + iv)

et (u¥ cos Bt — v¥ sin Byt) + e+t (v* cos Bt + uF sin Byt).
Nietrudno sprawdzi¢, ze czes$¢ rzeczywista i czed¢ urojona, czyli
2% = Re (e)"“twk) = et (u cos Bt — v" sin Bit),

y* =Im (eA’“twk) = et (vF cos Bt + u sin Bit),

sa rozwiazaniami ukladu (4.7). Zauwazmy ponadto, ze rozwiazania te sa liniowo nie-
zalezne.

Zatem w przypadku gdy réwnanie charakterystyczne (4.11) ma jednokrotne wla-
snosci wilasne (rzeczywiste lub zespolone), stosunkowo latwo potrafimy wyznaczyé
macierz fundamentalng. W przypadku gdy wystepuja pierwiastki wielokrotne, wy-
znaczenie macierzy fundamentalnej jest bardziej ztozone. W literaturze mozna zna-
lezé szereg algorytmow wskazujacych sposob wyznaczania macierzy fundamentalnej
w kazdym z omawianych przypadkow. Jeden z takich algorytmoéw (algorytm Putzera)
podaje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. Niech Ai,...,\, bedqg wartosSciami wtasnymi macierzy A
(dopuszczamy wartosci wielokrotne). Wowczas macierz fundamentalna réwnania (4.8)
ma postac

n—1
X(t)=> ujn(t)P;, teR, (4.12)
j=0

gdzie

J
Pi=J[A-M) dlaj=1,....n—1, PR=I,
k=1
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a funkcje uy,...,u, dane sq wzorami rekurencyjnymi:
U/l (t) = )\1161 (t), ’U,l(O) = ].7 (413)
wi(t) = Ajui(t) +uj_1(t), u;(0)=0, dlaj=2,...,n (4.14)

Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze
X'() = AX (1), X(0) =1,

gdzie macierz X (t) dana jest wzorem (4.12). Istotnie, pierwsza z tych relacji pokazuje,
ze kolumny macierzy X (t) sa calkami rownania (4.8), a relacja druga, ze X(t) jest
macierza fundamentalng.

Zauwazmy wpierw, ze

Pj+1=(A—>\j+1I)Pj, j:O,...,TL—Q.

Ponadto, przyjmujac ug(t) = 0, rownania wystepujace we wzorach (4.13) i (4.14)
mozemy zapisaé za pomoca jednej formuty

wi(t) = Njug(t) +uj1(t), j=1,2,...,n

Korzystajac z ostatnich wzoréw, mamy

n—1
X'(t) = aX(t) = (Nj1ujea () +u;(8) P — Ao Z ujy1(t
j=0
n—1 n—1
= D> = A)un P+ ) ui(t) P
§j=0 j=1
n—2 n—2
= ) (M= A)u (OP + Y uia ()P
7=0 =0
n—2 n—2
= (/\j+1 - A )u]+1 P + Z UJ+1 (A )\J+1I)
j=0 7=0
n—2
= (A=) uia(OP = (A= Ad) (X (t) = un(t)Pay)
=0

= AX(t)_/\nX(t)_un()(A A I) n— I—AX() /\nX(t)7

bowiem na mocy twierdzenia Caleya-—Hamiltona (zob. podrozdz. 4.5)

(A= Au)Pus = T[ (A= AD) = p(d) =0,
k=1

gdzie
p(A) =det(A - AI) = [T (A = M)
k=1
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W konsekwencji X'(¢t) = AX(t), co nalezalo pokaza¢. Z warunkoéw poczatkowych
natozonych na funkcje u;, j = 1,...,n, wynika natychmiast, ze X (t9) = Py = I, co
konczy dowdd.

Przyklad 4.1. Rozwazmy réwnanie

= 3 2 x
N '
Rownanie charakterystyczne ma postaé

:07

3—X =2
-1 2—-2A

czyli
A 5 +4=0.

Pierwiastkami tego rownania sa liczby A\ = 1 oraz Ay = 4.
Dla A; =1 uklad rownan (4.10) ma postaé

2 =2 w1 _ 0
-1 1 wo o 0 ’
Roéwnania te zachodza, gdy w; — we = 0. Mozemy zatem przyja¢ w = (1,1)”. Odpo-
wiadajace rozwiazanie ma wiec postac

e-e()-(2)

Dla Ay = 4 uklad rownan (4.10) ma postaé

(5 3) ()= (0)

Stad w; + 2ws = 0. Przyjmujac w = (—2,1)T, mamy

-2 —2¢ett
e (1)-(%)

Rozwiazanie ogélne ma postaé
(et —2et Ci
T=1 ot cAt o, )

xr = C’let — 202€4t, XTo = C’let + Cg€4t.

lub
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Przyklad 4.2. Rozwazmy réwnanie

, (102

Wartos$ciami wlasnymi macierzy wspoétczynnikéw sa liczby A\ = 1—2¢ oraz Ay = 1+424.
Dla A; = 1 — 2¢ uktad réwnan (4.10) ma postaé

21 2 u; + ivl o 0
-2 2 U + 1V o 0 ’

2(“2 — ’Ul) + 2(u1 + ’Ug)i = O7

a po wymnozeniu

—2(’[1,1 + ’UQ) + 2(U2 — Ul)i =0.

Roéwnanie to jest spelnione, jesli ug — vy = 0, uy +v2 = 0. Przyjmujac u; = 1, v; = 1,
otrzymamy us = 1, v1 = —1. Zatem wektor wlasny w = (1 + 4,1 — ). W dziedzinie
zespolonej rozwigzaniem naszego rownania jest funkcja

(1) :et(cos 9% _ isin 2t) ( 1+ ) _ t< cos 2t + sin 2¢ + (cos 2t — sin 2t)i >

1—4 cos 2t — sin 2¢ + (cos 2t + sin 2t)i

Poniewaz cze$¢ rzeczywista i czesé urojona jest rowniez rozwigzaniem, otrzymamy
dwie calki liniowo niezalezne

1 ¢ [ cos2t+sin2t 9 4 cos 2t — sin 2t
T T cos2t—sin2t )0 Y T\ —sin2t —cos2t )

Calka ogolna w przestrzeni rzeczywistej ma postaé

oot 08 2t +sin2t cos2t —sin2t Cy
o cos 2t —sin2t —sin2t — cos 2t Cy |-

Przyklad 4.3. Rozwazmy réwnanie

Zalézmy, ze A1 = Ao = A. Zgodnie z twierdzeniem 4.3 macierz fundamentalna
rozwazanego uktadu ma postaé

X(t) = w1 ()T + u2(t)(A = A1),
gdzie funkcje uq i us sa rozwiazaniami problemow:

uy(t) = Mg (t),  w1(0) =1,
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uh(t) = Mug(t) +ui(t), wue(0)=0.
Rozwiazujac ostatnie rOwnania, otrzymamy:
ur(t) = e, ug(t) =t
Zatem szukana macierz fundamentalna ma postaé

X(t) = ur ()] + up(t)(A— ) = e ( L+ (a1 = M)t ayat ) '

as1t 1+ (a22 — )\)t

4.3. Niejednorodne uklady réwnan liniowych

Rozwazmy réwnanie

¥ = A(t)x + f(t), (4.15)

gdziec x = (1,...,2,)", A(t) = (ai; (1)), F(t) = (Sr(t),-., )"

Rozwazmy wpierw réwnanie jednorodne

T

¥ = A(t)x, (4.16)

skojarzone z réwnaniem (4.15). Niech X (t) = () bedzie macierza fundamentalna
rownania jednorodnego (4.16). Zgodnie z twierdzeniem 4.2 catka ogélna réwnania
(4.16) ma postac

x=X()C,

gdzie C = (Cy,...,C,)T jest jednokolumnowa macierza statych.
Powstaje pytanie, czy mozna macierz C' zastapi¢ macierza funkcji

C) = (Cr(D),.. . Cult)"
tak dobrana, aby funkcja
x=X({#)C(t) (4.17)

byla catka ogdlna rownania (4.15). Zauwazmy (zob. wzor (4.22) nastepnego podroz-
dzialu), ze
2 (t) = X'(t)C(t) + X (t)C'(t). (4.18)

Przypusémy, ze taka funkcja C(t) istnieje. Obliczmy iloczyn macierzy A(t)X ().
Oczywiscie bedzie to macierz wymiaru n X n. Element lezacy w i-tym wierszu i k-tej
kolumnie, na mocy (4.3), (4.21) oraz faktu, ze ¢* jest rozwigzaniem réwnania (4.16),
wyraza sie wzorem

> a5 = (1)

Zatem
ADX () = X'(t). (4.19)
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Podstawiajac funkcje (4.17) do réownania (4.15), po uwzglednieniu zwiazkow (4.18)
i (4.19), otrzymamy

At)X()C(t) + X(H)C'(t) = A()X(H)C(1) + f (1),
a po redukcji
X()C'(t) = f(t). (4.20)

Stad
C'(t) = X1 f (1),

gdzie X ~1(t) oznacza macierz odwrotna do X (t). Po scatkowaniu ostatniej réwnosci
w przedziale [tg, t] otrzymamy

C(t) = Clto) +/t X~1(s)f(s)ds.

Podstawiajac uzyskang wielkos¢ C(t) do (4.17), otrzymamy szukany wzor na calke
ogo6lna rownania (4.15)

z(t) = X()C(to) + | X)X (s)f(s)ds.

to

Przyklad 4.4. Rozwazmy réwnanie

(1) ()

Skojarzone z nim réwnanie jednorodne ma postac

, (1 -1
xr = O 9 Z,

a jego réwnanie charakterystyczne

‘1—A -1

0 2—A':Q

czyli
(1-XN2-X)=0.

Pierwiastkami tego rownania sa liczby A1 = 1 oraz Ao = 2.
Uktad rownan (4.10) odpowiadajacy wartosci wlasnej A; = 1 ma postaé

(o 0(m)-()

Wynika stad, ze wy = 0, a w; jest dowolne. Mozemy wiec przyja¢ w = (1,0)7.
Odpowiadajace rozwigzanie ma postaé

#-e(3)-(2)
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Uktlad rownan (4.10) odpowiadajacy wartosci wlasnej Ao = 2 ma postac

(0 o) ()=(0)

Stad jako w mozemy przyjaé¢ wektor (1, —1). Rozwiazanie 22 odpowiadajace wartosci

wlasnej )\2 ma postaé
1 €2t
.’K2 62t < —1 > < —€2t > '

Macierz fundamentalna uktadu jednorodnego
ot o2t
xo=(f )
Aby wyznaczy¢ macierz C(t), nalezy rozwigzaé¢ — zgodnie ze wzorem (4.20) — uktad
el e cit)yy [t
0 —e? cy)y ) e )

efO(t) + e Cy(t) = t, —e*Ch(t) = €.

czyli

Stad
Ci(t) =te " +1, Ch(t) = —e™ .
W konsekwencji

Cl(t):—teit—eit-l-tﬂ-Kl, Cz(t):€7t+K2.

Rozwiazanie ogélne rownania wyj$ciowego ma wiec postaé

et e —tet—e P+t + K,y
r = 2t —t
0 —e e '+ Ko

B (t+1+Kp)et + Koe?t —t — 1
- —et — Kye?t ’

4.4. Zamiana ukladu ré6wnan na ré6wnanie wyzszego rzedu

Uktad n réwnain liniowych o statych wspoélczynnikach nietrudno sprowadzié do
liniowego réwnania n-tego rzedu. Zobaczymy to na przyktadach.

Przyktad 4.5. Rozwazmy uktad réwnan z przyktadu 4.1

2’ =3z — 2y,

! —

Yy =—x+2y.
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7 réwnania drugiego mozemy wyznaczy¢ x. Podstawiajac uzyskane wyrazenie do row-
nania pierwszego, otrzymamy po redukeji

y" =5y + 4y =0.
Nietrudno sprawdzié, ze catka ogdlna tego réwnania ma postaé
y = Cret + Cye™.
Z rownosci x = —y’ + 2y otrzymamy
x = Chet — 205e.
Uzyskalismy analogiczng postaé¢ rozwiazania jak w przykltadzie 4.1.

Przyklad 4.6. Rozwazmy uktad rownan z przyktadu 4.4

¥=x—-y+t,
y =2y +e.

Podstawiajac y wyliczone z pierwszego réwnania do réwnania drugiego, otrzymamy
2 =32 +20=1-2t— €.
Calka ogolna skojarzonego réwnania jednorodnego ma postaé
x = Ae' + Be*,

Aby wyznaczy¢ rozwiazanie rownania wyjsciowego, zastosujemy metode uzmiennienia
statych. Stosowny uktad réwnan ma postaé

Alet + B'e?t = 0,
Alet +2B'e? =1 -9t — €.
Stad

A = —e P4 2te 41,
B =e¢ % —92tet — et

)

a po scatkowaniu

Aty =e P —2te" —2e7 "+t + Cy,
B(t) =te ' 4 et + .

Podstawiajac uzyskane funkcje do wzoru na funkcje z, otrzymamy
r=(t+14+Ch)e' + Coe® —t — 1.
Podstawiajac ostatnie wyrazenie do rownosci y = x — 2’ + ¢, otrzymamy

Y= —et — Cye?t.
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Zauwazmy, ze aby znalezé rozwiazanie rozwazanego uktadu, wystarczy wpierw
rozwiazaé bezposrednio drugie réwnanie, a uzyskane wyrazenie na y podstawi¢ do
rownania pierwszego, skad z kolei mozna wyznaczy¢ x.

Przyklad 4.7. Rozwazmy uktad réwnan
¥ =x—-2y+e, y =ax+4y.

Zauwazmy, ze uktad ten mozemy rozwiazaé, przeksztalcajac go na réwnanie drugiego
rzedu. W tym celu podstawiajac uzyskana z drugiego rownania rownosé¢ x = y' — 4y
do pierwszego réwnania otrzymamy

y" — 5y + 6y = €.
Calka ogdlng tego réwnania jest wyrazenie
y = Cret + Cye® + %et,
a rozwiazaniem uktadu wyjsciowego uklad funkcji

x =201 — Coe® — 3¢, y=Cre® + Coe® + Let.

4.5. Wiadomosci pomocnicze z teorii macierzy i wyznacznikéw
Macierza m X n wymiarowa nazywamy tablice

ail e A1n

Aml -+ Qmn

Krotko macierz oznaczamy symbolicznie A = (a;;), gdzie i oznacza numer wiersza,
a j numer kolumny. Jesli m = n, macierz nazywamy kwadratowa. Jesli wyrazy
a;; sa liczbami rzeczywistymi, macierz m x n - wymiarowa definiuje odwzorowanie
liniowe przestrzeni R™ w przestrzen R™. Odwzorowanie to okreslone jest wzorem
R™ > x — Ax € R™. Co wiecej, istnieje odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna mie-
dzy zbiorem macierzy m x n wymiarowych o wyrazach rzeczywistych a przestrzenia
odwzorowan liniowych L(R™, R™).

Macierz powstata z macierzy A przez zamiane wierszy na kolumny nazywamy
macierza transponowanq i oznaczamy symbolem AT. Jesli A = (a;;), to AT = (aj;).
W szczegolnosci, jesli A jest macierza jednowierszowa, to AT jest macierza jednoko-
lumnowa. Jedli A jest macierza kwadratowa i a;; = 0 dla i # j, macierz nazywamy
diagonalng. Jesli ponadto a;; =1 dlai =1,...,n, macierz nazywamy jednostkowg.

Suma macierzy A = (a;;) oraz B = (b;;) tego samego wymiaru m X n, nazywamy
macierz C' = (¢;;) wymiaru m X n, gdzie ¢;; = a;; + b;j, tzn. A+ B = (a;; + b;).

Jesli o jest stala, A = (a;;) macierza, to symbolem oA oznaczamy macierz (aa;;).
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Jesli A = (a;;) jest macierza m x n wymiarowa, a B = (b;;) macierza n x [

wymiarows, to iloczynem macierzy A i B nazywamy macierz C' = (¢;;) o wymiarze
m x [, gdzie

Cij = Zaikbkj~ (4.21)
k=1

Sladem macierzy kwadratowej A = (ai;) nazywamy sume elementéw lezacych na
przekatnej macierzy, czyli wielkosé

TrA= j;:(lﬂ.
i=1

Jesli elementy macierzy A(t) = (aij(t)) sg funkcjami rézniczkowalnymi w prze-
dziale I, to symbolem A’(t) oznaczamy macierz

Al(t) = (aj;(t),
to znaczy macierz, ktorej elementami sa pochodne elementéw macierzy A.

Jesli A(t) jest macierza m X n wymiarowa, a B(t) macierzg n x | wymiarows, przy
czym elementy obu macierzy sa funkcjami rézniczkowalnymi w przedziale I, to

(A(t) B(t)) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t). (4.22)

Istotnie, rozniczkujac (4.21), mamy

(3 e () = e 0)bis () + 3 a0 (1),
k=1 k=1 k=1

skad wzor (4.22) wynika natychmiast.

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = (a;;) nazywamy liczbe

ail oo Q1
detA=| @ 11| =3 (=DMrray,an, g,
an1 cee Qpn
gdzie suma rozcigga sie po wszystkich permutacjach ji,...,j, ciagu 1,...,n,
a kj, . ;, oznacza liczbe inwersji w permutacji ji, ..., j, (liczby lezace w ciagu tworza

inwersje, jesli liczba wigksza poprzedza liczbe mniejsza).

Zauwazmy, ze wyznacznik, w ktérym dwa wiersze lub kolumny sa identyczne, jest
rowny zeru. Jesli w wierszu lub kolumnie powtarza sie ten sam czynnik, to mozemy
go wyciagnaé przed wyznacznik. Warto$é wyznacznika nie ulegnie zmianie, jedli do
wiersza (lub kolumny) dodamy inny wiersz (lub kolumne), pomnozony przez dowolna
liczbe.
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Niech A(t) = (a;;(t)) bedzie macierza, ktorej elementami sg funkcje rézmiczko-
walne. Wowczas

(det ()

(S0 an, (s, (1) an, (1))
Z(_l)kn,.,jn a/ljl (t)a2j2 (t) S g, (t) + ...

+ 3 (DR ana g, (H)ag;, () - ap,;, (1) (4.23)
ay, (t) ... al,(t) an(t) ... ap(t)
agl(t) . (lQn(t) a1 t) ... Q2p (t)
= : : : + ... + : . .
an1(t) ... apn(t) ar () ... al,®)

Twierdzenie Caleya—Hamiltona. Niech A bedzie macierzq kwadratowg
o wymiarze n X n. Niech A1, Ao, ..., A\, bedg wartosciami wtasnymi macierzy A, czyli
pierwiastkami réwnania det(A — AI) = 0. Niech p(A) = det(A — AI). Wowczas
p(A) =0.

4.6. Zadania

1. Znalez¢ rozwigzanie problemu:
a) ' =br—2y+t, y =4dv—y+et, x(0)=1, y(0)=0;
b) 2’ =2z —-3y+tet, vy =x-2y, x(0)=0, y(0)=1;
c) 2=8x—-8y+2, y=x+4y—t, z(0)=1, y0)=-1;
d) 2'=x—y+z vV=x+y—2 2=2x—y, z(0)=y(0)=1, 2(0)=0.

2. Znalez¢ calke ogolng rownania v’ = Awu jesli macierz A ma postaé:

2 1 0 12 -1 1 -1 4 -1 10
131 |; -1 1 1 |; 32 -1 |; 0 -1 0
01 2 1 0 -1 2 1 -1 0 0 3

3. Znalez¢ rozwigzanie problemu v = Au, u(0) = ug jesli macierz A oraz wektor ug
maja postac:

01 1 1 2 0 1
ay 10 1], [2]: b 13 -1 |, 0
110 3 ~1 3 -1

4. Znalez¢ rozwiazanie réwnania

(28 (1)
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Znalez¢ rozwiazanie problemu

-1 0 4 et 0
x = 0 -1 2 |Jz+| et |, z(0)=| 1
0 0 1 0 3

Znalezé catke ogblna rownania u’ = Au+ f(¢), jesli macierz A oraz wektor f maja
nastepujaca postac:

o () (bl ) () ()

-1 11 et 2 1 -2 2—t
c) 1 -1 1 1, e3t | d) -1 0 0], 1
1 1 1 4 1 1 -1 1—-t¢
Znalez¢ rozwiazanie problemu
-2 1 1 1 1
a) 2’ = 02 0 Jz+| 0], 2z0=|1];
0 0 3 t 1
2 1 1 1 1
b) /=102 0 |z+]| -1 |, =z0)= ;
0 0 —4 t 1
2 1 -1 0 0
c) = -3 -1 1 Jz+| t |, 2(0)=] 3

9 3 —4 0 1



Rozdzial 5

Zalezno$¢ rozwigzan od warunkow
poczatkowych, nier6wnosci rézniczkowe,
twierdzenia poréwnawcze
5.1. Zalezno$¢ rozwigzan od warunkow poczatkowych oraz
prawych stron réwnania
Lemat 5.1 (Gronwall). Niech u,v : [a, 8) — [0,+00) bedg funkcjami cigglymi.
Zatozmy, ze
t

v(t) < c—l—/ u(s)v(s)ds dla ¢ € [a, ), (5.1)

gdzie ¢ > 0.
Wowczas .
v(t) < celav®)ds qla te [, B). (5.2)

W szczegolnosci, jesli ¢ = 0, to v(t) = 0.

Dowoéd. Zatézmy wpierw, ze ¢ > 0. Polézmy

t
w(t) = c+/ u(s)v(s)ds.
«
Po zrozniczkowaniu ostatniej rownosci i wykorzystaniu zatozenn lematu otrzymamy
w'(t) = u(t)v(t) < u(t)w(t).

Poniewaz w(t) > ¢ > 0 dla t € [a, ), ostatnig nier6wno$é mozemy zapisa¢ w postaci

< u(t).

Catkujac teraz w przedziale [«, t], otrzymamy
t

Inw(t) —Inw(a) < / u(s)ds.

[e3%

Stad
w(t) < wla)ela 4,

a uwzgledniajac przyjete zalozenia, otrzymamy
u(t) < w(oz)ej;i u(s)ds

Poniewaz w(a) = ¢, uzyskaliSmy zadana nier6wnosé, dla ¢ > 0.
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Rozpatrzmy teraz przypadek ¢ = 0. Jesli caltka ff u(s)ds jest skonczona, przecho-
dzac z ¢ do zera w nieréwnosci (5.2), otrzymamy v = 0. Przypusémy teraz, ze catka
z funkeji u w przedziale [« 8) jest nieskoriczona. Poniewaz dla dowolnego oo < T < 8
calka z funkcji u w przedziale [, T jest skoriczona, na mocy poprzednich uwag funk-
cjav(t) =0dlat € [a,T]. Poniewaz T € [a, ) bylo dowolne, wynika stad, ze v = 0
w przedziale [«, 3). Zatem nieréwnosé (5.2) zachodzi rowniez dla ¢ = 0, co konezy
dowod.

Whiosek 5.1. Jesli v : [a, ) — [0,+00) jest funkcjq ciggltq ¢ ponadto

t
v(t) < c+K/ v(s)ds dla té€a,p),

gdzie c >0, K > 0, to
v(t) < ceXE=),

Inna wersja twierdzenia typu Gronwalla zostala sformutowana w zadaniu 11.

Whniosek 5.2. Jesli funkcja f(t,x) spetnia warunek Lipschitza wzgledem zmien-
nej x, to problem poczgtkowy ' = f(t,x), x(tg) = xo ma co najwyzej jedno rozwigza-
nie.

Istotnie, przypusémy, ze problem poczatkowy ma rozwiazania x1 oraz xo okreslone
w przedziale I. Oczywiscie dla t €

t
zilt) = w0 + / f(s,ai(s)ds, =12
to

Po odjeciu stronami, uwzgledniajac warunek Lipschitza, dostajemy

21 (t) — (1) = | / (F(s,20(8)) — (5, 22(5)))ds| < L| / 24 (s) — ea(s)|ds].

skad na podstawie wniosku 5.1 (ze stala ¢ = 0) mamy |z1(t) — z2(t)] =0dlat € I.

Twierdzenie 5.1. Niech f,g:U — R, gdzie U C R?, bedq funkcjami ciggtymi.
Zatozmy, Ze g spetnia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej ze statg L. Niech
(to,xo0), (t1,y1) € U. Zatézmy ponadto, zZe

to
w0 — y1] < 61, I/ 9(s,y(s))ds| < & oraz  sup |[f(t,x) — g(t,x)| < 5.
t1 (t,x)eU

Jesliz,y: I >R (ty €1, I=(to—h,to+h), h>0) sqg odpowiednio rozwigzaniamsi
problemu

¥ = f(t,x), z(to) = zo (5.3)
oraz

y/ = g(ta y)7 y(tl) =Y, (54)

to
ly(t) — x(t)] < (61 + d2 + dzh)ellt=tol  dla te I
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Dowo6d. Zgodnie z uwaga 1.1 (zob. wzor (1.7))

x(t) = xo + /t f(s,z(s))ds dla tel

oraz

t
y(t) = +/ g(s,y(s))ds dla tel.
t1

Zalozmy, ze t € [to,to + h) (dla t € (tg — h,to] dowdd jest analogiczny). Korzystajac
z ostatnich réwnosci, mamy

ly(t)—x(t)] < \ylfxo|+|/tOg(s,y(S))dS|+|/t [9(s,y(8)—f (s, 2(5))] ds|

< 01+ 02 +/t l9(s,2(s)) — f(s,2(s))lds +/t l9(s,y(5)) — g(s,2(s))|ds

t
<01 +02+0sh+L | |y(s)—x(s)|ds.

to

Na mocy nieréwnosci Gronwalla (zob. wniosek 5.1)
ly(t) — 2(t)] < (61 + 62 + d3h)eX(710) dla t € [to, to + h),

co koriczy dowod.

Z twierdzenia 5.1 wynika, ze rozwiazanie problemu poczatkowego zalezy w spo-
sob ciagly od warunkéw poczatkowych oraz prawej strony réwnania. Istotnie, dla
zadanego £ > 0 mozemy dobraé¢ d1, d2 oraz d3 tak, aby |y(t) — z(t)] < e dlat € I,
gdzie z i y sa odpowiednio rozwigzaniami problemu (5.3) i (5.4).

Przyklad 5.1. W zbiorze P = {(t,z) : |t| < 1/2, | — 1] < 1/2} rozwazmy
problemy
2’ =sintz, x(0)=1

oraz
y =ty, y(0)=1,1.
Na mocy twierdzenia 1.1 oba powyzsze problemy posiadaja w zbiorze [—1/2, 1/2]x
[1/2, 3/2] rozwiazania okreslone jednoznacznie (sprawdzi¢!). Oznaczmy je odpowied-
nio przez x oraz y. Poniewaz

sin tx = tx + % + o(tx),

w zbiorze [—1/2, 1/2] x [1/2, 3/2] mamy oszacowanie
[sintz — tx| < |% +o(tx)| < %(%)3(%)3 + o(tz) < 135 + 0,007 = 0,0773.

Na mocy twierdzenia 5.1 roznice miedzy rozwiazaniami x i y w przedziale [—1/2, 1/2]
mozemy oszacowaé nastepujaco

lz(t) — y(t)] < (0,1 + 20™3)el/* < 0,177 dla t € [-1/2,1/2].
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Uwaga 5.1. Twierdzenie 5.1 mozemy sformutowaé dla réwnania wektorowego.
Dowdd przebiega analogicznie, przy czym wartosé bezwzgledng nalezy zastgpié normg
przestrzeni R™.

5.2. Nierownosci roézniczkowe

Niech f : U — R (U C R?) bedzie funkcja ciagla. Funkcje ¢ : I — R,
I = (a,b), nazywamy rozwiazaniem nieréwnosci rézniczkowej

' < f(t,x) (5.5)

w przedziale I, jesli ¢ jest rozniczkowalna w przedziale I, (t,¢(t)) € U dlat € I
i ponadto
O'(t) < flt,o(t)) dla tel. (5.6)

Funkcje ¢ : I — R nazywamy rozwiazaniem nieréwnoéci rézniczkowej
x> f(t,x) (5.7)

w przedziale I, jesli ¢ jest rozniczkowalna w przedziale I, (¢,¢(t)) € U dlat € T
i ponadto

() > f(t, () dla tel. (5.8)

Nieréwnosci silne: <, > moga by¢ zastapione przez nieréwnosci stabe: <, > .

Twierdzenie 5.2. Niech f : U — R (U C R?) bedzie funkcjq ciggtq. Niech
¢ J = R, gdzie J = (to — h,to + h), bedzie rozwigzaniem nieréwnosci (5.5),
a funkcja v : J — R rozwigzaniem nieréwnosci (5.7).

(i) Jesli p(to) < ¥(to), to

o(t) < (t) dla t € [to,to + h). (5.9)
(i) Jesli o(to) > 1(to), to
Q(t) > (t) dla t € (to — h,to]. (5.10)
(i) Jesli (to) = ¥(to), to
o(t) <¥(t) dla t € (to,to+h) oraz o(t) > (t) dla t € (to— hyto).  (5.11)
Dowdd. Ad (i) Przypusémy, ze warunek (5.9) nie zachodzi. Wowczas zbior
A ={telto,to+h):p(t) >p(t)}

jest niepusty. Oznaczmy przez t* kres dolny zbioru A, czyli t* = inf A. Oczywiscie
t* > to, pt) <v(t) dlat € [to,t*) oraz @(t*) = (t*). Zatem

t) — o(t* t) —(t*
S0 DR S ) ()
tt* t<t* t—t* t—t*, t<t* t—t*

=¢'(t* —0).
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Stad i z faktu, ze ¢’ (t* — 0) = ¢/ (t*), ¥(t* — 0) = ¢(t*) oraz nier6wnosci (5.8) i (5.6)
otrzymamy

A, 9) <¢'(t —0) < '(t" —0) < f(t7, 0(t)),
co przeczy rownosci p(t*) = (t*). Zatem zbior A jest pusty, a to oznacza, ze warunek
(5.9) jest spelniony.

Ad (ii) Przypusémy teraz, ze warunek (5.10) nie zachodzi. Wowczas zbior

A= {te(to—hto]: p(t) <v(t)}

jest niepusty. Oznaczmy przez t* kres gorny zbioru A, czyli t* = sup A. Oczywiscie
t* <to, o) >(t) dlate (t*t] oraz @(t*) = (t*). Zatem

S0 PO w0 )

t—t*, t>t* t—t* A > t—t*

='(t" +0).
Stad oraz z nieréwnosci (5.8) 1 (5.6) otrzymamy

FIE, () <d'(E7 +0) < (" +0) < f(£7,0(t7)),

co ponownie przeczy rownosci p(t*) = 1 (t*). Zatem zbior A jest pusty, a to oznacza,
ze warunek (5.10) jest rowniez spelniony.

Ad (iii) Polozmy u(t) = 9(t) — ¢(t). Oczywiscie u(tg) = 0 oraz

' (to) =9’ (to) — ¢ (to) > f(to,1(t0)) — f(to, ¢(t0)) = 0.

Whioskujemy stad, ze u(t) > 0 w pewnym prawostronnym otoczeniu oraz u(t) < 0
w pewnym otoczeniu lewostronnym punktu tg. Rozwazmy wpierw przypadek ¢ €
[to, to + h). Potozmy

A ={telto,to+h):u(s) >0 dla s € [to, 1]}

Na mocy poprzedniej obserwacji A # ). Oznaczmy przez t* kres gérny zbioru A.
Jesli t* = tg + h dowdd jest zakonczony. Przypusémy, ze t* < ty + h. Oczywiscie
©(t*) = ¥ (t*), a rozumowanie analogiczne jak dla ¢y pokazuje, ze uv/(t*) > 0. Wynika
stad, ze istnieje § > 0 takie, ze u(t) < 0 dla t € (¢* — §,t*), co przeczy definicji
liczby t*.

Rozwazmy teraz przypadek t € (tg — h, tg]. Potozmy

A={te(to—hto] :u(s) <0 dla s € (¢ to] }.

Oczywiscie A # 0. Oznaczmy przez t, kres dolny zbioru A. Jesli ¢, = tg — h dowod
jest zakonczony. Przypusémy, ze t. > to—h. Oczywiscie ¢(t.) = 1(t.) oraz u'(t.) > 0.
Wynika stad, ze istnieje § > 0 takie, ze u(t) > 0 dlat € (t«,t.+0), co przeczy definicji
liczby t.. Otrzymana sprzeczno$¢ koriczy dowod.

Uwaga 5.2. Teza twierdzenia 5.2 pozostanie prawdziwa, jesli jedng z nieréwno-
Sci (5.5) lub (5.6) zastgpimy nierdwnosciq staba, czyli zazgdamy, aby funkcje @ i v
spetniaty nieréwnosci

¢(t) < f(te(t), Y1) = f(t o) dlatel,
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lub
¢'(t) < fltpt), ¥'(t) > f(te(t) datel

Ponadto w powyzszych definicjach i stwierdzeniach przedziaty otwarte I i J mozemy
zatapié przedziatami domknietymi.

Rozwazmy problem Cauchy’ego
¥ = f(t,x), z(ty) = zo, (5.12)
gdzie f: U — R (U C R?) jest funkcja ciagta, (to, 7o) € U.

Twierdzenie 5.3. Niech © bedzie rozwigzaniem problemu (5.12) w przedziale
J = (to — h,to+h) (h > 0), ¢ rozwigzaniem nieréwnosci rézniczkowej (5.5),
a Y rozwigzaniem nieréwnosci rézniczkowej (5.7) w przedziale J.

(1) Jesli p(to) < xo < P(tp), to

o(t) < x(t) < o(t) dla t € (to,to + h).
(il) Jesli (to) > xo > (to), to
o(t) > x(t) > () dla t e (to — h,to).

Dowdd. Teza twierdzenia wynika natychmiast z uwagi 5.2 (wystarczy odpowied-
nio przyja¢ ¢(t) = z(t) lub ¥(t) = x(t), gdzie x jest rozwiazaniem problemu (5.12)).

Przyktad 5.2. Niech z = z(t) bedzie rozwiazaniem problemu
o =2 +t2, 2(0)=1, te(—n/4,7/4).
Potozmy
() =14+13/3, P(t) =tg(t+m/4), te(—w/4,7/4).
Oczywiscie ¢(0) = 1 oraz 1(0) = 1. Ponadto dla t € —7/4,7/4), t # 0, mamy:
Ot) =t < (1 +13/3)* + 1% = Q*(t) + 12,
P (t) =1/ (cos®(t + m/4)) = tg?(t + m/4) + 1 > >(t) + .
Stad oraz z twierdzenia 5.3 otrzymamy
1+¢3/3 <a(t) <tg(t+n/4) dla te (0,7/4)
oraz,

14+t3/3 > 2(t) > tg(t +7/4) dla t € (—7/4,0).

Twierdzenie 5.4. Niech f: U — R (U C R?) bedzie funkcja ciggtq, takq, ze dla
dowolnych (t,x), (t,y) €U, t € (to — h, to + h), y > x, spelniona jest nieréwnosé
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gdzie L > 0. Niech x bedzie rozwigzaniem problemu (5.12) w przedziale (to—h, to+h).
Zatozmy, ze funkcje @ i spetniajg nierdwnosci rézniczkowe:

¢'(t) < fto(t), V') = f(t, (), te(to—h, to+h). (5.14)

(i) Jesli p(to) < o < 1(to), to
o(t) < x(t) < Y(t), tEe [to, to+ h). (5.15)

(ii) Jesli (to) > o > (o), to

o(t) > (t) > (t), te (ty— h, to]. (5.16)

Dowod. Ad (i) Polozmy
y(t) = p(t) — X700,

gdzie € > 0, A > L. C, Wykorzystujac (5.14) i (5.13) oraz nieréwnosc y(t) < o(t),
otrzymamy

CP/(t) — g)\eME—to) < f(t, QD(t)) _ o)) t—to)

Fty(t) + Lp(t) — y(t)) — erert=t0)

f(t7 y(t)) + €<L — )\)ek(t_t()) < f(t,y(t)>

y'(t)

IN

Podobnie dla funkeji
2(t) = W (t) + e,

wykorzystujac (5.14) i (5.13) oraz nieréwnosc z(t) > ¢(t), otrzymamy

2(t)

W (1) + AT > f(Ep(t)) + et
F(t,2(1) = L(2(t) = 9(t)) + exe o)
= f(t.2(t) + (A = L)) > f(t,2(1)).

Y

Poniewaz
y(to) = p(to) < zo < Y(to) = 2(to).
Na mocy twierdzenia 5.3 mamy

y(t) < z(t) < 2(t), te (to, to+ h).

Ktadac € — 0 otrzymamy oszacowania (5.15).
Analogiczny dowdd dla przypadku (ii) pozostawiamy czytelnikowi.

Twierdzenie 5.5. Przyjmijmy zalozenia twierdzenia 5.4, przy czym warunek
(5.13) zastgpmy warunkiem Lipschitza: dla dowolnych (t,x), (t,y) € U, gdzie
t € (to — h, to + h), spetniona jest nierdwnosé

[f(t,y) = f(t,2)| < Lly — =. (5.17)
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Niech x bedzie rozwigzaniem problemu (5.12) w przedziale (to—h, to+h). Niech funkcje
@ 1Y spelniajg nierdwnosci (5.14). Przyjmijmy ponadto, ze ¢(to) = xo = Y(to).

Wowczas:

(i) Jesli o(t1) < x(t1) dla pewnego t1 € (to,to + h), to o(t) < z(t) dla
t € [ti,to+h]. Jesli p(t1) = xz(t1), to @(t) =x(t) dla t € [to,t1].

(if) Jesli ¥(t1) > x(t1), dla pewnego t1 € (to,to + h), to ¥(t) > z(t) dla
t€fti,to+h). Jesli Y(t1) =x(t1), to Y(t) ==x(t) dla t € [to,t1].

(iii) Jesli o(t1) > x(t1) dla pewnego t1 € (to — h,to), to p(t) > x(t) dla
t € (to— h,t1]. Jesli o(t1) =z(t1), to (t)=x(t) dla t € [t1,to].

(iv) Jesli ¥(t1) < x(t1), dla pewnego t1 € (to — h,t1), to P(t) < z(t) dla

(t() —h tl] Jesli ’lﬁ(tl) = :L‘(tl), to ’Q/J(t) = {L‘(t) dla t € [thto].

Dowdd. Zauwazmy ze, dla y > z, warunek Lipschitza (5.17) mozemy zapisaé
w postaci

—L(y—=z) < ft,y) = f(t,2) < Ly — z). (5.18)
Zauwazmy tez, ze zatozenia twierdzenia 5.4 sa wowczas spetnione, a zatem zachodza
warunki (5.15) i (5.16).

Ad (i). Niech ¢t € [to,to+h). Z (5.14) i (5.15) oraz lewej czedci nieréwnosei (5.18)
wynika, ze
Q') — ' (t) < [t (1) — f(t2(1) = = (F(t (1) — f(to(t)) < L(x(t) — @(1)).

Stad
©'(t) —2'(t) + L(p(t) — (t)) < 0.

Mnozac ostatnia nieréwnosé przez et

e (' (t) — 2/ () + Le™ (o(t) — 2(t)) < 0.
Ostatnia nier6wnos¢ jest rownowazna warunkowi

%(eu (e(t) - x(t))) <0.

Oznacza to, ze funkcja e (p(t) — x(t)) jest malejaca. Stad i z nieréwnosci
@(t1) < z(t1) wynika, ze

et (p(t) — 2(t)) < el (p(tr) —z(t1)) <0 dla t >t

, otrzymamy

a w konsekwencji
o(t) <x(t) dla te [t to+h).
Zalézmy teraz, ze ¢(t;) = =x(t1). Przypusémy, ze istnieje t € [to,t;) takie, ze
o(t) < x(t). Zgodnie z powyzsza obserwacja (t) < x(t) dla t € [t,tg + h).
W szczegolnosci p(t1) < z(t1), co jest niemozliwe. Stad i (5.15) wynika natychmiast,
ze p(t) = z(t) dla ¢ € [to, t1].
Ad (ii). Niecht € [to,to+h). Z (5.14) i (5.15) oraz lewej czesci nieréwnosci (5.18)

wynika, ze

o) = (t) < ft,x(t) — f(t,0(1) = = (f(t, (1) — f(t,2(1)))) < L((t) — 2(t)).
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Stad
a'(t) = ' (t) + L(x(t) — (1)) < 0.
Podobnie jak w poprzednim przypadku mozemy pokazaé, ze jesli x(t1) < (t1) dla
pewnego t1 € (to,to + h), to z(t) < ¥(t) dla t € [t1,t0 + k). Jedli z(t1) = ¢ (¢1) dla
pewnego t1 € (to,to + h), to x(t) = ¥(t) dla t € [to, t1].
Analogicznie mozna pokazaé¢ stwierdzenia (iii) i (iv). Ich dowody pozostawiamy
czytelnikowi.

5.3. Twierdzenia poréwnawcze

W teorii rownarni rézniczkowych czesto bardzo uzytecznym okazuje sie oszacowanie
rozwiazan jednego réwnania za pomoca rozwigzan drugiego rownania. Rezultaty takie
nosza nazwe twierdzen poréwnawczych. Ponizej podano przyklad takiego twierdzenia.

Twierdzenie 5.6. Niech f,g : U — R (U C R?) bedg funkcjami ciggltymi.
Zatozmy, ze
ft,x) <g(t,x) dla (¢,x) e U.
Niech (to,x09) € U. Niech x,y : I — R (to € I) bedg odpowiednio rozwigzaniami
problemu
¥ = f(t,x), z(to) =m0

oraz
Y =g(ty), y(to) = 0.
Wowczas
x(t) <y(t) dlat>ty, tel (5.19)
oraz
x(t) > yt) dlat<ty, tel. (5.20)

Dowo6d. Pokazemy nierownosé (5.19). Przyjmujac u = y — z, mamy

u'(to) = y'(to) — 2"(to) = g(to, y(to)) — f(to, z(to)) = g(to, w0) — f(to, z0) > 0.

Poniewaz u’ jest funkcja ciagla, istnieje § > 0 takie, ze u/(t) > 0 dlat € (tg—9,t0+9).
Stad i z rownosci u(tg) = 0 wynika, ze u(t) > 0 dla t € (tg,to+ ). Niech (¢, t) bedzie
maksymalnym przedzialem, w ktorym u(t) > 0, czyli

t=sup{tel, t>ty:u(s)>0 dla s€ [to,1]}.

Jesli t = sup I, dowod jest zakoriczony. Przypusémy, ze t < sup I.
Zauwazmy, ze

u(t) =y (1) - 2'(t) = g(ty(D) — f(£ (D) = g(t,2(2)) — f(E,2(8) > 0.
Poniewaz u' jest funkcja ciagla, istnieje §; > 0 takie, ze u'(t) > 0 dlat € (f—6;,t+61).
Stad i z warunku u(f) = 0 wynika, ze u(t) < 0 dla t € (f — d1,1), co jest niemozliwe,

bowiem u(t) > 0 dlat € (tg,t). Uzyskana sprzecznosé koticzy dowod. Podobnie mozna
pokaza¢ nier6wnosé (5.20).
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5.4. Rozwiazanie goérne i dolne problemu Cauchy’ego

Rozwazmy problem Cauchy’ego (5.12). Zatozmy, ze rozwiazanie tego problemu nie
jest okreslone jednoznacznie.

Definicja 5.1. Rozwigzanie ¢ : I — R problemu (5.12) nazywamy rozwigzaniem
dolnym problemu (5.12) w przedziale I, jesli dla dowolnego rozwigzania x : J — R
problemu (5.12) mamy

o) <z(t) dla telnd.

Rozwigzanie ¥ : I — R problemu (5.12) nazywamy rozwigzaniem gornym problemu
(5.12) w przedziale 1, jesli dla dowolnego rozwigzania x : J — R problemu (5.12)
mamy

Y(t)>x(t) dla telInd.

Twierdzenie 5.7. Niech f : P — R, gdzie P = {(t,z) : |t —to] < a, |x —
xo| < b}, bedzie funkcjg ciagla i ograniczong. Wowczas problem (5.12) ma w przedziale
[to — h,to + h], gdzie h = min{a,b/(M + 1)}, M = sup{|f(t,z)| : (t,z) € P},

rozwigzanie gorne oraz dolne.

Dowod. Dla n € N potézmy
1
= f(t,x) + - z(to) = xo. (5.21)

Na mocy twierdzenia 1.5 problem (5.21) ma rozwiazanie w przedziale [to — h, to + h].
Oznaczmy go symbolem z}. Oczywiscie rodzina {x}} jest réwnociagta
i wspolnie ograniczona. Na mocy twierdzenia Arzela—Ascoli istnieje podciag {x;‘;k
ciagu {z;"} jednostajnie zbiezny w przedziale [ty — h,to + h], powiedzmy do funkcji
2. Przechodzac (zob. lemat 1.2) z ny — oo w roéwnosci

xik(t)::co—l—/ (f(s,:cxh(s))—l—nflk)ds, tel,

to

otrzymamy
t
T (t) = xo —I—/ f(s, xt(s))ds, tel,
to

co oznacza, ze x1 jest rozwigzaniem problemu (5.12) w przedziale [to — h,to + h].
Niech « : [tg — h,to + h] — R bedzie rozwiagzaniem problemu (5.12). Zgodnie
z twierdzeniem 5.6
zt (t) <x(t) dla t € (tg—h, to)

Nk

oraz
2T (t),, > x(t) dla t € (ty, to + h).

Przechodzac z ny do nieskonczonosci, otrzymamy
ot (t) <x(t) dla t e (tg—h, to)

oraz
ot (t) > x(t) dla t € (to, to + h).
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Analogicznie rozwazajac cigg problemow

o = f(a)—~, alt) = o,

mozemy wykaza¢ istnienie rozwiagzania x~ takiego, ze dla dowolnego rozwiazania
x: [to — h,to + h] — R problemu (5.12) zachodzg warunki:

() > 2(t) dla te (to— h, to)

oraz
x=(t) <x(t) dla te€ (to, to + h).
Potézmy
() = zt(t) dla t € (to — h,tol,
PUZ 2 () dla t € (to,to + h)
oraz

[ z=(t) dla te (to— h,to],
w@)—{ 2t (t) dla te (too,to +(;l)-

Nietrudno sprawdzié¢, ze tak okreslone funkcje ¢ i ¢ sa rozwiazaniami rownania (5.12)
w przedziale (to—h,tg+h), przy czym ¢ jest rozwiazaniem dolnym, a v rozwiazaniem
gornym problemu (5.12).

Rozwiazanie gérne i dolne — podobnie jak kazde inne rozwiazanie — mozna przedtu-
zy¢ tak, aby bylto okreslone w przedziale [tg, +00) lub osiagnelo brzeg obszaru (zob.
podrozdz. 1.4).

Przyktad 5.3. Rozwiazaniem problemu (zob. przykiad 1.1)
=/, z(0) =0, t>0
jest rodzina funkcji

w0 dla 0 <t < o,
o (t—to)2/4 dla t > tg.

Nietrudno sprawdzi¢, ze w przedziale [0, +00) funkcja z = 0 jest rozwiazaniem dol-
nym, a funkcja z(t) = t2/4 rozwigzaniem gérnym tego problemu.

5.5. Zadania

1. Korzystajac z nier6wnosci Gronwalla, pokazaé, ze rozwiazanie problemu
o +alt)r=f(t), =z(to) =2,
gdzie a i f sa funkcjami ciaglymi, zalezy w sposob ciagly od A. (Wskazowka:
Teza jest natychmiastowq konsekwencjq nieréwnosci Gronwalle’a oraz nieréwno-
sci |x(t;to, A2) — x(t;to, A1)| < |Ae — M| + j;to la(s)|]x(s;t0, A2) — x(s; to, A1)|ds).
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2. Dla problemu poczatkowego
¥ =t+eMsintr, x(0) =z
oszacowal przyrost rozwigzania na przedziale [0,1], jesli warto$¢ poczatkowa xg
zostala zaburzona o wielkosé 0.2.

3. Oszacowaé réznice rozwigzan problemow
' =a+sinz, (0)=0 oraz 2’ =b+sinz, z(0)=0.

4. Oszacowaé roznice rozwiazan x(t, A1), x(t, A2) problemu
' =cosxz+ A, z(0) =0
w przedziale [0, 1].

5. Pokazaé, ze w uwadze 5.2 nieréwnosci silnych nie mozna zastapi¢ jednoczesnie
nieréwnos$ciami stabymi. (Wskazéwka: Wykorzystaé przyktad 1.1 lub 1.2).

6. Niech © = z(t) bedzie rozwiazaniem problemu
¥ =x—2% z(0)=1/2.
Pokaza¢, ze 1/2 < x(t) < 1dlat € (0,00).
(Wskazowka: Rozwazyé funkcje o(t) = 1/2 oraz(t) = 1+¢ dlae > 0, wykorzystaé
twierdzenie 5.3, a nastepnie przej$é z € do zera).

7. Niech 2 = z(t) bedzie rozwiazaniem problemu

¥ =2%—t 2(0) = 1.
Pokazaé, ze

1+t<zt)<1/Q1—-t)dlate (-1,1), t#0.
(Wskazowka: Rozwazyé najpierw przypadek t € [0,1). Dla € > 0 potézmy ¢(t) =
=14 (1—€)t oraz Y(t) = m, t €0, #E) Na mocy twierdzenia 5.3 mamy
1+ (1—-et <z(t) < ﬁ dlat €0, l%re) Przechodzgc z € do zera, otrzymamy
szukane nieréwnosci dlat € [0,1). Dla t < 0 rozwazmy funkcje o(t) =1+ (1 +€)t
oraz P(t) = ﬁ Po ponownym wykorzystaniu twierdzenia 5.3 1 przejsciu
z parametrem € do zera otrzymamy drugq czesc tezy.)

8. Niech f,g9 : U — R beda funkcjami ciagltymi. Zalozmy, ze f(t,z) < g(t,z) dla
(t,z) € U. Niech z,y : J = R (J = [to,to + h)), beda rozwiazaniami problemoéw

o= f(tx), y =gty), tel
Zalozmy ponadto, ze x(tg) < y(to). Pokazaé, ze z(t) < y(t) dla t € J.
9. Znalez¢ dolne i gorne rozwiazanie problemu
' =/|z], x(0)=0.

10. Rozwazy¢ kwestie istnienia dolnego i gornego rozwigzania problemu

tr' =2z, x(0)=0.
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11. Niech u,v,p : [to, to + a] = Ry beda funkcjami ciagtymi. Zat6zmy, ze

u(t) < p(t) + /tu(s)v(s)ds dla t € [to, to + al.

to

Wowczas

t
u(t) < p(t) +/ p(s)v(s)els " MiTas  dla t € [to, to + al.

to

(Wskazowka: Potdzmy w(t) = j:) u(s)v(s)ds. Oczywiscie w'(t) = u(t)v(t) <
< p(t)v(t) +w(t)v(t), w(te) = 0. Wyrazy skrajne ostatniej nieréwnosci pomndzmy

t
- v(T)dr L. ‘2 . Py . . .
przez e fto ™) . Uzyskana NIerownosc moze byC zapisana w postacz rownowaz-

t t
nej (w(t)eifto v(T)dT))/ < p(t)v(t)e” Jio TPy scathowaniu w przedziale [to,t]
i skorzystaniu z nieréwnodci u < p + w otrzymamy pozgdany wynik).

12. Zalozmy, ze funkcje p i v wystepujace w zadaniu poprzednim sa postaci: p(t) =
=a+b(t —tp), v(t) = ¢, gdzie a, b, ¢, sa stalymi. Pokaza¢, ze

u(t) < (a+ L)est=to) — b,

c






Rozdzial 6

Stabilnos$é rozwigzan réwnan rézniczkowych

6.1. Wprowadzenie
Rozwazmy problem poczatkowy
¥ = f(t,x), x(ty) = wo, (6.1)
gdzie f : U — R™ jest funkcja ciggla, U C R"*! zbiorem otwartym i spéjnym,
x € R™, (to,z0) € U.

Rozwiazanie problemu poczatkowego (6.1) bedziemy oznaczaé symbolem z(- ; tg, ).

Definicja 6.1. Mdowimy, Ze rozwigzanie (- ;to,xo) problemu (6.1) jest stabilne
w sensie Lapunowa, jesli jest okreslone w przedziale [to,00) i ponadto, dla kazdego
e > 0 istnieje 6 = 0(e) > 0 taka, ze

||Z'(t,t07.’1,'0) - ‘r(tat(hyo)” <e€ dla ¢ Z t07 Yo S B(Jj076)a

gdzie symbol || - || oznacza norme w przestrzeni R™, a B(xo,d) kule w przestrzeni R™
o srodku w punkcie xg i promieniu §.

Definicja 6.2. Rozwigzanie (- ;tg, xo) problemu (6.1) nazywamy asymptotycznie
stabilnym w sensie Lapunowa, jesli jest ono stabilne i ponadto istnieje § > 0 taka, Ze

tllg.lo HZL’(t;t(],xo) — (E(t;t(),y(])” =0 dla Yo € B({E(],(S).

Przyklad 6.1. Rozwiazaniem problemu
¥ =2t x(ty) = x0
jest funkcja x(-;tg, 29) = 2 + x¢ — t2. Oczywiscie
|z (t; o, x0) — @(t;to, y0)| = [(#* + z0 — 15) — (1 +y0 — 15) = |20 — yol-

Rozwigzanie x(-; to, Tg) jest stabilne, bowiem dla zadanego ¢ > 0 wystarczy przyjaé
0 = e. Zauwazmy, ze rozwigzanie to nie jest asymptotycznie stabilne.

Przyklad 6.2. Rozwiazaniem problemu

' =a(t)r, x(ty) =z0
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jest funkcja
t
z(-;to, ) = xoef‘o a(s)ds'
Oczywiscie
t
|z (t; to, yo) — z(t;t0, To)| = |yo — zo\eff«o a(s)ds
Zauwazmy, ze rozwigzanie (- ;to, zo) jest stabilne, jesli funkcja

PN eftto a(s)ds

jest ograniczona oraz asymptotycznie stabilne, jesli

lim eftto als)ds _ 0.
t—o0

Przyklad 6.3. Rozwazmy problem poczatkowy
¥ = f(z), z(0)=0,

gdzie f : R — R jest funkcja ciagla. Zalozmy, ze f(0) = 0. Oczywiscie funkcja x(t) =0
jest rozwiazaniem tego problemu. Pokazemy, ze stabilnosé rozwiazania zerowego zalezy
od znaku funkcji f.

Przypusémy wpierw, ze xf(z) > 0 dla 0 < |z| < h. Wowczas dla zo € (0,h)
rozwigzanie x(- ; 0, 7o) ro$nie co najmniej do chwili £ takiej, ze z(¢; 0, z9) = h. Ponadto
latwo zauwazyé, ze jesli 0 < x(£0,20) < h dla pewnego ¢ > 0, to z(t;0,z0) >
> x(t;0,2¢) dla t > . Podobnie, jesli 2y € (—h,0) rozwiazanie z(-;0, o) maleje co
najmniej do chwili £ takiej, ze z(£;0, 2¢) = —h. Ponadto, jesli —h < x(£;0,z0) < 0 dla
pewnego t > 0, to 2(t;0,z0) < x(#;0,2¢) dla t > £. Oznacza to, ze rozwiazanie zerowe
nie moze by¢ asymptotycznie stabilne.

Przypusémy teraz, ze xf(x) < 0 dla 0 < |z|] < h. Wowczas dla zg € (0,h)
rozwiazanie z(-; 0, o) maleje tak dtugo jak z(¢;0,x9) > 0, natomiast dla xg € (—h,0)
rozwiazanie z(-; 0, z¢) rosnie tak dtugo jak x(¢; 0, z) < 0. Latwo tez zauwazy¢, ze jesli
0 < x(£;0,20) < h dla pewnego £ > 0, to x(t;0,z¢) < x(;0,2¢) dla t > . Podobnie,
jesli —h < x(£;0,2¢) < 0 dla pewnego ¢ > 0, to x(t;0,z0) > 2(£;0,20) dla t > £.
Oznacza to, ze rozwigzanie zerowe jest stabilne.

6.2. Stabilnosé uktadow liniowych

Rozwazmy problem poczatkowy dla uktadu réwnan liniowych o stalych wspoél-
czynnikach
¥ = Az, z(ty) =0, (6.2)

gdzie x = (z1,...,2,)7,0=(0,...,0)T, A= (ai;), 5,7 =1,...,n.
W rozdziale 4 pokazalismy, ze jesli r6wnanie charakterystyczne

det (A—AI)=0
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ma jednokrotne pierwiastki rzeczywiste Aq,...,\,, to calka ogélna réwnania wyste-
pujacego w problemie (6.2) ma postaé

z=CreMtwt + ...+ CneA’Ltw",
gdzie wektor w* = (w¥,... wk)T k=1,... n, jest rozwiazaniem réwnania
(A - )\kI)U) =0.

Jesli wszystkie wartosci wlasne A1, ..., A, sa liczbami rzeczywistymi ujemnymi,
wowezas et — 0, gdy t — oo, k = 1,...,n. W konsekwencji z(t) — 0, gdy
t — 00, co oznacza, ze rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie stabilne. Jesli A\ < 0,
k = 1,...,n, rozwigzanie zerowe jest stabilne. Jesli przynajmniej jedna z wartosci

wlasnych jest dodatnia, rozwiazanie zerowe jest niestabilne.

Jesli A\ jest pierwiastkiem wielokrotnym, odpowiadajace mu rozwiazanie to wie-
lomian zmiennej ¢ pomnozony przez czynnik e***. Oczywiscie funkcja ta dazy do zera
gdy t — oo, czyli gdy A\ < 0. W konsekwencji, gdy wartosci wtasne sa liczbami
rzeczywistymi ujemnymi, rozwiazanie zerowe jest asymptotycznie stabilne. Warunek
Ar < 0 nie gwarantuje stabilnodci.

Jesli A\, = o +iB%, to odpowiadajacy jej wektor wlasny w® = uF4-iv* jest rowniez
liczba zespolona, a stosowne rozwiazania maja postaé

xt = e (uF cos Bt — v sin Bit), 2% = et (uP sin Byt 4 v¥ cos Bit), t > 0.

Jesli o < 0, funkcje x1, x2 daza do zera, gdy ¢t — oo. Jesli ap = 0, funkcje te sa
ograniczone, przy czym norma wektora w jest mata, jesli punkt poczatkowy x¢ jest
bliski zeru. Jesli a > 0, funkcje x1, z2 sa nieograniczone. W konsekwencji rozwiaza-
nie zerowe problemu (6.2) jest asymtotycznie stabilne, gdy Re\p < 0, k = 1,...,n;
stabilne, gdy Re Ay < 0, &k = 1,...,n; niestabilne, gdy Re Ay > 0 dla co najmniej
jednego k.

6.3. Metoda Lapunowa dla ukladéw autonomicznych

Rozwazmy réwnanie
' = f(), (6.3)

gdzie f : U — R" jest funkcja ciagla, U C R™ zbiorem otwartym i sp6jnym. Przypo-
mnijmy, ze uktad réwnan rézniczkowych, w ktérym zmienna niezalezna nie wystepuje
bezposrednio, nazywamy uktadem autonomicznym.

Punkt zg € U taki, ze f(zg) = 0 nazywamy punktem stacjonarnym réwnania
(6.3). Oczywiscie funkcja x(t) = z( jest rozwiazaniem réwnania (6.3). Jesli zy = 0,
rozwiazanie z(t) = 0 nazywamy rozwigzaniem zerowym. Zmiana zmiennych y = x—xg
sprowadza punkt stacjonarny zy do poczatku ukladu. Bez zmniejszenia ogdlnosci
rozwazai mozemy zatem ograniczy¢ sie do badania stabilnosci rozwiazan zerowych.

Definicja 6.1. Funkcje V : U — R posiadajgcg ciggle pochodne czgstkowe, nazy-
wamy funkcjg Lapunowa dla uktadu (6.3) w obszarze U, jesli:
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(i) V(0)=0,V(x)>0dlaxzecU\{0};
(i) (Vo gp)/(t) < 0 dla dowolnego rozwigzania ¢ uktadu (6.3).

Uwaga 6.1. Pewne rezultaty dotyczgce stabilnosci mozemy rowniez uzyskaé, jesli
w miejsce warunku (i) zatozymy warunek nieco stabszy:
(i) V(0)=0,V(z)>0dlaxeU\{0}, przy czym rownosé zachodzi tylko dla

Scisle okreslonych podzbioréw zbioru U.

Przyklad 6.4. Nietrudno sprawdzié¢, ze ponizsze funkcje spelniaja warunek (i):
(a) V(z) =22+ ... +22, U=R"Y
b)Y V(z)=a22+ ... +22 —(2f+ ... +22), U={z:|z| <1}
() V(z)=ai2?+ ... + a2z, a1 >0,...,a, >0, U=R"
natomiast warunek (i’) spelniaja funkcje:
() V(@)=a1z?+ ... +ap—122_;, a1 >0,...,ap_1 >0, U=R"
(e) V(z) = a12? + (aoma + ... + @p-1Zn1)?, a1 >0, U=R"

Warunek (ii) mowi, ze dla dowolnego rozwiazania ¢ : I — R™ lezacego w zbiorze U,
funkcja t — V(p(t)) jest malejaca. W konsekwencji rozwiazanie ¢ nie moze zbyt
oddala¢ sie od poczatku uktadu. Ponadto, jesli uda sie wykazac, ze V(¢(t)) dazy do
zera przy t — 00, to ¢(t) musi dazy¢ do poczatku uktadu przy ¢ — co. W literaturze
pochodna, (V o )’ zwykle oznacza si¢ symbolem V().

Niech ¢ : I — R™ bedzie rozwiazaniem uktadu (6.3) lezacym w zbiorze U. Oczy-
wiscie

V(o) = SV(e0) =D o (o) 2

= Z‘V (0() filp(t) = (gradV (p(1)), f (1)),

i=1

gdzie symbol (-, -) oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni R™.

Uwaga 6.2. Zauwazmy, ze jesli
(grad V(z), f(z))) <0 dla = e€U\{0},

to warunek (ii) jest spetniony.

Warunek (ii) mozemy wiec sprawdzié¢ bez znajomosci rozwiazan rownania (6.3).
Stad bierze sie praktyczna warto$é¢ metody Lapunowa — pozwala ona badaé stabilnosé
rozwigzan bez ich znajomo$ci. Natomiast wada opisanej techniki jest fakt, ze nie
mamy ogoélnej metody wyznaczania funkcji Lapunowa.

Twierdzenie 6.1. Niech f : U — R™, gdzie U C R™ jest zbiorem otwartym,
bedzie funkcjg ciggtq. Niech D C U bedzie zbiorem otwartym, spdjnym, takim, Ze
D C U. Niech V bedzie funkcjq Lapunowa dla réwnania (6.3) w zbiorze U. Zatozimy
ponadto, ze V(x) > a > 0 dla x € 0D. Wowczas, dla g € U spelniajgcego wa-
runek V(zo) < «, rozwigzanie x(-;0,x0) jest okreslone dla t > 0 i catkowicie lezy
w zbiorze D. (Symbol D oznacza domkniecie zbioru D, symbol dD oznacza brzeg
obszaru D).
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Dowo6d. Zgodnie z wynikami sekcji 1.6 problem o' = f(z), x(0) = z¢ ma roz-
wigzanie. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze rozwiazanie x(-; 0, xg) wychodzi ze
zbioru D. Niech

t, =inf {t > 0: 2(t;0,29) € dD}.

Z ciaglosci funkeji (- ; 0, o) wynika, ze (¢, ;0,20) € OD. Zatem V (z(t.;0,20)) > a.
Polézmy
P(t) =V (2(t;0,20)).
Oczywiscie

$(0) = V(2(0;0,20)) = V(wo) <o, (t:) = V(@(ts;0,20)) >

Zgodnie z warunkiem (ii) definicji 6.1
d
P (t) = gV(x(t;O,xo)) <0 dla t>0.

Funkcja 1 jest zatem malejaca. W konsekwencji
a <Y(t) <P(0) < a,

co jest niemozliwe. Nasze przypuszczenie bylo wiec falszywe, rozwiazanie z(-;0, )
nie wychodzi ze zbioru D.

Wniosek 6.1. Niech f : U — R", gdzie U C R" jest zbiorem otwartym, bedzie
funkcja ciggtq. Zatozmy, ze 0 € U oraz f(0) = 0, a ponadto istnieje funkcja Lapunowa
dla réwnania (6.3). Wowczas rozwigzanie zerowe réwnania (6.3) jest stabilne.

Istotnie, ustalmy ro > 0 tak, aby B(0,r9) C U. Niech 0 < & < 7. Niech
o = min{V(z) : ||lz|| = €}. Oczywiscie a > 0. Dobierzmy § > 0 tak, aby V(z) < «
dla z € B(0,0). Zgodnie z twierdzeniem 6.1 (dla D = B(0, €)) rozwiazanie startujace
z dowolnego punktu zo € B(0,0) jest okreslone dla ¢ > 0 i pozostaje w zbiorze B(0, ¢),
co oznacza, ze rozwiazanie zerowe jest stabilne.

Poléozmy
K ={y € C([0,r0)),Ry4) : 1(0) = 0, 1(t) > 0 dla ¢t > 0, ¥ funkcja rosnaca}.

Zauwazmy, ze jesli V : U — R jest funkcja ciagla, V(0) = 0, V(z) > 0 dla
x € U\ {0} oraz B(0,r) C U, to istnieja funkcje 11,12 € K takie, ze

Vi([lz]) < V(z) < go(z])) dla z € B(0,p).
Istotnie, wystarczy przyjac
P1(r) = min{V(x) e < zf] < ro}, Ya(r) = max{V(x) 0 < ||z]| < r}.

Twierdzenie 6.2. Niech f : B(0,p) — R"™ bedzie funkcjq cigglq, spetniajgcq
warunek f(0) = 0. Niech V bedzie funkcja Lapunowa dla réwnania (6.3) w zbiorze
B(0,70). Zatézmy ponadto, zZe dla dowolnego rozwigzania ¢ réwnania (6.3) o warto-
Sciach w zbiorze B(0,rg) istnieje funkcja v € K taka, Ze

(Vo) (t) < —=¢(lle®)) dla t>0. (6.4)
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Wowczas rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie stabilne.

Dowéd. Na mocy wniosku 6.1 rozwigzanie zerowe jest stabilne. Zatem dla do-
wolnego 0 < & < rg istnieje § > 0 taka, ze

llz(t; 0, z0)|| <e dla a9 € B(0,d), t> 0.

Pokazemy, ze dla kazdego xo € B(0, ) rozwiazanie x(-;0,x0) dazy do zera. Istotnie,
niech z¢ € B(0,0). Potozmy ¢ = x(+;0,x¢). Niech ¢ € K bedzie funkecja odpowiada-
jaca rozwiazaniu ¢ zgodnie z zatozeniem twierdzenia.

Przypusémy, ze istnieja r > 0 oraz ty > 0 takie, ze

le@)] >r dla ¢ > to. (6.5)

Na mocy warunku (6.4) i wlasnosci funkcji ¢

(Vo) (t) < —d(lle®l) < —(r) dla t > to.

Calkujac ostatnia nieréwnosé¢ w przedziale [to, t], otrzymamy

t
0 < V(o) = Vipto)) + | (Vo) (51ds < V(olta)) ~ ¥t ~ t).
0

Poniewaz 9(r) > 0, dla t dostatecznie duzych prawa strona jest ujemna, co daje
sprzeczno$é. Zatem przypuszczenie, ze istnieje r > 0 spelniajace warunek (6.5) jest
falszywe. Wynika stad, ze dla dowolnego r > 0 oraz tg > 0 istnieje t. > to ta-
kie, ze ||p(ts)]] < 7. W szczegolnosci dla » = 1/n oraz ty > n istnieje ¢, > n
takie, ze ||p(tn)|| < 1/n. Mozemy zatem znalezé ciag {t,} taki, ze ¢, — oo oraz
o(t,) — 0. Oczywiscie lim,,_,oo(V o ¢)(t,)) = 0. Poniewaz V o ¢ jest funkcja nie-
ujemna, malejaca wzgledem ¢, wnosimy stad, ze lim; ,(V o ¢)(t)) = 0. W konse-
kwencji limy_, ||¢(t)|| = 0, co nalezato wykazac.

Przyklad 6.5. Rozwazmy uktad réwnan

¢ =y—az® —zy?,

y = —z -2’y -y’
Potézmy V(z,y) = 2% + 3. Oczywiscie grad V (z,y) = (22, 2y) oraz
3

(grad V(2. ), f(e,9)) = (22,2y) ( y -’ ay

902 | 2\2
_1'_1:2y_y3>_ 2((E +y) <03

dla (z,y) # (0,0).

Zgodnie z uwaga 6.2 tak okreslona funkcja V' jest funkcja Lapunowa dla rozwa-
zanego uktadu. Latwo zauwazy¢, ze warunek (6.4) zachodzi dla funkcji ¥ (r) = 2r?.
Zatem na mocy twierdzenia 6.2 rozwiazanie zerowe jest asymptotycznie stabilne.

Przyklad 6.6. Rozwazmy uktad réwnan

o = —ayt,

y = aty.
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Niech V(z,y) = 2* + y*. Mamy

_ 4
(grad V(z,y), f(z,y)) = (42°,49°) ( ;ﬁz ) = —datyt +4ztyt = 0.

V jest zatem funkcja Lapunowa, a z twierdzenia 6.1 (dokladnie z wniosku 6.1) wno-
simy, ze rozwiazanie zerowe jest stabilne.

Przyklad 6.7. Rozwazmy uktad réwnan

gdzie aij(t) = —aji(t), i,j =1,...n.
Niech V(z)=2}+...+22. Mamy

all(t)l‘1+ e +a1n(t)xn,
(grad V(z), f(z)) = (2z1,...,2z,) : : :
an1()z1+ ... Fapn(t)x,
= 2 Z Z A5 (t)xixj =2 Z @”(t).%‘g
i=1 j=1 i=1
Jesli a;;(t) <0,i=1,...,n, z ostatniej rownosci wynika, ze warunek (ii) definicji 6.1

jest spelniony. Zatem V jest funkcjg Lapunowa. Z twierdzenia 6.1 wnosimy, ze roz-
wigzanie zerowe jest stabilne.

Twierdzenie 6.3. Rozwazmy uktad réwnan (6.3), gdzie f : B(0,r9) — R™ jest
funkcjq cigglq, spetniajgca warunek f(0) = 0. Niech V' : B(0,79) — [0,00) bedzie
funkcjq klasy C1 takg, ze V(0) = 0 i takq, ze dla dowolnego 0 < r < rq istnieje
xo € B(0,7) takie, ze V(xg) > 0. Zalézmy ponadto, ze dla dowolnego rozwigzania ¢
réwnania (6.3) lezgeego w zbiorze B(0,rg) \ {0} istnieje funkcja ¢ € K taka, ze

(Vo) (t) = d(le®]) dia t>0. (6.6)

Wowczas rozwigzanie zerowe uktadu (6.3) jest niestabilne.

Dowéd. Ustalmy 0 < 7 < g i polézmy

M= sup V(x).
z€B(0,7)

Oczywiscie M < co. Niech 0 < r < 7. Na mocy zalozen istnieje zg € B(0, ) takie, ze
V(zo) > 0. Niech ¢(-) = z(-; 0, z¢) bedzie rozwigzaniem réwnania (6.3) wychodzacym
z punktu (0, 20) i niech funkcja ¢ € K odpowiada rozwiazaniu ¢ zgodnie z przyjetym
zalozeniem. Poniewaz (V o ¢)'(¢t) > 0 dla ¢ > 0, mamy

(Vop)(t)> (Voup)(0)=V(z) dlat>0.
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Z drugiej strony, poniewaz V(0) = 0, z ciaglosci funkcji V' wynika, ze istnieje 6 > 0
taka, ze
V(z) < V(zg) dla x € B(0,0).

Z ostatnich dwoch nieréwnosci wynika, ze ¢(t) nie lezy w kuli B(0, d). Oznacza to, ze
)|l > ¢ dla t > 0. Poniewaz 1 jest funkcja rosnaca, zatem (||¢(¢)|]) > ¥(5) > 0.
Stad i nieréwnosci (6.6) wynika, ze

(Vo) (t)>4(6) >0 dlat>0.

Catkujac ostatnia nieréwnos¢ w przedziale [0, t], otrzymamy

(Vo @)(t) — V(o) > / (6) ds.

Stad

(Vop)(t) > V(xg) +9(d)t.
Poniewaz V (zg) + 1(8)t > M dla dostatecznie duzych t, powiedzmy ¢ > £, na mocy
definicji stalej M wnioskujemy, ze ||@(t)|| > 7 dla t > t. Pokazaliémy wiec, ze dla
dowolnego r € (0,r) istnieje o € B(0,r) takie, ze rozwiazanie x(-;to, o) wychodzi
z kuli B(0,7), co oznacza, ze rozwiazanie zerowe uktadu (6.3) nie jest stabilne.

Przyklad 6.8. Rozwazmy uktad réwnan

o=y 4zl -z —y?),

/ p—

y = —x+y(l—2?—1y?).
Niech V(z,y) = 22 + y2. Oczywiscie
(grad V(z,y), f(z,9)) = 2x(y + (1 —2® =) + 2y(— =+ y(1 - 2® — y*))

=2(z" +y°)(1 -2 — ).

Zauwazmy, ze zalozenia twierdzenia 6.3 sa spelnione dla 7y = 1/v/2 oraz
P(r) = r2(1 — r?). Z twierdzenia 6.4 wnosimy, ze rozwiazanie zerowe dla zadanego
uktadu jest niestabilne.

6.4. Metoda Lapunowa dla ukladéw nieautonomicznych

Rozwazmy uktad réwnan
x’ = f(t7x)7 (6'7)
gdzie (t,z) € [to,+00) x U, U C R",0€ U.

Definicja 6.2. Funkcje V : [tg,+00) x U — R posiadajgcq ciggte pochodne
czgstkowe nazywamy funkcjg Lapunowa dla uktadu (6.7), jesli:

(i) V(t,0)=0dlat>ty, V(t,z) >0 dlat>ty, x € U\ {0};

(ii) Istnieje funkcja 11 € K taka, ze V(t,x) > 1 (||z||) dla (t,z) € [to, +00) x U;
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(iii) V(t, o(t)) = LV (t,o(t)) <0 dla dowolnego rozwigzania ¢ uktadu (6.7) i dla
dowolnego t > tg.

Zauwazmy, ze jesli © = ¢(t) jest rozwigzaniem problemu (6.7), to

V(to(t) = %(t,g&(t)) = %—‘;(t,w(t)) + Z S—Z(L@(t)) da;zt(t)
- %‘:(t,@(t)) + 2 g—z(t,w(t))fi (t, o(1))
oV

= oy (Le®) + (grad V(L ¢(1)), /(¢ 0 (1)),
gdzie symbol (-, -) oznacza iloczyn skalarny w przestrzeni R"™.
Oczywiscie, jesli
ov

E(t,x) + (grad V(t,z), f(t,z)) <0 dla (t,z) € [to,00) x U,

to warunek (ii) jest w oczywisty sposob spelniony.

Twierdzenie 6.4. Niech f : [tg, +00) x U — R™ bedzie funkcjq cigglq, spetniajgcq
warunek f(t,0) =0 dla t > .

Jesli istnieje funkcja Lapunowa V' dla uktadu (6.7), to rozwigzanie zerowe uktadu
(6.7) jest stabilne.

Dowo6d. Niech € > 0. Potézmy
a=inf{V(t,z) : |z| =¢,t >to}.

Na mocy warunku (i) definicji 6.2, @ > 0. Dobierzmy § > 0 tak, aby V' (¢o,z) < a/2 dla
|z]| < 6. Pokazemy, ze kazde rozwiazanie x(t;to, xo) spelniajace warunek z(tg) = xo,
gdzie ||zo|| < d, nie wychodzi z kuli o promieniu &.

Istotnie, przypusémy dla dowodu nie wprost, ze istnieja x¢ € B(0,0) oraz t* > tg
takie, ze |z (t*,to, xo)|| = €. Polozmy

w(t) =V (t;z(t, to, z0)).
Zgodnie z warunkiem (iii) w’(¢) < 0 dla t > tg. Zatem w(t*) < w(tp). W konsekwencji
a < V(8 z(t*5te, o)) = w(t™) < wl(to) = V(te, z0) < /2.
Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze rozwigzanie zerowe jest stabilne.

Twierdzenie 6.5. Niech f : [to,+00) xU — R™ bedzie funkcjq ciaglq, spetniajgcq
warunek f(t,0) = 0 dla t > ty. Podobnie jak w poprzednim twierdzeniu zatézmy, ze
istnieje funkcja Lapunova V' dla uktadu (6.7). Zalézmy ponadto, ze dla dowolnego
rozwigzania ¢ ukladu (6.7) o wartosciach w zbiorze U \ {0}, istnieje funkcja ¢ € K
taka, ze )

V(tet) < —v(lle@)l) dla t > to.
Wowczas rozwigzanie zerowe uktadu (6.7) jest asymptotycznie stabilne.
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Dowo6d. Na mocy twierdzenia 6.4 rozwigzanie zerowe jest stabilne. Zatem dla
dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze

||£U(t;t0,(170)|| <e dla x € B(O,é), t > 1.

Pokazemy, ze dla kazdego xg € B(0, ) rozwiazanie x( - ;tg, o) dazy do zera. Istotnie,
niech xg € B(0,9). Polézmy ¢ = x(-;to,x0). Niech ¢ € K bedzie funkcja odpowiada-
jaca rozwiazaniu ¢ zgodnie z zatozeniem twierdzenia.

Przypusémy, ze istnieja r > 0 oraz t* > 0 takie, ze

le@®)| >r dla t>t* (6.8)

Na mocy warunku (iii) i whasnosci funkeji ¢

d

V(o) < —v(lle@l) < —p(r) dla t>1"

Calkujac ostatnia nieréwnosé¢ w przedziale [t*, t], otrzymamy

t

0< V(t,cp(t)) = V(t*,cp(t*)) + /t (%V(s,gp(s))ds < V(t*,g@(t*)) —(r)(t —t").

Poniewaz 9(r) > 0, dla t dostatecznie duzych prawa strona jest ujemna, co daje
sprzeczno$é. Zatem przypuszczenie, ze istnieje r > 0 spelniajace warunek (6.8), jest
falszywe. Wynika stad, ze dla dowolnego r > 0 oraz t* > 0 istnieje > t* takie,
ze ||p(t)|| < 7. W szczegélnosci dla r = 1/n oraz t > n istnieje t,, > n takie, ze
le(tn)l] < 1/n. Mozemy zatem znalezé ciag {t,} taki, ze ¢, — oo oraz ¢(t,) — 0.
Oczywiscie limnqu(tn,go(tn)) = 0. Poniewaz V(t,gp(t)) jest funkcja nieujemna,
malejaca wzgledem ¢, wnosimy stad, ze limtﬁmV(t,go(t)) = 0. W konsekwencji
limy 00 [|(2)]] = 0, co nalezalo wykazac.

Przyklad 6.9. Rozwazmy uktad réwnan

=y,
y = —p(t)z,

gdzie p(t) > 6 >0, p'(t) <0dlat>0.
Jako funkcje Lapunowa wezmy

V(t,z,y) = p(t)z® +y*.
Zauwazmy, ze

dV (L, z(t),y(t))

7 = P/(H)2*(t) + 2p(t) (t) 2’ (t) + 2y(t) y'(¢)

= P(&)2(t) + 2p(t) 2(t)y(t) — 2p(t) x(t)y(t) = p'()2*(t) < 0.

Na mocy twierdzenia 6.4 wnioskujemy, ze rozwiazanie zerowe jest stabilne.
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Przyklad 6.10. Rozwazmy uktad rownan

¢’ = —an(t)r — a2(t)y,
y' = azn(t)r —axn(t)y,
gdzie a12(t) = a2 (t), a11(t) > 6 > 0, age(t) > 6 > 0. Jako funkcje Lapunowa

rozwazmy funkcje

Zauwazmy, ze

WOIOLO) — gate)a! 1) + 2000/ 1)
= 22(t)(— an(®)z(t) — ar2(t)y(t)) + 2y(t) (a1 (t)x(t) — azz(t)y(t))
= —2ay1(t) 2*(t) — 2a12(t) x(t)y(t) +2a21( ) x(t)y(t) — 2a20(t)y”(t)

) (

)
—2(a11 ()22 (t) + asa () (£)) < —20(22(t) + y2(t)).

Zgodnie z twierdzeniem 6.4 rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie stabilne (wystar-
czy wziad ¥(r) = 26r?).

Twierdzenie 6.6. Niech f : [to,+00) X B(0,79) — R™ bedzie funkcjq cigglaq
spetniajgcqg warunek f(t,0) = 0 dla t > tg. Niech V : [tg,00) x B(0,7r9) — [0,00),
(ro > 0) bedzie funkcjq klasy C' takq, Ze:

(i) V(t,0)=0 dlat>ty;

(if) Istnieje o € K takie, ze

Vit z) <to(llzl)) dla (¢ x) € [to, +00) x B(0,70);

(iii) Dla dowolnego 0 < r < rq istnieje o € B(0,r) takie, ze V(to,xo) > 0;
(iv) Dla dowolnego rozwigzania ¢ réwnania (6.7) lezgcego w zbiorze [tg,00) X
x (B(0,19) \ {0}) istnieje funkcja v € K taka, ze

dtv( p(t) = (eI dla t > to. (6.9)

Wowczas rozwigzanie zerowe uktadu (6.7) jest niestabilne.

Dowéd. Przypu$émy dla dowodu nie wprost, ze rozwiazanie zerowe jest sta-
bilne. Zgodnie z definicjg stabilnosci, dla ustalonego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze
lz(t; to, x0)|| < e dla xg € B(0,4), t > to. Na mocy zalozenia (ii) i monotonicznosei
funkeji ¥g

V(t, x(t;to, o)) < vo([lz(t;to, mo)||) < vole) dla o € B(0,0), t>to. (6.10)

Dla 0 < r < 4, na mocy zalozenia (iii), istnieje zg € B(0,r) takie, ze V(tg, zo) > 0.
Niech v bedzie liczba rzeczywista, taka, ze

Yo(y) = V(to, o).
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Oczywiscie v > 0. Niech 2 = x(¢) bedzie rozwiazaniem réwnania (6.7) lezacym
w zbiorze [tg,00) X (B(0,79) \ {0}). Na mocy zalozenia (iv) mamy

d
%V(t@(t;to,xo)) >0 dla t > tg.

W konsekwencji
V(t,x(t;to, o)) =V (to, z(tosto, w0)) = V(to,z9) dla t > tq.
Stad i z definicji liczby v oraz warunku (i) mamy
Yo(y) = V(to,z0) < V (¢, (t; to, z0)) < tho([|z(t;to, z0)||) dla t > to.

Poniewaz 1 jest funkcja rosnaca, wynika stad, ze ||z(t;to, zo)|| > v dla t > .
Niech ¥ odpowiada rozwiazaniu x(¢; to, xo) zgodnie z zalozeniami twierdzenia. Na
mocy warunku (iv), monotonicznosci funkeji ¢ oraz ostatniej nier6wnosci, mamy

%V(t,x(t;to,azo)) > (||t to, z0)||) > ¥(y) dla t > to.

Calkujac ostatnia nieréwnosé¢ w przedziale [to, t], otrzymamy

V(t,z(t;t0, z0)) = V (to, z(to; to, z0)) + t P(y)ds =V (to, o) + Y (7)(t — to).

Poniewaz () > 0, prawa strona dazy do nieskoriczonosci, gdy ¢ dazy do nieskoriczo-
nosci, co daje sprzecznosé z (6.10). Poniewaz r € (0,6) bylo dowolne, oznacza to, ze
rozwiazanie zerowe nie jest stabilne.

Przyklad 6.11. Rozwazmy ukltad rownan
' = a1()z — a2 (t)y,
y' = —ax(t)r — axn(t)y,
gdzie a11, a1z, a1, a9z spelniaja zatozenia jak w przyktadzie 6.10.
Przyjmijmy V (¢, x,y,) = 22 + y2. Nietrudno sprawdzi¢, ze
v (t,=(t), y(1))
dt

Stad i twierdzenia 6.6 wynika natychmiast, ze rozwigzanie zerowe jest niestabilne.

> 26(22(t) + y°(1)).

6.5. Zadania

1. Zbada¢ rodzaj stabilnosci rozwiazania zerowego uktadow:

a) v'=y, Y =-u

b) a'=-az+y, Y =-y

=y, y =z 2=-x—06y—>5z
r=x+4+2y, Yy =y+z 22=x+3y+z;

r=x—y—2 Yy =-3y+z 22 =x-3y-—>52

=

\_/\Q-‘/Q/

D
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2. Dla podanych ponizej uktadéw skonstruowaé funkcje Lapunowa postaci V(z,y) =
Ax? + c3y?, c1 > 0, co > 0, a nastepnie zbadaé, czy rozwiazanie zerowe jest
stabilne, asymptotycznie stabilne, czy niestabilne:

a) o' =-x+ye®, y =—zxe® —y;

b) 2 = —ad+aly, y =2 — 1y

c) ¥ =z/2—y+tay, Y =-y+ay*
d) o'=-2-y-2a? y=z-y-y%
o) 2'=a’—y, Y =z+y’

f) o =2zy+a3 o =-22+9°.

3. Rozwazmy uktad réwnan
' =y—zf(x,y), ¥ =-z-yf(z,y),
gdzie f(0,0) = 0. Zalozmy, ze f jest funkcja regularng. Pokazaé, ze rozwiazanie
zerowe jest:
(i) stabilne, jesli f(z,y) > 0 w pewnym otoczeniu B(0, §) poczatku ukladu;
(ii) asymptotycznie stabilne, jesli f(x,y) > 0w B(0,9) \ {0};
(iii) asymptotycznie niestabilne, jesli w kazdym otoczeniu B(0,d) istnieje punkt
(z,y) taki, ze f(z,y) <O0.
(Wskazéwka: rozwazyé funkcje Lapunowa V(z,y) = 22 + y?).

4. Dla jakich wartosci parametréw a i b stan réwnowagi uktadu

¥ =axr+by, Yy =-z
jest: a) stabilny, b) asymptotycznie stabilny, c) niestabilny.

5. Zbadaé, czy rozwiazanie zerowe nastepujacych ukladéw jest stabilne, asympto-
tycznie stabilne, czy niestabilne:

a) o' =y—ze®sin®y, 3y = —x—ye®sin’y;
b) @' =y—a(@®+y°), ¥ =-2—y®+y?);
c) o =y—ayd’siny, y =-—x—y sinx.

6. Pokazaé, ze rozwigzanie zerowe jest stabilne dla réwnania
2" +a’x =0
oraz asymptotycznie stabilne dla réwnania
2" +kx'+a’xr=0 k>0
(Wskazowka: Zamienié réwnania na uktady réwnani: v} = ug, uh = —a’u; oraz
uy = ug, uh = —a’u; — kug, a jako funkcje Lapunowa przyjaé V(ui,uz) =
= a%u? +ul).

7. Sprawdzi¢, ze rozwiazanie zerowe réwnania
2’ = (sin(Int) + cos(Int) — v2)x
jest stabilne.
(Wskazowka: Sprawdzié, ze funkcja
V(t,x) _ xQG(ﬁfsin(ln t))t
spetnia zatozenia twierdzenia 6.4).
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8. Sprawdzié, ze rozwigzanie zerowe rownania
2/ = (tsint — 2t)x
jest asymptotycznie stabilne.
(Wskazowka: Rozwazyc funkcje
V(t,.’E) _ x26f0f‘(2$—ssins))ds'
Z mierdwnosci V(t,z) > 2 oraz LV (t,p(t)) < —tV(t, o(t)) dlat > 0 wywnio-
skowaé, ze funkcja V' spetnia zatozenia twierdzenia 6.5).



Rozdzial 7

Klasyfikacja punktow krytycznych.
Cykle graniczne

7.1. Zachowanie sie rozwigzan w otoczeniu punktéow
stacjonarnych

Rozwazmy autonomiczny uktad rownan

x/:f(l‘,y), y/:g(x’y)a (71)

gdzie = i y sa funkcjami zmiennej ¢, f,g : U — R (U C R2?,) zadanymi funkcjami
klasy C*.

Punkt (zo,y0) € U taki, ze f(xo,y0) = 0, g(xo,y0) = 0 nazywamy punktem
stacjonarnym (albo krytycznym) ukladu (7.1). Oczywiscie funkcja stata (z(t),y(t)) =
= (o, yo) jest rozwiazaniem, tak zwanym rozwigzaniem stacjonarnym, uktadu (7.1).
W niniejszym rozdziale zajmiemy sie zachowaniem rozwiazan uktadu (7.1) w otoczeniu
punktu stacjonarnego. Dokonujac zmiany zmiennych & = x — xg, ¥ = y — yo, punkt
stacjonarny sprowadzimy do poczatku uktadu. Dlatego tez, bez zmniejszenia ogdlnosci
rozwazan, wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy punktem stacjonarnym jest
poczatek uktadu wspoétrzednych.

Przyklad 7.1. Rozwazmy uktad réwnan liniowych o stalych wspotczynnikach
2 =ax+by, vy =cr+dy, (7.2)

gdzie ad — bc # 0.
Oczywiscie punkt (0,0) jest punktem stacjonarnym uktadu (7.2). Rozwiazujac
rownanie charakterystyczne

znajdziemy wartosci wlasne, a majac wartosci wlasne A;, Ao, z uktadu réwnan
a — /\1 b (173 o 0
& d— /\7 V; - 0 ’
gdzie i = 1,2, znajdziemy odpowiadajace im wektory wlasne (u1,v1) oraz (uz,vs).

Przypadek 1. Wartosci wlasne sa liczbami rzeczywistymi réznymi.
Rozwiazanie og6lne ma postaé:

( * ) :C1€)‘1t< e )—f—Cze)‘?t < U2 ),
Y U1 Vg
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lub w postaci rownowaznej
z = CrureMt + Couge™?t,  y = CrureMt + Covae??.

Zauwazmy jeszcze, ze jesli Cq = 0, to trajektorig rozwiagzania jest prosta y = (vo /us)z,
a jesli Cy = 0, prosta y = (v1/ug)z. Dalsza analize poprowadzimy w zaleznosci od
znaku wartosci wtasnych.

Przypadek 1a. Zalozmy, ze A1 < Ay < 0. Wowcezas przy t — 400 rozwiazanie dazy
do poczatku uktadu. Jesli C; = 0 lub Cy = 0, rozwiazanie zdaza do poczatku uktadu
odpowiednio wzdtuz prostej y = (ve/uz)z lub y = (v1/u;)x. Poniewaz Ay — Ay < 0,
dla Cy # 0 mamy

i y(t) . Cl’l)leo‘l_kz)t + Cavy Vo
m —— = = —.
t——+o0 .I(t) t—+o0 Clule()‘ﬁ)@)t —+ CQUQ U9

Oznacza to, ze rozwiazanie zbliza sie do poczatku ukladu stycznie wzgledem prostej
y = (va/ug)x.

Przypadek 1b. Zaldézmy, ze 0 < Ay < Ay.  Wowcezas przy t — +00 rozwiaza-
nie ucieka do nieskoniczonosci. Jedli C; = 0 lub Cy = 0, rozwiazanie zdaza do nie-
skoriczonosci odpowiednio wzdtuz prostej y = (vo/uz)z lub y = (vy/ui)x. Pozostate
rozwiazania uciekaja do nieskoriczonosci asymptotycznie do prostej y = (ve/uz)x.

Przypadek 1c. Zalozmy, ze A1 < 0 < Ag. Jesli Cs = 0, rozwiazanie zdaza do po-
czatku uktadu wzdluz prostej y = (v1/ug)x. Jedli Cy # 0, rozwiazanie ucieka do
nieskoriczonosci asymptotycznie wzgledem prostej y = (v /ug)x.

Przypadek 2. Zalozmy teraz, ze warto$é¢ wlasna Ay = a+ i jest liczbg zespolong.
Oczywiscie odpowiadajacy jej wektor whasny (u,v) = (uy +iug, v1 +iva) jest rowniez
liczba zespolona, a odpowiadajace rozwiazanie zespolone ma postaé

( 2 ) :eat(cosﬁt—&—isinﬁt)( U iuy )

U1 + ’i'UQ

Poniewaz cze$¢ rzeczywista i cze$é urojona spelniaja réowniez nasze réwnanie, uzy-
skamy rozwiazania rzeczywiste:

@1\ _ ot [ u1cos [t — usg sin 5t T2\ _ ot (W sin Bt + ug cos St
n o) vy cos Bt —vasin St )’ Y2 ) visin St +wvocos St )

Poniewaz rozwiazania te sa liniowo niezalezne, rozwiazanie ogdélne ma postaé

( T ) —C eat( uy cos Bt — ug sin Bt ) LC eat( uy sin Bt 4 ug cos St >
= 1 2 .

y v1 cos Bt — vg sin St vy sin Bt + vg cos [t
Po stosownych przeksztatceniach rozwiazanie to mozemy zapisa¢ w postaci
r = rie® cos(Bt —wy), y = roe™ cos(Bt — wo).

(Tutaj 1 = /C?u? + C3u2, cosw; = Ciug/r1, sinw; = Coug/ry). Jesli a = 0,

trajektoria rozwiazania jest krzywa zamknieta o §rodku w poczatku ukladu. Jesli



7.2.  Rownania liniowe z perturbacjami 121

a < 0, rozwiagzanie dazy po spirali do zera. Jesli o > 0, rozwiazanie ucieka po spirali
do nieskoniczonosci.

Przypadek 3. Rozpatrzmy na koniec przypadek A; = A\y. Wiadomo (zob. przy-
ktad 4.3), ze rozwiazanie ogolne mozemy wowczas przedstawi¢ w postaci

X _ )\1t ]. + (a - )\1)t )\1t bt
(y)_cle ( ct + Cae 1+ (d—XM)t )°

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli czesci rzeczywiste wartosci wlasnych sg ujemne, rozwia-
zanie dazy do zera przy t — +oo. Jesli czedci rzeczywiste wartosci wlasnych sa do-
datnie, rozwiazanie ucieka do nieskoriczonosci, asymptotycznie wzgledem prostych,
ktorych wyliczenie pozostawiamy czytelnikowi.

7.2. Rownania liniowe z perturbacjami

Rozwazmy uktad réwnan liniowych z perturbacja
t' = ax+by+h(z,y), ¢ =cx+dy+k(z,y), (7.3)

gdzie h(0,0) = 0, k(0,0) = 0. Oczywiscie (0,0) jest punktem stacjonarnym rozwaza-
nego uktadu.
Obok uktadu (7.3) rozwazmy skojarzony z nim uklad liniowy

¥ =ax+by, v =cr+dy. (7.4)
Wyrazenia h i k nazywamy zaburzeniem lub perturbacjg uktadu (7.4).
Twierdzenie 7.1. Zatdzmy, Ze

: ha,y) : k(z,y)
lim =0, lim =0
(2,9)=(0,0) /22 + 12 (2,9)=(0,0) /22 + 12

(i)  Jesli rozwigzanie zerowe jest asymptotycznie stabilne dla uktadu (7.4), to
réwniez jest asymptotycznie stabilne dla uktadu (7.3).

(il) Jesli rozwigzanie zerowe jest niestabilne dla uktadu (7.4), to réwniez jest
niestabilne dla uktadu (7.3).

(ili) Stabilnosé rozwigzania zerowego dla uktadu (7.4) nie daje informacyi
o stabilnosci tego rozwigzania dla uktadu (7.3).

Dowéd twierdzenia 7.1 pomijamy.

Przyklad 7.2. Rozwazmy uktad

d=1—zy, o =z-—1>
Latwo sprawdzi¢, ze (1,1) oraz (—1, —1) sa punktami stacjonarnymi naszego ukladu.
Transformacja u = z — 1, v = y — 1 przesuwa punkt (1,1) do poczatku uktadu,
a rozwazany uktad rownan przyjmuje postaé

W=—-u—v—uv, v =u-—3v-—3v2—-0v
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Poniewaz wartosciami wlasnymi macierzy wspotczynnikéw skojarzonego uktadu linio-

wego
v=—u—v, v=u—3v

sa liczby Ay = Ao = —2, punkt (1,1) dla ukladu wyjsciowego jest asymptotycznie
stabilny.

Podobnie, transformacja u = z+1, v = y+1 przesuwa punkt (—1, —1) do poczatku
uktadu, a rozwazany uklad przeksztalca w uklad

v =u+v—uv, v =u-—3v+3?-v
Warto$ciami wtasnymi macierzy wspotczynnikéw uktadu liniowego

W=ut+v, vV=u—3v

sg liczby Ay = =1 — /5 < 0, Ay = —1 + /5 > 0. Zgodnie z twierdzeniem 7.1 punkt
(=1, —1) dla ukladu wyjsciowego jest punktem niestabilnym.

7.3. Uklady nieliniowe. Linearyzacja

Rozwazmy ponownie uklad (7.1), przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcje f i g sa
rozniczkowalne w sposob ciagly. Niech (xo, yo) bedzie punktem stacjonarnym. Zgodnie
z twierdzeniem Taylora:

f(x,y) = fa(zo,y0)(x — x0) + fy(w0,y0)(y — yo) + Ri(x — 20,y — Yo),
9(x,y) = g (x0,%0)(x — x0) + gy(z0,y0)(y — yo) + Ra(z — x0,y — Y0),

gdzie, dla ¢ = 1,2 mamy
Ri(x — x0,y — yo)

lim =0.
(z,y)—=(x0,y0) \/(33 —20)2 4+ (y — yo)?

Uktad (7.1) mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej, tzw. postaci zlinearyzowanej
x' = fu(xo,y0)(x — x0) + fy(20,90)(y — vo) + Ri(x — 20,y — %0),

Y = g2(x0,90)(x — 20) + gy(x0,%0) (¥ — yo) + Ra(z — xo,y — yo)-

Zauwazmy, ze macierzg wspotczynnikow uktadu liniowego skojarzonego z ostatnim
uktadem réwnan jest jakobian

_( fe(@o,0)  fy(x0,30)
J((z0,90)) = < gm(xg,yg) gy(:rg,yg) )

Z poprzednich rezultatéw wynika natychmiast nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.2. Zatdimy, ze funkcje f i g sq¢ klasy C'. Zatéimy ponadto, ze
(x0,y0) jest punktem stacjonarnym uktadu (7.1).

Jesli czesci rzeczywiste wartosci wtasnych macierzy J((xo, yo)) sq ujemne, to (xo,yo)
jest punktem asymptotycznie stabilnym. Jesli co nagmniej jedna wartosé wtasna ma
cze$é rzyczywistq dodatnig, to punkt (zo,yo) jet niestabilny.
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7.4. Cykle graniczne
Przyklad 7.3. Rozwazmy uktad
o= —y+a(l -z —y?), ¥ =x+y(l-2®—y?).

Postaé¢ rownan sugeruje przej$cie na wspoétrzedne biegunowe. Wykorzystujac réwnania
wyjsciowe oraz zwiazki

z=rcost, y=rsind, r=+/22+1y?2, ﬂ:arctgg,
x

otrzymamy
dr Ordr Ordy,  wdr ydy dx dy
" (8xdt+8ydt)_r(rdt+rdt) Ta TV
= z(-—y+a2(l-2>—9?) +y(z+y(1—2*—y?)
= @)= y?) = 21 r)
oraz
dy 09dx  09dy —ydr xdy dx dy
LA Tl A e
N (o di 8ydt) e = Ve

= —y(—y+a(l-2"—9?) +z(z+y(l -2 —y?) = @ +y°) =r>

W konsekwencji zadany uktad réwnan we wspotrzednych biegunowych ma postaé

a _
dt

dr

pri r(1—1r?),

Rozwiazujac ostatnie réwnania z warunkami poczatkowymi r(0) = ro, 9(0) = 6o,

otrzymamy
"o

r(t) = . O(t) =t + .
O=Tmra-per Y ’
Wracajac do wspotrzednych wyjsciowych, mamy
a(t) = 10 cos(t + o), y(t) = 1o sin(t + o).

Vg + (1 —r2)e 2 Vi + (1 —r2)e 2

Dla rog = 1 trajektorig rozwiazania jest koto jednostkowe
x = cos(t + V), y = sin(t + Jp).

Dla rg < 1 rozwiazanie lezy w kole jednostkowym i poniewaz r(t) — 1 gdy t — +o0,
nawija sie spiralnie na okrag jednostkowy. Dla ry > 1 rozwigzanie lezy na zewnatrz
kota jednostkowego i rowniez nawija sie spiralnie na to koto, gdyz znowu r(t) — 1, gdy
t — 4-00. Rozwiazanie odpowiadajace wartosci ro = 1 nazywamy cyklem granicznym.

Twierdzenie 7.3 (Poincare-Bendixon). Zaléimy, ze funkcje fi g sq klasy C*.
Przypusémy, ze rozwigzanie uktadu (7.1) pozostaje w obszarze ograniczonym, ktory
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nie zawiera punktow krytycznych. Wowczas albo jest to rozwigzanie okresowe, albo
nawija sie spiralnie na rozwigzanie okresowe.

Dowoéd twierdzenia Poincare’go-Bendixona pominiemy. Podamy natomiast przy-
ktad jego zastosowania.

Przyklad 7.4. Rozwazmy uklad réwnan
=y, Y = eyl -2 -y

Zauwazmy, ze (0,0) jest jedynym punktem stacjonarnym tego ukladu. Poniewaz
4 (22 +y%) = 2y%(1 — 2? — y?), wyrazenie 2% + y? rosnie, gdy % +y® < 1, maleje gdy
x? + y? > 1, ponadto nie moze pozostaé¢ na zadnym kole o promieniu réznym od 1.
Wnosimy stad, ze rozwiazanie startujace z punktu réznego od poczatku uktadu nawija
sie na kolo jednostkowe 22 +y? = 1. Kolo to jest trajektoria rozwiazania okresowego.

Przyklad 7.5. Rozwazmy réwnanie
u” + (2u® +3u? — D)/ +u=0.

Przyjmujac x = w, y = v/, rownanie to mozemy zamieni¢ na réwnowazny uklad
réwnan
!/ /

=y, Y =—z+(1-20" -3y

Zauwazmy, ze

d dx dy
a(xQ +9?) = Zma —|—2ya =22y +2y(—z+y(l—22°—3y*)) = 2y°(1—22° — 3y?).

Zauwazmy dalej, ze jesli 22 +y? <1/3 to 1—22% —3y% > 0. Stad i poprzedniego
wzoru wnioskujemy, ze wyrazenie 22 +y? rosnie. Jedli x2+y? > 1/2 to 1-222—-3y% < 0.
W konsekwencji wyrazenie z? + 32 maleje. Wnosimy stad, ze rozwigzanie startujace
z punktu lezacego w obszarze 1/3 < 2 +y? < 1/2 pozostaje w tym obszarze. Na mocy
twierdzenia Poincare’go—Bendixona albo jest to rozwigzanie okresowe, albo nawija sie
spiralnie na rozwiazanie okresowe.

Twierdzenie 7.4 (Bendixon). Zaldzmy, ze funkcje fi g sq klasy C* w obszarze
U i ponadto wyrazenie % + g—g jest stale dodatnie lub stale ujemne w tym obszarze.
Wowczas uktad (7.1) nie ma domknietych trajektorii w zbiorze U.

Dowdd. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze uktad (7.1) ma rozwiazanie okre-
sowe o okresie T, ktorego trajektoria jest krzywa zamknieta I': z = z(t), y = y(¢),
t € 10,7, zawarta w U. Oczywiscie

T
/F F,y)dy — gle,y)dz = / [ (2(0),y(0)y/ () — g((t), y(0)) 2’ ()] dt = 0.

Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Greena

[ tenas—ateaio = [[ 250 1 2950 gy

gdzie D jest obszarem ograniczonym przez krzywa I'.
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Poniewaz na mocy zalozen prawa strona ostatniej réwnosci jest rézna od zera,
dostajemy sprzeczno$é, ktora korczy dowod.

7.5. Zadania

1. Okresli¢ rodzaj stabilnosci punktu stacjonarnego (0,0) dla uktadu:
a) 2'=-2x+y, y =-—bx— 6y;
b) 2’ =2—-=z o =u
¢c) '=-Te+y, y =3z—4y.

2. Zmalez¢ punkty stacjonarne oraz okresli¢ rodzaj stabilnosci w tych punktach:
a) ¥ =x+4y, Yy =x+y-—a%
b) 2 =x—y+a®+y? ¢ =12z — 6y;
c) o' =8x—y? o =y-—2%

3. Rozwazmy rownanie Van der Pola
2" +alx—1)' +2=0.
Podstawiajac v = z, v = ' otrzymamy réwnowazny uktad réwnan v = wv,
v’ = —u+ av — auv. Pokazaé, ze (0,0) jest jedynym punktem stacjonarnym tego
uktadu. Zbadaé¢ charakter punktu stacjonarnego w zaleznosci od wielkosci a.

4. Poda¢ rodzaj stabilnosci punktu (0,0) dla uktadu:
a) a'=(1/2)z—y+ay’, y =y+ay;
/ —

b) 2/ =-—2+y+ysin’z, ¢y =x—y—xsin’y;
¢) 2 =2y—z+xy?, Y =x+y—sin’z

5. Podac rodzaj stabilnosci punktu (0,0,0) dla uktadu:
a) ¥ =2x+y—z+22 Y =x+3y—2z> 2 =2z+2%
b) ’=In(1-2), vy =Wn(l+y+2), Z=h{l+z-—y2).
c) @ =y—xz—ltcos(xt+y+z), y=sin(r+z), J=1-elt

6. Rozwazmy uklad rownan
o=ytaf(r)/r, ¥ =—-x+yf(r)/r
gdzie r = 224 y?. Pokazaé, ze zerom funkcji f odpowiadajg rozwigzania cykliczne.
(Wskazowka: Po przejsciu na wspétrzedne biegunowe otrzymamy uktad % = f(r),

% = —1. Niechrg <11 < ... bedg zerami funkcji f. Jesli f(r) <0 dla0 <1 <1,
wWowcezas % < 0, w konsekwencji rozwigzanie nawija sie spiralnie na poczgtek

uktadu. Jesli f(t) > 0 dla 0 < r < rg, rozwigzanie nawija sie spiralnie na okrqg
o promieniu ro. Podobng analize mozemy przeprowadzi¢ dla dowolnego przedziatu

(ri—1,73)).

7. Wyznaczy¢ cykl graniczny uktadu réwnan:
1 z(@®4y?9) r_ y(z®+y%—9)
TEoyd Va2+y? y=o+ Va2+y?
2

(Wskazowka: Po przejsciu na wspdtrzedne biegunowe otrzymamy uktad % =7r“—4,
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% = 1. Rozwigzujgc te réwnania z warunkami r(0) = ro, 9(0) = Yo, otrzymamy
rozwigzania: r(t) = 2((ro + 2)e™* +rg — 2) /((ro+2)e ™ +2—rg), ¥(t) = t + .
Dia rog = 2 trajektorig jest koto x = 2cost, y = 2sint. Dla vy < 2 rozwigzanie
pozostaje w kole © nawija sie spiralnie na rozwigzanie okresowe. Dla rg > 2 roz-
wigzanie ucieka po spirali do nieskoticzonosci przy t — 1 71n :3% )
8. Wrykorzystujac twierdzenie Poincare’go—Bendixona wykazaé istnienie rozwigzania
okresowego uktadu rownan
o=z —y—z@*+y?), ¥ =c+y-y@®+y?).
(Wskazowka: Zauwazmy, ze % (x* + y?) = 2(22 + y*)(1 — 2% — y?). Zatem, jesli
2% +y? < 1 wyrazenie x2 + y* rosnie, jesli x> +y? > 1 wyrazenie % + y* maleje.
Wynika stqd, Ze rozwigzanie startujgce ze zbioru 1/r < x®> +y> < r (r > 1)
pozostaje w tym zbiorze. Na mocy twierdzenia Poincare’go—Bendixona w zbiorze
tym istnieje rozwigzanie okresowe, na ktdre nawijajg sie pozostate rozwigzania.

Postepujac jak w przyktadzie 7.3, znalezé to rozwigzanie.)

9. Zbada¢ istnienie cyklu granicznego dla uktadu réwnan:

a) o =— \/ﬁ’ Yy =x+ 2+y

b) o —z(2®+y?—4)%, Y =z —yla®+y’—4)>%
) o y, y’—x+y(x +y°—1).

) @ ——y—w(x +y?—4), ¥ =z—yl®+y>—4).

a0



Rozdzial 8

Problemy brzegowe dla réwnania
drugiego rzedu

8.1. Wprowadzenie do liniowych probleméw brzegowych
Rozwazmy réwnanie
ao(t)z” + ay(t)2' + az(t)x = f(1), (8.1)

gdzie ag, a1, as 1 f sa zadanymi funkcjami ciaglymi w przedziale [t1,ts]. Szukamy
rozwiazania z okreslonego w przedziale [t1, 2] i spelniajacego warunki brzegowe

hz)=m, @) =", (8:2)
gdzie
ll(x) = alm(tl) + agx/(tl) + Oégl'(tg) + 0[4.’El(t2),
la(z) = Bra(ty) + Boa! (t1) + Bax(ta) + Baz'(t2),
a Y1, Y2, O1....,04, B1, ..., B4 sa liczbami rzeczywistymi.
Jedli 1 = 2 = 0, problem brzegowy
Ii(x) =0, l(z)=0, (8.3)

nazywamy jednorodnym. Jesli 1, v2 nie zeruja sie rownoczesnie, czyli v7 + 73 > 0,
problem brzegowy (8.2) nazywamy niejednorodnym.

Zauwazmy, ze operatory ly, I3 sg operatorami liniowymi (funkcjonatami liniowymi)
dzialajacymi na przestrzeni funkcji okreslonym na przedziale [t1, t2]. Wartosciami tych
operatoréw sg liczby rzeczywiste.

Klasyczne przyktady problemoéw brzegowych:
Problem Dirichleta:

z(t1) =m, x(t2) =72
Problem mieszany:
z(t) =m, 2'(t2) =92 lub 2'(t)) =mn, z(t2) =7
Problem periodyczny:
x(t1) = x(ta), 2'(t1) = 2/ (t2).

Warto zaznaczy¢, iz poza nielicznymi przypadkami nie mamy metod, ktore po-
zwalaja wyznaczy¢ bezposrednio caltki réwnania (8.1).
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Rozwazmy réownanie jednorodne skojarzone z rownaniem (8.1)
ao(t)x” + a1 (t)z" + az(t)z = 0. (8.4)

Wiadomo, ze jesli funkcje @1, 2 : I — R sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami
rownania (8.4), to catka ogélna tego rownania ma postaé

z(t) = Crpa(t) + Capa(t). (8.5)

Uwaga 8.1. Niech 1 i w2 bedg liniowo niezaleznymi catkami réwnania (8.4).
Wowezas jednorodny problem brzegowy (8.4), (8.3) posiada wytgcznie rozwigzanie ze-
rowe wtedy i tylko wtedy, gdy

_ | hler) hle2)
8= la(p1) la(p2) #0.

Istotnie, podstawiajac do jednorodnych warunkéw brzegowych (8.3) calke ogolna
réwnania (8.4), otrzymamy

Cil1(p1) + Cali(p2) =0,
Cila(v1) + Cala(p2) = 0.

Jesli A # 0, na mocy twierdzenia Cramera ostatni uklad ma wzgledem Cy, Co wy-
tacznie rozwiazanie zerowe.

Uwaga 8.2. Niejednorodny problem brzegowy (8.1), (8.2) ma doktadnie jedno
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy problem jednorodny (8.4), (8.3) posiada wytgcznie
rO2ZWIGZANIE Zerowe.

Istotnie, niech ¢4 i @2 beda catkami réwnania (8.4), ¢ catks rownania (8.1). Calka
ogolna rownania (8.1) ma postaé

2(t) = Cro1(t) + Capa(t) + @o(t).
Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych (8.2) otrzymamy uktad réwnan
Cili(p1) + Cali(p2) + li(po) = 71,

Cila(e1) + Cola(p2) + l2(p0) = 7o.

Uktad ten ma dokladnie jedno rozwigzanie, jesli A # 0, skad i uwagi 8.1 teza uwagi
8.2 wynika natychmiast.

Problem brzegowy nazywamy regularnym, jesli przedzial [t1, t2] jest skoniczony oraz
ap(t) # 0 dla t € [t1,ts]. Jesli przedzial jest nieskoriczony, lub funkcja ag przyjmuje
wartosci zerowe, problem brzegowy nazywamy singularnym.

Jesli wspotezynniki rownania (8.1) zaleza od parametru A, to wartosci parame-
tru A, dla ktérych zadany problem brzegowy posiada niezerowe rozwiazanie, nazy-
wamy wartosciami wtasnymi. Zbior wszystkich wartosci wlasnych nazywamy spek-
trum. Problem (8.1), (8.2), w przypadku gdy wspotczynniki rownania (8.1) zaleza od
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parametru A, nazywamy problemem Sturma—Liouville’a. Ponizej podamy przyklady
takich problemoéw, natomiast w nastepnym podrozdziale pokazemy pewne proste wta-
snoéci rozwiazan regularnego zagadnienia Sturma-Liouville’a.

Przyktad 8.1. Rozwazmy problem
"+ Xz =0, z(0)=0, z(7)=0.

Jesli A\ = 0, rozwiazanie ogolne rozwazanego réwnania ma postac¢ z(t) = Ci + Cat.
Warunek brzegowy jest spelniony wylacznie przez rozwiazanie zerowe. Zatem 0 nie
jest wartoscia wlasna.

Jesli A < 0, wowczas rozwigzanie ogélne ma postaé¢ z(t) = Cre™ V=M 4 CheV =2,
Jedynym rozwiazaniem spelniajacym warunki brzegowe jest rozwiazanie zerowe.
A wiec zadna z liczb ujemnych nie jest wartoscia wlasna.

Jesli A > 0, rozwiazanie og6lne ma postac

z(t) = Cy sin VAt 4+ Cy cos VAL
7 warunkéw brzegowych wynika, ze
Co=0, CisinvVAir=0.

Stad
VT = nm,

a wiec
A =n?

Wartosciami wlasnymi sg liczby \,, = n?, n € N, a funkcje x,, = sin nt, odpowiadaja-
cymi im funkcjami wlasnymi.

Przyklad 8.2. Rozwazmy problem
"+ Xx =0, z(0)+2'(0)=0, z(1)=0.

Jesli A = 0, rozwiazanie ogolne rozwazanego rownania ma postac z(t) = C7 + Cat.
Warunki brzegowe sa spelnione, jesli C7 + Cy = 0, czyli Co = —C7. Liczba A = 0 jest
zatem wartosciag wlasng, a x = 1 — t odpowiadajaca jej funkcja wlasng.

Jesli A < 0, rozwigzanie ogolne ma postaé z(t) = Cre V=M 4 CheV = a wa-
runki brzegowe sa spetnione wytacznie przez rozwiazanie zerowe. Oznacza to, ze zadna
z liczb ujemnych nie jest wartoscia wlasna.

Zatézmy teraz, ze A > 0. Rozwiazanie ogélne ma postaé

z(t) = Cy sin VAt + Cs cos VL.
Podstawiajac do warunkéw brzegowych, otrzymamy uklad réwnan
ﬁCl+szO, C’lsinﬁ—l—Czcosxf)\:O.

Uktad ten ma rozwiazanie niezerowe, gdy

tgﬁ:\[\.
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Ostatnie réwnanie ma nieskonczenie wiele rozwigzan: A,, n = 1,2,..., przy czym
nr <A\, < (2n+1)w/2 dlan =1,2,.... Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcjami wlasnymi

sa funkcje: ¢, (t) = sin (\/)\n(l — t)), gdzien=1,2,....
Przyklad 8.3. Rozwazmy problem
"+ X2 =0, 2(0)=x(r), 2(0)=2'(n).

Jesli A = 0, rozwiazanie ogdlne ma postac¢ z(t) = C1 + Cat. Warunki brzegowe
sa spelnione, jesli C; = Cy + Cym, Co = Cy. Stad Cy = 0, a C7 moze przyjmowaé
warto$¢ dowolng. Liczba A = 0 jest wartoscia wlasna, a * = 1 odpowiadajaca jej
funkcja wtasna.

Jesli \ # 0, pierwiastkami rownania charakterystycznego sa liczby \i oraz —\i,
a rozwigzanie ogblne ma postac

x(t) = Cy sin(At) + Cy cos(At).
Podstawiajac to rozwiazanie do warunkéw brzegowych, otrzymamy
sin(Am) Cy — (1 — cos(Am))Ca = 0,
A1 = cos(Am))Cy + Asin(Am) Cy = 0.
Ostatni uktad posiada rozwiazanie niezerowe, jesli

sin(Am) —(1 = cos(A))

)\(1 _ cos(/\7r)) Asin(Ar) = 2/\(1 — cos()m)) =0.

Rozwiazujac rownanie
2A(1 = cos(Am)) =0

otrzymamy wartosci wtasne A\, = 2n dla n = 1,..., przy czym wartosci wtasnej A,
odpowiadaja funkcje wlasne x,, (t) = cos2nt oraz x,,(t) = sin 2nt.

8.2. Regularne zagadnienie Sturma—Liouville’a

Rozwazmy roéwnanie (8.1) w przypadku gdy a1(t) = ay(t), aa(t) = q(t) + Ar(t),
gdzie ¢ i r sa zadanymi funkcjami, A parametrem, a f(t) = 0. Przyjmujac ao(t) = p(t)
réwnanie (8.1), mozemy wowczas zapisa¢ w postaci

(p(®)z") + (q(t) + Ar(t))z = 0. (8.6)
Szukamy rozwiazania spelniajacego jednorodne warunki brzegowe
ar1z(ty) + a2’ (t1) = 0,
Brx(ta) + Baa’(t2) = 0, (8.7)
lub niejednorodne warunki brzegowe

a1z(ty) + a2’ (t1) = i,
Bra(ts) + Boz’(t2) = 72, (8.8)

gdzie wielkosci aq, a9, B1, B2, 71, V2 sa zadanymi liczbami rzeczywistymi.
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Problem (8.6), (8.7) nazywamy jednorodnym reqularnym zagadnieniem Sturma-
-Liouwille’a, a problem (8.6), (8.8) niejednorodnym regularnym zagadnieniem Sturma-
-Liouwille’a.

Jesli 1 1 @9 sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami rownania (8.6), to — zgodnie
z wynikami rozdziatu 3 — catka ogolna rownania (8.6) ma postaé

z(t, A) = Crp1(t, A) + Cagpa(t, A). (8.9)

Podstawiajac (8.9) do warunkow (8.8) (lub (8.7)), otrzymamy na wyznaczenie statych
C1 1 Cy uklad rownan

(011 (t1, A) + @ (81, A)) Cr 4 (apa(ts, A) + aaph(t1, X)) Ca = 71,
(Brp1(ta, A) + B2 (t2, X)) Cr + (Brpa(ta, A) + Bagy(t2, A))Ca = 72. (8.10)

Oznaczmy przez D()\) wyznacznik wspotezynnikow uktadu (8.10), tzn.

D) = a1 (t1, A) + an@l (1, A)  aapa(ty, A) + aoph(tr, A)
Broi(ta, A) + Bapi(t2,A)  Brpa(tz, A) + Bah(tz, A)

Rozwazmy wpierw przypadek, gdy 1 = 72 = 0, tzn. przypadek jednorodnych
warunkow brzegowych. Jesli D()A) # 0, uklad (8.10), a w konsekwencji problem (8.6),
(8.7), posiada wylacznie rozwiazanie zerowe. Jesli D(A\) = 0, uklad (8.10), a za-
tem problem (8.6), (8.7), ma nieskoriczenie wiele rozwiazan. Wartosci A, dla ktorych
D(\) = 0, nazywaja sie wartosciami wtasnymi.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy uklad (8.10) jest niejednorodny, co oznacza, ze
¥ +~2 > 0. Jesli D(A\) # 0, uktad (8.10), a zatem problem (8.6), (8.8), ma dokladnie
jedno rozwiazanie. Jesli D(A) = 0, uktad (8.10), a zatem problem (8.6), (8.8), moze
nie mie¢ rozwiazania albo tez mie¢ nieskonczenie wiele rozwiazan.

Twierdzenie 8.1. Niech A bedzie wartosciq wtasng problemu (8.6), (8.7),
a @1, o rozwigzaniami odpowiadajgcymi wartosSci wtasnej A. Wdowczas funkcje
©1, Y2 $q liniowo zalezne.

Dowod. Pierwszy z warunkow (8.7) daje rownosci:

8
ar1p1(t) + azpl(t1) =0,
a1pa(t1) + aaph(t) = 0.

Poniewaz przynajmniej jeden ze wspolczynnikow o, g jest rozny od zera, z twier-
dzenia Cramera wynika, ze

Na mocy twierdzenia Liouville’a (twierdzenie 3.1) i wynikajacych z niego konsekwencji
(zob. uwage 3.5 oraz twierdzenie 3.3) funkcje @1 oraz s sa liniowo zalezne.

Niech p : [, 8] — R bedzie funkcja rozniczkowalna, ¢ : [a, 5] — R funkcja ciagla,
z : [, 8] = R funkcja dwukrotnie rozniczkowalna. Niech P bedzie operatorem danym
wzorem

P(2)(t) = (p(t)a' (1) + q(D)x(t) = p(t)a" (1) + P ()2 () + () (). (8.11)
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Oczywiscie operator P dziala na przestrzeni funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych
w przedziale [a, B].
Przyjmujac oznaczenie P, rownanie (8.6) mozemy zapisaé w postaci

P(z) + Arz = 0.

Lemat 8.1. Niech z,y : [o, 8] — R bedg funkcjami dwukrotnie rézniczkowalnymi.

Wowczas
ta

t1

/Q@Purawwna:mw@ﬁwmfx@ym)

t1
Dowéd. Zauwazmy, ze
yP(x) — P(y) = y(px" + p'z" + qx) — x(py” + 'y’ + qv)
=p(a"y —xy") +p'(z'y — xy’) = %(p(w’y —xy')).

Calkujac ostatnia rownos$é w przedziale [t1, t2], otrzymamy zadang rownosé.

Twierdzenie 8.2. Zaldimy, zZe p jest funkcjq rézniczkowalng, a q funkcjg cigglq
w przedziale [t1,t2]. Zatdézmy ponadto, ze r(t) > 0 dla t € [t1,t2]. Niech A1, Ao,
A1 # Aa, bedg wartosciami wlasnymi problemu (8.6),(8.7), a ¢1, w2 odpowiadajgcymi
im funkcjami wtasnymi. Wowczas

/:2 ()1 () p2(t)dt = 0. (8.12)
1

Ponadto p1, pa sq liniowo niezalezne.

Dowo6d. Poniewaz @1, s sa rozwiazaniami rownania (8.6), zatem
P(p1) +Mrer =0, P(p2) + Aara = 0.
Uwzgledniajac ostatnie réwnosci, tatwo sprawdzié, ze
2P (1) — 1P (p2) = (A2 — A1)rp102.
Calkujac ostatnia rownos¢ w przedziale [t1, t2] 1 uwzgledniajac lemat 8.1, otrzymamy

(A2 — )\1)/ i rp1pedt = / ’ [p2P(p1) — 1P (p2)] dt

t1 t1

= p(t) (D)2, (1) — o1 ()|

(8.13)

t1

Poniewaz funkcje o1, @2 spelniaja jednorodne warunki brzegowe (8.7), zachodza row-
nosci

arp1(ty) +azyi(t) =0, B (ta) + Bayy(t2)
—0

0,
arpa(ty) + azph(tr) T B1oa(ts) + Bogh(ta) = 0
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Z faktu, ze co najmniej jeden ze wspotczynnikow oy, s (wzglednie 31, 52) jest rozny
od zera, na mocy twierdzenia Cramera mamy
p1(t)h(t1) — @1(t)pa(t) =0 oraz  pi(t2)ps(ta) — @i (t2)p2(tz) = 0.

Uwzgledniajac ostatnie rownosci w (8.13), otrzymamy (8.12).
Przypusémy, ze @9 = cp1, ¢ # 0. Z warunku (8.12) wynika, ze

ta
/ er(t)pidt = 0.

t1
Stad wnosimy, ze @1 = 0, a w konsekwencji o = 0. Zatem funkcje o1, @2 sa liniowo
niezalezne, co konczy dowdd.
W jezyku analizy funkcjonalnej warunek (8.12) oznacza, ze funkcje @1, @2 sa
ortogonalne z waga 7.

Twierdzenie 8.3. Dla regularnego problemu Sturma—Liouville’a (8.6), (8.7) gdzie
r(t) > 0, wartosci wtasne sq rzeczywiste.

Dowdd. Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze warto$é wlasna jest liczba ze-
spolona, czyli A = a + ib. Niech p(t) = u(t) + iv(t) bedzie odpowiadajaca jej funkcja
wlasna. Poniewaz ¢ jest rozwigzaniem réwnania (8.6)

P(p) + Are =0,
lub
P(u+iv)(t) + (a+ ib)r(t)(u(t) +iv(t)) = 0.
Ostatnia réwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej
P(p) + (ap — bv)r +i(P(v) + (av + bu)r) = 0.
Liczba zespolona jest rowna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jej cze$¢ rzeczywista
i urojona jest rowna zeru. Stad

P(u) + (ap — bv)r =0, P(v) + (av + bu)r = 0.
FLatwo sprawdzi¢, ze
vP(p) — pP(v) = br(p® + v*).
Calkujac ostatnig rownos¢ w przedziale [t1,t2] i wykorzystujac lemat 8.1, otrzymamy
to to ta
b/ (u* +v?)rdt = / [P (u) — wPw)]dt = p(u'v — pv")| . (8.14)
ty t1 ty
Funkcja ¢ spelnia warunki brzegowe (8.7), a zatem zar6wno jej czesé rzeczywista
jak i urojona spelniaja te warunki, czyli
arp(t) +azp/ () =0, - oap(ts) +agp(t2) = 0,
Oéll/(tl) + Oégl//(tl) = 0 Olllj(tg) + CLQV/(tQ) = O

Poniewaz « i i nie zeruja sie rownoczesnie, z twierdzenia Cramera wynika, ze

p(t)v (t) — p' (t)v(t) =0 oraz  p(ta)V/(t2) — p'(t2)v(t2) = 0.

Na mocy ostatnich réwnosci wnosimy, ze prawa strona wzoru (8.14) jest rowna zeru.
Poniewaz 2%(t) + y2(t) > 0 wynika stad, ze b = 0, co nalezalo pokazad.
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8.3. Zadania

1. Znalez¢ rozwiazanie problemu:
a) z/+x=0, x(0)+2(0)=2, z(1)+32'(1) =4;
b) z” —612'4+252=0, 2/(0)=1, z(r/4) =0.

2. Zmnalez¢ rozwiazanie periodycznego problemu brzegowego:
a) 2/ +mx=0, z(-1)==z(1), /(1) ==z(1);
b) 2’ —xz=0, z(0)=uxz(n/2), 2(0) =2'(n/2).

3. Pokazaé, ze problem brzegowy
2" =0, aiz(t)) +aa'(t) =c,  fiz(t2) + B2/ (t2) = 2
ma wytacznie rozwiazanie zerowe wtedy i tylko wtedy, gdy
A =a1Bi(ta —t1) + a1z — a1 # 0.

4. Znalez¢ wartosci wtasne i funkcje wtasne dla problemu:
2"+ X =0
z nastepujacymi warunkami brzegowymi:

a) (0)—0 (1) =0;

b) 2'0) =0, x() 0;

c) m(0)—0 z(1) +2'(1) = 0;

d) x(0) —2'(0) =0, 2/(1) =0;

e) z(0)—a'(0) =0, z(1)+2'(1) =0.

5. Znalezé¢ wartosci wlasne i funkcje wlasne dla problemu:
a) z/+Xxx=0, z(0)=0, z(r/2) =0;
) 2"+ (1+ Nz =0, m(O) = z(m) = 0;
c) /42 +(1+Nx=0, z(0)==x(2)=0;
) () + Aw/2 =0, 2(0) = (1) = 0.

6. Pokazaé, ze funkcje wlasne problemu periodycznego
" + (A+16a)x =0, z(0)=2x(n), 2/(0) = 2'(n).
s ortogonalne. ( Wskazdwka: Przyjeé P(z) = (2') + 16ax, a nastepnie powtdrzyé
argumenty twierdzenia 8.2).

7. Pokazaé, ze problem
— 4\’ + 4Nz =0, =z(0)=0, z(1)+2'(1) =0,
gdzie A > 0, ma tylko jedna wartosé¢ wlasna i wyznaczy¢ odpowiadajaca jej funkcje
wlasna.



Rozdzial 9

Calki pierwsze ukladu réwnan

9.1. Calki pierwsze ukladu réwnan

Rozwazmy uklad réwnar

E = fl(taxlv 71'n)7
..................... (9.1)
dx,
= b ),
gdzie f; : U = R, i=1,...,n (U C R"!) sa funkcjami ciagtymi.
Niech
J)1=(p1(t,C1,...,Cn),..., l‘n:(pn(t,cl,...,cn), (92)

bedzie caltka ogolng uktadu (9.1). Przypusémy, ze z uktadu (9.2) potrafimy wyznaczyé
Cy,...,Cy, czyli

Ci=g1(t,x1,...,2n)y..oy, Cn=gn(t,x1,...,2p). (9.3)

Poniewaz ustalonemu zestawowi stalych odpowiada konkretne rozwiazanie uktadu
(9.1), wzdluz ustalonego rozwiazania x1(t),..., ,(t) uktadu roéwnan (9.1) funkeje g,
..., gn 53 state. W Swietle tej uwagi naturalna wydaje sie ponizsza defnicja.

Definicja 9.1. Funkcje g : U — R klasy C' nazywamy catkg pierwszq uktadu
rownan (9.1), jezeli dla dowolnego rozwigzania

x1=x1(t), ..., Tpn=2an(t), tel,
uktadu réwnari (9.1) mamy
g(t,x1(t),...,2n(t)) = const dla tel,
tzn. funkcja g jest stata wzdtuz dowolnego rozwigzania uktadu réwnari (9.1).

Okazuje sie, ze znajomos¢ catek pierwszych moze by¢ bardzo uzyteczna (zob. na-
stepny rozdzial). Poniewaz calka ogélna uktadu (9.1) zalezy od n stalych, powstaje
pytanie: czy znajomos¢ n stosownie dobranych catek pierwszych uktadu réwnan (9.1)
nie wystarcza do wyznaczenia klasy wszystkich catek pierwszych tego uktadu? Pozy-
tywna odpowiedz na postawiony problem daje sformulowane ponizej twierdzenie 9.1.
Whpierw sformutujemy kilka oczywistych wtasnosci catek pierwszych.
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Uwaga 9.1. Niech F : R — R bedzie funkcjq klasy C*, a g catkq pierwszq uktadu
(9.1). Wowczas funkcja h = F o g, czyli

h= F(g(t,xl,...,xn))

jest rowniez catkq pierwszq uktadu (9.1).
Podobnie, jesli funkcje qu,..., gk sa catkami pierwszymi uktadu (9.1), a funkcja
F : R¥ — R jest klasy C*, to funkcja h = F o (g1,...,9x), czyli

h/::l?(gl(taxla"'7xn)7'"7gk(t7mla"'axn))

jest réwniez catkq pierwszqg uktadu (9.1).

Definicja 9.2. Funkcje g1, ..., gm € CHQ) (m < n) nazywamy funkcyjnie
niezaleznymi w zbiorze U, jesli dla dowolnego (t,x1,...,xy,) € U rzqd macierzy
991 (L1, Zn) 991 (t,1,..,%n)
Oz te Oxy,
Ogm(terwn)  Ogm(t@rmy)
oz te Oxy,
wynosi m, tzn., Ze w kazdym punkcie (t,x1,...,T,) € Q wiersze tej macierzy sq wek-

torami lintowo niezaleznymi. W szczegdlnosci, jesli m = n, oznacza to, zZe wyznacznik
powyzszej macierzy jest rozny od zera.

Zauwazmy, ze jesli g1, ..., gm sa funkcyjnie niezalezne w zbiorze U, to dla dowol-
nego (t,z) € U réwnosé

Agi(t,x) + ...+ Apgm(t,z) =0

zachodzi tylko wéwczas, gdy A\ =0,..., A, =0.
. . o . .
Przypomnijmy, ze punkt (tg,2) € U nazywamy punktem réwnowagi (lub sta-
cjonarnym) ukladu (9.1), jesli prawe strony tego uktadu zeruja sie w tym punkcie,

czyli fi(to, ) = falto, ) = ... = fu(to, %) = 0.

Twierdzenie 9.1. Zaldzmy, ze prawe strony fi,..., fn uktadu réwnan (9.1) sq
funkcjami klasy C* w obszarze U C R x R™. Zatdzmy ponadto, Ze w pewnym otoczeniu
punktu (to,:%) = (to,gl, . ,:%n ) € U, niebedgcym punktem réwnowagi uktadu (9.1),
istnieje n catek pierwszych funkcyjnie niezaleznych g1, ..., g, tego uktadu.

Jesli g jest dowolng catkq pierwszq uktadu (9.1), to istnieje funkcja F klasy C*

taka, ze w pewnym otoczeniu punktu (to,g) mamy

g(t,x1,...,xy) = F(gl(t,xl,...,xn),...,gn(t,xl,...,ajn)). (9.4)

Dowod. Dla (tg,x) € U rozwiazanie ¢ ukladu (9.1) speiajace warunek
©(tp) = x oznaczmy symbolem (- ;tg,x). Oczywiscie p(to;to,z) = =. Rozpisujac
ostatnia rowno$¢ we wspoétrzednych, otrzymamy
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801(750; t071"17 e a-rn) =T,
@n(tht(),xla axn) = Tn
Zauwazmy, ze
64/71(150;150,1:1,4..@”) a‘Pl(tO§t0:11»~-<7wn)
o2 0.2 10 ... 00
: = =1.
9pn (tosto,®1,--,n) Opn (tosto, 1, %n) 00 ... 01
Oxq o Oy,

Zaloimy, ze (to, ) € U nie jest punktem réwnowagi ukladu (9.1). Niech I x V bedzie
otoczeniem punktu (fo, %) tak dobranym, ze dla kazdego (t,x) € I x V rozwiaza-
nie p(-;t,x) jest okreslone w punkcie tg. Ponadto, poniewaz funkcje w powyzszym
wyznaczniku sa ciggle, mozemy otoczenie to dobra¢ tak, aby

9p1 (to;t,T1,..5Tn) 91 (to;t,T1,..5Tn)
oz e oz,
: : : 70,
Opy (to;t,T1,...,Tn) Opy (to;t,T1,...,Tp)
oz e oz,

dla (t,z) € I x V. Oznacza to, ze funkcje o1 (to; -, *),-- ., @n(to; -, ) sa funkcyjnie
niezalezne w zbiorze I x V.

Przy przyjetych zalozeniach o funkcjach fi,..., fn, przez kazdy punkt
(t,x) € IxV przechodzi dokladnie jedno rozwiazanie ¢( - ; ¢, z) uktadu (9.1). Ponadto,
jesli y = o(s;t,x), to x = (t;s,y), s € I. Dla (t,z) € I x V polézmy T = p(to;t, ).
Zgodnie z powyzszymi obserwacjami wartos¢ T jest stala na kazdej catce uktadu (9.1)
(tzn. jesli T’ jest wykresem catki uktadu (9.1), to ¢(to;¢, ) = const dla dowolnego
(t,z) € T'). Zatem dla dowolnego s € I mamy:

¥1 (to;s,go(s;t,x)) = Sal(t(); S7y) - @1(’50;@1) = E13
So(t(); s»@(s;tax)) = @n(to;say) = Son(t();tvx) = inv

gdzie y = p(s;t, x).
Wynika stad, ze funkcje ¢1(to; -, <), - .., @n(to; -, -) sa funkcyjnie niezaleznymi cal-
kami pierwszymi ukladu (9.1) na zbiorze I x V. Polézmy

gi(swxl)"wmn) :<Pi(t0§3a$1a--~733n)7 i= 1,...,7’7/.

Oczywiscie g1, . . ., gn sa funkcyjnie niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu (9.1) na
zbiorze I x V. Niech g : I x V — R bedzie dowolna catka pierwsza uktadu (9.1).
Poniewaz calki pierwsze sa stale wzdluz dowolnego rozwiazania z = z(s), s € I,
uktadu (9.1), rozniczkujac wzgledem s réwnoscei:

g1(s,2(5)) =0, ..., gn(s,z(s)) =0, g(s,z2(s))=0



138 Rozdzial 9. Calki pierwsze uktadu réwnan
i wykorzystujac zwiazki z}(s) = fi(s,x(s)), i = 1,... n, otrzymamy uklad réwnan:

991 (s,z(s))
ds

agn(s,x(s)) 8gn(87$(3))
as + fl (S7x(8)> axl +fn(37x(s)) 81;” - 07
ag(s, x(s)) ag(s, x(s)) Bg(s, ;v(s)) B
Ep + fi (S’I(S))T + ...+ fn(s,x(s))T =0,
dla s € I. Poniewaz dla dowolnego s € I powyzszy uklad posiada rozwiazanie nieze-
rowe wzgledem 1, f1, ..., fn, zatem wyznacznik wspotczynnikéw musi by¢ rowny zeru,
czyli dla s € I mamy
g1 (s,x(s)) 991 (s,a:(s)) g1 (s,x(s))
Os oxq o Oxp
: : : _o.
Ogn (s,x(s)) Ogn (s,:c(s)) Ogn (s,x(s))
Os Oxq te o,
dg (e,r(s)) dg (s,m(s)) dg (s,.’r(s))
Os oz, te o,

7 ostatniej rownosci wynika, ze pochodne funkcji g sa liniowo zalezne od pochod-
nych funkcji g1, ..., g,. Po scalkowaniu stosownych rownosci otrzymamy

g(t’x) = F(gl(tvx)v s 7gn(t7x))a

gdzie F jest funkcja klasy C'. Dowod twierdzenia 9.1 zostal zakoriczony.

Rozwazmy teraz uktad autonomiczny

dx

T;:fl(xlu ,.’L'n),

..................... (9.5)
%:fn(xla 7xn)

Zalozmy, ze fn(x1,...,2,) # 0, (z1,...,2,) € U. Polézmy s = x,, oraz ﬁ = fi/fn
dlai=1,...,n — 1. Wowczas dt = (1/f,)dx, = (1/fn)ds, a uklad (9.5) mozemy
zapisa¢ w formie réwnowaznej:

dz ~
T;:fl(xla ,$n_1,8),
........................... (9.6)
dx,— ~

! :fn(l‘17 73/'71_175)
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Zgodnie z poprzednim twierdzeniem, w otoczeniu dowolnego punktu niebedacego
punktem réwnowagi, uktad ten posiada n—1 funkcyjnie niezaleznych catek pierwszych

91291(9517-.-79%—178), cee gnf1=gn71($17---,5€n—178)~

Ponadto, jesli g jest catka pierwsza w tym otoczeniu, to g = F o (g1,...,gn—1), gdzie
F jest stosownie dobrang funkcja klasy C?.

Uwaga 9.2. Jesli (9.1) jest uktadem autonomicznym, to znaczy niezaleznym od
zmiennej t 1 ponadto f1 # 0, to uktad ten mozna sprowadzié do réwnowaznego uktadu

n — 1 rownan
dry é dr, &

dey — fi7 T da o i

Zgodnie z twierdzeniem 9.1, aby znaleZé wszystkie catki pierwsze tego uktadu, wystar-
czy znaé¢ n — 1 catek pierwszych funkcyjnie niezaleznych.






Rozdzial 10

Metoda charakterystyk dla réwnan
rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu

10.1. Roéwnania ré6zniczkowe czastkowe pierwszego rzedu

Roéwnanie rézniczkowe czastkowe to rownanie, w ktorym wystepuje niewiadoma
funkcja dwoch lub wiecej zmiennych oraz jej pochodne czgstkowe. Rzedem réwnania
nazywamy najwyzszy rzad pochodnej. I tak réwnaniem rézniczkowym czastkowym
pierwszego rzedu nazywamy zaleznoscé

F(x1y.. oy Tpy Uy Ugyy .oy Uy, ) =0, (10.1)

gdzie (z1,...,7,) € U C R", F : U x R""! — R jest zadang funkcja, a u szukang
funkcjg zmiennych 1, ..., z,.

Funkcje ¢ : U — R posiadajaca pochodne czastkowe wzgledem zmiennych
1, ..., T, w obszarze U taka, ze

F(xl,...,xn,go(xl,...,xn),gowl(xl,...,J;n),...,<p1."(x1,...,xn)) =0

dla (z1,...,2z,) € U, nazywamy rozwiazaniem réwnania rozniczkowego (10.1) okre-
$lonym w zbiorze U.

Przyktadem réwnania rézniczkowego czastkowego pierwszego rzedu jest zaleznosé
LUz + YUy = U.
Nietrudno sprawdzié¢ bezposrednim rachunkiem, ze funkcja
u(z,y) = xF(y/z),

gdzie F jest dowolng funkcja rozniczkowalna jednej zmiennej, jest rozwigzaniem na-
szego rownania. Tak wiec w przypadku rownania rézniczkowego zwyczajnego calka
ogo6lna zalezy od rodziny stalych, a w przypadku réwnania rézniczkowego czastkowego
pierwszego rzedu calka ogolna zalezy od rodziny funkcji.

W rozdziale tym omoéwimy rozwigzywanie réwnan rézniczkowych czastkowych
pierwszego rzedu metoda charakterystyk. Metoda ta polega na sprowadzeniu rozwia-
zania réwnania roézniczkowego czastkowego do rozwiazania uktadu réwnar rézniczko-
wych zwyczajnych, tak zwanych réownar charakterystyk. W tym celu znajduje sie
rozwiazanie rownania wyjsciowego wzdluz pewnych krzywych, a nastepnie pokazuje
sie, ze powierzchnia utworzona w stosowny sposéb z tak skonstruowanych krzywych
(tzw. charakterystyk) jest rozwiazaniem réwnania wyjsciowego. Znalezienie rozwia-
zania réwnania czastkowego wzdtuz stosownie dobranych krzywych sprowadza sie do
rozwiazania ukladu réwnan zwyczajnych (rownan charakterystyk).
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Wpierw sformutujemy idee tej metody na prostym przyktadzie rownania liniowego
o stalych wspolczynnikach, nastepnie rozwiniemy ja dla przypadku réwnan liniowych
o wspotczynnikach funkcyjnych, jak réowniez rownan quasi-liniowych o wspotczynni-
kach funkcyjnych.

10.2. Liniowe réwnanie czastkowe o stalych wspoétczynnikach

Rozwazmy liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu o stalych
wspotczynnikach
auy +buy, =¢, (v,y) €U C R% (10.2)

Niech u bedzie rozwigzaniem rownania (10.2) w obszarze U. Rozwazmy krzywa T’
zawarta w U dana réwnaniami

Oczywiscie wzdtuz krzywej ' rozwiazanie u przyjmuje wartosci
2(t) = u(x(t),y(t), tel,
a pochodna wzgledem zmiennej ¢ wyraza sie wzorem

dz 8ud£ E)u@

o e — . 10.
dt  Oxdt Oydt (10.3)
Zalozmy, ze krzywa I jest tak dobrana, ze
dx dy
el ~Z —p. 10.4
at — ot b (104)

Stad i z faktu, ze u jest rozwiazaniem réownania (10.2) wynika, ze prawa strona relacji
(10.3) jest rowna ¢, czyli

dz

— =c. 10.5

7 (10.5)
Rozwiazujac réwnania (10.4) z warunkami poczatkowymi: 2(0) = zg, y(0) = o,
otrzymamy

z = at+xo, y=0bt+yo,

lub po wyrugowaniu parametru ¢
b
Yo=19y — a(m —Zp). (10.6)
Zauwazmy, ze przez kazdy punkt obszaru U przechodzi dokladnie jedno rozwiazanie

uktadu rownar (10.4).
Rozwigzanie rownania (10.4) ma postac¢

z=ct+ K. (10.7)
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Oczywiscie funkeja (10.7) jest rozwiazaniem rownania (10.2) wzdtuz krzywej T', czyli
krzywej danej rownaniem (10.6). Mianowicie, ct + K = u(z(t),y(t)), gdzie u jest
rozwigzaniem rownania (10.1), a x = x(t), y = y(t) rownaniem krzywej I". Jesli zatem
stata, K zastapimy dowolna funkcja, ktora na krzywej I' przyjmuje stata wartosé, co
symbolicznie mozemy zapisa¢ K = F(yo), gdzie yo jest dane wzorem (10.6), to funkcja

z = ct+ F(yo),
bedzie w dalszym ciagu spelnia¢ rownanie (10.2) wzdtuz krzywej I'. Kladac
t=(x—m0)/a, yo=y—(x—x9)/a
oraz przyjmujac u w miejsce z, otrzymamy

c b b
u(z,y) = a(:c—zo)—FF(y— E$+ 53:0).

Zakltadajac, ze F' jest dowolng funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej, nietrudno bez-
posrednim rachunkiem sprawdzié, ze tak skonstruowana funkcja u jest rozwigzaniem
réwnania (10.2). Istotnie

auy + buy, = a(% - gF’(y - Sx—i— gxo)) +bF (y — gaz—i- Sxo) =c.

Tak wiec, aby znalezé rozwigzania rownania (10.2), wystarczy rozwiaza¢ uklad
rownan liniowych (10.4), (10.5). Rownania te nosza nazwe réwnarn charakterystyk,
a ich rozwiazania charakterystyk rownania (10.2). Warunki poczatkowe x(0) = o,
y(0) = yo nalezy dobra¢ tak, aby krzywe catkowe I' pokryly caly obszar U. Za-
zwycza] jako punkty poczatkowe wygodnie jest wzia¢ punkty lezace na stosownie
dobranej krzywej, na przyktad na osi Oz lub Oy. Czesto wystarczy ograniczy¢ sie do
rozwiazan speliajacych warunki: 2(0) = 0, y(0) = y,. Zauwazmy jeszcze, ze poniewaz
F jest dowolna funkcja, wygodnie jest uzyskane rozwiazanie rownania (10.2) zapisac
w postaci rownowaznej

u(z,y) = g:c +F(y— Sx) (10.8)

Warto zrozumieé¢ geometryczng idee powyzszego postepowania. Otéz funkcja F' opi-
suje powierzchnie regularna utworzong z charakterystyk. Poniewaz wzdtuz kazdej cha-
rakterystyki rownanie (10.2) jest spetnione, ponadto powierzchnia jest klasy C, zatem
jest to szukane rozwigzanie.

Przyklad 10.1. Znalezé rozwiazanie rownania
Uy +2uy, =0, >0, yeR, (10.9)

spelniajace warunek poczatkowy

u(0,y) = f(y), (10.10)

gdzie f jest zadana funkcja roézniczkowalna.
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Rozwiazujac rownania charakterystyk

dx_l @_

- = =2
dt Todt

z warunkami poczatkowymi z(0) = 0, y(0) = yo, otrzymamy
T = tv Y= 2t + Yo,

lub po wyrugowaniu t,

Yy =2z +yo.
Rownanie (10.5) przyjmuje postaé
dz
2,
dt

a jego rozwiazanie mozemy zapisa¢ w postaci

z = F(yo),

gdzie F jest dowolna funkcja rézniczkowalna jednej zmiennej. Zgodnie ze wzorem
(10.8) calka ogolna rownania (10.9) ma postaé

u(z,y) = F(y — 2x).
Rozwiazanie to winno spelnia¢ warunek poczatkowy (10.10), czyli
u(0,y) = F(y) = f(y)-
Wynika stad, ze rozwiazaniem problemu (10.9), (10.10) jest funkcja
u(z,y) = f(y — 2).
W szczegdlnodei, jesli f(y) = 1/(1 + y3), to rozwiazaniem tego problemu jest funkcja

1

“E ) = Ty e

Przyklad 10.2. Znalezé rozwiazanie rownania
Uy +au, =0, x>0, y>0 (a>0), (10.11)

spelniajace warunki:
u(z,0) = f(z), u(0,y) =g(y), (10.12)

gdzie f i g sa funkcjami rozniczkowalnymi i ponadto f(0) = ¢g(0), f'(0) = —ag’(0).
Zgodnie z poprzednimi rozwazaniami catka ogélna réwnania (10.11) ma postac

u(r,y) = F(y — ax),

gdzie F' jest dowolng funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej.
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Rozwazmy zbiory Dy = {(z,y) € R : 2 >0, 0 <y < ax} oraz Dy = {(z,y) €
ER2:2>0,y> ax}. Zauwazmy, ze w zbiorze D; rozwiazanie rownania (10.11)
winno spelnia¢ warunek u(z,0) = f(z), zas w zbiorze Dy warunek u(0,y) = g(y).
W pierwszym przypadku F(—az) = f(z), czyli F(t) = f(—t/a), za§ w drugim —
F(y) = g(y). Wynika stad, ze rozwiazaniem problemu (10.11), (10.12) jest funkcja

f(z—%), jesli >0, 0 <y <ax,

u(z,y) =
gy —az), jesi >0, y>ax.

Przyklad 10.3. Znalezé rozwiazanie rownania
Uy +3uy =0, >0, y>0,

speliajace warunki:

u(xz,0) = cosz dlaz>0,
B 1, jesli 0<y <1,
u(0,y) = { 2y—1, jesli y> 1.

Nietrudno sprawdzi¢, ze calka ogoélna réwnania wyjsciowego ma postac
u(z,y) = F(y — 3z),
za$ rozwiazanie spelniajace zadane warunki poczatkowo-brzegowe ma postaé

cos(r — §), jesli x>0, 0 <y < 3z,

u(@,y) =9 1, jesli © >0, 3z <y <1,
2(y —3z) — 1, jesli z >0, y>max{1,3z}.

Opisang tu metode mozemy stosowaé¢ réwniez w przypadku, gdy wspotezynniki
a, b, ¢ sa funkcjami zmiennych z i y. Rownanie tego typu rozwiazemy w nastepnym
przyktadzie.

Przyklad 10.4. Znalezé rozwiazanie rownania
Ug + YUy = Au, z,y € R,
spelniajace warunek poczatkowy
u(0,y) = f(y),

gdzie f jest funkcja rozniczkowalna.
Rozwigzujac réwnania charakterystyk

dv _ . dy _
dt 7 dt

z warunkami poczatkowymi z(0) = 0, y(0) = yo, otrzymamy

Y,

T =1, y:yoet.
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Zauwazmy, ze rodzina krzywych z = t, y = yoe?, yo € R, pokrywa cala przestrzeri R?,
na ktorej szukamy rozwigzania. Rownanie (10.5) przyjmuje tym razem postaé

dz

— =z

dt
Rozwiazujac to rownanie, otrzymamy

2= Ke.

x

Poniewaz stala K jest dobrana dla charakterystyki yo = ye™", w miejsce K mozemy

wstawi¢ F'(yo), czyli
z = F(yo)eM,

gdzie F jest dowolna funkcja rozniczkowalna. Zgodnie z poprzednimi razwazaniami
funkcja
u(z,y) = F(ye*‘”)e”

jest rozwiazaniem réwnania wyjsciowego. Uwzgledniajac warunek poczatkowy, mamy

u(0,y) = F(y) = f(y).

Zatem szukane rozwiazanie ma postacé

u(z,y) = f(ye 7).

Przyklad 10.5. Znalez¢ rozwiazanie rownania
ugy +ulu, =0, x,y € [0,400)

speliajace warunki:
U(O,y) = \/ga dla Yy > Oa
u(z,0) =0, dla z>0.

Rownania charakterystyk maja postaé

dx dy 5 dz
dt a0 0

Z réwnania % = 0 wynika, ze funkcja z = u(z(t),y(t)) jest stala wzdluz charak-
terystyk. Wykorzystujac ten fakt, mozemy w drugim réwnaniu potraktowaé z jako
stala. Po rozwigzaniu rownan charakterystyk z warunkami poczatkowymi 2:(0) = 0,

y(0) = yo, otrzymamy

r=t, y=z2t+y, z=F(y)
Eliminujac z dwoch pierwszych réwnan t, otrzymamy yo = y — 222, a wstawiajac —
podobnie jak poprzednio — w miejsce z funkcje u do réwnania trzeciego, otrzymamy
rozwiazanie réwnania wyjsciowego w postaci uwiklanej

u = F(y — azu?).
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Wykorzystujac warunek poczatkowy, otrzymamy
u(0,y) = Fly) = V.
Zatem rozwiazanie naszego problemu mozemy zapisa¢ w postaci uwiklanej
u = \/m dla y—ocu2 > 0.

Wyznaczajac z ostatniego réwnania u, mamy

Yy
=4/ dl > > 0.
U Tz ax>0,y>0

Zauwazmy, ze tak otrzymana funkcja u spetnia réwniez drugi z zadanych warunkow,
bowiem u(z,0) = /0 = 0.

Przyklad 10.6. Rozwazmy teraz liniowe réwnanie rézniczkowe czastkowe pierw-
szego rzedu o statych wspoélezynnikach

auy +bu, +cu, =, (z,y,2) €U C R>.
Jak poprzednio szukamy rozwiazania wzdtuz krzywej I' C U danej réwnaniami
r=ux(t), y=yt), z==2(t) tel.
Zalozmy, ze krzywa I' jest tak dobrana, ze

dx dy b dz

— = Eii— — = C.

dt Todt 7 dt
Rozwiazujac ostatni uktad rownan z warunkami poczatkowymi: 2(0) = 0, y(0) = yo,
z(0) = 29, otrzymamy

r=at, y=0bt+yy, z=ct+ 2,

lub po wyrugowaniu parametru ¢t rownanie krawedziowe krzywej I':

C
Yy——T =y, Z——T=2.
a a

(Jesli punkt (0,yo,20) ¢ U lub uzyskana rodzina krzywych nie pokrywa obszaru U,
nalezy wzbogaci¢ warunki poczatkowe). Zauwazmy, ze wzdtuz krzywej I’ rozwiazanie
rownania przyjmuje wartos¢ v(t) = u(z(t), y(t), z(t)), przy czym zgodnie z rowna-
niem wyjsciowym

dv

il
Stad

v=oat+ K.

Poniewaz stala K jest dobrana do krzywej I', mozemy fakt ten wyrazi¢ formutla
K = F(yo,20), gdzie F jest dowolna rozniczkowalna funkcja dwoch zmiennych, czyli

v = at + F(yo, 20)-
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Wracajac do zmiennych wyjsciowych i pamietajac, ze t = x/a, mamy

@ b c
u(z,y,z) = ngrF(y — %7 EIC)

Nietrudno sprawdzi¢, ze tak okre$lona funkcja jest rozwiazaniem réwnania wyjscio-
wego.

10.3. Liniowe réwnanie r6zniczkowe czastkowe
pierwszego rzedu

Przeanalizujemy jeszcze raz zaproponowang w poprzednim paragrafie metode
w wersji nieco zmodyfikowanej. W tym celu rozwazmy liniowe rownanie rézniczkowe
czastkowe pierwszego rzedu

a(@,y)us + b(z,y)uy + c(z, y)u = f(z,y), (10.13)

gdzie a, b, ¢, f sa funkcjami ciagltymi w obszarze U C R2. Zatoézmy ponadto, ze funkcje
a i b nie zeruja sie réwnoczesnie w zadnym punkcie zbioru U.
W celu znalezienia rozwiazan réwnania (10.13) dokonajmy zmiany zmiennych

f:§($,y), 77277(3%?/)7 (w,y) €D (1014)

tak dobranej, aby po zmianie zmiennych w réwnaniu (10.13) wyrugowac jedna z po-
chodnych czastkowych.

Zalozmy chwilowo, ze taka zmiana zmiennych istnieje i ponadto, ze z réwnan
(10.14) mozemy wyznaczy¢ x i y jako funkcje zmiennych £ i 7, czyli

r=2z(&mn), y=y&n), (10.15)

przy czym tak okreslone funkcje = i y posiadaja pochodne czastkowe wzgledem £ i 7.
Odwzorowanie (10.14) jest okreslone w zbiorze D. Zalézmy, ze przeksztalca ono zbior
D w A. Oczywiscie odwzorowanie (10.15) przeksztalca zbior A w D (Odwzorowania
(10.14) i (10.15) sa wzgledem siebie odwrotne). Potozmy

w(€,n) = u(x(&n),y( n)).
Wracajac do zmiennych wyjsciowych x i y, otrzymamy
u(z,y) = w(é(z,y),n(z,y))-
Stad
Uy = Wby + Wylly, Uy = We&y + Wy1)y.
Podstawiajac ostatnie zwiazki do réwnania (10.13), otrzymamy
(a&y + bEy)we + (any + bny)w, + cw = f.

Zauwazmy, ze zalozony cel osiagniemy, jesli funkcje n dobierzemy tak, aby

ang + bn, =0, (10.16)
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(lub funkcje ¢ tak, aby a&, + b§, = 0). Istotnie, przypusémy, ze krzywe rodziny

n(z,y) = K,

gdzie K jest dowolng stala, sa rozwiazaniami rownania (10.16). Oczywiscie dn = 0,
czyli
Nedx + nydy = 0. (10.17)

Jesli ny # 0, z warunkow (10.16), (10.17) wynika, ze

dy b
—_— =—. 10.18
dr a ( )
Rownanie (10.18) nazywamy rdwnaniem charakterystyk rownania (10.13), a rodzine
krzywych
Y(z,y) = K,

bedaca rozwiazaniem og6lnym roéwnania (10.18) rodzing charakterystyk rownania (10.13).
Przyjmujac w podstawieniu (10.14) za n tak uzyskana funkcje ¢, wyeliminujemy

z rownania pochodna wzgledem drugiej zmiennej. Funkcje & = £(z,y) nalezy dobraé

tak, aby uzyskana transformacja zmiennych byta odwracalna. W tym celu wystarczy,

aby jakobian przeksztalcenia byl rézny od zera, czyli

61(1‘71/) §y<$7y)
Ne(z,y) Ny, y) #0 dla (z,y) € D.

Na ogol wystarczy przyja¢ &€ = z. (Mozemy tez przyja¢ & = ¢ (x,y), n = y). Kladac
§=u, 77:1/1(%9)7

réwnanie (10.13) sprowadzimy do réwnania

a(§ mwe + (&, mw = f(&,m), (10.19)

gdzie
a(€,n) = a(z(&n),y(&n) = a(&y(En)),

c(&,m) = c(z(&m),y(&n) = c(&y&n),

(&) = f(z&n),y&n) = f(&yEn).

Zauwazmy, ze zwiazek (10.19) mozemy traktowaé¢ jako réwnanie rozniczkowe zwy-
czajne wzgledem zmiennej £, zalezne od parametru 7. Niech w = w(£,n) bedzie
rozwiazaniem tego rownania. Pol6zmy

u(xvy):w(g(xay)vn(xay))v (1‘72./) e D.

Nietrudno sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja u jest rozwiazaniem réwnania (10.13).
Zauwazmy jeszcze, ze rownania charakterystyk (10.18) mozemy zapisa¢ w postaci

uktadu rownan
do _ . dy

E—a, dt_b
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Przyklad 10.7. Rozwiaza¢ rownanie

ug + 2zryu, = u, (z,y) € R?, (10.20)
z warunkiem poczatkowym
u(0,9) =y°, yeR (10.21)
Rozwigzujac réwnanie charakterystyk
dy
29 _ 9
dr Ty,
otrzymamy
2
y=Ce"”
lub réwnowaznie )
ye ¥ =C
Ktladac
2
E=x, n=ye ",
mamy

2
Uy = We — 2xye™ " Wy, Uy =€ 7 wy,

a po podstawieniu do réwnania wyjsciowego
We = W.

Rozwiazujac ostatnie réwnanie, dostajemy
w= Ket.

Poniewaz stala K moze zaleze¢ od 7, przyjmijmy K = F(n), gdzie F' jest dowolna
funkcja rézniczkowalng jednej zmiennej. Zatem

w = F(n)e.
Zgodnie z poprzednimi uwagami funkcja
u(z,y) = F(ye_zz)ex
jest rozwigzaniem réwnania (10.20). Uwzgledniajac warunek poczatkowy (10.21), mamy
u(0,y) = F(y) = y°.
Zatem rozwigzaniem problemu (10.20), (10.21) jest funkcja

_ .3 —32%2 x _ 3 x—3z2
u(z,y) = y’e " " =y’e :

Przyklad 10.8. Rozwigzaé¢ réwnanie

ru, + 20%u, — u = 6", (10.22)
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Rozwiazujac rownanie charakterystyk

dy _
de

otrzymamy y = x? + C. Zmiana zmiennych

2x

=z, n=y—a°
prowadzi do réwnania
wg — —w = et
fe

Rozwiazujac to réwnanie, otrzymamy
w = &e* + EF(n),

gdzie F' jest dowolng funkcja roézniczkowalng jednej zmiennej. Wracajac do zmiennych
wyjsciowych, znajdziemy caltke ogdlna rownania (10.22):

u(z,y) = ze® + xF(y — x?).

Zalozmy teraz, ze szukamy rozwigzania rownania (10.22), ktére na krzywej y = 22

przyjmuje warto$¢ sin x, czyli
u(z,2?) = ze” + 2F(0) = sin .
Oznacza to, ze musimy znalezé taka stata C, aby
ze® + zC =sinz.

Poniewaz jest to niemozliwe, postawiony problem nie ma rozwiazania.
Zalozmy z kolei, ze szukamy rozwiazania rownania (10.22), ktore na krzywej y = x
przyjmuje warto$¢ xe® — 4x, czyli

2

u(z, %) = ze” + 2 F(0) = ze” — 4.

Wynika stad, ze F(0) = —4. Zalozony warunek jest wiec spelniony, jesli F' jest do-
wolna funkcja rozniczkowalna taka, ze F'(0) = —4. Oznacza to, ze problem ten ma
nieskoniczenie wiele rozwiazan.

Zalozmy wreszcie, ze szukamy rozwiazania réwnania (10.22), ktore na krzywej
y = 22 4+ x przyjmuje wartoéé cos x, czyli

u(z, 2% + x) = ze® + oF(z) = cos .

Zauwazmy, ze warunek ten zachodzi, jesli F(x) = %cosx — e”. Zatem szukane roz-
wiazanie ma postaé

cos(y — %) — zeV ™"

u(z,y) = xe®
(z,9) er_x2
Warto odnotowaé, ze krzywa y = x2 jest charakterystyka, natomiast krzywa
y = 2% + x nie jest charakterystyka rownania (10.22). Z tym faktem — jak zobaczymy
w nastepnym paragrafie — zwigzana jest kwestia jednoznacznosci lub niejednoznacz-

nosci rozwiazan problemu poczatkowego.
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10.4. Liniowe réwnanie ré6zniczkowe czastkowe
o n-zmiennych niezaleznych

I. Liniowe jednorodne réwnanie rézniczkowe czastkowe.

Rozwazmy wpierw liniowe jednorodne réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego
rzedu o n-zmiennych niezaleznych
ou ou ou
a1(x1,...,xn) 57— +a2(T1,...,Tp)ms—+ ... +an(®1,...,20) 77— =0, 10.23
1(1 ”>ax1 + az(z1 ")8952 + .ot an(z ")&cn ( )
gdzie ay,...,a, sa funkcjami klasy C* okreslonymi w zbiorze U C R".
Rozwazmy ponadto uktad réwnan

B )

dt a1(T1, yTn ),

..................... (10.24)
d

% :an(xla"'axn)7

zwany uktadem réwnar charakterystyk dla rownania (10.23).

Twierdzenie 10.1. Funkcja u : U — R klasy C' jest rozwigzaniem réwnania
(10.23) wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkq pierwszq uktadu réwnan (10.24).

Dowod. Warunek wystarczajgcy. Niech u bedzie catka pierwsza ukladu réownan
(10.24). Niech & = (&y,...,%,) € U. Niech z(t) = (z1(t), ..., 2,(1)), t € I, bedzie
rozwiazaniem ukladu réwnan (10.24) przechodzacym w chwili ¢y przez punkt 5737 tzn.
z(to) = . Poniewaz u jest calks pierwsza ukladu (10.24),

u(z1(t),...,2,(t)) = const dla tel.

Rozniczkujac ostatnia rownosé wzgledem zmiennej ¢, dostajemy

ou Ou
a—xl(a;l(t), L))+ + a—xn(xl(t), cap(t) @, (t) =0, tel.
Zgodnie z (10.24) wielkos¢ xf(t) mozemy zastapi¢ wyrazeniem a;(z1,...,z,) dla
i=1,...,n. W szczeg6lnosci dla t = {5 mamy
o a o o a o
al(x)a—i(m‘) + ... +an(m)£(x) =0,

co oznacza, ze funkcja u spelnia rownanie (10.23) w punkcie Z. Poniewaz, @ jest do-
wolnym punktem zbioru U, funkcja u jest rozwiazaniem réownania (10.23) w U.

Warunek konieczny. Niech u = u(xy, .. ., x,) bedzie rozwigzaniem réwnania (10.23),
a uktad funkcji 1 = z1(¢), ..., =, = x,(t), ¢t € I, rozwiagzaniem uktadu réownan
(10.24). Oczywiscie
- ou
> ai(zi(t),... (1)) o (z1(t),...,2a(t)) =0 dla tel.

=1
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Poniewaz
zi(t) = ai(x1(t),...,zn(t))  i=1,...,n,

powyzsze rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci

Zx;(t) gul (I1(t), . 7:Un(t)) =0,

T

czyli
d

au((xl(t), ~an(t) =0.

Wynika stad, ze
u(z1(t), ...,y (t)) = const dla tel,

co oznacza, ze u jest catka pierwsza uktadu rownan (10.24).

Uwaga 10.1. Zgodnie z twierdzeniem 10.1, twierdzeniem 9.2 oraz uwagq 9.2,
aby znalezé wszystkie calki réwnania (10.23), wystarczy znalezé n—1 catek pierwszych
Uiy ..., Yp_1 uktadu (10.24) funkcyjnie niezaleznych. Catka ogdlna réwnania (10.23)
wYrazi Sie WOWczas wzorem,

w(xy, ..., Ty) = F(wl(xl, ey Ty ey U1 (21, xn)), (10.25)

gdzie F jest dowolng funkjg klasy C' zalezng od n — 1 zmiennych.

Z uktadu (10.24) otrzymamy natychmiast réwnosci:

dzy dz, d()\ll'l + ...+ )\nxn)
dt = — = e = — = s
a1 Qp, Atar + ...+ M\an

gdzie A1,..., A\, € R. W szczegolnosci wynika stad, ze uklad rownan (10.24) mozemy
zapisa¢ w postaci rownowazne;j:

dvy _ _ %

e (10.26)

ay Qp

Uwaga 10.2. Niech rodzina
V(i x5) = C,
gdzie C jest dowolng statq, bedzie catkq ogdlng réwnania
dx; dzx;

a;j(x1,.. . xn)  aj(@,..., @)
Wowczas funkcja
U(zy,...,20) = (25,25), (21,...,2,) €U,

jest catkq pierwszq uktadu réwnan (10.24).
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Ogdlnie, jesli
Y(@1,...y,20) =C, (10.27)

gdzie C jest statg dowolng, jest catkq ogdlng réwnania

d(/\lscl +... .+ /\n:cn) B d(ulxl + ...+ ,unxn)

Aai + ...+ \an piar + ...+ pnay

gdzie A1, .., A, 1, in € R, to funkcja
U(z1,...,¢n) = V(1) Tn)y, (T1,...,Zn) € L,

jest catkq pierwszq uktadu réwnan) (10.24).

Istotnie, niech ¢ = (p1,...,9,) bedzie calka uktadu (10.24) okreslona w prze-
dziale J. Wéwcezas dla t € J mamy

GWORO) = 2 (1D palO)dor (04 -+ 5 (1(0) 0 () din() = O,

bowiem z (10.27) wynika, ze
Vg dey + ...+ Yy, dxy, = 0.

Oznacza to, ze funkcja v jest calka pierwsza ukladu (10.24).

Przyklad 10.9. Znalezé catke ogdlng réwnania
TUg + YUy + 22u, = 0.

Uktad réwnan charakterystyk mozemy zapisaé¢ w postaci
dez.  dy dz
x oy 22

Rozwiazujac réwnania:

otrzymujemy:
y/z = Cq, zell/? = C.

Zgodnie z uwaga 10.2 funkcje:

U1 =y/z, Py = wel/?

sg calkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk. Nietrudno pokazaé, ze sa funk-
cyjnie niezalezne. Zatem szukana calka ogolna — zgodnie ze wzorem (10.25) — ma

postacé
u= F(y/x, glcel/z)7

gdzie F' jest dowolng funkcja rézniczkowalng dwoch zmiennych.
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II. Liniowe niejednorodne réwnanie rézniczkowe czastkowe

Rozwazmy teraz rownanie niejednorodne

0
ay(zy,... ,xn,u)a—ml + .. Fan(zy,... ,xn,u)i = f(z1,...,2n,u), (10.28)
gdzie aq,...,a, sa funkcjami klasy C' okreglonymi w zbiorze U C R™.
Szukamy rozwiazania w postaci uwiktanej
V(zi,...,zn,u) =0, (10.29)

gdzie V jest funkcja posiadajaca ciggle pochodne czastkowe. Zaldézmy ponadto, ze
oV
— #0.
ou 7

7 twierdzenia o pochodnej funkcji uwiklanej otrzymamy

du 9V OV

dx;  Ox;/ Ou’

1=1,....n

Podstawiajac ostatnie wielkosci do réwnania (10.28), otrzymamy roéwnanie liniowe
jednorodne

a1 (z1y .oy Ty w) Vo + oot an(21, . 2, W) Ve, + f(21,.. . 20, w)V, = 0. (10.30)
Rownania charakterystyk rownania (10.30) maja postaé:

dxq dx, du

= ... = = : 10.31
ar(z1, ..., xTp,u) an(z1, ..., xp,u)  flz1,...,Tn,u) ( )
Niech 1, ..., ¥, beda funkcyjnie niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réownan
(10.31). Zgodnie ze wzorem (10.25) caltka ogélna réwnania (10.30) ma postaé
V= F(wlv"wwn)v

gdzie F jest dowolng funkcja posiadajaca ciagte pochodne czastkowe. Stad i ze wzoru
(10.29) wynika, ze caltka ogolna rownania (10.28) ma postaé

F(1,...,¢n) =0. (10.32)

Uwaga 10.3. Aby znalezé calke ogolng réwnania (10.28), wystarczy wiec znalezé
n catek pierwszych funkcyjnie niezaleznych uktadu réwnan:

dl‘1

E = a/l(xlv axnau)a

........................ (10.33)
dz,

% = an(xlv 733717“)7

du

V) f(xla ,xmu)
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Jesli 1, ..., ¥, sq szukanymi catkami pierwszymi, to rozwigzanie ogdlne réwnania
(10.28) ma postaé (10.32), gdzie F jest dowolnag funkcjq klasy C*.

Przyklad 10.10. Znalez¢ catke og6lna réwnania

2 3
Ugp + YUy + 27U, = U”.

Roéwnanie charakterystyk mozemy zapisa¢ w postaci

dr_dy _dz _du

1 y 22 ud
Rozwiazujac réwnania:

dy dx dz dx du dr

otrzymamy:
Iny —z = Ch, 1/z4+ 2z = Cy, 1/u® 4 2z = Cs.
Latwo sprawdzi¢, ze funkcje:
vy =Iny—z, Yy=1/2+z, t3=1/u+ 2z,

sa liniowo niezaleznymi catkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk. Zatem
szukana calka ogblna ma postac:

F(lny—z,1/z+z, 1/u* 4+ 22) =0,

gdzie F jest dowolna funkcjg rézniczkowalng trzech zmiennych.

10.5. Przyktady

Na ponizszym przykladzie przesledzimy rézne sposoby praktycznego wykorzysta-
nia metody charakterystyk, ktére umownie nazwiemy metoda charakterystyk, metoda
krzywych charakterystycznych, metoda zmiany zmiennych oraz metoda catek pierw-
szych.

Przyklad 10.11. Znalezé rozwiazanie réwnania
LUz + YUy = U,
przechodzace przez krzywa z=s,y=s+1, z =2.
A. Metoda charakterystyk. Rozwigzujac rownanie charakterystyk
do _ - dy _

E_'r7 dt—%
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z warunkami poczatkowymi 2(0) = 1, y(0) = yo, otrzymamy

_t _ t
r=e, Y = Yo€ ,

a po wyrugowaniu t uzyskamy

-~ = Yo-
x

Rozwiazujac pozostale réwnanie charakterystyk

dz

= =z,

dt
otrzymamy

z = Ceél,

gdzie stata C zalezy od krzywej y/x = yo. Fakt ten mozemy zapisa¢ w postaci
z = F(yo)et,
gdzie F jest dowolna funkcja klasy C'. Wracajac do zmiennych z i y, otrzymamy

U= F(E)x

T

Uwzgledniajac zadane warunki, mamy

2=F(1+1)s.

S

Podstawiajac 7 = 1 + 1/s, otrzymamy
F(r)=2(r - 1).
Zatem szukane rozwigzanie ma postaé

u:2(%fl)x:2(y7m).

B. Metoda krzywych charakterystycznych. Rozwiazujac réwnanie charak-
terystyk
dx dy du
- =Y o =
dt

a " aw

u,

otrzymamy
r=Ae', y=Be', u=Ceé.

Zalozmy, ze charakterystyka przechodzi przez punkt (s,s 4+ 1,2) dla ¢ = 0. Wynika
stad, ze
A=s, B=s+1, C=2.

Zatem réwnania charakterystyk przechodzacych przez zadana krzywa maja postac

r=se", y=(s+1)e', u=2e"
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Eliminujac z tego ukladu s i ¢, otrzymamy

u=2(y— ).

C. Metoda zmiany zmiennych. Rozwiazujac rownanie charakterystyk

dy _y

dx =z

)

otrzymamy y = C'z. Zmiana zmiennych

§=x, n=
sprowadza réwnanie wyjsciowe do postaci

dw

Rozwiazujac to rownanie, otrzymamy

w =& F(n),

gdzie F jest dowolng funkcjg rézniczkowalna jednej zmiennej. Wracajac do zmiennych
wyjsciowych, otrzymamy catke ogblna réwnania wyjsciowego

u(z,y) =z F(%).
Uwzgledniajac warunek poczatkowy u(s, s 4+ 1) = 2, otrzymamy
2= sF(221).

Kladac t = (s+1)/s, czyli s = 1/(t — 1), mamy

Zatem F(t) = 2(¢t — 1). Stad szukane rozwiazanie ma postac

u(z,y) = 2(% — 1)z =2(y — ).

D. Metoda calek pierwszych. Rozwiazujac réwnania

d_dy  de_du
rx ¥y oz wu

)

otrzymamy rodziny charakterystyk
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Poniewaz funkcje 11 = y/x, o = u/x sa funkcyjnie niezaleznymi catkami pierwszymi
ukladu réwnan charakterystyk

d:ci@idu

— T

x Y U
zgodnie ze wzorem (10.30) caltka ogdlna rownania wyjsciowego ma postaé
F(y/z, u/x) =0,

gdzie F' jest dowolna rézniczkowalng funkcja dwoch zmiennych. Zauwazmy, ze wzor
na catke ogolng mozemy formalnie zapisa¢ w postaci F(Cy,Cy) = 0, gdzie Cy = 11,
Cy = 3. Aby znalezé¢ calke szczegblng przechodzaca przez zadang krzywa, nalezy
wyznaczy¢ funkcje F. W tym celu wystarczy wyznaczy¢ zwiazek pomiedzy C7 i Cs.
Mozemy go uzyskaé, rugujac s, z, y oraz u z rownan

y/r=C, ufr=0Cy x=s y=s+1, u=2.
Po przeprowadzeniu prostych rachunkéw otrzymamy
CQ = 2(01 — 1)

Podstawiajac w miejsce C7 i Cy stosowne funkcje, mamy
) ( L 1).
x T

u=2(y—x).

Stad

Wykorzystujac jedna z omdéwionych powyzej metod, rozwiagzemy ponizsze przy-
ktady.

Przyklad 10.12. Znalezé rozwiazanie rownania

Uy + UUy = u2,
ktore na krzywej y = Inz przyjmuje wartosé¢ u = 1, tzn. u(z,lnz) = 1.
Rozwiazujac réwnanie charakterystyk

dz du 5 dy

—_— = — = U — = U

dt Toodt Toodt ’
otrzymamy

r=t+A, u=1/(C—-t) y=—-In|C -t +B.

Przyjmujac, ze dla t = 0 charakterystyki przechodza przez punkt (s,Ins, 1), mozemy
wyznaczy¢ stale
A=s, C=1, B=Ins.

Zatem
x=t+s, y=-In|l—t|+lns, u=1/(1-1).
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Eliminujac z tego ukladu ¢ i s, otrzymamy szukane rozwigzanie w postaci uwiklanej
1

1
x4+ ——1=—é€".
u Jul

Przyktad 10.13. Znalezé catke ogélna réwnania
(y + 2)ug + yuy + (x — y)u, = 0.
Roéwnania charakterystyk maja postaé

dx _@_ dz

y+z oy x—y

Wykorzystujac uwage 10.2 i rozwiazujac réwnania

dx+z) dy dlx—y) dz

) )

xr+z Y Z r—y

otrzymujemy
(x4 2)/y=Ch, (x—y)* — 2% = Cy.

Latwo sprawdzi¢, ze funkcje 1, = (v+2)/y, VY2 = (x—y)?—2? sa liniowo niezaleznymi
catkami pierwszymi uktadu réwnan charakterystyk. Zatem — zgodnie z uwaga 10.1
(zob. wzor (10.25)) — calka ogdlna réwnania wyjsciowego ma postac:

u=F((z+2)/y, (x—y)°-2?),
gdzie F' jest dowolng rézniczkowalna funkcja dwoch zmiennych.
Przyklad 10.14. Znalezé rozwigzanie ogdlne réwnania
YUy — 4x3uy = yu’.
Aby znalez¢ calki pierwsze uktadu réwnan charakterystyk

dez.  dy  du
y  —4x3  yu?

rozwigzmy réwnania

dv _ _dy de _ du
Y —4x3’ y  yu2’

Po scatkowaniu otrzymamy
4 2 1
2z* 4+ y* = Ch, r+ — = C,.
U
Poniewaz funkcje 1y = 2x* +y2, 1y =+ 1/u sa funkcyjnie niezaleznymi catkami

pierwszymi ukladu réwnan charakterystyk, szukane rozwigzanie ogélne — zgodnie ze
wzorem (3.32) — ma postac

F(2z* +y* 2+ 1/u) = 0.
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Przyklad 10.15. Znalez¢ catke ogolna réwnania

2u, + yzuy = (z+y)u.

Zgodnie z (10.31) rownania charakterystyk maja posta¢
de  dy  du

22 2 (z4yu
Wykorzystujac uwage 10.2, rozwazmy ukltad réwnan

dr dy dy — x) du

2T g2 g

Calka pierwszego réwnania ma posta¢ 1/y — 1/x = C;. Zapisujac natomiast drugie
réwnanie w postaci réwnowaznej
dly—=z) du

b
y—x U

zauwazymy latwo, ze jego catka ma posta¢ u/(y — x) = Co. W konsekwencji szukane
rozwiazanie zgodnie ze wzorem (10.32) mozemy wyrazi¢ w formie

u

F(l_l

z oy y*fv)zo'

Przyklad 10.16. Znalezé rozwiazanie rownania
(y — 2)up + (2 — x)uy + (2 — y)u, = 0.
Z uktadu réwnan chrakterystyk

dx dy dz
YA priak it T
otrzymamy zalezno$ci

dx +dy + dz =0, zdx + ydy + zdz = 0,
spelione przez rodziny krzywych

r+y+2=0C1, a?+y?+22=0Co.

Szukanymi catkami pierwszymi sa funkcje 1, = = +y + 2 oraz ¥y = 22 + y? + 22,
a caltka ogblna ma postaé

uzF(sr:+y+z, 172—|—y2+z2).
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10.6. Zadania

1. Znalez¢é calki ogélne nastepujacych réwnai:

a) 3ug + du, — zyu = 0;

b) uy —uy +yu=0;
Ug + 4y — zU = X}
Uy — 2uy —Tu =1
22u, + TYUy + TU =T — Y;
TUg + Uy = e¥.

o
2L

2.
)

-
~—

2. Zmalez¢ rozwiazania nastepujacych problemoéw:
a) up+axuy, =1, u(0,y) =eY;
b) wuy +uu, =0, u(z,0)=a3
¢)  wuUy 4 yuy = 2u, u(z,r?) =23

3. Znalez¢ rozwiazanie réwnania
3yu, — 2zuy =0
spelniajace warunek:
a) u(x,y) =2? na prostej y = x;
b) wu(z,y) =1 nakrzywej 3y? + 222 = 4;
c) u(z,y) =2r nakrzywej 22% — 3y* = 4.

4. Znalez¢ rozwiazanie rownania
Uy — buy = 22
spelniajace warunek:
a) wu(x,y) =0 na prostej y= —6x+2;
b) wu(z,y) = 2%+ na paraboli y= —z?;
¢) wu(z,y) =2% na prostej y = —6u.

5. Znalez¢ rozwiazanie rownania
duy, +8uy —u=1
spelniajace warunek:
a) wu(x,y) =cosz na prostej y = 3ux;
b) wu(x,y) =z na prostej y = 2ux;
¢) wu(r,y) =2zei —1 na paraboli y = z2.

6. Znalez¢ rozwiazanie rownania
YUy + x2uy =2y
speliajace warunek:
a) wu(x,y) =4z na krzywej y = x%/%;
b) wu(z,y) = 2%+ 12? nakrzywej 3y? = 22%;
¢) wu(z,y) =1z® nakrzywej y=0.

3/2

7. Znalezé calki ogdlne nastepujacych réwnan

a)  yiuy — zyuy = z(u — 2);

b) z?u, — (y — x)u, = 3%
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c) (23 + 3zy?)uy + 2y3u, + 2y3zu, = 0;
)

d) z(z+y)us —y(@ +y)uy = (y — )2z + 2y + u);

e) Tuuy — yuu, = y* — %

f) (y+zu)us — (x+yu)uy = 2* — y*.

(Wskazo’wka: Zauwazydé, ze: d) d—;’ = % oraz diizy = W;
e) Ztudy — gy oraz 42 = %’}; £) Z4Ttudy — gy oraz d(fjf’) = ).

8. Znalez¢ rozwiazania problemow:
a) Uy —xuy =4, u(zr,y)=0 dla y=_2z;
b) zuy +yuy = ayu, u(z,y)=1 dla y= z2;
(x +wuy + (y +wuy =0, u(z,y)=z+1 dla y=_2xz;
wduy —yuy, =u, u(z,y)=0 dla y=2a2—1;
Uy — yiuy = 1/(sinu), u(zr,y) =0 dla y=/z;
Uy + y2uy = cosu, u(r,y) =0 dla z =y

o
2Lz

)
~

9. Znalez¢ rozwiazania problemow:

a) Tugy +yu, =yu, u(r,z)=u1x;

b)  z?u; + y?u, = yu?, u(z,z) = 2z;
aug +yuy =z +y, u(ly) =y*

o
~

d) yus —zuy =0, u(0,y) =y*
e) (14 zH)u, +ayu, =0, u(z,2z) =22
) wy —y?u, =u, u(z,1/2?) =1

10. Znalez¢é rozwiazanie przechodzace przez zadana krzywa:
) wup +yuy, =yut, z=sy=s*z2=1
22+ yP)uy + 2xyu, =u, T =28 y=s, z=1;
Y Yuy Y
COSY - Uy + COST - Uy = COST - COSY, & =T,y =S5, u=sin’s;
y
) 2y(z — B)ux + 2z — y)uy, =y(2x —3), 2*+y? =2z, 2 =0;

Q0 o

e) z(y’ +uus —y(@® +uuy = (2 —y*)u, 2®+y? =22, 2=0;

f) @—yu+y—z—-—vu,=u, z=s, y=3s, z=1.

(Wskazowka: Zauwazyé, ze: e) xzdx + ydy = du oraz ydmxidy = v el
Yy u

Awy) _ duy. ) dy 4 dy + dz = 0 oraz o= — du),

Ty u (z—y)—u u
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