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Abstract
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Rozdziat 1

Metoda prostych dla réwnania
przewodnictwa cieplnego

Rozwazmy zagadnienie poczatkowo-brzegowe dla réwnania przewodnictwa ciepl-
nego

du  ,0%u

z warunkami poczatkowo brzegowymi:
u(z,0) = p(x), = €l0,]

u(0,t) = uy(t), tel0,T] (1.2)
u(l,t) = po(t), tel0,T].

Celem pracy jest zastosowanie metody prostych do znalezienia przyblizonego roz-
wiazania problemu (1.1),(1.2). Dzielimy odcinek [0, ] na n réwnych czesci punktami:
x; = th, gdzie h = %, 1 = 0,....,n; n € N . Zbior ciagltych wartosci argumentéow
[0, ] x [0, T] zastepujemy zbiorem linii {(z;,¢) : t € [0,T],i = 0, ...,n}. Pochodna prze-
strzenna w réwnaniu (1.1) aproksymujemy ilorazem réznicowym centralnym. Otrzy-
mujemy uktad liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych I rzedu

dUZ' o Vi+1 — 2’UZ‘ +v;_1
=a
dlt h?

z warunkami poczatkowymi
v;(0) = ¢(z;), i=1,..,n—1, (1.4)
gdzie v; : [0,T] — R, przy czym vo(t) = p1(t), v,(t) = po(t). W pracy rozwiazanie

problemu (1.1), (1.2) bedziemy przybliza¢ wektorem funkeji v(t) = (vo(t), ..., vn(t)). W
Rozdziale 4 udowodnimy twierdzenie o zbieznosci rozwazanej metody numeryczne;j.
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bl

Uwaga 1.Problem (1.3), (1.4) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej

dv1(8) -2 1 .. 077 wi 1 [ %)
ot 1 -2 10 0 0
. a2
Fvn_1(1) 0 1 -2 1 : ] 0
at Lo o =2 ea® ] | S |
U(O) = [QO($1), 7()0(xn—1)]T7 (16)
gdzie
a? a?
v=(v1, .0, Un_1)". (1.7)

b(t) = (ﬁﬂl(t)a 0,..,0, ﬁﬂQ(t))Tv

Krécej uktad (1.5) mozna zapisaé w postaci

dv  a®
— = —Av+b(t
gdzie
-2 1 . . . . 0 7
1 -2 10 . . 0
A= '
0 1 -2 1
0 1 -2 |




Rozdziatl 2

Aproksymacja

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja u € CH*([0,1] x [0,T], RR) jest rozwigzaniem zagad-
nienia poczgtkowo-brzegowego(1.1), (1.2) to funkcje

du;  STUigy — 20 + Ui

dt h? (2.1)

gdzie

w;i(t) = u(x;, t), i=1,...,n—1,

sq wspdlnie ograniczone przez funkcje Q(h) oraz limy_o Q(h) = 0 i jest to zbieinosé
jednostajna.

Dowdd Rozwinmy funkcje ;11 ,u;—1 wedlug wzoru Taylora o srodku w punkcie (z;, t)
z resztg Lagrange’a

Uiy () = u(z; + h,t) =

du h* 8%u
ﬂi_l(t) = U(ZEZ — h, t) =
du h? 0%u
Zauwazmy, ze
dﬂi 2(92u
_ 20 _ 2.4
it " 9z 0 (24)

Odejmujemy stronami (2.1)oraz (2.4) i otrzymujemy

— 2u; + W 0*u
h? B 8:102]

Qu(t) = —a?[ 2!

7
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Wykorzystujac rozwinigcie (2.2), (2.3) oraz zaleznosé (2.4) otrzymujemy

2 2 2
O p— la (o 0uh 1)+ 0, 1) — 20

5 |92 92 (x,t)] - (2.6)

Poniewaz obszar|0, [] x [0, {]jest domkniety, wie z zatozonej ciagtosci funkCJl ¥ wynika
jej jednostajna cigglos¢ w tym obszarze. Definiujemy

~ a? 0%u 0%u 82u
Q(h) = 5 sup{ @(l} + 91h,t>@($l — ez,t) a Q(l’l,t) :
T e [O,Z]t S [O,T]Hl S (0, 1)92 S (O, 1) (27)

Wowczas z jednostajnej cigglosci funkcji % wynika, ze
1Q:(t)| < Q(h)—>0,(h—>0),i=1,...,n— 1.

Uwaga 1.Jezeli funkcja v € CH([0,1] x [0,T], RR) jest rozwigzaniem zagadnienia

poczatkowo-brzegowego dla (1.1), (1.2), wowczas funkcje Q(t) mozna zdefiniowaé na-

stepujaco

~ a’h?
t) ==

gdzie U* jest maksimum funkCJll +(x, t)‘ w obszarze 0 < x < [ ,0 <t < T.

Powtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 1 i korzystajac z rozwinie¢ Taylora:

U, (2.8)

Uiy () = u(z; + h,t) =

Ou h2 82 h? 93u h4 84

Ui—1(t) = u(w; — h,t) =

ou h2 82 h3 93u h4 84
otrzymujemy
a’h? 84u 84u
a stad
a’h?



Rozdziat 3

Stabe zasady minimum, maksimum,
nieré6wnosci rézniczkowe

3.1. Slaba zasada minimum
Twierdzenie 2 . Minimalna wartosé rozwigzania w ukiadzie rownan

ow; 2 it — 2w; +w;i—q

o = = Ri(t) (3.1)

gdzie
Ri(t) > 0, 1=1,...,n—1

nie moze byé mniejsza niz minimum wartosci poczgtkowych w;(0), i =1,...,n—1 oraz
minimum funkcji wo(t) i w,(t), t € [0,T].
Dowdéd. Rozwazmy 2 przypadki. W pierwszym przypadku niech uktad funkeji w;(t)
osiaga minimum dla

19 € {O, TL} lub t=1ty=0,

Wtedy teza oczywiscie zachodzi. Teraz rozpatrzmy drugi przypadek
ip € {1,..,n—1} i t=1ty>0.
Czyli mamy, ze w;(t) > wy,(to), 1 =0, ...,n,t € [0,T]. Wéwczas z warunku koniecznego

minimum wynika

8wi0 (to)

T < 0. (1)
Z faktu, ze w punkcie ¢y ukltad funkeji {wy, ...., w, } osiaga minimum dla ¢ = iy otrzy-
mujemy:
wig+1(to) = wig(to),  (2)

wiy—1(to) = w;,(to)-

Na podstawie nieréwnosci (2)i otrzymujemy

o2 Wiy 41(to) — 2wy, (to) + wi,—1(to)

5 >0, (3)
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Laczac (1), (3), (3.1) oraz zatozenie R, (ty) > 0 od razu otrzymujemy rownos$¢
R;, (to) = 0. (4)
Nastepnie na podstawie (1), (3), (4), (3.1) otrzymujemy

Owiy(to) _ 2Wig+1(to) — 2wiy (to) + wiy—1(to)

> v
0 ot h?

>0, (5)

Zatem na podstawie (5) musi zachodzié

(wig+1(to) — wiy(to)) + (wig—1(to) — wiy(to)) = 0. (6)

Na podstawie (2) obydwa nawiasy w powyzszym wzorze sg nieujemne. Stad wniosek,
ze muszg by¢ one réwne 0.Wobec tego otrzymujemy

8)  wigs1(to) = wiy (o) = wig-1(to)-
Powtarzajac rozumowanie dla k = 1,2, ...,n — 1y stwierdzamy, ze
9) Wi, (to) = Wig11(to) = ... = wigsk(to) = ... = wy(to).
Skad wynika, ze minimum uktadu funkcji w;(¢) ¢ = 1,2, ..., n—1 nie moze by¢ mniejsze
niz minimum funkeji wy, (t).
3.2. Slaba zasada maksimum

Twierdzenie 3. Maksymalna warto$¢ rozwigzania uktadu réwnan

ow; 2 Wi = 2w; + w1y

ot h?

= R;(t) (3.2)
gdzie
R;(t) <0, 1=1,...,n—1

nie moze byé mniejsza niz maksimum warto$ci poczgtkowych w;(0), i = 1,...,n — 1
oraz maksimum funkcji wo(t) i w,(t), t € [0,T7].
Dowéd.Dowdd jest analogiczny jak dowdd twierdzenia 2.

3.3. Slabe nieréwnosci rézniczkowe
Twierdzenie 4.Jezeli uktad funkcji w;(t) dlai = 1,2, ....,n— 1 spelnia uklad rownan

dw; agwi+1 — 2W; + W;—4

- - 0 (33)

a uktad funkcji w;(t) dlai =1,2,...,n — 1 spelnia uktad réwnan

dw; o Wit1 — 2W; + Wi—1
—a
dt h?

= Ri(t). (3.4)
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oraz

=
VAN
=l
i~

Dowdéd. Po wymnozeniu nieréwnosci przez minus jeden i dodaniu nieréwnosci (3.3), (3.4)
stronami otrzymujemy

dw; 2t — 2w; +w;q

dt h?

> Ri(t) — Ri(t) > 0.

Korzystajac z faktu, ze wo(t) > 0, wy(t) > 0, w;(0) > 0,0 =1,..,n—1,¢t € [0,T] oraz z
Twierdzenia 2 (o stabej zasadzie minimum), w zastosowaniu do funkeji w;(t) wynika,
ze w;(t) >0,1=0,..,n.



Rozdziat 4

Zbieznos¢ metody prostych

4.1. Twierdzenie 5.

Jezeliu € CY2([0,1]x[0,T1], R) jest rozwigzaniem zagadnienia poczqtkowo-brzegowego
(1.1), (1.2), to metoda prostych jest zbieina oraz

1w (t) — (1) < Q(h)t,  i=0,...,n,te €[0,T], (4.1)

Dowéd. Rozwazmy roznice funkeji u;(t) = u(x;, t) oraz v;(t)

Na podstawie (1.1), (1.3), (1.4), (2, 1), funkcje te spelniaja uktad réwnan

dw; Wit —2W0; + Wiy .
il 2 =Qi(t),i=1,...,n—1 (4.2)
w;(0) =0, wy(t) = 0, wy(t) =0, (4.3)

gdzie Q;(t) jest bledem aproksymacji. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia 1

Q)] <Q(h),  Q(h) = 0(h—0), i=1,.,n—1L
Udowodnimy, ze
()| < QW i=1,..,n—1,

korzystajac z twierdzenia 4 . Rozwazmy pomocniczy uktad funkcji w;(t) := (h)t dla
i =0,..,nt € [0,T]. Zauwazmy, ze d;‘;i = Q(h) oraz w; = W;41 = w;_1. Uklad ten
spelnia wiec réwnanie

dw; azwi—&-l — 2w; + ;1

ot h?

= Q(h)

z warunkami dodatkowymi

Ti(0) =0, Wot)=Q(h)t, Talt)=O)t,te € [0,T], i=1,..,n— 1.

12
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Na mocy twierdzenia 4 otrzymujemy
w;(t) < wi(t) = Q(h)t.
Rozwazajac uktad funkeji @;(t) := —Q(h)t stwierdzamy podobnie, ze
w;(t) > wi(t) = —Q(1), i=0,..,n.

Wynika stad, ze 3
[w;(t)] < Q(h)t, i=1,..,n—1

Poniewaz

Q< QMT,  te[0,T]

oraz z twierdzenia 1

lim Q(h) =0,

to

}llin(l)@i(t) =0, t€[0,7], i1=1,..,n—1.

W ten sposéb zakonczylismy dowdd twierdzenia 5.
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