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Streszczenie

Praca poswigcona jest badaniu istnienia i jednoznacznosci globalnego w czasie roz-
wiazania klasycznego problemu Cauchy’ego dla nieliniowego uktadu réwnan réznicz-
kowych. Sktada sie on z jednego rownania czastkowego drugiego rzedu typu hiperbo-
licznego i poduktadu réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu. W dowodach twierdzen
wykorzystano iteracyjng metode Picarda i iteracyjna metode monotoniczng dolnego
i gornego rozwiazania. Ponadto skorzystano z postaci catkowej rozwazanego proble-
mu, stabych liniowych nieréwnosci rézniczkowych i lematu Arzeli-Ascoliego. Podano
przyktady uktadow rownan, do ktérych uzyskane wyniki mozna zastosowac.

Stowa kluczowe

Uktad nieliniowych réwnan rézniczkowych, rownanie hiperboliczne, rownanie tele-
grafistow, istnienie, jednoznaczno$¢, metoda Picarda, metoda monotoniczna, zasa-
da maksimum.



Abstract

The paper deals with the study of existence and uniqueness of global in time
a classical solution to the Cauchy problem for a nonlinear differential system. It is
composed from one second-order partial equation of the hyperbolic type and an ordi-
nary first-order subsystem. In the proofs of the theorems the Picard iteration method
and the monotone iterative method of lower and upper solutions are used. Moreover,
the integral form of the problem considered, weak linear differential inequalities and
the Arzeli-Ascola lemma are used. The examples of systems for which the obtained
results can be applicable are given.

Key words

Nonlinear differential system, hyperbolic equation, telegraph equation, existence,
uniqueness, Picard method, monotone method, maximum principle.



Wstep

Teoria réwnan i uktadow rownan rozniczkowych, zwyczajnych i czastkowych, jest
dziatem matematyki majacym bardzo duze zastosowania praktyczne. Ré6wnania te opi-
suja modele wystepujace w fizyce, astronomii, chemii, technice, inzynierii materiatowej,
biologii, medycynie, ekonomii i psychologii.

Bardzo waznym zagadnieniem w teorii réwnan rozniczkowych jest kwestia istnie-
nia i jednoznaczno$ci rozwigzania problemu Cauchy’ego lub poczatkowo—brzegowego.
Przedmiotem tej pracy jest sformutowanie i dowdéd dwoch twierdzen o istnieniu i jed-
noznacznosci globalnego w czasie rozwiazania klasycznego problemu Cauchy’ego dla
nieliniowego uktadu réwnan rézniczkowych. W dowodach wspomnianych twierdzen
wykorzystano iteracyjna metode Picarda i iteracyjna metode monotonicznng dolnego
i gbérnego rozwiazania. Metoda monotoniczna implikuje dodatkowo lokalizacje rozwia-
zania, ktoére jest ograniczone przez funkcje dolng i gorng. Uzywajac pierwszej metody,
zalozono, ze funkcje generujgce prawe strony réwnan oraz ich niektére pierwsze po-
chodne spetiajg globalny warunek Lipschitza. Natomiast wykorzystujac druga meto-
de, przyjeto jedynie taki warunek lokalnie, tj. na pewnych znalezionych przedziatach.
Ponadto zatozono, ze funkcje generujace sa w odpowiednim sensie monotoniczne na
tych przedziatach. W obu metodach w istotny sposéb korzysta si¢ z postaci catkowe;j.
Metody monotoniczne dla réwnan parabolicznych badane byly m.in. w monografii [1]
i w artykutach [16], [17], a dla réwnai hiperbolicznych w [11].

Praca napisana jest na podstawie artykulu [20] z 2017 roku. Publikacja ta uogél-
nia wyniki z 2015 roku dotyczace istnienia, jednoznacznosci i oszacowania lokalnego
w czasie rozwiazania w przestrzeniach Lipschitza i Holdera [19]. Wykorzystano réwniez
twierdzenia podane w monografiach [14], [15], [7].

Studiowany uktad sktada sie z jednego réwnania czastkowego drugiego rzedu typu
hiperbolicznego, tzw. rownania falowego oraz poduktadu réwnan zwyczajnych pierw-
szego rzedu. Szczegbdlnym przypadkiem réwnania falowego jest rownanie telegrafistow.
Roéwnania w uktadzie sg stabo sprzezone, tzn. przez funkcje szukane. Zagadnienie roz-
patrywane jest w przypadku jednowymiarowym.

Badany uktad opisuje w szczegdlnosci propagacje impulsow w komorkach nerwo-
wych. Jest on uogélnieniem parabolicznego uktadu Hodgkina-Huxley’a, FitzHugh--
Nagumo i McKeana [2-6], uwzgledniajacym efekty pamieci zwiazane z wewnetrzna
struktura osrodka. Matematycznie uktad ten jest generowany przez prawo Cattaneo
dla strumieni, ktore jest uogdlnieniem prawa Ficka [|9]. Dodanie poduktadu réwnan



Wstep

zwyczajnych pierwszego rzedu zwieksza stabilno$é¢ rozwigzan stacjonarnych i typu fali
biegnacej catego uktadu [2-6,(8], [10], [12], [18], [22]. Tematyce tej poswiecona jest tez
monografia [21].

Warty podkreslenia jest fakt, ze Hodgkin i Huxley za swoj model otrzymali w 1963
roku Nagrode Nobla w dziedzinie fizjologii lub medycyny. Na podstawie osiggnietych
wynikéw badan autorzy ci wysuneli hipoteze kanatéow jonowych, ktore zostaty wyizo-
lowane wiele lat p6zniej.

Praca podzielona jest na pigé¢ rozdzialéw. W rozdziale pierwszym sformutowa-
no podstawowe definicje i twierdzenia pomocnicze. W rozdziale drugim zdefiniowano
problem rézniczkowy. Rozdziat trzeci poswigcony jest rozwigzaniu fundamentalnemu
i stabej zasadzie maksimum dla operatoréw liniowych. Z kolei w rozdziale czwartym
sformutowano postac¢ catkowa rownowazng rozwazanemu problemowi rézniczkowemu.
W rozdziale piatym sformulowano i udowodniono dwa twierdzenia o istnieniu i jed-
noznacznosci globalnego w czasie rozwigzania klasycznego, podano sposéb konstrukeji
dolnego i gérnego rozwigzania oraz zamieszczono odpowiednie przyktady.



Rozdziat 1

Podstawowe definicje i twierdzenia
pomocnicze

W tym rozdziale zamiescimy twierdzenia pomocnicze, ktore beda wykorzystywane
w dalszej czesci pracy. W szczegdlnosci sformutujemy lemat Arzeli-Ascoliego, ktory
odgrywa wazng role w dowodzie istnienia i jednoznacznosci rozwigzania badanego
problemu poczatkowego w przypadku zastosowania metody monotonicznej.

Lemat 1.1 (Arzela-Ascoli). Z kazdego ciggu funkcyjnego (f.) funkcji liczbowych
réwnociggtych i wspdlnie ograniczonych w przedziale [a,b] C R mozna wybraé podcigg
(xn,) jednostajnie zbiezny w przedziale |a, b].

Twierdzenie 1.2 (Green). Niech krzywa K bedzie zorientowanym dodatnio brzegiem
0D obszaru D C R? i niech D = D UK. Rozwazmy dwie funkcje P,Q : D — R ciggle
w D i majgce ciggle pochodne czgstkowe w D. Wtedy

/K Pdx + Qdy = //D(Qz — P,)dzdy.

Twierdzenie 1.3 (kryterium d’Alemberta). Jezeli wszystkie wyrazy szeregu licz-
bowego > 7 | a, sq rézne od zera i

an
li 1%l =qel0,1),
n—00 |an|
to szereg ten jest zbiezny bezwzglednie. Natomiast jezeli

lim [t 41

> 1,

to szereg ten jest rozbiezny.



Twierdzenie 1.4 (uogdlnione twierdzenie o warto$ci $redniej). Niech f: U —
R, gdzie U C R™ jest zbiorem otwartym, bedzie rozniczkowalna i niech punkty x,x + h
bedq takie, Ze x +th € U dlat € [0, 1]. Wtedy istnieje 0 € (0,1) taka, Ze

flx+h)— f(x) =deronf(h).

Twierdzenie 1.5. Jezeli funkcja f: R* D [a,b] x [c,d] — R jest okreslona i ciggla
w kostce [a,b] X [c,d], a krzywe

z=aly), z=p0(y) dla c<y<d

sq ciggte 1 nie wychodzq poza kostke, to catka

1) = [ fle.yar

jest funkcjq ciggle parametru y w [c,d]. Jesli przyjmiemy jeszcze, Ze funkcja f ma
w kostce [a,b] X [c,d] ciggla pochodng f, i Ze istniejg pochodne «y i [3,, to powyisza
catka ma pochodng wzgledem parametru wyraZajgcq sie wzorem

Bly)
= [ fuleude + 5,1 (3).v) — 0y (a(y). ),

gdzie y € [c, d].

Twierdzenie 1.6. Niech (f,) bedzie ciggiem funkcji f, : R D [a,b] — R, n € N réz-
niczkowalnych. Jezeli cigg pochodnych (f)) jest zbiezny jednostagnie na [a, b] do funkcji
g 1 cigg (fn) jest zbiezny punktowo chociazby w jednym punkcie x € [a,b] do f(x), to
(fn) jest zbiezny jednostajnie na [a,b] do f i f'(x) = g(x), x € [a,b].



Rozdziatl 2

Problem rézniczkowy

Oznaczmy przez R{ zbiér liczb rzeczywistych nieujemnych. Niech funkcje f :
R x R*™* — R, g = (g1,...,q%) : R{ x R¥** — RF zmiennych (¢,2,p,7) €
Ry x R**k g, 00 R — R, 9o = (Yo1,.-.,%k) : R — RF istata ¢ € R beda
zadane.

Rozwazmy jednowymiarowy nieliniowy uklad (1+k) rownari rézniczkowych postaci

utt_umm+cut:f(t7xvuvv)a (t,$) ERS_ XR: (2 1)
vy = g(t,r,u,v), (t,z) e Ry xR '
z warunkami poczgtkowyms
u(0,2) = go(x), x€R,
v(0,2) = Yo(z), = €R, (2.2)
u(0,2) = ¢1(x), x €R,
gdzie v = (vy,...,v;). Réwnania sg stabo sprzezone, tzn. przez funkcje szukane. Pierw-

sze rownanie w uktadzie jest réwnaniem czastkowym drugiego rzedu typu hiper-
bolicznego. Jesli ¢ > 0, to réwnanie to nazywane jest rownaniem telegrafistow. Pozo-
state k rownan w sg rOwnaniami zwyczajnymi pierwszego rzedu, z parametrem
przestrzennym x.

Naszym gtéwnym celem jest dowdd twierdzen o istnieniu i jednoznacznosci klasycz-
nych, globalnych w czasie rozwiazan problemu poczatkowego , . Rozwiagzania
te moga by¢ ograniczone lub nieograniczone. Wykorzystamy dwie metody iteracyjne:
metode Picarda oraz metode monotoniczng dolnej © gérnej funkcji. W metodzie Picar-
da zaktadamy w szczegolnosci, ze funkcje f i g oraz niektore ich pochodne pierwszego
rzedu spetniajg globalny warunek Lipschitza wzgledem p i r. W metodzie monotonicz-
nej zaktadamy analogiczny warunek, ale tylko na pewnych przedziatach. Pozwala to



uwzgledni¢ np. trudne réwnania z cztonami wielomianowymi wzgledem funkcji szuka-
nych u i v. W drugiej metodzie zaktadamy dodatkowo, ze pewna modyfikacja funkcji
f i funkcja g sa niemalejace na wspomnianych przedziatach wzgledem p i r.

Ponadto sformutujemy i udowodnimy stabg zasade maksimum dla operatoréw sko-
jarzonych z réwnaniem drugiego rzedu w uktadzie . Zasade te nazywang czesto
stabymi nieréwnosciami rozniczkowymi wykorzystamy w dowodzie zbieznosci metody
monotonicznej.

W dowodach zbieznosci obu metod w sposéb istotny korzysta sie z postaci catkowej
rownowaznej problemowi Cauchy’ego , w odpowiedniej klasie funkcji.



Rozdziat 3

Rozwigzanie fundamentalne, staba zasada
maksimum dla operatoréw liniowych

Rozdziat ten poswigecony jest oméwieniu wiasnosci odpowiednich réwnan i opera-
toréw liniowych zwigzanych z pierwszym réwnaniem w ([2.1]).

Lemat 3.1. Niech ¢ = const € R, a : Rf x R — R. Podstawienie u = we™ 2!

przeksztatca rownanie
Uy — Uz + cuy + a(t, z)u =0 (3.1)

W rOWNOWaZne rownanie

Wy — Wy = (ij —aft, x))w (3.2)

Dowdd. Wykonujemy elementarne obliczenia:

() e ()(5),

Podstawiajac powyzsze pochodne do réwnania (3.1)), otrzymujemy po uproszczeniu

réwnanie (3.2)). O

Zauwazmy, ze dla a(t,z) = X > %, A = const réwnanie (3.2]) jest rownaniem
Kleina-Gordona. Réwnanie to wraz z warunkami poczatkowymi nie speinia stabej
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zasady maksimum (zobacz przyktad 3.3).
Zdefiniujmy operator rézniczkowy
2
LU = Uy — Uyy + CUy + Zu, (t,x) € R? (3.3)

dziatajacy na funkcje skalarne okreslone w R?. Niech D'(R?) bedzie przestrzenia dys-
trybucji w R? i niech § € D'(R?) bedzie delta Diraca (zobacz [13]). Wiadomo, ze
funkcja

1
— <t

Uo(ta) = 2 1<t (3.4)
0, |z|>t

jest rozwigzaniem fundamentalnym dla operatora falowego Ow = wy — Wy, w D' (R?),
tzn. ze
(UO)tt — (Ug)xz = 5 W D,(R2)

w sensie dystrybucyjnym. Kladac a(t,z) = % w lemacie m, mozna zauwazy¢, ze

rozwigzanie fundamentalne dla operatora £ w D’(IR?) jest postaci
Ult,z) = e 2 Uy(t, ), (3.5)

czyli
2

Uy — Upy + U, + CZU —§ wD(R?).

Wynika to stad, ze podstawienie u = we ™3 przeksztalca w sposéb réwnowazny réw-
nanie Lu = 0 w réwnanie Uw = 0.

Teraz sformutujemy twierdzenie o stabych nieréwnosciach rézniczkowych, nazywa-
ne czesto stabg zasadg maksimum dla nieréwnosci. Niech operatory

Lot = Uy — Uge + cuy +a(t,x)u, (t,r) € RT x R, (3.6)

Lou = up + %u, (t,z) e {0} xR (3.7)
dziataja na funkcje skalarne u okreglone w Ry x R; Ry = [0,00), R* = (0, c0).

Twierdzenie 3.2. Jezeli ¢ > 0, a(t,z) < %, (t,z) € Ry x R jest ciggla i u €

Cl(Ry x R,R) N C*(RT x R, R) spelnia nieréwnosci
Lou<0, (t,z) e Rt xR,
Lou <0, (t,z)€ {0} xR,
u<0, (t,z)€ {0} xR,

to
u<0, (t,7) eRy xR,

Dowdd. Uzasadnienie jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia 3 z rozdziatu 4 w [15],
jezeli operator £, pomnozymy przez dodatnia funkcje u(t, z) = e2?. O



Ponizszy przyktad pokazuje, ze twierdzenie nie jest prawdziwe dla a(t,z) =
A > %, A = const.

Przyktad 3.3. Niech ¢ = 0, A = 1. Funkcja u(t,x) = — cost spelia nieréwnosci
w zalozeniach twierdzenia 3.2, ale nie jest niedodatnia w Rj x R.



Rozdziat 4

Postaé¢ catkowa

W tym rozdziale udowodnimy lemat o postaci catkowej, ktéry bedzie mial za-
sadnicze znaczenie w dowodach twierdzen o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania

problemu rézniczkowego (2.1)), (2.2)).
Rozwazmy nieliniowy ukltad (1 4 k) réwnan catkowych postaci

2

2/ / e 3 lf(s Y, u(s ,y)’v(s,y))JrCZU(s,y) dyds

_ey x—l—t oy x+t
+ 56 2 /1-— 1(y)dy + 16 2 /m_t wo(y)dy (4.1)
1 .
+ 5¢ Flpo(x +) + oz — 1), (t,x) ERT xR,

v(t,z) = Yo(z) + f5 g(s, 7, u(s, z),v(s,x))ds, (t,z) € Rf x R.

Lemat 4.1. Jezeli:

(1) f € CHRY x R** R), g € CL (R x R>* RF),
(2) o € C*(R,R), 1 € C'(R,R), ¥ € C*(R,R¥),

to problem rézniczkowy (1), (2) i uktad réwnan catkowych (4.1) sq réwnowazne w takim
sensie, ze kazde rozwigzanie (u v) € C*(R{ xR, R) x CH(R{ xR, R¥) problemu (1), (2)
jest rozwigzaniem ukladu i kazde rozwigzanie (u,v) € C(Rf x R,RY™), v, €
C(R§ xR, R*) uktadu (4.1 nalez’y do C*(Rf xR, R) x C*(R{ xR, R¥) 4 spetnia problem
(1), (2).

Dowdd. Najpierw wykazemy, ze dowolne rozwiazanie (u,v) € C?*(Ry xR, R) x C*(Rg x
R, R¥) problemu rézniczkowego ([2.1]), (2.2)) jest rozwiazaniem uktadu catkowego (4.1)).

Pierwsze rownanie w uktadzie (1) jest rownowazne réwnaniu

c? c?
Uy — Uy + CU + Tu= f(t,x,u,v) + e (t,z) € Rf x R.

13



Robimy podstawienie u = we™2¢. Obliczamy pochodne:

Uy = Wyp€ 27,

Uy = wye 2t + wpe” 2! L wpe” 2t 4 we 2t _< _¢ ,
2 2 2

—£¢
Upy = Wyxzgl 2.

Podstawiajac otrzymane wyniki do pierwszego réwnania w uktadzie (1), otrzymujemy
nastepujace rownanie

2
wye 3t 4 we” 2! _< + wye” 2t ¢ 4 we— 5t ¢

2
— Wype 2t + cwye” 2t + we 2! <—> = f(t,z,we 3" v), (t,z) e R xR.
Uproszczajac, mamy
c c 62 02 c
(Wi — Wae)e 2" + w6_2t< - ) = f(t,x,we” 2" v), (t,z) e RF xR

i dalej po pomnozeniu przez ez’ otrzymujemy

2
_c

Wit — Weye = G%tf(t, Tr,we Qt,’lj) + %'LU, (t,l‘) - RS_ X R

A stad problem (2.1)), (2.2]) réwnowazny jest uktadowi réwnan

Wit — Wgy = egtf(tha U}e_%t,v) + %w7 (t,%) S R(—)‘_ X Ra
v = g(t,z,we5",v), (t,z) € Ry xR

z warunkami poczatkowymi

w(0,z) = po(z), = €R,
v(0,z) = Yo(z), = €R, (4.3)
w(0,7) = Spo(x) +p1(x), v €R.

Wykorzystujac regularnosé funkeji g, mozemy drugie réwnanie w uktadzie (4.2)
scatkowaé¢ wzgledem czasu po przedziale (0,t) dla dowolnie ustalonego ¢t € Ry,

v(t, ) = Yo(x) + /(:g(s, z,w(s,x)e 2% v(s,x))ds, = €R. (4.4)

Do pierwszego réwnania w uktadzie (4.2)) zastosujemy metode Riemanna (zobacz
[15] str. 208). Ustalmy dowolny punkt (¢,z) € R x R i niech D oznacza wnetrze

14



trojkta A(z,t) o wierzchotkach A = (z —¢,0), B = (x +1¢,0), C = (z,t), a 0D brzeg
tego trojkata zorientowany dodatnio w ukladzie wspétrzednych Ozt (zobacz Rys. 1).

t

t

N
1>

Rysunek 1. Trojkat A(z,t)
Definiujemy operator falowy
Lw = Wy — wy, (t,x) €D

dzialajacy na funkcje w € C?(D,R). Na podstawie twierdzenia Greena stwierdza-
my, ze

ﬂ‘ wldedt = [ wide + wydt

oD
B c A
= /A (wdz + w,dt) + / (wdx 4+ w,dt) + /c (wedz + w,dt).
B

Zauwazmy, ze dt = 0, dt = —dx i dt = dx na odcinkach AB, BC i C'A, odpowiednio.
Wobec tego

C A
‘” u]dzdt = /me/(%@+mm+/(%m+wm.
B C

Z regularnosci funkcji w wynika, ze w,; = wy,, wiec pole wektorowe (w,,w;) jest
potencjalne i caltka nie zalezy od drogi catkowania. A stad

,U u]dwdt = /uﬂw{(@—w@»ﬂﬂ@—w@ﬂ

Po przeksztatceniu mamy

1 1 rB 1
=3 /L f/ ~[w(A) + w(B)].
w(C) 2//0 [u]dxdt + 5/, wydx + Q[w( ) + w(B)]
Poniewaz Lw(t,z) = —[e%tf(t,x,we*%av) + %w] dla (t,2) € D, wiec z dowolnoci
(t, ) otrzymujemy
c 62
t x 2/ / (t—s) [ S Y, w ( 7y)67§s71)(8,y)) + 4w<8,y)‘| dde
-+t 1
2/ 0,)dy + 5 w(0,2 ~ 1) + w0,z 1)), (t7) €R xR
(4.5)

15



Wzory (4.4), (4.5) wraz z warunkami poczatkowymi (4.3) implikuja, ze (w, v) spel-
nia uktad (1 + k) réwnan catkowych postaci

z+(t—s) . 2
t x 2/ / [ S Yy w <S’y)ei§s7v(87y)) + Zw(87y> dde

. j[g%@wwmy)}dy "

1
5[%00(37 +t)+ oz —t)], (t,z)e Ry xR,
)+ Jy g(s,z, w(s,x)e 2% (s, x))ds, (t,z) € Rf x R.

_l’_
v(t, x) = Yo(x

Mnozac pierwsze réwnanie w przez e~ 2!, dostajemy, ze (u,v) jest rozwigzaniem
uktadu catkowego (4.1)).

Zatézmy teraz, ze (u,v) € C(R{ x R, R'™F) jest rozwigzaniem uktadu catkowego
iv, € O(R} x R,R¥). Sprawdzimy, ze (u,v) € C*(Ry x R,R) x C1(R{ x R, R¥)
i jest rozwigzaniem problemu rézniczkowego , . Dla uproszczenia wprowadz-
my oznaczenia:

Alt,x,s) = (s,z+ (t — s),u(s,x+ (t — 5)),v(s,z+ (t — 5))),

B(t,x,s) = (s,x — (t — s),u(s,x — (t — s)),v(s,x — (t — 5))).

Korzystajac z regularnosci f, g, o, %o, 1 1 twierdzenia po zrézniczkowaniu
réwnan w (4.1)), mamy:

ut(tv SL’)
2

5= f(s. v uls o(s ius .
// (t—s) 6 [f( ' Ys ( 7y)) ( 7y))+ A ( ,y)]dyd

+= [ em3lt®) [f(A(t, z,s)) + Cju(s, T+ (t— s))] ds

2

+1 [ s [f<B<t, r,)) + Sulsz — (- s>>] ds

2Jo

T+t 1 ey
——e 2 /_t o1(y)dy + ¢ 2 (@1(I+t)+§01(x—t)>

ct ey [TH ey
_§€ 2 / woly)dy + —e 2 (gp (x—l—t)—i—goo(x—t))

—2¢ ¥ (pola + 1)+ @ole — 1)) + ;e‘if(gooz (x+1) — o, (z — 1))

2

_ _/t /x—l-(t—s) o~ 5(t=9) [f(s y,u(s,y),v(s ’y))—i-ilu(s,y)] dyds

2

L sy lf<A(t7 ,5)) + %u(s,az +(t— 5))] ds
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2

4= [ et [f(B(t,x,s))—f—Zu(s,x— (t—s))}ds

_c T+t ]- — <t
=2 [ ey + e (et t) + el - 1)

et [y + 5 H (ol +0) = (p0)alz =),

ug(t,
" = ;/Ot e 5(t=9) lf(A(t,x, s)) + Cju(s,a: + (t — s))] ds
—;Alrahﬁpuxaxﬁ»+ffM&x—(r-gﬂds
g (pale +0) — alz — 1)
¢ (pola +1) = pole — 1))
43¢ (@0 +0)+ (2ol — 1),
u(t, )

2

z+(t—s) < (- s) IS
= T 50 syt ) (s, + G

(s, y)] dyds
(t—s)

~5 /) e~2(t=9) [f(A(t, z,s)) + Zu(s, x4+ (t— s))] ds
< te’%(tfs) [f(B(tx, s)) + C—Qu(s, r—(t— s))] ds
2 Jo 4

2/ —£(t-s l A(t,x,s)) + fo(A(t, z, 5))ug(s,x + (t — s))

+Z fri (At 2, 8))(v3) (s, 2 + (t —5)) + Czux(s, r+ (t— s))] ds

1 t

[ B ) ¢ Bl (1 3)

—l—Zfr (t,x,s (vl)x(s,x—(t—s))+Zux(s,w—(t—s))]ds
+ﬂt%u@x%ﬂt@)+%ﬂ@w)
+Set [y - St () + o - 1)

+e” 3 ((301) (33 + t) - (Spl)x(x - t))
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+%e‘§t /::t wo(y)dy — %6_%t<900(37 +t) + ol — t>)
_26—%t((¢0)x(a: +1) = (wo)e(z — ﬂ)
56 3 ((0)eal 1)+ (p0)aele — 1),
Uy (t, )

= [ lfz(A(t,ac,s)) (A2, ) (5,2 + (E— )
+Zfr i

(t,x,8))(vi)z(s, 2+ (t —s)) + %ux(s, x4+ (t— s))] ds
1t

3/, —alt=s lfx( (t,x,s)) + fo(B(t, z, s))us(s, x
—l—Zfr (t,x,s (vz)x(s,x—(t—s))—l—Zuz(s,x—(t—s))]ds

—(t—s))

_|_

+

S (@)l + 1) — (91l — 1)
1

“2((o)al@ +1) = (o)alz — 1))

(4.7)
+§€f§ ((gpo)mc(x + 1) 4+ (©0)zz(z — t)),

v(t,x) =

g(t, z,u(t, v),v(t, x)).
Widaé, ze (u,v) € C?(R§ x R, R) x CL(R{ x R,R¥). Podstawiajac (u,v) i obliczone
wyzej pochodne do réwnania (2.1)) i warunkéw (2.2)), otrzymujemy, ze sa one spetnione

]



Rozdziat 5

Istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzania
globalnego

W tym rozdziale udowodnimy istnienie i jednoznaczonos¢ globalnego w czasie roz-
wigzania (u,v) € C?(R§ xR, R) x (R x R, R¥) problemu poczatkowego (2.1)), (2.2).
Wykorzystamy w tym celu dwie metody iteracyjne: metode Picarda i metode mono-
toniczng dolnego i gérnego rozwiazania. Stosujac metode Picarda, zakladamy, ze f
i g wraz z niektorymi pierwszymi pochodnymi spetniajg globalny warunek Lipschitza
wzgledem p, r. Natomiast uzywajac metode monotoniczng, przyjmujemy, ze f i g oraz
ich niektore pierwsze pochodne spetniaja lokalny warunek Lipschitza, tzn. na pewnych
przedziatach.

5.1. Metoda Picarda

W przestrzeni wektorowej (R, +, R, -) definiujemy norme maksimum
lyll = max [y, (5.1)

gdzie y € R?. Z kolei w przestrzeni funkeji ciggtych (C(Q,R?), 4+, R, ) norme maksi-
mum okreslamy wzorem

Izl = max{[[z(w)]| : w e}, (5.2)

gdzie z € C(Q,R?%), Q € R™ jest zbiorem zwartym. Niech ponadto Ny = NU {0}.
Teraz sformutujemy dwa dobrze znane lematy, ktére beda uzyte w dalszej czesci

pracy. Lematy te dowiedzione sa w monografii [14]. Nastepnie udowodnimy twierdzenie

o istnieniu i jednoznacznosci globalnego w czasie klasycznego rozwigzania problemu

(2.1), (2.2) za pomoca metody Picarda.
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5.1. Metoda Picarda

Lemat 5.1. Niech (y,) bedzie ciggiem funkcji y, : R™ D D — R n € Ny. Jezeli
Ve e DVneNy ||ynii(z) —yn(2)]] < vy

i szereg liczbowy 0% v, jest zbieiny, to (y,) jest jednostajnie zbiezny na D. Ponadto,
jesli wszystkie y, sq ciggle, to jego granica jest ciggla.

Lemat 5.2. Niech h : [a, 3] x R™ — R? bedzie ciggla i niech (yn), yn : |o, 8] —
R™, n € Ny, bedzie ciggiem funkcji cigglych zbieznym jednostajnie do y na [, ).
Wtedy

S S

lim h(t,yn(t))dt:/ ht,y(t)dt, s € [a, ).

n—oo @ @

Twierdzenie 5.3. Zalozmy ze:

(1) f € CYRS x R** R), g € CY (RS x R** RF),

(2) f, g spetniajq warunek Lipschitza ze statq L wzgledem p, r w R x R?+F,

(3) Gz, Gpy Griy @ =1,...,k spelniajg warunek Lipschitza ze stalg Ly wzgledem x,p,r
w Ry x R*H,

(4) ¢o € CX(R,R), ¢1 € C1(R,R), 1y € CL(R, R¥),

(5) @o spetnia warunek Lipschiza ze stalg Lo w R.

Wtedy istnieje doktadnie jedno rozwigzanie (u,v) € C*(Ry x R,R) x CY(R{ x
R, R¥) problemu poczgtkowego (2.1)), (2.2)).

Dowdéd. 7 lematu wynika, ze problem poczatkowy (2.1)), (2.2) jest rownowazny

uktadowi catkowemu (4.1)). Z réwnowaznosci tej wynika, ze wystarczy znalezé jedyne
ciagle rozwiazanie (u,v) uktadu takie, ze v, istnieje i jest ciagle.

Niech T" € R* bedzie ustalone i niech X € R bedzie takie, ze linie przechodzace
przez punkty (X —7,0), (X,T)i (X +1T,0), (X,T) tworza z osiag OX katy 7 i —7F,
odpowiednio. Oznaczmy przez A(X,T) C R x R{ trojkat réwnoramienny o wierz-
chtkach (X —7,0), (X,T), (X + T,0). Skonstruujemy ciagte rozwiazanie (u,v) na
A(X,T) z v, ciagta w A(X,T) uktadu . Nastepnie udowodnimy jego jednoznacz-
noéé. Zdefiniujmy ciag (u,,v,) funkcji u, : A(X,T) - R, v, : A(X,T) - R¥, v, =
(V1ny - -+, Ukn), M € Ny za pomoca wzoru rekurencyjnego Picarda:

1 ., (ot ¢ e, [Tt
uo(t, ) =5¢ 2 / . 901(y)dy+16 2 / . woly)dy 53)
r= = 5.3

1
+ 567?[%00(37 +t) + @o(z — t)],

Uo(tv J]) = ¢0(x)’
un-l-l(tvw) =

1 gt rat(t—s) (s c
S L eI f (s (s y)s vn(s,9) + Jua(s.y) | dyds
2 Jo z—(t—s) 4

1 _ey x+t IS _ey x+t
+5e / sol(y)dy+16 / wo(y)dy

-t r—t
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5.1. Metoda Picarda

+;€_§t[<ﬂo($ +t) + oz —t)]

Vi1 (t, ) = o(z) + /Otg(s,x, Un (S, ), v,(s, x))ds.

Korzystajac z indukeji matematycznej i zalozen (1), (4) wnioskujemy, Ze ciag ten jest
zdefiniowany poprawnie. Stosujac indukcje matematyczng i uwzgledniajac zalozenia
(1), (2), (4), otrzymujemy nastepujace nieréwnosci:

VM (L + $)"T(1 + Tt
(n+1)! ’

‘un-i-l(th) - un(twr)’ < (54)

’yn+1M(L + %)n(l + T)ntn—l-l
(n+1)! ’

gdzieM=max{nf«,-,uo<~,->,vo<-,->>HA<X,T>+%f|ruo< acery: lgC-suo.o)

vo(s, -))||A(X,T)} y=1,gdyc>0iy=e"27, gdy c < 0dla (t,2) € A(X,T), n € Ny.
Zauwazmy, ze v > 1.

Pokazemy indukcyjnie, ze nier6wnosci (b.4)) rzeczywiscie zachodza dla wszystkich
n € No.

W pierwszym kroku indukcyjnym dla n = 0 mamy:

z+(t—s) s c2
fata) = alt,a)| < 5 [ [T I gl ), vl ) + Sals, ) duds

||Un+1<t7 .CL’) - Un<t7 .Z’)” <

< 27Mtt < YMTH,

t t
I [ g(s,y,uols, ), vols, p))ds| < [ Mds < Mt <M.
0 0

W drugim kroku indukcyjnym chcemy udowodni¢ prawdziwos¢ implikacji:
Shany’y L+§ T(1+T)nntl
(n4+1)!

‘unJrl(ta 33') - un(ta l’)’ <

2
,yn+2M(L + g)n+1T(1 + T)n+1tn+2
= ‘un+2(t7x) _un+1(t7x>| < 4(7’L—|—2)' )

M (LS n(1+T)"t"+1
anJrl(t;w) - 'Un(ta .1’)” < ( (:—21)!

,YnJrQM(L + %)n+1(1 + T)n+1tn+2
(n+2)!

= ||vna2(t, ) — vppa (t, 2)]] <

dla kazdego n € Ny. Zatézmy, ze poprzedniki obu implikacji sg prawdziwe. Obliczamy:
‘un+2(t7 'T) — Up41 (tu LE)|

z+(t—s) C(t—s
2 / / §(t )|f<57y7un+l(say)aUn-i—l(say)) - f(s,y,un(s,y),vn(s,y))\dyds

2// o 2

C
)Z’unJrl(S? y) - un(sa y)’dyds

N\n
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5.1. Metoda Picarda

S A N (e o S B T R e

t S) 02
2// i Zlunﬂ(s,y)—un(s,y)ldyds

1 gt rat+(t—s) 2
<s [ A+ Dl ) = wnls, )+ lonsa(,9) = (s, )1 dyds
2 Jo z—(t—s) 4

x+(t—s 2

t (t—s) c
5 [+ D (s ) = (s, p)] + v (s,9) = vnls,p)l] ) dyds
2 Jo z—(t—s) 4

mﬁsVWHN“L+ ) (L + T+ 1)
/ / dyds
(n+1)!
’7n+2M(L + )n+1 1+ T n+1

n+1dd
(n+1 // vas

B 7n+2M(L+ Cz)n+1(1 +T)n+1

t
< 2/ t — n—i—ld
(n+1)! o Em 905" ds
ML+ AT [ s s
(n+1)! n+2 n+3],
’yn+2M(L+ %)n-&-l(l _|_T>n+1 . tn+2 B tn+3
(n+1)! n+2 n+3
n+2M L ﬁ n+1 1 T n+1 1 1
<7 ( +4) (+ ) -2-t”+2-T~( . )
(n+1)! n+2 n+3
n 62 n n
v +2M(L+Z) +1(1—I—T) +1 Lot
(n+1)! (n+2)(n+3)
_ ML A D)
(n+1)! n+2 n+3
,7n+2M(L+§)n+1(1+T)n+l 7571-"-2 T 9 1
h (n+1)! n+2 2
_ ’yn+2M(L—|— %)n_'_l(l +T)n+1 tn+2 T
B (n+1)! n+ 2
,yn+2M(L+%)nJrlT(l_}_T)nJrlthrQ
(n+2)! ’

||Un+2(tv T) — Un+1(t7 x)”

t
</0 ||g<sax7un+1(87$)’U?H-l(svx))_9(87:13’un(sax)>vn(87x))||ds

t
<3 [ L(unsa(s,2) = wn(s,2)| + [lonsa (s, 2) = vas, 2] )ds
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5.1. Metoda Picarda

_ /t(L N CQ)WIM(L + <) (1 +T)(1+T)"sm!
ST YT (n+1)!

2 TL—l—l
YERM(L+ )" (14T l 2 r

(n+1)! n+ 2

ds

0
2\ N 1

’yn+2M(L+ CZ) + <1+T)n+1tn+2
(n+2)! ’

co konczy dowdd indukeyjny.

Zauwazmy, ze na podstawnie nieréwnosci (5.4), dla (t,z) € A(X,T), n € Ny,
prawdziwe sa oszacowania:

Y IM(L + §)"T(1 + T) T+

tasa(t,) — ua(t, )] < o ’

’yn—HM(L + %)n(l + T)nTn-H
(n+1)! '
Korzystajac z kryterium d’Alemberta sprawdzimy, ze szeregi liczbowe

an-i-l(tvx) - Un(t7$)|’ <

i VML + S)"T(1+ TP T & " M (L + S)™(1 + T) T+ (5.5)
= (n+1)! ’ (n+1)! ‘

n=0

sa zbiezne. Wykonujemy obliczenia:

2
,yn+2M(L+CT)n+1T(1+T)n+1Tn+2
lim (n+2)!
n—oo ,yn+1 M(L+%)nT(1+T)nTn+l
(n+1)!

VM (L A+ S) T (1 + T)™ 2 (n+1)!
oo (n+2)! M (L + )T (1 + T)rTrt!
YL+ )L+ TT .
n—o0 n+2 ’
Y a4y T
lim (nt2)!

n—oo ,\/n+1M(L+%)n(1+T)nTn+l
(n+1)!

N e A o i (DL e (n+1)!
=00 (n+2)! Y M (L + €)n(1 + T)rTt!
WL+ A+ DT

= lim

n—oo

n+ 2 '
Zatem szeregi (5.5]) sa zbiezne. Lemat [5.1] implikuje, ze

lim up(t,2) = u(t,z), lim v, (t,2) = v(t, z) (5.6)

jednostajnie na A(X,T) i u,v sa ciagte.
Z lematu 5.2 o przejséciu granicznym pod znakiem catki otrzymujemy, ze (u,v) jest
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5.1. Metoda Picarda

rozwigzaniem ciagltym uktadu (4.1) w A(X, T).

Teraz chcemy pokazaé, ze v, istnieje i jest ciaggte w A(X,T). Aby to zrobi¢ naj-
pierw udowodnimy, ze ciag ((vy).) jest wspolnie ograniczony w A(X,T'), a pdzniej, ze
wszystkie funkcje v,, n € Ny spelniaja wA(X,T) Warunek Lipschitza z ta sama stala.
Nastepnie skorzystamy z lematu Arzeli-Ascoliego [1.1} Dla uproszczenia wprowadzmy
oznaczenia:

Ap(t,z,s) = (s, 4+ (t— 8),un(s,z+ (t — 5)),va(s, 2+ (t — 9))),

Bu(t,z,s) = (s, — (t — s),up(s,z — (t — 8)),v.(s,2 — (t — 5))),
Culz,s) = (5,2, un(s,2),v,(s,2)).

Z indukcji i zalozen (1), (4) wynika istnienie pochodnych (uy)y, (vn)z, n € No,
a ponadto

(t0)a(t, ) = 5”5 (x4 1) — (e~ 1) (5.7)

o ol +0) = ol = 1)] + 3¢ (ol +0) + (p0)alz — )],

(v0)x(t, ) = (th0) (),
(tny1)a(t, ) =

2/ 50— s>[ Wt s))—i—cjun(s,x—l—(t—s))]ds

_; e~ 5(t=s) [f(Bn(t T s))—i—cju (s,z — (t—s))]ds
—i—;e H(pa(a+6) — or(e — 1)) + Se 5 (ola + 1) — pola — 1))
+§e #((po)ala + ) + (0)ale — 1)),
(tn)a(t:2) = (W0)e) + [ [:(Cul ) + (Calt ) ()l 2

+;gm<cn<a:,s))(vmx(s,x)]ds.

Ciagi (un), (v,) sa wspdlnie ograniczone na A(X, T, poniewaz sa jednostajnie zbiezne
na A(X,T). Ponadto z (5.7) wynika, ze ciag ((u,).) tez jest wspdlnie ograniczony na
A(X,T), tzn. ze

[(un)zllacxry < ¢, n €N, (5.8)

gdzie ¢ jest dodatnig stata. Z ciagltosci (v¥o)s, 9z, 9p, r, istnieja state dodatnie a, b takie,
ze

t
[(n41)a(t, )| < a+ b/o 1)z (s, 2)[|ds, n € No,
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5.1. Metoda Picarda

1(vo)(t, 2)[| < a

dla (t,z) € A(X,T). Elementarne obliczenia implikuja nastepujace oszacowanie

I (v, az < aexp(bt), n € Ny
1=0
dla (t,z) € A(X,T) i dalej
| (vn)zl|lacx,ry < aexp(bT), n € N. (5.9)

A stad ciag ((vy).) jest wspélnie ograniczony na A(X,T).

Z zatozen (1), (2), (4), wspélnej ograniczonosci ciagow (uy,), (vn), ((Un)z), ((Vn)z),
twierdzenia o wartosci Sredniej zastosowanego do u,, i addytywnosci catki otrzymu-
jemy, ze pochodna (u,), spetnia warunek Lipschitza w A(X,T) z ta sama stata Lo dla
kazdego n € Ny. Techniczne detale znalezienia statej L, pomijamy. Te same argumenty
wraz z zalozeniem (3) zamiast (2) oraz zalozeniem (5) daja nam oszacowania:

@) (t:) = () D] (5.10)
< (W)o(@) = (W)@

+H /Ot 9z(Ch(z, s)

+H/tgp(cn@,s))(un)x(s,x

ds

)ds—/o
)ds—/t

9(C (aj 3))
| 9p(Cal(T, ) (un)o(s, T)ds

/ Gr (Cn(x,9)) (Vi) (s, @ ds—/ 9r, (Cn(T, 8)) (Vin) (s, T)ds||,

H/O 9o (Cn(w, 5))ds — /Otgx(cn(x, s))ds

=H[%@Mww&/hMMamw—[%wmwmw

< [ 169Gl 8)) = g Cala, ) s + it — 1
t
< L1/0 [l — ] + [un(5, 2) — wn(5,T)]| + [[on(s, ) — va(s, T)|]ds + da|t — 7]

t -
< Ll/o [l =2 + [(un)a (s, 1)l =T + || (vn)a(s, 22) |2 — Tllds + da[t — 7]

S LiT(1+ c+aexp(bT))|z — Z| + dy|t — 1],

t
||/ Gp(Cr(, 9)) (Un) (s, 2)d / g,(C Up)z(S,T)ds
0

t
H/ 9p(Cr(, 8))(un) (s, x)ds— | ¢,(C Up )z (8, T)ds
0

t

= | 9p(Cn(T, 5))(un)a(s, T)ds

t
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5.1. Metoda Picarda

+ [ 1l 3)) ()5 ) = o Cu. ) (). ) s + daclt — T
< [ 1ot ) el 2) = (), Pl
+cL1/O [l = 7] + [un (5, 2) — tn(5,7)] + [[vn(s, ) — vo(s,7)||]ds
tdyclt — 7
<doLs /Ot & — 7|ds
vl [[llo = |+ (s, m)llz = 71+ [(en)a(s,23) o — allds

+d20|t — ﬂ
< [doLoT + ¢y T(1 + ¢+ aexp(bT))]|x — T| + dac|t — ¢,

/% xsmmwxﬁ—/% (T, 5)) (Vin)a(5, T)ds

(x,9))(Vin) (s, x)ds —/ Gr,(Co(T, 3)) (Vi) (8, T)ds

/ gr Um x )dS

</w% D) (0in)a(5,2) = G (Co(T, )) (v3n) a5, 7)1 ds
+dsa exp(bT)|t — |

</u% D) Win) (5, 2) = G (Col, 9)) (v3n) (5, T) | ds

+/mr ) (Vin)a(5,T) = G (Co(T, )) (V3n) a5, T)|1ds

+dsa exp(bT)|t — |
/ 1gr; (Co, ) (Vin)a (8, ) = (Vin)(s, T)|ds

—|—aexp(bT)L1/0 [lz —Z| + |un(s, ) — un(s,T)| + ||va(s, ) — v, (s,T)||]ds

+dzaexp(bT)|t — |
<d, /Ot [(vn)z(s, ) — (vn)2(s,T)||ds

+aexpOT)Ls [ [l = 7]+ (e (s, )l = 7]+ wn)a(s, 22)l| = Tds
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5.1. Metoda Picarda

+dzaexp(bT)|t — ¢
< [aexp(bT)LiT(1 + ¢+ aexp(bT))]|x — Z| + dzaexp(bT)|t — 1|

by [ on)es. ) = (o), ) s,

gdzie z1, xo € [X—T, X+T] sa pewnymi punktami posrednimi, a dy, ds, d3 sa dodatnimi
stalymi. Ktadziemy:
ai(t,t,z, @) (5.11)

={Lo+ LiT(1+c+aexp(bT)) + [do LT + cL1T(1 4 ¢ + aexp(bT))]
+kaexp(bT)LiT(1+ c+ aexp(bT))}Hx — T
+{dy + dyc + kdzaexp(bT)}Ht — t|,
by = kds.
7 , mamy
(eir)a 6 ) — ) 7,7)]

t
<a(t,Lo ) + b [ on)als,2) = @a)as,D)lds, n € N,
0

“(UO)w(t’x) - (UO):U(EE)H < a1<t7f7x’f)

dla (t,z) € A(X,T). Elementarne rachunki i nier6wnosé¢ a;(s, s, z,T) < ai(t,t,z,T)
implikuja nastepujaca nieréwnosé

(0)e(t.2) = (0)o 0. D)
<atiamy B

=0

(5.12)

<exp(biT)ay(t,t,z,T), n €Ny

dla (t,z) € A(X,T). Zatem funkcje (v,), spetniaja warunek Lipschitza na A(X,T)
z taka sama stata dla wszystkich n € Nj.

7 , i lematu Arzeli-Ascoliego Wynika, ze istnieje jednostajnie zbiezny
podciag ((vn,)z) w A(X,T) i w konsekwencji, na mocy twierdzenia[1.6] v, jest rowna
granicy tego podciggu i jest ciggta.

Teraz udowodnimy, ze uktad . ma jedyne ciagte rozwiazanie w A(X,T). Niech
(@, v) bedzie dowolnym, ciagtym rozvvladzanlem U.1) w A(X,T). Ale (u,v) dane wzo-
rem (5.6)) tez jest rozwiazaniem ([4.1). Korzystajac z indukeji oraz zalozen (1), (2), (4),
otrzymujemy nastepujace oszacowania:

7n+1M(L + %)nT<1 +T)ntn+1
(n+1)! ’

lun(t,x) — u(t, z)| < (5.13)

")/n+1M(L—|—§)n(1—|—T)ntn+l
(n+1)! ’
gdzie M = maX{Hf('> 'aﬁ('> ')76('7 '))”A(KT) + %Hu( )HA X,T)» Hg( )’ ( a')v

(-, -))||A(X7T)}, dla (t,z) € A(X,T), n € No. Z (5.6)), (5.13) po przejiciu do granicy

lon(t, 2) — o(t, )] <
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5.2. Metoda monotoniczna

mamy, ze |u(t,x) — a(t,z)| <0, |v(t,z) — 0(t,z)|| < 0w A(X,T) i w konsekwencji
u=1u,v="0naAX,T).

Konstruujemy jedyne globalne ciagte rozwiazanie (u,v) uktadu catkowego ,
sklejajac rozwiazania (u,v) dane wzorem na wszystkich trojkatach A(X,T). Ko-
rzystajac z lematu [L.1] stwierdzamy, 7e (u,v) € C?(Ry x R,R) x CY(R{ x R, R¥)
i spelnia zagadnienie Cauchy’ego , . Twierdzenie zostato udowodnione. [

Uwaga 5.4. Poniewaz u = u, v = v na A(X,T) w dowodzie twierdzenia , wiec
nieréwnosci (5.13)) informujg nas o tempie zbieznosci metody analitycznej:

s (L + %)NT(l + T)ntn—H

unlt,2) = ult. )| < ) ,

7”+1M1(L + %)n(l + T)ntn—H
(n+1)! ’

[on (2, 2) = o(t, 2)|| <

gdzie M, = maX{Hf(', (), 00 Nacer + Sl )lac, gt ul, ),
o, -))||A(X,T)}, dla (t,2) € A(X,T), n € No.

Uwaga 5.5. W dowodzie twierdzenia zauwazono, ze ciag ((u,).) jest wspélnie
ograniczony i wszystkie pochodne (u,),, n € Ny spetniaja warunek Lipschitza z ta
samg stata Lo. Na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego [1.1] i twierdzenia [1.6] istnieje

podciag ((uy,)s) zbiezny jednostajnie do u, w A(X,T'). Ale z (5.7)), (5.4) po prostych

obliczeniach mamy nastepujace oszacowanie

,yn+1M(L + %)n(l + T)ntn+1
(n+1)!

(1) (t, ) = (un)a(t, 2)] < (5.14)

i w konsekwencji

,yn+1M(L + %)n(l + T)nTn-H
(n+1)!

|[(tng1)e(t, ) — (un)o(t, )] <

dla (t,z) € A(X,T),n € No. Z lematu5.1| wynika, ze caly ciag ((un).) jest jednostajnie
zbiezny w A(X,T). Twierdzenie implikuje, ze ((u,),) zmierza jednostajnie do wu,
w A(X,T).

5.2. Metoda monotoniczna

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci globalnego
w czasie klasycznego rozwigzania za pomocg metody monotonicznej dolnego i gébrnego
rozwiazania. Twierdzenie to implikuje takze lokalizacje tegoz rozwigzania. Przyjmie-
my, ze funkcje f i g generujace prawg strone rownan rézniczkowych oraz ich niektére
pierwsze pochodne spelniaja warunek Lipschitza i s w odpowiednim sensie monoto-
niczne na pewnych przedziatach wyznaczonych przez funkcje dolng i gérna.

W RF wprowadzamy nastepujacy porzadek: y < 7 wtedy i tylko wtedy, gdy y; < 7;,
i=1,...,k dla dowolnych y = (y1,..., %), ¥ = (U1, .., Jx) € R*. W podobny sposéb
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5.2. Metoda monotoniczna

okredlamy porzadek w przestrzeni C*(Ry x R,R): u

< u wtedy i tylko wtedy, gdy

u(t,z) < u(t,z), (t,z) € Ry x R dla dowolnych u,u € C*(Rf x R, R). Analogicznie,
w przestrzeni C1(RF xR, R¥): v < © wtedy i tylko wtedy, gdy v;(¢, x) < 0;(t, ), (¢, 1) €

k) € CYRE xR, RF).

X R,

(5.15)

Rf xR, =1,...,k dla dowolnych v = (v1,...,v), 0 = (0y, ...,
Funkcje (u,v) € C*(Rf x R, R) x CH(R{ x R, R¥), ktéra spetnia uktad nieréwnodci
Uy — Uy + cuy < f(E,x,u,0), (t,2) €RY
v < gt z,u,v), (t,r) € Ry X R,
wo(z) 2 u(0,2), x€R,
¢0($) > (0 l‘), S R,
v1(x) 2 w(0,2), ze€R

nazywamy rozwigzaniem dolnym problemu (2.1)), ([2.2) w R x R. Jedli nieréwnosci sg
odwrdcone, to nazywamy ja rozwigzaniem gérnym zagadnienia (2.1), ([2.2) w R{ x R.

Zalozenie A Istnieje co najmniej jedna para rozwigzan dolnych i gérnych (ug, ),

(o, Tp), odpowiednio, problemu ((2.1)), (2.2) taka, ze

uy < U, vy <Tp w R xR

(5.16)

Dla danej pary rozwiazan dolnych i gbrnych (ug, vg), (%o, Up) problemu (2.1)), (2.2)

spetniajacej ([5.16|) definiujemy nastepujacy sektor

{(ug, Vo), (To,Tp)) = {(u,v) € C*(Rf x R,R) x C*(RF x R,R¥) :

uo(t, ) <ult,z) <u(t,z), ve(t,z) <v(t,x) <

oraz przedzial

@0(t7 'lj)a

(t,z) € R§ x R}

(m, M) = {(u,v) € R*™ :my <u < My, m<v< M},
gdZiem:(mlﬂ"'amk)7 M (M17 '7Mk‘)a
mo = inf{uy(t,z) : (t,7) € R§ x R}
m; = inf{vy(¢t,z) : (t,z) € Rj x R}
My = sup{up(t,z) : (t,z) € Ry x R}
M; = sup{vp;(t,z) : (t,z) € RS x R}
y:(y017"'aQOk)7ﬁ:(@017"'7@0]6)7izl)' 7k'
Definiujemy rekurencyjnie dwa ciagi (u,,, v,), (U, 0,) funkcji u,,, , : Ry xR — R,
Up, Up RS_ X R—)Rk7 n e NO:
Lug iy = [, (t,7),0,(t,) + Gu,(t2), (7)€ RS X R,
(Qn—l—l)t = g(tv‘%ﬂn(t’x)vf ( )) (t ) S R(—)’— X Rv
Up1(0,2) = po(x), z €R, (5.17)
ynJrl(Oux) = ¢0<37>7 YIS Ra
(Qn—i-l)t(O?m) = Qpl(x)7 z € R,
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5.2. Metoda monotoniczna

LTniy = f(t, 2,0 (t,2),0a(t, 7)) + ST(t, 2), (t,2) € RY X R,

(Tni1)e = g(t, 2, (t, ), 00 (8, 2)), (t,7) € Ry X R,

Upi1(0,2) = po(x), = € R, (5.18)
Unt1(0,2) = o(z), © € R,

(Uns1)¢(0,2) = p1(z), x € R,

gdzie operator £ dany jest wzorem ((3.3]).

Twierdzenie 5.6. Zaloimy, ze Zalozenie A jest spelnione, a ponadto:

(1) f € CHRY xR x (m, M),R), g € C* (R x R x (m, M), RF),
, g spelniajq warunek Lipschitza ze stalq L wzgledem p,r w Ry x R x (m, M),
2) f,q spetniaj k Lipschi lo L wegled R x R M
Gzs Gps Griy 1= 1,...,k spelniajqg warunek Lipschitza ze stalq Ly wzgledem x,p,r
3 by Griy 0 =1 k spetniag k Lipschi tg L led
w R xR x (m, M),
t,x,p,r)+ <p i g sq niemalejgce wzgledem p,r w Ry X R x (m, M),
y <p i emalej led Ry x R M
(5) ¢>0,
(6) o € O2<R7R)} Y1 € Cl(Ra R)? 77ZJ0 € CI(R’ Rk)?
(7) (¢o)x spetnia warunek Lipschitza ze stalg Ly w R.

Wtedy:
(i) dla kazdego n € Ny istnieje dokltadnie jedno rozwigzanie (u,,v,), (Un,Vn) €

C*(R{ xR, R) x CY(RF xR, R¥), n € Ny probleméw (5.17)), (5.18)), odpowiednio,
(i) nieréwnosci

Qogﬂlgﬂzg < Uy < U < U,
QQ<Q1<Q2< < Uy < U1 < Vg,

sq prawdziwe w Ry x R,

(i4i) (W, vy,), (U, Ty), n € Ny sq dolnym i gérnym rozwigzaniem problemu (2.1)),
w Ry x R, odpowiednio,

(1v) limy, oo (T, (t, ) — u,(t,z)) = 0, lim, oo (T, (t,2) — v, (¢, z)) = 0 niemal jedno-
stajnie w RE x R,

(v) funkcja

(u(tv$)’ U(tv ZL‘)) = nhlgo(un(tv .’E),Qn(t,l'>) = JLIIOlo(ﬂn(t,$),@n(t,I))
€ CYR{ x R,R) x CYR{ x R,R¥) jest rozwigzaniem problemu (2.1), (2.2),

Jedynym w sektorze {(uy, vy), (T, o))-

Dowéd. Zauwazmy, ze dla ustalonego n € Ny prawe strony nieréwnosci ,
sa znane i zalezne tylko od (¢, x). Stad twierdzenie albo analiza postaci catkowej
i lemat [4.1] implikuje (i).

Zaleznosci (i7), (iii) sa bezposrednia konsekwencja indukeji, Zatozenia A i nastepu-
jacej implikacji. Jezeli (w,,v,), (U, Un) € ((ugy, vy), (T, Vo)), n € Ny sa, odpowiednio,
dolnym i gérnym rozwigzaniem , w Ry x Riw, <y,, v, <0y, to

Up < Upyy < Upy, Uy < Upyp S Upy (5.19)

I=

n < Hn+1 < ﬂnu Qn < @Tlrkl < @TU
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5.2. Metoda monotoniczna

Upi S Upyl, Vpyr S Upgd, (5.20)

1 (W1, Vng1)s (Tng1, Tng1) € ((wg, vg), (To, o)), n € Ny sa, odpowiednio, dolnym i gor-
nym rozwigzaniem , w R x R. Aby te implikacje uzasadnié¢, przypuéémy,
ze jej poprzednik jest prawdziwy. Najpierw wykazemy pierwsza nieréwnosc¢ z ((5.19)).
Poniewaz u,, jest dolnym rozwigzaniem problemu , i, jest zdefiniowane
W , wiec

02

Lu,, < f(tw%aﬂn(ta x),yn(t,x)) + Zgn(ta*f)a (tvx) € R(T X R,

2
Lt = F(2,0,(1,7), 2,0t 0)) + T2(t,2), (1,7) ERY XR,

a stad mamy
L(u, —Upiq1) <O wRS xR,

Ponadto

i na podstawie zatozenia (5) otrzymujemy
Lo(w, — Upi1) <0 na {0} xR.
Twierdzenie [3.2) zastosowane do operatora £, := £ daje nieréwnos$é
Up — Upyy <O wRY xR

Rozumujac w podobny sposéb jak wyzej i korzystajac z zatozenia (4), otrzymujemy
nastepujace relacje:

2
Lu,, = f(t,z,u,(t, z),v,(t )+ Czun(w), (t,z) € Rf xR,

2
LT, > f(t,2,7(t,2), Ta(t, ) + Tl 2), (1,2) €RY xR

E(Qn—l-l - ﬂn) < f(tvxvgn(t7x)’yn<t7x)) + Qn(twr)

2
— f(t,x,u,(t, z),v,(t, ) — %ﬂn <0 wR{ xR,
Uy — U, <0 na {0} xR

Lo(Upy1 —Tp) <0 na {0} x R.
Wobec tego z twierdzenia [3.2] mamy

Upi1 — U <0 w Ry xR

Zatem druga nieréwnos¢ w ((5.19) takze jest prawdziwa. Pozostate nier6wnosci w ((5.19)
mozna udowodni¢ w podobny sposéb, przy czym dla v,,, Uy, v, 11, Unt1 trzeba zasto-
sowaé stabe nieréwnosci rézniczkowe dla réwnan zwyczajnych.
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5.2. Metoda monotoniczna

Teraz pokazemy (iv). Ustalmy T € R i rozwazmy tréjkat rownoramienny A(X,T) C
R x Ry wystepujacy w dowodzie twierdzenia . Potozmy

No = ||do — uol|acx,m) + [P0 — vollacx,1)- (5.21)

Z definicji (5.17)), (5.18) oraz z analizy ukladu réwnan catkowych (4.1)) i lematu
otrzymujemy wzory explicite na rozwiazania problemoéw ((5.17)), ((5.18):

2
—<( C
(b 0) = 5 / / 5 [ﬂs ot (5, ), 25, 9)) + o, ) | dyds (5.22)
1 _ey x4+t I ey x+t
e / 1y + e [ po(y)dy
2 x—t 4 x—t
1

+§e_5t[g00(x +t) + oz —t)],
QnJrl(tvx) - %(95) + /Otg(s,x,un(s,x),vn(s,x))dS,

2

_C(t—s _ — c
i) = 3 [ o) o) + s

+26

wio

‘ x+t Is ey x+t
/ e1(y)dy + 16 ° / wo(y)dy
x—t x—t
1 .
—l—ie*it[(po(:c + 1) + oz —t)],

t
Unt1(t, ) = () +/O g(s, z, U, (s,x),0,(s,z))ds
dla (t,x) € A(X,T), n € Ny. Z indukeji oraz zatozen (1), (2), (6) dostajemy nastepu-
jace oszacowania:

No(L + <) T(1+T)"¢"
n!

(5.23)

Un(t’ I) - Qn(t’ :L‘) <

Y

No(L + S)™(1 + T)r1¢»
n!

@m'(ta $) - ym’(t x) <

dla (t,z) € A(X,T), i=1,...,k, n€N.
Udowodnimy indukcyjnie, ze oszacowania rzeczywiscie zachodza dla kazdego
n € N. Dowdd przebiega do$¢ podobnie, jak dowdd nieréwnosci ([5.4)).
W pierwszym kroku indukcyjnym dla n = 1 mamy:
uy(t,x) —uy (t, )
( c?
2 / / 6 2l {f(S,y,ﬂo(S,’y),@o(S,y)) + Zﬂo(s,y)}dydé’

2

:er(t s) 72 B g
// 5 [f(s,y,uo(s,y),yo(s,y))+Zgo(s,y)}dyds

—(t—s)

z+(t—s)
<[ oy M0 0(5,),70(59) = (s, s 100(5, ). vo(5,9) s
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5.2. Metoda monotoniczna

+

.2 / L ot ) = oo 0] + s, ) — (s,

z+(t—s) t
// o duds < (L+ 4)]\70/ 2t — )ds

)No[zts _ 2;}; (1+ 4)%{2752 _ 2;2}

c? ot +(t—s)
bl [uo<s y) — uols.y)|dyds
L

Q

<(L+
=L+

N

NO(L+—) T,
U(t, ) — vy,(t, x)
< ot @) — u(t, z)||
= H/Otg(s,y,Uo(s,y),vo(s,y)ds - /Otg(s,y,uo(s,y),vo(s,y)dSH
< /t 19(s, v, To(s,y),Do(s,y) — g(s,y, uo(s, ), vo(s, y)|ds
< 1 [ [fmofs ) — ols,)) + [o(,) — ol ] ds
NO(L+ / ds = No(L+ 42) t.
W drugim kroku chcemy udowodni¢ prawdziwos¢ implikacji:

Nol|L+< ) T(1+T)n—1¢n
ﬂn(t7$) —ﬂn(t,l’) < 0< )

n!

No(L+£)" (14 Ty
(n+1)! ’

= Upny1(t, ) — Uy i (t,2) <

n
No (L+§) (1+T)m=1en

n!

@ni@? .I‘) - Qni<t7 l‘) <

n+1
No(L+ )" (14 Tyremt
(n+1)!

dla kazdego n € N. Zalézmy, ze poprzedniki obu implikacji sg prawdziwe. Wykonujemy
obliczenia:

Un 1 (ta l’) - un—&-l(ta .Z')

= @(n+1)i(ta l’) U(n+1)i (t .ZE)

2

2/ / (t—s) e [f(&yaﬂn(&y)ﬂn(s,y))+%ﬂn(s,y)}dyds
/ /:Htts: 67% - {f(s Y, U (S,y),yn(s,y)) + Zun(&y)]dyds

m+ts)
2//

m+t s
*3 4// (t—s) “”Sy Uns, y)}dyds

Q

8 y7ﬂn(57y)7@n(57y)) - f(57y7ﬂn(57y)7yn(57y))‘dyd5
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5.2. Metoda monotoniczna

Joz [ [0 (o) — ) + (5,0 — ) s

C2 t pxt(t—s) No(L—l— Z)”(1 +T>n718n
<(L+z)/0/ s — (1 + T)dyds

2 TL+1
N() (L + CZ) (1 + T)n t px+(t—s)
= "dyd
n! /o ~/:c—(t—s) o aas

L\D\»—t

2 n+1
No(L + < 1+7)" t
< O< 4) ( ) -2/(t—s)s”ds
n!
n+1
_ NO(L+ 4) (1+1)" -Q{t- st S"+2}t
n! n+1 n42d0
n+1
:NO(L+ <)+ L U
n! n+1l n+2
02 n+l n
<N0<L+Z) )" 1
N n! (n+1)(n+2)
C2 n+1 n4n
<N0<L )T+ Ty
D (n+1)! ’

V(n+1)i(ts T) = Vinp1yi(t, @)
< Ot 2) = v (8, 2|
= H/Otg(&y,un(say),vn(say)ds - /Otg(s,y,un(s,y),vn(s,y)dSH
< /t l9(s,y,Tn(s, ), On(s,y) — 9(s,y, un(s, ), v,(s,y)||ds
< 3660 = s 4 5.0 = sl

_ L/t NO(L + %) (1+T)"s"
0

n!

ds

C2 n n
< <L+C2)-NO<L+4)‘ (1+T) ‘/tsnds
n: 0

n+1
No(L+5) (L+T)" rwly
n—+1 0

No(L+5)" 1+ Ty
- n! ‘n+1
No(L+ )" ey
B (n+1)! ’

a to konczy dowod indukeyjny.
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5.2. Metoda monotoniczna

Oszacowania ({5.23]) implikuja:

No(L + <) T(1 + Ty
n!

Up(t,z) — u,(t,x) < : (5.24)
No(L + <) (1 + Ty

n!
dla (t,z) € A(X,T), i =1,...,k, n € N. Bezposrednio z (5.24)) i (i7) otrzymujemy,

ze

@ni(t 'I) - Qni(t7 ‘T) <

lim (@, (t, ) — u,(t,z)) =0, lim (U,(t,z) — v,(t,x)) =0 (5.25)

n—oo n—oo

i zbieznog¢ ta jest jednostajna w A(X,T) oraz niemal jednostajna w Rf x R.
Ciagi (u,) 1 (u,) sa na podstawie (i) monotoniczne i ograniczone. Wobec tego dla
dowolnie ustalonego (¢,z) € A(X,T) sa one zbiezne punktowo:

lim w, (t, ) = u(t, x),

7}1_}1{.10@”(15,@ = uy(t, x).
Z (5.25) wynika, ze u; = ug =: u w A(X,T). Ponownie stosujemy punkt (i) i uzysku-
jemy oszacowania:
|un (£, ) — u(t, 2)| < [Un(t, z) —u,(t,2)], (,2) € AX,T),
|w, (t, @) — ult, )| < |[Un — wpllacx), (¢ 2) € AX,T),
lu, — ullacxr) < |[tn = w,llacxm), (5.26)
[ (t, 2) — u(t, 2)| < [un(t, 2) —u,(t,2)], (£2) € AX,T),
[ (t, ) — u(t, )| <|[[tn — wnllacxm), (t2) € AX,T),
[t — ullacxry < n = wallacxn. (5.27)

Zatem korzystajac z (5.26), (5.27)), (5.25)), mamy, ze:

nlirgogn(t,x) =u(t,z), nlirgloﬂn(t,m) = u(t,x) (5.28)
jednostajnie w A(X,T). I dalej, funkcja u jest ciagta w A(X,T) jako jednostajna
granica ciagu funkcji ciagltych. Analogicznie dowodzimy, ze

lim v, (t,2) = v(t, z), lim v,(t x) = v(t, z) (5.29)
jednostajnie w A(X,T) i v jest ciagta w A(X,T). Z lematu o przejéciu granicz-
nym pod znakiem calki zastosowanego do rownosci rekurencyjnych (5.22)) dostajemy,
ze (u,v) jest rozwiazaniem w A(X,T) ukladu catkowego (4.1). Istnienie ciagtego v,
w A(X,T) dostajemy analogicznie, jak w dowodzie twierdzenia Pochodna ta jest
réwna granicy odpowiedniego podciagu ((v,,).) (i oczywiscie ((Ty,)s)). Ponadto z prze-
prowadzonej konstrukeji wynika, ze (u,v) € ((ug,vy), (T, Vo)) w A(X,T).
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5.2. Metoda monotoniczna

Niech (@,?) € ((ug,vy), (o, v0)) W A(X,T) bedzie dowolnym ciggtym rozwiaza-
niem uktadu (4.1) w A(X,T). Stosujac indukcje matematyczna i zalozenia (1), (2),
(6), otrzymujemy nastepujace oszacowania:

No(L + E)*T(1 + T)" ¢

[Tt ) = @t )| < -

, (5.30)

No(L + €)1+ T)"1¢»

n!
gdzie Ny jest zdefiniowane w , dla (t,x) € A(X,T), n € N. Z , ,
(5.30)) mamy, ze |u(t, z)—u(t,x)| <0, |[|[v(t,x)—v(t, x)|| < 0w A(X,T) i w konsekwencji
dostajemy, ze u =u, v =0 w A(X,T).

Konstruujemy jedyne globalne ciagle rozwiazanie (u,v) ukladu catkowego
poprzez sklejanie rozwiazan na wszystkich tréjkatach A(X,T'). Korzystajac z lematu
[1.1] stwierdzamy, ze otrzymane rozwiazanie (u,v) € C?(R§ x R,R) x C'(R§ x R, R¥)
i spelnia zagadnienie Cauchy’ego , . Twierdzenie zostato udowodnione. [

Uwaga 5.7. Poniewaz u = 4, v = 0 w A(X,T) w dowodzie twierdzenia [5.6] wiec
nieréwnosé ([5.30) daje nam efektywne oszacowanie btedu metody analityczne;:

[ (t, ) = 0(t, )| <

No(L + E)*T(1 + T)" ¢

n!

|H7‘L(t7'r> —u(t,x)| < )
No(L + €)1+ T)r1¢»

||@n(t,$) _U(t7I>H < n

Y

dla (t,z) € A(X,T), n € N. Analogicznie takie same oszacowania sa prawdziwe dla
‘Qn(t7 ‘T) - U(t, Q?)‘, Hyn(tv SL’) o U(t7 J?)H

Uwaga 5.8. Poniewaz zatozenia twierdzenia sg spelione tylko w zbiorze Ry x
R x (m, M), wiec jedyne rozwiazanie problemu , jest zapewnione tylko
w odniesieniu do powyzszych gornych i dolnych rozwigzan i nie wyklucza istnienia
innych rozwiazan poza sektorem ((ug,vy), (Uo,7o)). Ale jezeli zalozenia twierdzenia

sg spetnione w R x R?** to rozwigzanie problemu (2.1)), (2.2)) jest jednoznaczne

bezwarunkowo.

Uwaga 5.9. Z dowodu twierdzen [5.3] [5.6) wynika, ze analogiczne twierdzenia sa praw-
dziwe dla jednego réwnania (zamiast uktadu (2.1))

Uy — Uy + cuy = f(t,m,u), (t,r) ERS xR (5.31)

z warunkami poczatkowymi

(5.32)

u(0,z) = po(x), = €R,
u(0,2) = ¢1(x), x €R,

gdzie f : Rf x R2Z = R, ¢y, : R — R istala c € R jest dana.
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5.3. Konstrukcja dolnych i gérnych rozwigzan, przyktady

W tym rozdziale przedstawimy sposob konstrukeji dolnych i gérnych rozwigzan.
Jezeli f i g sa ograniczone w Ry x R i g, 1, %0 sa ograniczone w R, to konstrukcja
dolnych i gérnych rozwiazan jest mozliwa poprzez rozwigzanie odpowiednio skojarzo-
nych problemow poczatkowych dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Niech:

m(f) = inf{f(t,x,u,v)  (t,m,u,v) € R x R2+k},

m(g) = inf{g(t,m,u, v): (t,m,u,v) € R x R2+k},
m(po) = inf{po(z) : = € R},
m(p1) = inf{p1(z) : z € R},
m(y) = inf{tho(z) : = € R},

M(f) =sup{f(t,z,u,v): (t,z,u,v) € Ry X RQM}’

M(g) = Sup{g(t,x, w,v): (t,z,u,v) € RE x RM},
M(gpo) = sup{po(z) : = € R},
M(p1) = sup{pi(z) : = € R},
M (1)) = sup{to(x) : = € R}.

Rozwazmy przypadek, gdy ¢ > 0. Funkcje

wy(t,2) = () — em(en)le™ + ~m(f)t
¢ c (5.33)

+ S lm(n) + emier) — m(p)].

Qo(tv l‘) = m(g>t + m(wo),

To(t,2) = 5 [M(f) — eM(po)]e™ + - M(f)r

C

n 012[02M(¢0) + cM(p1) — M(f)],

o(t, x) = M(g)t + M(¢o)

sg rozwigzaniami dolnymi i gérnymi problemu poczatkowego , , odpowied-
nio. Dla przyktadu, dolne rozwiazanie wu, jest rozwigzaniem problemu poczatkowego
drugiego rzedu

y'+cy' =m(f),

y(0) = m(eo), (5.34)

y'(0) = m(p1).

W przypadku, gdy ¢ = 0 otrzymujemy, ze:

uo(t,2) = () + me1)t + m(ipo), (5.3)
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5.3. Konstrukcja dolnych i gérnych rozwigzan, przyktady

o(t,2) = SM(NE + M(ga)t + M),

a vy 1 Ty sa takie same jak w (5.33).

Metody monotoniczne i konstrukcja dolnych i gornych rozwigzan z wykorzystaniem
funkcji Greena dla skoniczonych i nieskonczonych uktadéw parabolicznych sa badane
w [1], [16], [17]. Czasami mozliwe jest znalezienie rozwiazan dolnych i gérnych bez
uzycia jakichkolwiek narzedzi matematycznych, jak w przyktadzie [5.10

Przyklad 5.10. Rozwazamy nieliniowe rownanie telegrafistéw
Ut — Uy + cuy = u(1l — u) (5.36)

z warunkami poczatkowymi

{u(O, ) = po(z), v €R, (5.37)

u(0,2) =0, = € R,

gdzie ¢ > 210 < po(x) < 1 dla z € R jest klasy C%. Widaé, ze uy(t,z) = 0 jest
rozwiazaniem dolnym i (¢, z) = 1 jest rozwiazaniem gérnym problemu rézniczkowe-
go , . 7 twierdzenia i uwagi wynika, ze problem , ma
jednoznaczne rozwiazanie globalne u klasy C? w sektorze (u, ug) = (0, 1). Zauwazmy,
ze funkcja f(t,z,p) = p(l — p) nie jest niemalejaca dla p € (m, M) = (0,1), ale
f(t,z,p) + %p = p((l + % — p) juz jest niemalejaca na tym przedziale (zobacz
zalozenie (4) w twierdzeniu [5.6]).

Przyklad 5.11. Rozwazamy uktad nieliniowy

{utt — Ugy + CUp = ﬁ + arctan v (5 38)

vy = arctan(u + v)

z warunkami poczatkowymi ([2.2), gdzie ¢ > 2, |¢o(z)| < 1, |[vo(z)] < 1, |¢1(z)] < 1
dla z € R i ¢q jest klasy C?, @1, sa klasy C!, za$ (¢o), spelnia warunek Lipschitza.
Obliczajac z (5.33)), otrzymujemy: uy = 5 (=5 + c)e ™ — Lt + S(—c* —c+35), vy =
—2t—1,0 = 5(1+5—c)e "+ 114+ 5)t+ 5(*+c—1—1%), U = 5t+1. Zalozenie A
jest spetnione i ugy, vy, g, Uy sg nieograniczone. 7Z twierdzenia [5.6| wynika, ze problem
(5.38)), (2.2) ma jednoznaczne rozwiazanie globalne (u,v) klasy C? x C' w sektorze

((ug, vy), (W, Vp)). Zauwazmy, ze f(t,z,p,r) = ﬁ + arctan r nie jest niemalejaca dla

(p,r) € {m, M) =R? ale f(t,z,p,r)+ %p = ﬁ + %p—l—arctanr juz jest niemalejgca
na tym przedziale (zobacz zalozenie (4) w twierdzeniu [5.6).

Przyktad 5.12. Rozwazmy uktad nieliniowy

: (5.39)

Tl — Ugy + U = H(u —a) —u —v
vy = bu — dv

gdzie 7 > 0 jest tzw. czasem relacji, a, b, d sa stalymi rzeczywistymi i H jest funkcja
Heaviside’a. Wyrazenie Tuy, uwzgledniajace efekty pamieci zwiazane z wewnetrzna
struktura osrodka, jest generowane przez prawo Cattaneo

oJ
T& +J= —k‘Vu,
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5.3. Konstrukcja dolnych i gérnych rozwigzan, przyktady

ktore jest uogodlnieniem prawa Ficka
J = —kVu,

gdzie J jest strumieniem generowanym przez u, za$ k jest dodatnia staltg rzeczywista.
Uktad jest uogélnieniem modelu McKeana [12]. Niestety uktad nie spetnia
zatozen twierdzen 1[5.6, gdyz silnie nieliniowa funkcja H nie jest ciagta. Wiadomo
jednak, ze H mozna aproksymowaé funkcjami gtadkimi, np. wielomianami [9], [12],
[18], [21].



Spis symboli i oznaczen

R, N — zbiory liczb, odpowiednio, rzeczywistych i naturalnych
R* — zbiér liczb rzeczywistych dodatnich

Ry — zbiér liczb rzeczywistych nieujemnych

R¥ — iloczyn kartezjanski k zbioréw R

Ng — zbiér liczb naturalnych dodatnich z zerem

(R, +,R, ) — przestrzen wektorowa

(C(Q,RY), 4+, R, -) — przestrzenr wektorowa funkeji ciggltych
| - || — norma maksimum w (R? + R, ")

| - lo — norma maksimum w (C(Q,R%), +,R, )

C(R§ x R, R™*) — zbiér funkeji ciagtych

CHR{ x R, R¥) — zbiér funkeji klasy C*

C?*(R$ x R,R) — zbiér funkeji klasy C?

D — obszar

0D — brzeg D

D — domkniecie D
K — krzywa

0 — delta Diraca

lim — granica

[, [] — catki

A(X,T) — tréjkat

0, L, L., Ly, L — operatory

D'(R?) — przestrzen dystrybucji w R?

Uy — rozwiazanie fundamentalne

fys oy By, Uty Ug, Ugt, Uy, U, Uz — pochodne

Uy, Uy, Un, Up — rozwiazania dolne i gérne, odpowiednio

40



[16]

[17]

18]

[19]

Bibliografia

Brzychczy S., Poznanski R.R., Mathematical neuroscience, Adamic Press, Amsterdam
2014.

Evans J., Shenk N., Solutions to azon equations, Biophys. J. 10 (1970), 1090-1101.
Evans J.W., Nerve axon equations: I linear approrimations, Indiana Univ. Math. J. 21
nr 9 (1972), 877-885.

Evans J.W., Nerve azon equations: II stability at rest, Indiana Univ. Math. J. 22
nr 1(1972), 75-90.

Evans J.W., Nerve azxon equations: III stability of the nerve impulse, Indiana Univ.
Math. J. 22 nr 6 (1972), 577-593.

Evans J.W., Nerve azon equations: IV the stable and the unstable impulse, Indiana
Univ. Math. J. 24 nr 12 (1975), 1169-1190.

Fichtenholz G.M., Rachunek rézniczkowy i catkowy, tom 2, PWN, Warszawa 1995.
Ghazaryan A., Latushkin Y., Schecter S., Stability of traveling waves in partly parabolic
systems, Mathematical modeling of natural phenomena 8 (2013), 32-48.

Joseph D.D., Preziosi L., Heat waves, Rev. Mod. Phys. 61 nr 1 (1989), 41-73.

Krupa M., Sanstede B., Szmolyan P., Fast and Slow Waves in the FitzHugh-Nagumo
Equation, J. Dierential Equations 133 (1997), 49-97.

Li Y., Maximum principles and the method of upper and lower solutions for time periodic
problems of the telegraph equations, J. Math. Anal. Appl. 327 (2007), 997-1009.

Likus W., Vladimirov V.A., Solitary waves in the model of active media, taking into
account relaxing eects, Rep. Math. Phys. 75 nr 2 (2015), 213-230.

Marcinkowska H., Dystrybucje, przestrzenie Sobolewa, réwnania réziniczkowe, PWN,
Warszawa 1993.

Myjak J., Rownania rézniczkowe, Wydawnictwa AGH, Krakow 2016.

Protter M. H., Weinberger H.F, Mazimum principles in differential equations,
Springer-Verlag New York Inc., 1984.

Pudetko A., Monotone iteration for infinite systems of parabolic equations with func-
tional dependence, Ann. Polon. Math. 90 (2007), 1-19.

Pudetko A., Monotone iterative method for infinite systems of parabolic
functional-dierential equations with nonlocal initial conditions, Topological Methods in
Nonlinear Analysis 36 (2010), 101-117.

Rinzel J., Keller J,B., Traveling waves solutions of a nerve conduction equation, Biophys.
J. 13 (1974), 1313-1337.

Sapa L., Ezistence, uniqueness and estimates of classical solutions to some evolutionary
system, Opuscula Math. 35 nr 6, 2015.

41



Bibliografia

[20] Sapa L., Global ezistence and uniqueness of a classical solution to some differential
evolutionary system, Rocky Mountain J. Math., przyjeta do druku, ukaze si¢ w 2017,
http://projecteuclid.org/euclid.rmjm/1464035938.

[21] Scott A.C., Neuroscience: mathematical primer, Springer-Verlag, New York, 2002.

[22] Vladimirov V.A., Maczka Cz., On the stability of kink-like and soliton-like solutions
of the generalized convection-reaction-diusion equation, Rep. Math. Phys. 70 (2012),
313-329.



	Streszczenie
	Abstract
	Wst166p
	Rozdział 1. Podstawowe definicje i twierdzenia pomocnicze
	Rozdział 2. Problem rózniczkowy
	Rozdział 3. Rozwiazanie fundamentalne, słaba zasada maksimum dla operatorów liniowych
	Rozdział 4. Postac całkowa
	Rozdział 5. Istnienie i jednoznacznosc rozwiazania globalnego
	Metoda Picarda
	Metoda monotoniczna
	Konstrukcja dolnych i górnych rozwiazan, przykłady

	Spis symboli i oznaczen
	Bibliografia

