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Przedmowa

Pomyst napisania tej serii skryptow powstat kilkanascie lat temu w zespole pra-
cownikow Zakladu Réwnan Funkcyjnych Instytutu Matematyki AGH, prowadzacych
zajecia z matematyki ze studentami Wydzialu Goérniczego.

Zawarte w serii przyktady i ¢wiczenia maja stuzyé¢ studentom jako pomoc przy
studiowaniu matematyki, a prowadzacym zajecia utatwi¢ organizowanie samodzielnej
pracy studentow.

Opracowano kilka podrecznikéw z tej serii, odpowiadajacych dziatlom matematy-
ki, realizowanym w ramach podstawowego wyktadu matematyki na wigkszosci studiow
w AGH. Przyjeto wspdlne zasady dla wszystkich skryptow: liczba przyktadow i zadan
jest ograniczona do kilkunastu na kazdy tydzien zajec¢; sposodb rozwigzywania zadan
danego typu objasniono na przyktadach; kazdy rozdziat jest poprzedzony czescia teo-
retyczna, zawierajaca definicje i twierdzenia potrzebne do zrozumienia przyktadow
i rozwiagzywania zadan. Wiekszos¢ zadan pochodzi z pozycji wymienionych w spisie
literatury, ale w kazdej czesci sa tez zadania pomyshu autoréw.

Seria sktada si¢ z nastepujacych skryptéw:

Lech Anczyk: Szeregi liczbowe i funkcyjne (SU 1067);

Andrzej Gonet: Obliczanie calek funkcji jednej zmiennej (SU 987);

Janina Niedoba, Wiestaw Niedoba: Rownania rozniczkowe zwyczajne i czgstkowe
(SU 1578);

Wiestaw Niedoba: Miara i calka, rachunek prawdopodobienstwa (SU 1038);

Sylwester Przybylo, Andrzej Szlachtowski: Wistep do analizy matematyczne;.
Elementy algebry i geometrii analitycznej (SU 1039).

W trzecim wydaniu niniejszego skryptu przedstawiono metody rozwigzywania
rownan rézniczkowych zwyczajnych i czastkowych. Szerzej zostaly opisane metody
macierzowe dla liniowych uktadéw réownan zwyczajnych rzedu pierwszego. Zadania
z liniowych réownan czastkowych rzedu drugiego dotycza ich klasyfikacji i rozwia-
zan podstawowych zagadnien granicznych dla rownan typu hiperbolicznego. Ostatni
rozdzial ma nieco odmienny charakter i jest poswiecony pewnym metodom nume-
rycznym, gltéwnie réznicowym, rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych
i czastkowych réznych typéw.

Krakow, luty 2001
Bogdan Choczewsksi






RozDzI1AL 1.

Rownania rdzniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

1.1. Uwagi ogdlne

DEFINICJA 1.1. Rownaniem roézniczkowym zwyczajnym nazywamy rownanie
zawierajgce zmienng niezaleing x, mnieznang funkcje vy, oraz jej pochodne vy,

(TR ’y(n)
F(x7 y7 y/7 A 7y(n)) = 0 (1'1)
gdzie F: R"*2? — R.

DEFINICJA 1.2. Rzqd réwnania (1.1) jest réowny n, jezeli w réwnaniu (1.1) wy-
stepuje pochodna y™ , natomiast nie wystepujg pochodne rzedéw wyzszych niz n.

DEFINICIA 1.3. Rozwigzaniem réwnania (1.1) w [a, b] nazywamy funkcje y o tej
wlasnosct, zZe

N Fle,y@),y (z),... .y (x) =0.

x€[a,b]

DEFINICJA 1.4. Problemem poczgtkowym Cauchy’ego dla réwnania (1.1) nazy-
wamy nastepujgce zagadnienie:
Znalezé rozwigzanie réwnania (1.1) spelniajgce warunek poczgtkowy (1.2)

yl(fﬂo) =7%Yo
Y (o) =1 (1.2)
y" D (20) = yn—1

gdzie: xog =€a,b[, Yo, Y1, ..., Yn—1 S¢ zadanymi liczbami.

DEFINICJA 1.5. Calkq szczegolng réwnania (1.1) nazywamy rozwigzanie zacho-
wujgcee jednoznacznoscé rozwigzania problemu poczgtkowego Cauchy’ego.

DEFINICIA 1.6. Wykres calki szczegolnej nazywamy krzywq catkowg.

DEFINICJA 1.7. Zbior wszystkich calek szczegdlnych réwnania (1.1) nazywamy
catkq ogolng.



1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

DEFINICJA 1.8. Rozwigzanie odznaczajgce sie tym, ze w kazdym punkcie jego
wykresu zagadnienie Cauchy’ego nie ma jednoznacznego rozwigzania, nazywamy roz-
wigzaniem osobliwym.

1.2. Réwnania rzedu pierwszego — istnienie i jednoznacznos$¢
rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego

DEFINICJA 1.9. Niech f: R> > Q > (z,y) — f(z,y) € R. Méwimy, ze f
spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu na zmienng y, jezeli istnieje k > 0, takie Ze
dla dowolnych (x,y1) € Q, (z,y2) € Q jest spelniona nieréwnosé

[f(@,y1) — f(@,y2) < klyr — yel.

Rozwazmy problem poczgtkowy Cauchy’ego (1.1a), (1.1b):

y' = fz,y) (1.1a)
y(zo0) = Yo (1.1Db)

gdzie: xg €la,b[, y, € [¢,d], oraz f: |a,b] X [c,d] — R.

TWIERDZENIE 1.1. Jezeli f jest ciggla i spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu
na y w |a,b] x [c,d], to istnieje 6 > 0, takie, Ze w przedziale [xo — 6,9 + ] problem
poczgtkowy (1.1a), (1.1b) posiada doktadnie jedno rozwigzanie.

1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych
rzedu pierwszego
1.3.1. Réwnania o rozdzielonych zmiennych
Roéwnanie postaci
X(z)de+Y(y)dy =0 (1.3)

nazywamy réwnaniem o rozdzielonych zmiennych.
Calka ogdlna tego réwnania jest

/M@m+/nm@:o
lub

jxma+7ywa:a

Yo



1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

UwAGA 1.1. Réwnanie m(z)n(y)dz + mq(x)n1(y)dy = 0 jest réwnowazne al-
ternatywie
) | m)
mi () n(y)

dy=0 Vv mi(z)=0 VvV n(y)=0,

natomiast rownanie

Y= h@ )

mozna zapisa¢ w postaci

— filz)dz Vv faly) = 0.

Sa to tak zwane réwnania o rozdzielajacych sie zmiennych.

Przyktad 1.1. Rozpatrzmy rownanie
z(1+y*)dz + y(1 +2%)dy = 0.
Po rozdzieleniu zmiennych mamy

X Y
—d
1+ a2 x+1+y2

dy =0,

skad po scatkowaniu otrzymujemy catke ogodlng wyjsciowego réwnania w postaci
(1+22)(1 + %) = C*.

Przyktad 1.2. Rozwiazaé rownanie

2y+/by — y2dx — (b* + 2%)dy = 0,
stad

dz dy —
b2+x2_2y /by_y2:0 Vooyvby —yr=0.

Po scatkowaniu mamy

b —
arctg%—l— Ty = C.

Jest to catka ogdlna wyjsciowego réwnania.

Z warunku y+/by — y? = 0 otrzymujemy y = 0V y = b. Zauwazmy, ze roz-
wiazanie y = b jest rozwigzaniem osobliwym, poniewaz przez kazdy punkt (xg,b) tej
krzywej przechodzi jedna z krzywych caltkowych rozwiazania ogdlnego (jest naruszona
jednoznaczno$¢ rozwiazania); y = 0 jest rozwiazaniem szczegdlnym.



1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

Zadania

Rozwiazaé¢ rownania:
1. (z+22%)dz + (y +2y3)dy = 0
d d
R E—
V1—22 /1 —y?
3. 2x4/1 —y2dx+ydy =0

4. tgxsin? ydz + cos® zctgydy = 0

5.y —zy' = a(l + 22%y’)
Rozwiazaé¢ problem poczatkowy Cauchy’ego:
6. (L+e")yy =e*, y(0)=1
7. (xy? + 2)dx + (2%y —y)dy =0, y(0)=1
8. ¢y'sinzx =ylny, vy (%) =1

9. Znalez¢ krzywe, w ktorych odcinek stycznej zawarty miedzy osiami wspoétrzed-
nych, jest podzielony na potowy w punkcie stycznosci. Wyznaczy¢ krzywa prze-
chodzaca przez punkt M (2, 3).

Odpowiedzi

1. 22+ 2+t +yt =C?
2. arcsinx + arcsiny = C

3. 22 —\/1—y2=C Vv y=1 VvV y=-1

4. ctg?y =tg?x +C

2 _

7. 14y = 1.2

8. y=1
d

9.—x=—g, xy=0C, xzy==6
dy x

10



1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

1.3.2. Réwnania sprowadzalne do réwnan o rozdzielajacych sie zmiennych

Roéwnanie postaci

dy y)
—fr(Z 1.4
gdzie f: R — R — ciagla, jest réwnaniem jednorodnym.

W réwnaniu (1.4) wprowadzamy nowa zmienng zalezna

Yy
u ==,
x

skad
y = u+au'.

Po wstawieniu do (1.4) i rozdzieleniu zmiennych mamy:

du dz
W réwnaniu
d
d_z = f(az + by + ¢) (1.5)

wprowadzamy nowa zmienng zalezng
u=axr+by+c.
Dalej postepujemy analogicznie jak w przypadku (1.4).

Natomiast w réwnaniu

;o <&1$+bly+01>
y a2 + bay + o

(1.6)

T b
przy zalozeniu ze det { @1
an b2

nowe zmienne: niezalezng £ i zalezng n, jak ponizej

{x:£+a

} # 01 f: R — R jest funkcja ciagla, wprowadzamy

y=n+p0"’
gdzie a i ( spelniaja uklad réwnan

ara+b18+c1=0
asa+boB+co=0 "

Latwo sprawdzié¢, ze réwnanie (1.6) przyjmie postaé¢ réwnania jednorodnego

@ —f <G1§+b177>
df a2$+bgn '

11



1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

Przyktad 1.3. Rozwiazaé rownanie

vy =3y —2x — 2\/xy — 22, dlax #0.

Zauwazmy, ze réwnanie jest okreslone dla zy — 22 > 0. Zapiszmy je w postaci

y =3Y o0 o /¥ 1.
T T
Niech:
_ Yy
U= —,
T
Yy =u+zu,

u+azu =3u—2—2vVu — 1,
skad

du _ dx
2u—1)—2V/u—1 =

Po scatkowaniu

In|vu—1-1|=In|z|+1n|C],

V. u—1—-+vu—-1=

czyli
vu—1—-1=Cuz.

Wracajac do poprzednich zmiennych mamy ostatecznie catke ogdlna rozwazanego
réwnania

y:x[l-l—(l—l—C'x)z},

gdzie: x 2011+ Cx > 0.
7, warunku

u—1—vu—1=0
mamy v = 1V u = 2, zatem odpowiednio y = x (x # 0), y = 2z (z > 0), sa
réwniez rozwigzaniami naszego roéwnania. Pierwsze z nich (y = x) jest rozwiazaniem
osobliwym, drugie (y = 2x) — rozwiazaniem szczeg6lnym.
Przyktad 1.4. Rozwiazaé rownanie

(x+y—2)de+ (z —y+4)dy = 0.

Zauwazmy, ze

1 1
det{l—l} = —-2#0.

12



1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Rozwiazujac uktad

a+ p—2=0
a— B+ 4=0

otrzymujemy o = —1, § = 3.
Dokonujac zamiany zmiennych

{ r=§& —1

y=n+3

otrzymujemy réwnanie jednorodne
(€ +n)d§ + (€ —n)dn = 0.

Catkujac to réwnanie po uprzednim przedstawieniu n = ué, otrzymujemy
& 2 —n? =C.

Wracajac do zmiennych x i y, mamy ostatecznie catke ogdélna wyjsciowego rownania
W postaci

22 + 2zy —y? — 4z + 8y = C.

Rozwiazan osobliwych nie ma.

Zadania

Rozwiaza¢ rownania:
r+y
x

2. yde + (2\/zy —x)dy =0
3. xdy — ydz = ydy

1. ¢/ =

d d
g4 S Y 20
y+w Yy—x
5 dx B dy
T 222 —2zy+ 292 y2 —4day
6. y,:1—3x—3y
l+x+vy

7. 2z —y+4)dy+ (z—2y+5)de =0
Rozwiaza¢ problem poczatkowy Cauchy’ego:
8. (22 +y?)dr — 2xydy =0, y(4)=0

9. (y+ Va2 +y?)de —xdy =0, y(1)=0

10. Znalez¢ krzywa, dla ktorej trojkat, utworzony przez os Oy, styczna i wektor
wodzacy punktu stycznosci, jest rownoramienny.

13



1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

Odpowiedzi

2. \/§—Hn|y|=C vV o y=0
Y

3. t=y(C—-Inly]) Vv y=0
4. /22 Fy2 = Ce—2cte s
5. 2y3 — 3zy® + 622y = C
6. 3z +y+2Injz+y—-1=C Vv y=1-—=x
7. (x+y—12=Clx—y+3)
8. (x—C)2 —y*=0C?% (x—2)2—y?>=4
1/, 1 1,
9.y 2<C% C),(Cﬁ>0% y=5@"—1)
2 _ 2 C
10y =" @4+yP=Cn;  y=-L y==, (C#£0)
2xy & x
,_y=Vatty? 7 2
y = . , TVt t+yr=C

1.3.3. Réwnania liniowe

Rownanie postaci

y' +px)y = q(x) (1.7)
nazywamy réwnaniem liniowym niejednorodnym, natomiast
y' +p(x)y =0 (1.8)

réwnaniem liniowym jednorodnym.

TWIERDZENIE 1.2. Jezeli p,q € Clay), to dla dowolnych (xo,y0) €la,b[xR,
istnieje dokladnie jedno rozwigzanie réwnania (1.7) spelniajgce warunek poczgtkowy

y(l'o) = Yo.

Konstrukcja rozwigzania ogélnego
dla réwnania liniowego niejednorodnego (1.7)

Szukamy calki ogélnej ¥ réwnania liniowego jednorodnego (1.8). Latwo spraw-
dzi¢, ze

7= Ce @)
gdzie P jest funkcja pierwotng do p.

14



1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Calke szczegdlna réwnania (1.7) mozna znalezé metoda uzmienniania stalej.
Przewidujemy, ze funkcja postaci

y1 = C(z)e P@),

gdzie C' € C'a, b], jest rozwiazaniem réwnania (1.7).
W celu znalezienia funkcji C'(x), wstawiamy y; do réwnania (1.7). Otrzymujemy

C'(x)e™ "™ = g(x),

skad

C(z) = /q(:c)ep(w) dz.

Rozwiazanie ogélne réwnania liniowego niejednorodnego (1.7) jest suma calki ogélnej
réwnania liniowego jednorodnego (1.8) i calki szczegdlnej réwnania liniowego niejed-
norodnego (1.7).

Zatem

y = e—P(x) |:C_'_/q(x)€P(x)d9c:| .

Przyktad 1.5. Rozwiazaé rownanie
rdy + (2% — y)dz = 0.

Zapiszmy to réwnanie w postaci rOwnowaznej

Caltka ogoélna tego réwnania jest funkcja y = Cx.

Niech y; = C(x)x bedzie calka szczegdlna réwnania (a). Wstawiajac y1 do (a)
otrzymujemy C'z = —x, stad C(x) = —z. Zatem calka ogdlna rozwazanego réwnania
jest nastepujaca

y=x(C —z).

Z warunku (b) wynika, ze rozwiazaniami sa réwniez pélosie x = 0 (y # 0).

15



1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

Przyktad 1.6. Rozwiazaé rownanie
2ydx + (y* — 22)dy = 0.

Zauwazmy, ze rOwnanie to mozna doprowadzi¢ do rownania liniowego ze wzgledu na
funkcje x = x(y)
dr =z Y
— ——=—=V = 0.
dy vy 2 4
Postepujac analogicznie jak w przyktadzie 1.5 otrzymujemy
1

x=Cy— §y2.

Zadania

Zmalez¢ catke ogélnag réwnania:

d 2
1. <Y + 2V 3
dr =
1
2.y —ytgx =
cos T

3. (1+y?)dx = <\/1 + y2 siny —xy) dy

Rozwiazaé¢ problem poczatkowy Cauchy’ego:
4. zy +y—e* =0, yla)=0>

Y _ ) |
5.y — T2 —1—-2=0, y(0)=0
6. Wykazaé, ze réwnanie vy + ay = e™*, a,m € R ma rozwigzanie szczegdlne
postaci y; = be™”, jezeli m # —a oraz y; = bxe™”, jezeli m = —a.
Odpowiedzi
1 C
_ 1.4
1
2.y = (C’ + x)
cos T
3. vy/1+y?+cosy=C
4y = ﬁ ab — e®
x x
1 ) 1+
5. y = 5 (zv1 — 22 + arcsinz) .
—x
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

1.3.4. Réwnanie Bernoulliego

Roéwnanie Bernoulliego ma nastepujaca postaé

y +p(x)y = q(z)y" (1.9)

gdzie: p,q € Clgp), 7 € R\ {0,1} (dla r € {0,1} réwnanie (1.9) jest liniowe).
Przy dokonanych zalozeniach, istnieje jednoznaczne rozwigzanie rownania (1.9)
przechodzace przez punkt (zg,yo), gdzie xg €]a,b[ i yo # 0 (lub yo > 0).

Konstrukcja rozwigzania

", a nastepnie wprowadzamy nowsa,

Dzielimy obie strony réwnania (1.9) przez y
zmienng zalezng z = y'=".

Réwnanie (1.9) przyjmuje postaé

2+ pla)z = g(a).

Jest to réwnanie liniowe niejednorodne.

Przyktad 1.7. Rozwiazaé problem poczatkowy Cauchy’ego (a) i (b):

y' — 2zy = 227y (a)
y(0) =1 (b)
Dzielimy obie strony réwnania przez y?
1 1

/ 3
— Yy —2x— =2z7,
Yy Y

1
nastepnie wprowadzamy nowsg zmienng z = —, stad
Y

1
R
zatem

7+ 2wz = —22°.
Po rozwiazaniu (patrz podrozdz. 1.3.3)
—z? 2
z="Ce +1—x~,
czyli

1
C Ce 4+ 1 — g2

Y

17



1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

jest calka ogdlna réwnania (a). Wstawiajac (b) do calki ogdlnej mamy

skad
C=0.

A wiec rozwiazaniem problemu (a) (b) jest funkcja

1
1 — 22

y:

Zauwazmy, ze réwniez prosta y = 0 jest rozwiazaniem réwnania (a), jest ona asymp-
tota wszystkich pozostalych krzywych catkowych.

Przyktad 1.8. Rozwiazaé réwnanie

T
1_$2y:x\/§.

Y+

Postepujac analogicznie jak w przyktadzie (1.7) (tzn. dzielac obie strony réwnania
przez ,/y i dokonujac podstawienia z = ,/y) otrzymujemy

T 1
z = —ux,

/ —_—
ST L

skad
z=C \/7 1 — x2
a wiec
Vi= OV 2 — 1 (1 —?)
jest calka ogdlna rownania (a).
Réwniez funkcja y = 0 spelnia réwnanie (a). Uzasadnij, ze jest ona rozwiazaniem

osobliwym.

Przyktad 1.9. Rozwigzaé rownanie
dz — (zy + 2°y”)dy = 0 (a)

Zapiszmy to rOwnanie w postaci

18



1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Zauwazmy, ze uzyskane réwnanie jest rownaniem Bernoulliego o niewiadomej funkcji
x = x(y).
Rozwigzaniem ogdélnym tego réwnania jest
B 1
C Cem3V — 242

T

Prosta z = 0 bedaca asymptota wszystkich krzywych catkowych zawartych w catce
ogolnej, jest réwniez krzywa catkowa réwnania (a).

Zadania

Rozwiazaé¢ rownania:

d
1. —y—l—g = —xy?
de =z

d
2. 2:1:yd—y—y2—|—x:0
x

1
3. ydr + (z — §x3y) dy =0

4. 3xdy = y(1 + zsinz — 3y3sinx)dz
Rozwiaza¢ problem poczatkowy Cauchy’ego:
5.y —9z2y = (2% + 22)y3, y(0) =0
6. v —y==xy?, y(0)=0
7. Znalez¢ gﬂ“zywe, dla ktérych odcinek odciety na osi Ox przez normalna, jest

. Y
rowny —.
x

8. Znalez¢ krzywe, dla ktérych odcinek odciety na osi Oy przez styczna, jest rowny
kwadratowi rzednej punktu stycznosci.

Odpowiedzi

1. y(z? +2C) =1
C

2. y>? =xln —
x
1
3. 22 = ———
y+ Cy?

4. 334+ Cec®®) =z VvV y=0
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

3 3
1 2 2 1 2
5.y=<C’e$3——x3——> vV o y=0; yz(—e‘cg——xg——> VvV y=0

9 9 9 9 9
1 _
6. —=Ce ™" —z+1, y=
Y
y2
Toyy +r=—, y>=22*(C—In|z|)
X
/ 2 X

1.3.5. Réwnania zupetne

Rownanie postaci
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1.10)

nazywamy réwnaniem zupelnym wtedy i tylko wtedy, gdy lewa strona tego réwnania
jest rézniczka pewnej funkcji, tzn. jezeli istnieje funkcja rzeczywista U zmiennych x
iy, taka, ze

dU(z,y) = P(z,y)dz + Q(z, y)dy.

Wtedy rozwiazaniem ogdlnym réwnania (1.10) jest funkcja zadana w postaci
uwiktane]

U(x,y) =C.
TWIERDZENIE 1.3. Jezeli P,Q € C(p)y, gdzie D C R? jest obszarem, oraz ist-
orP 0
niejg w D ciggle pochodne s 8—Q’ wowcezas na to aby réwnanie (1.10) bylo zupelne
y Oz
w D potrzeba i wystarcza by
orP 0Q
— == D 1.11
ay  ox (1.11)

Rozwiazanie réwnania (1.10) mozna znalezé na dwa sposoby:
1. Jezeli warunek (1.11) jest spelniony, wéwczas calka ogdlna tego réwnania jest
postaci

x

/P(t,xo)dt+/Q(a:,t)dt —C (1.12)

o
lub

x Yy
/P(t,y)dtJr/Q(sco,t)dt _C (1.12a)
Zo Yo

gdzie (zg,yo) € D jest dowolnie ustalonym punktem.
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

UwAgA 1.2. Jezeli C = 0, to (1.12) lub (1.12a) jest rozwiazaniem spelniajacym
warunek poczatkowy y(xg) = yo.

2. Aby rézniczka funkcji U, byla lewg strona réwnania (1.10), musi byé¢ spelniony
uktad rownan:

oU
a7 — 1 (2, y)
a1 (1.13)
% = Q(z,y)
Catkujac wzgledem x pierwsze z tych réwnan mamy
Ueg) = [ Plag)de + (0 (114)

gdzie ¢ jest dowolng funkcja zmiennej y. Ale funkcja U musi spelnia¢ drugie z row-
nan (1.13) z uwzglednieniem (1.11), uzyskujemy wiec

¢ (y) = w(y),
skad

ﬂw=/@@ﬂy

zatem calka ogélna réwnania (1.10) ma nastepujaca postaé

/P(:c,y)der/w(y)dy:C,

lub wychodzac z drugiego z rownan (1.13) otrzymujemy ponizszy wzér na catke ogdlna
/Q(x,y)dy + /wl(:v)dar =C.

Przyktad 1.10. Znalezé caltke ogdlng rownania

1 2 2 1

{__yiz] dz + {wfz__

z  (z—y) (z—y)? vy
Zauwazmy, ze

oP 2y 0@

a—y__(a:—y)?’ oz’

]dx:O (a)

zatem réwnanie (a) jest zupetne.

Pierwszy sposéb. Przyjmujac x¢o = 1, yo = 2 mamy
x Yy
1 4 x? 1
- — —| dt —— ——|dt=C
/{t @—%4 '*/[m—wZ J
1 2
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

lub po scatkowaniu

T

Y

Ly
L=y

In

+ —C

Otrzymany wzor okresla caltke ogélng réwnania (a).
Drugi sposob. Szukamy funkcji U spelniajacej uktad réwnan:

ou 1 x2

oxr  x  (z—y)?
oU x? 1

dy (x—y)?* vy

7, pierwszego réwnania

U = [ |3 - L] dototw) = ulel + -+ (0

na podstawie (b) i (¢) mamy

oU  2zxy —1y? , x? 1
= ToW) =5 —
dy  (z—y)? ) (z—vy?) vy
stad
/
P \Y)= T
(y) ;
zatem

e(y) =y —Infyl.
Wstawiajac do (¢) uzyskujemy

2
Ulz,y) = In|zf +

+y—1Inly|.
r—y

Rozwigzanie ogélne U(x,y) = C' ma postaé (a’).

Przyktad 1.11. Rozwiaz problem poczatkowy Cauchy’ego:

(zv—l—ef) dr + ev (1—E> dy=20
Y

y(0) =2

Latwo sprawdzi¢, ze jest to réwnanie zupelne.
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Zgodnie ze wzorem (1.12) lub (1.12a), na podstawie uwagi 1.2, szukane rozwia-
zanie jest nastepujace

/m(t+e%)dt+/ye% <1—§>dt:0 (c)
0 2

Skad, po scatkowaniu, rozwiazanie problemu (a) (b), przyjmuje ostatecznie postaé

z? + 2ye§ = 4.

Zadania

Zmnalez¢ catke ogdlng réwnania:
. (x4+y)de+ (x+2y)dy =0
rdy — ydx
$2 + y2
rdx + ydy n rdy — ydx
VitaZ+y2 oz 4y?
2¢(1 —e¥)dz =~ e¥dy
(1 + x2)? 1+ 2
Rozwiaza¢ problem poczatkowy Cauchy’ego:
+ 2y)dx + yd
(z +2y) v Hydy oy =0
(z +y)

(r—y)dz+ 2y —2x)dy =0, y(0)=0

2. xdx 4+ ydy =

3. =0

=0

o

=

Odpowiedzi

2
1. ?+:cy+y2=0

2. x2—|—;y2—29b1rctgg =C
T

3. \/1+x2+y2+arctgg=C
T

ey —1

7 _c

1+ 22

5. In|x +y| — A
r+y
2
6. %—$y+y2=0
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

1.3.6. Czynnik catkujacy

Jezeli dla rownania
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1.15)
istnieje taka funkcja rzeczywista p zmiennych x i y, ze rownanie

plz,y) [P(r,y)dz + Q(x, y)dy] = 0 (1.16)
jest zupelne, to funkcje p nazywamy czynnikiem caltkujacym réwnania (1.15).
UWwAGA 1.3. Réwnania (1.15) i (1.16) zazwyczaj nie sa rownowazne.

Jezeli u jest funkcja zmiennych x i y rézniczkowalng w sposéb ciagtly, to dla
dowolnych z, y

0 0
— (uP) = —
5o P) = 5-(nQ)
lub
o oJT orP 0Q
£ _p = - —= 1.17
ox oy a ( oy  Ox ( )
zatem funkcja p musi spelnia¢ powyzsze rownanie.
Czynnik catkujacy mozna tatwo znalezé w dwoch przypadkach:
1. Jezeli istnieje czynnik catkujacy zalezny tylko od zmiennej z,
tzn. p(x,y) = u(z), wtedy na podstawie (1.17) mamy
pla) 1 {3_]3 4 ‘9_('9} (1.17a)
ple)  Q [0y  Ox
2. Jezeli istnieje czynnik catkujacy zalezny tylko od zmiennej vy,
tzn. pu(z,y) = p(y), to
ply _ 1 {@ _ 8_11 (1.17b)
pwly) P oz Oy

Zwiazki (1.17a) i (1.17b), daja réwniez odpowiedz, kiedy takie czynniki calkujace
istnieja. I tak

1 [oP O
w(z,y) = u(z), jezeli 6 [—ay — _83?} jest funkcjg wylacznie zmiennej x,
natomiast
1[0 oOP
plx,y) = w(y), jezeli 2 {a—g — a—y] jest funkcjg wylacznie zmiennej y.
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Przyktad 1.12. Rozwiazaé rownanie

3
(2:Cy + 2%y + %) dx + (x2 — y2) dy =0 (a)

Zauwazmy, ze

1 [0P 0Q _2x+x2+y2—2x_1
Q|oy oOx| 12 + 92 -
tak wiec, istnieje czynnik calkujacy zalezny od zmiennej x (u = p(x)).

p'(z)
()

przez e*, uzyskujemy rownanie zupeine

Na podstawie (1.17a) = 1, stad pu(x) = e®. Mnozac stronami réwnanie (a)

3
e’ <2x;y + 2%y + %) dx + e” (:U2 + y2) dy =20 (a’)

ktérego catka ogdlna dana jest zwigzkiem

2
ye” <x2 + %) = C.

Zadania

Rozwiaza¢ rownania:
1. Lda+ (y> —Inz)dy =0
x

2. (2zy* —y)dz + (¥* +2 +y)dy =0

3. <f+1> dx+(f—1) dy =0
Yy Yy

4. (rcosy —ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dr =0

Odpowiedzi
1 1
1. ~Inz+-y>=C VvV y=0
Y 2
9 x
2. T —|—y—§—|—ln|y|:C’ vV y=0

3. 22 —y? + 22y =C

4. e*(rsiny —siny + ycosy) = C
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

1.3.7. Réwnania Lagrange’a i Clairauta

Rownanie

y = )r+vy) (1.18)

gdzie (y') # v/, nazywamy réwnaniem Lagrange’a. Natomiast réwnanie
y=zy + () (1.19)

gdzie ¥(y') # ay’ +b, nazywamy réwnaniem Clairauta. W obu przypadkach stosujemy
podstawienie 3’ = p.

Konstrukcja rozwigzania réwnania Lagrange’a
Rézniczkujac stronami réwnanie (1.18), a nastepnie wstawiajac y’ = p mamy
p=¢(p) + z¢' (p)p" + ' (p)p’

lub

dz ¢'p) _ V') o
B o) -1 po@ o(p) —p=0.

Uzyskaliémy réwnanie liniowe niejednorodne, o niewiadomej funkcji = = x(p).
Rozwigzanie tego réwnania ma posta¢ x = A(p)C + B(p). Wstawiajac ten zwia-
zek do (1.18), z uwzglednieniem podstawienia (y’ = p), mamy

y = A(P)p(p)C + ¢(p)B(p) + ¥ (p).

Otrzymalismy catke ogdlng réwnania Lagrange’a w postaci parametrycznej

{ x=A(p)C + B(p)
y=A1(p)C + Bi(p) |

gdzie: A1(p) = A(p)e(p), Br = ¢(p)B(p) + ¢ (p).
Jezeli p(p) — p = 0 posiada pierwiastki rzeczywiste p = p; (i = 1,...,n), t
podstawiajac je do réwnania (1.18), z uwzglednieniem warunkéw ¢(p;) = pZ oraz

y' = p;, mamy

Stad wniosek, ze rozwigzaniami osobliwymi réwnania Lagrange’a moga by¢ jedynie
funkcje liniowe.

Konstrukcja rozwigzania réwnania Clairauta
Postepujac podobnie, jak przy calkowaniu réwnania Lagrange’a, tzn. réznicz-
kujac stronami rownanie (1.19) i podstawiajac y’ = p, dostajemy

[z +¢'(p)]p" =0,
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

p'=0 (1.20)
lub

x4+ (p) =0 (1.21)
Calkujac dwukrotnie réwnanie (1.20), z uwzglednieniem podstawienia ¢y’ = p, mamy

y=Cz—C (1.20a)

Nastepnie zwiazek (1.20a) wstawiamy do wyjéciowego réwnania (1.19), celem okre-
Slenia C7. Tak wiec

Cx+ Cy = Cx+9y(0),

zatem rozwiazanie (1.20a) przyjmuje ostatecznie postaé
y = Cx+¢(C).

Jest to rozwiazanie ogélne rownania Clairauta.

Ze zwiazku (1.21) i réwnania (1.19) (z uwzglednieniem y’ = p), uzyskujemy
rozwigzanie réwnania Clairauta w postaci parametrycznej

ktore jest zwykle rozwigzaniem osobliwym.
Przyktad 1.13. Rozwigzacé réwnanie
, 1
y=2yz+— (a)
Y
Rézniczkujac stronami i ktadac 3y’ = p, mamy
dp

pdz = 2pdx + 2zdp — —
p

lub

Calka ogdlng rownania (b) jest funkcja

r = —F

1 In
pQC p_Qp’
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

zatem calka ogélna rownania (a) ma postaé

1 Inp
2 1 '

y=-C+ —[2lnp+1]
p p

Sprawdzamy, czy istnieja rozwigzania osobliwe, w tym celu szukamy pierwiastkow
réwnania

©(p) = p,

czyli

2p = p.

Jedynym rozwigzaniem jest p = 0. Ale z (a) wynika, ze p # 0, zatem réwnanie (a) nie
ma rozwigzan osobliwych.

Przyktad 1.14. Wyznaczy¢ krzywe, dla ktérych odcinek stycznej zawarty miedzy
osiami wspoélrzednych ma stata dlugosé d.
7 réwnania

n—y=y(—x)

stycznej poprowadzonej w punkcie P(z,y) szukanej krzywej, wyznaczamy punkty
A(x — ﬁ, 0) i B(0,y — xy’) przeciecia sie tej stycznej z osiami uktadu wspéirzednych

2
d2=<w—$>-+w—xyf,
skad

y'd

1+ (y)? )

y=uzy +

Kazde z réwnan (a) jest réwnaniem Clairauta. Rézniczkujac (a) stronami i podsta-
wiajac ' = p, mamy

d

et
(1+p?)3

p' =0,

skad

Cd
V14 C?

y=Cx =+
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

stanowi catke ogélna réwnania (a), natomiast:

T
(14 p?)3

p
y=t——
(14 p2)3

jest rozwigzaniem osobliwym réwnan (a).

Rugujac z (c) parametr p, uzyskujemy inna postaé¢ rozwiazania osobliwego

win

LU%—FQ%:d )

Jest to réwnanie asteroidy.

Krzywymi spelniajacymi warunki naszego zadania sa rodzina prostych (b) oraz

asteroida (c).

Zadania

Rozwiazaé¢ rownania:

1.
2.

.y =Cx%+

y=(1+y)z+ ()

2yy’ = z(y'* +4)

cy=-—ay +y”
2y +2) = 2y
cy=axy +y

Ly=ay +1+y?

Zmalezé¢ krzywa, ktorej styczne tworzg z osiami wspolrzednych tréjkat o po-
wierzchni 2a?.

. Znalez¢ krzywa, ktorej styczne odcinajg na osiach wspoétrzednych odcinki, kto-

rych suma dlugosci jest réwna 2a.

Odpowiedzi

rx=Ce P —-2p+2
y=C(l+ple™? —p*+2

1
C
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

C’+2
r=—+-p
3. vp o3
1
yzgpQ—C\/ﬁ

1
4.y:6(:c—0)2(07é0) V y=0 V y=-—4x

5. y=Cx+C
6. y=Cx+V1+0C%2 Vv z22+y2=1
7. y=axy +2av/—y V xy=ad?

2ay

- V. (y— 2 —2a)? = 8ax

8. y=uxy +

1.3.8. Réwnanie Riccatiego

Rownanie postaci

dy _

T P(z)y* + Q(x)y + R(x) (1.22)

gdzie: P, @), R sa funkcjami ciaglymi w przedziale |a, b[, nazywamy réwnaniem Ric-
catiego.
UwAGA 1.4. Roéwnanie Riccatiego nie posiada rozwiazan osobliwych.

UwAcA 1.5. Calki szczegdlne sg okreslone jedynie w pewnym otoczeniu punktu
poczatkowego (niekoniecznie w calym ]a, b[).

Jezeli znane jest jedno z rozwiazan szczegdlnych y = y;(x) réwnania (1.22), to
wprowadzajac nowa zmienng zalezng z przez podstawienie

1
y=1y1+ 2 (1.23)

réwnanie (1.22) sprowadzi sie do réwnania liniowego.
Rownanie postaci

B C

y = Ay® + —y+ (1.24)

z2
gdzie: A, B, C € R, oraz (B +1)? > 4AC, ma rozwigzanie szczegdlne dane wzorem

a
yi= - (1.25)

gdzie a jest pewna stala, ktéra wyznacza sie wstawiajac (1.25) do (1.24).
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Przyktad 1.15. Rozwiazaé rownanie

dy 9 2
a—Fy_ZUQ (a)

Szukamy rozwigzania szczegdlnego w postaci

a

y1 =~
x

Wstawiajac y; do (a) otrzymujemy

a a°
EteTe
stad a = —1 lub a = 2. Mamy wiec dwa rozwigzania szczegdlne

1 2
yr=—— lub y =—.
xr x

Wprowadzajac w (a) nowa zmienng (zgodnie ze wzorem (1.23))

uzyskujemy réwnanie liniowe niejednorodne

dz+2z_1
dz x

ktérego catka ogdlna ma postacé

C o1

Tak wiec, zgodnie z (b), szukane rozwiazanie dane jest wzorem

_ 312 1
y= 3C+ 23 =z
Zadania

Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania:

1
Ly +y2=——

2. 22y = 2?y? +ay+1
3. 2%y + (zy —2)> =0
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

1
_ .2
4.y’—y +ﬁ

1
1.2
V=t on

Zmalez¢ rozwiagzanie ogdlne rownania wiedzac, ze funkcja postaci y = ax + b, jest jego
rozwiazaniem szczegdlnym:

6. v = —y?>+ 1+ a2
7.y =y —zy—x

8. 2y =y? — 2z + D)y +2? + 2z

Odpowiedzi
R 1
YT z(C + In |x|)
1 1
2. y=——
Y x * z(C — In|z|)
3 4 1 n 322
S G
2 22y + 1
4. —arct =Injz|+C
gete— 4 kq
N 2
Y r z(C —Inlz|)
2
6. =t eip( )
C’+/exp(—t2)dt
0

x —1

1 1
7.y:x+1+exp<§x2+2x> C’—/exp<§t2—|—2t>dt
0

8. y =
y x+1+0x
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1.3. Metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Zadania rézne z réwnan rdézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu
Rozwiazaé¢ rownania:
1. 2zy? —y)dx +axdy =0
2. 2y +y=ay’lnzx
3. 22(y+1)dz + (23— 1)(y —1)dy =0
4. (14+9y?)(e**dx —e¥dy) — (1 +y)dy =0

2x—1_

1
72

5.9y —y

6. ye¥ = (y> + 2xe¥)y’
7.y +ycosx =sinxcosx

8. (2%2y —2?+y—1)dz+ (2y +22 — 3y — 6)dy =0

2
-1

9.y’:<1+y )
2x

10. zy3dz = (22y + 2)dy

11. 2dz + \/?dy— \/Qd:czO
Y x

12. e¥dz + (ze¥ —2y)dy =0

13. y =2zy' + /1 + (v')?

14. ¢/'(z +siny) =1

Y

15. Y ==(141Iny —Inz)
x

16. (2e% +y*)dy — ye®dx = 0

17. 22(y')? + 3zyy’ + 25> =0

18. zy(xy? +1)dy — dx =0

19. zy(y')? — (z* +y?)y + 2y =0

20. (322 + 2zy — y?)dx + (22 — 22y — 3y?)dy =0
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1. Réwnania rézniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.
20.

34

. 3y+1In

Odpowiedzi
T
YTy v oy=0

1
.xy<0—51n2x>:1 V. y=20

|23 — 1] B

(y+1)°

1 1
. 56290 —eY —arctgy — 51n(1 +y?3) =C

Ly =z (1—|—C’e%)

cx=y*(C—eY) V y=0

y=Ce "% fgingy — 1
2

: x——i—3x+y—|—1n[(x—3)10\y—1]3} =C V z=3

2

—1
. 2arctgy2— = In|Cz|
x

2

2
2=1—=4Ce ¥

Y

Y _ _
\/j—l-ln|:r;|—C vV x=0

X
ze¥ —y? =C

C 1+ p? 1
-5 Y5E (s VT
x 2 2 +2p2np+ +p

y=2pr++/1+ p?

1

x = CeY — 3 (sinx + cosy)
y = xeC”
2e” — yt = Oy?
(zy + C)(@?y +C) =0

w2 1
Y +Ce T +-—2=0

x

(y—Ca)(y? =2 +C) =0

vV y=1



RozDzZIAL 2.

Uktady réwnan rozniczkowych zwyczajnych
rzedu pierwszego

Rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych
z,(t) = filt,x1,...,x,), 1=1,2,....n (2.1)

gdzie:

R 5t — zmienna niezalezna,
x1,...,x, — szukane funkcje rzeczywiste (lub zespolone) zmiennej ¢,
fi: R"™1 — R (i=1,...,n) — zadane funkcje.

DEFINICJA 2.1. Powiemy, ze funkcja x(t) = (x1(t),...,x,(t)) jest rozwigza-
niem ukladu (2.1) w [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy

N Zi(t) = filt,za(t), ..., za(t), i=1,2,...,n.

t€a,b]
Krzywa o réwnaniu r = x(t) nazywa sie krzywg catkowq ukladu (2.1).

Niech

xi(to) = w0, 1=1,2,...,n (2.2)
gdzie: to €la,b[, ;0 € R.

DEFINICJA 2.2. Zagadnienie polegajgce na znalezieniu rozwigzania ukta-
du (2.1), spelniajgcego warunek poczgtkowy (2.2) nosi nazwe problemu poczgtkowego
Cauchy’ego.

UwAGA 2.1. Uklad (2.1) jest réwnowazny réwnaniu wektorowemu
¥ = f(t,z) (2.1a)

gdzie: z: R D [a,b] — R", f: [a,b] x R — R", za$ warunek poczatkowy (2.2) mozna
zapisa¢ nastepujaco

x(tg) = xo (2.2a)

gdzie: tg €la, b, xg € R™.
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

DEFINICIA 2.3. Mowimy, Ze odwzorowanie
f:la,b) x R" > (t,z) — f(t,z) € R"

spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu na x, jezel

\/ /\ £t ') — f(t,2?)|| < Lja* — 2.
L>0 t€]a,b]
z!,z?cR"

Statg L nazywamy stalq Lipschitza.

mn
Zakladamy, ze w R™ dana jest norma euklidesowa (tzn. |la]| = /Y a?).
i=1
W dalszym ciagu réwnanie wektorowe (2.1a) bedziemy nazywaé¢ ukladem réw-

nan rézniczkowych zwyczajnych.

TWIERDZENIE 2.1.

Z. Dany jest zbior otwarty V. C R™ oraz odwzorowanie f: [a,b] x V — R"
ciggle, ponadto istnieje kula K(xg,r) C V taka, zZe f spelnia warunek Lipschitza na
[a,b] X K(xg,7) ze wzgledu na x, wowczas

T. istnieje takie 6 > 0, Ze problem poczgtkowy (2.1a), (2.2a) ma dokladnie jedno
rozwigzanie w przedziale |tg — 9,19 + 0.

2.1. Ukfady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Niech
v = A(t)r + b(t) (2.3)

gdzie: A(t) = (aij(t))nxn, b(t) = (b1(t),...,bn(t)), z(t) = (x1(t),...,zn(t)), pray
czym a;; oraz b; sa zadanymi funkcjami okreslonymi w przedziale [a,b] C R, o war-
tosciach rzeczywistych, natomiast x; sa szukanymi funkcjami rzeczywistymi.

Uktad (2.3) nosi nazwe uktadu liniowego niejednorodnego, o ile b # 0 oraz
jednorodnego, jezeli b = 0.

TWIERDZENIE 2.2. JeZeli a;j, by sq odwzorowaniami cigglymi na [a,b], dla

i,J, k=1,...,n, to dla dowolnych (to,xo) € [a,b] x R"™, problem poczgtkowy (2.1a),
(2.2a) ma dokladnie jedno rozwigzanie okreslone na calym [a,b].

2.1.1. Uktady liniowe jednorodne
Niech
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

TWIERDZENIE 2.3.

1° Jezeli uq, ..., ux sq rozwigzaniami ukladu (2.4), to dla dowolnych liczb rze-
k
czywistych ci,...,cp, u= ) cju; jest rozwigzaniem ukladu (2.4).
j=1

2° Jezeli wspolczynniki a;; (1,5 = 1,...,n) sq funkcjami rzeczywistymi oraz
u = reu + iimu jest rozwigzaniem zespolonym uktadu (2.4), to reu, oraz imu sq
rozwigzaniami ukiadu (2.4).

3° Zbior I rozwigzan ukltadu (2.4) jest n-wymiarowq podprzestrzeniq wektorowq
przestrzeni C([a,b], R™), funkcji cigglych okreslonych na [a,b] o warto$ciach w R™.

DEFINICJA 2.4. Niech

U1 U2 Uin
U21 U22 U2n,
U1 = . R Uy = 3 3 ceey Up —
| Un1l | | Un2 | | Unn |

bedzie bazq przestrzeni rozwigzan I, wtedy macierz

U111 U112 ... Uin
U21 U292 ... U2np
W(t) =
| Unl un2 .o Unn i

nazywamy macierzq Wronskiego dla ukltadu (2.4), zas det W (t) nazywa sie wroriskia-
nem uktadu (2.4).

DEFINICJA 2.5. Baze przestrzeni rozwigzan I nazywamy uktadem podstawowym
(wzglednie fundamentalnym) rozwigzan ukladu (2.4).

WNIOSEK 2.1. uq,...,u, jest uktadem podstawowym calek réwnania (2.4) wte-

dy i tylko wtedy, gdy A det W(t) # 0.
t€(a,b]
TWIERDZENIE 2.4. JeZeli uq,...,u, $¢ rozwigzaniami ukladu (2.4) oraz
\V detWi(t1) #0, to A detW(t)#D0.

t1€[a,b] te[a,b]

WNIOSEK 2.2. Jezeli uq,...,u, jest ukladem podstawowym catek réwna-
nia (2.4), to dla dowolnego rozwiazania u réwnania (2.4) istnieja state Cq,...,C,
takie, ze

n
=1
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

DEFINICJA 2.6. Jezeli uq,...,u, jest ukladem podstawowym calek réowna-
nia (2.4), to n-parametrowq rodzine funkcji

n
u = E Cluz
=1

nazywamy catkq ogdlng uktadu (2.4), przy czym C; (i = 1,...,n) przyjmuje dowolne
wartosci rzeczywiste.
Przyktad 2.1. Sprawdzié, czy {ui,us}, gdzie

eSt

uy (t) = [ e ] L ualt) = { ;Ef__f }

jest uktadem podstawowym catek uktadu

x 11 x
v | T 141 Y (a)
Rézniczkujac u; oraz ug i wstawiajac do (a) tatwo mozna sprawdzié, ze sa one roz-

wiazaniami uktadu (a).
Sprawdzmy, czy u1, us stanowia uktad podstawowy catek

e3t _p—t

}:462%&0 dla te€R.

Zatem calka ogdlna ukladu (a) przyjmie postaé

u(t) = Cye® [ ; ] + Che [ - ] |

2.1.2. Uktady liniowe niejednorodne
Rozwazmy niejednorodny uktad réwnan (2.3)

TWIERDZENIE 2.5.
Z. Jezeli T(t) jest pewnym rozwigzaniem ukladu niejednorodnego (2.3), nato-

miast u(t) = > Ciu;(t) caltkq ogdlng ukladu jednorodnego (2.4),
i=1
T. to

x(t) = T(t) + u(t) (2.5)

jest calkq ogolng ukladu niejednorodnego (2.3).
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Metoda uzmienniania statych

Majac rozwiazanie ogélne uktadu liniowego jednorodnego (2.4), wystarczy zna-
lezé jedno rozwiazanie uktadu liniowego niejednorodnego (2.3), aby uzyskaé calke
ogoblng tego uktadu.

Niech

bedzie calka ogdlna uktadu jednorodnego (2.4), gdzie

Ch
Co

Ch

Przewidujemy, ze funkcja T postaci

T(t) = W(#)C(t) (2.6)

jest rozwiazaniem uktadu niejednorodnego (2.3).
Rézniczkujac (2.6) i wstawiajac do (2.3), mamy

W (t)C'(t) = b(t),
stad

t

cj(t):/%dﬂ i=1,2,....n (2.7)

to

gdzie W;(t) oznacza macierz powstala w W (t) przez zastapienie j-tej kolumny, ko-
lumna wyrazéw wolnych b(t).

TWIERDZENIE 2.6.

Z. Jezeliu(t) = W(t)C jest calkq ogdlng ukladu jednorodnego (2.4),

T. to T(t) = W(t)C(t) jest rozwigzaniem szczegolnym ukladu niejednorodne-
go (2.3), przy czym wektor C(t) jest okreslony réwnosciami (2.7).

Przyktad 2.2. Znalezé catke ogdlna uktadu niejednorodnego

2 -1 2 t
¥ =Ax+b, gdzieA=|10-5 7|, bt)=| t*?+1 (a)
4 -2 2 —2t—5
wiedzac, ze rozwiazanie ogélne uktadu jednorodnego
v = Ax (b)
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

jest nastepujace

1 t 1
u(t) =Cre " | =1 | +Co | 2t+1 | +C5 | 2
—2 1 0

lub

et t 1 4
u(t)=| —e ' 2t+1 2 C
—2et 1 0 C3

Calka szczegodlna ukladu (a) jest postaci

et ot 1 C1(t)
zt)=| —et 2t+1 2 Ca(t)
—2et 1 0 Cg(t)

Funkcje C;(t) (i = 1,2,3) wyznaczamy z uktadu W (¢)C’(t) = b(t), czyli

et ot 1 C1(t) t
—e b 2t+1 2 ciit) | = t*+1 |,
—2e7t 1 0 CL(t) —2t—5

skad:

Ci(t) = —e'(t* +6),
CH(t) = —2t% — 2t — 17,
Cy(t) = 2t> + 3t* + 18t + 6,

i po scatkowaniu:
Ci(t) =Cy — e'(t* — 2t + 8),
Co(t) = Oy — %t?’ — % —17t,
Cs(t) = Cs + %t‘* + 13 + 9t + 6t,
zatem calka ogélna uktadu (a) jest nastepujaca

1 t

2
z(t) = (Cre™ " —t* +2t—8) | =1 | + (02 - gt?’ — 2 - m) 2t +1 | +
1 1
+(C’3+§t4+t3+9t2+6t) 2
0
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

lub
1 t 1
c(t)=Cre | =1 | +Co | 2t+1 | +C5| 2 | +
-2 1 0
[ — 2t* —9t2 + 8¢ — 8 |
+ | — 3tt— 23— 1612 — Tt +8
| — 2P+ 42— 21+ 16 |
2.1.3. Metody rozwigzywania uktadéw liniowych jednorodnych
o statych wspoétczynnikach
Rozpatrzmy uktad réwnan postaci
' = Ax
gdzie wspétczynniki a;; (i,7 =1,...,n) sa liczbami rzeczywistymi.

Metoda Eulera

Szukamy rozwiazania uktadu (2.8) w postaci
x=e v

gdzie: A € R, v € R"™.
Wstawiajac zwiazek (2.9) do ukladu (2.8) otrzymujemy

v = Av
lub
(A= AE)v=0

gdzie E oznacza macierz jednostkows.
Aby istnialy rozwigzania niezerowe uktadu (2.10) wzgledem v, to

det(A—AE) =0

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Zwiazek (2.11) nazywa sie réwnaniem charakterystycznym, jego pierwiastki \;
— warto$ciami wlasnymi macierzy A, zas odpowiadajace im rozwiazania v; uktla-

du (2.10) — wektorami wlasnymi macierzy A.

Jezeli istnieje n réznych rzeczywistych wartosci wtasnych Ai,..., \,, to

e’\ltvl, e’\Qtvz, cee eA"tvn
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

stanowia uktad podstawowy calek réwnania (2 8), przy czym v; — wektor wlasny
odpowiadajacy wartoéci wlasnej A\; (i =1,...,n), zatem

n
_ At
x—g Cie v,
i=1

jest caltka ogdlng uktadu (2.8).

Niech \g bedzie rzeczywista wartoscia wtasna o krotnosci k, wowczas:

1. Jezeli odpowiadajaca jej podprzestrzen wektoréw wilasnych ma wymiar k,
oraz by, ..., by jest dowolna baza tej podprzestrzeni, to

e oty eMothy, L. ety

k
sg rozwigzaniami niezaleznymi uktadu (2.8), oraz 20 = e*ot 3= O;b; jest rozwigzaniem
i=1
uktadu (2.8) odpowiadajacym wartosci wlasnej A.
2. Jezeli wymiar podprzestrzeni wektoréw wlasnych jest rowny m (m < k), to

rozwigzania odpowiadajacego wartosci wlasnej Ao, mozna szukaé¢ w postaci
20 = (ao +ait+...+ ak_mtk_m) erot (2.12)

gdzie: ag,aq,...,ax—m sa wektorami, ktére wyznaczamy wstawiajac (2.12) do ukta-
du (2.8).

Jezeli A\1,...,\. sa pierwiastkami charakterystycznymi macierzy A o krotno-
Sciach odpowiednio nq, ..., n,, to calka ogdlna uktadu (2.8) jest nastepujaca

T
xr = g x',
i=1

gdzie z! sa rozwiazaniami odpowiadajacymi wartoéciom wlasnym ;.

Jezeli wéréd wartosci wlasnych znajduja sie pierwiastki zespolone, to znajdu-
jemy odpowiadajace im rozwigzania zespolone, ktorych czes¢ rzeczywista i urojona
stanowia liniowo niezalezne rozwiazania rzeczywiste uktadu (2.8).

Przyktad 2.3. Znalez¢ catke ogdlna uktadu:

/
Ty =1 + T2 + 223

Ty = T9 + T3 (a)
/
Tq = 223
11 2
Szukamy wartosci wtasnych macierzy A= [ 0 1 1
0 0 2
1— 2
det(A — AE) = det 0 1—)\ 1 = (1-X*2-)) =0.

0 0 2—-2A
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Istnieja dwie wartosci wtasne: Ay = 1, Ao = 2 o krotnosciach ny = 2, no = 1.
Obecnie przechodzimy do szukania podprzestrzeni wektorow wtasnych, czyli do
rozwiazania uktadu (A — \;E)v =0dlai=1,2.
Dla i =1, czyli dla Ay = 1, mamy

01 2 U1 0
0 01 va | =10
0 01 U3 0

Poniewaz dim W! = 1 < n; = 2, zatem rozwigzanie x! odpowiadajace wartoéci wlas-
nej \;1 = 1, bedzie postaci

zt = (ag + ayt)e’,

gdzie:
agq a11
apg = aop2 | a; = aio
aops ais

Wstawiajac z' do (a), uzyskujemy:

(ao1 + a1 + ar1t)e’ = [ao1 + aoz + 2a03 + (a11 + a12 + 2a13)t] €',

(a2 + a12 + arzt)e’ = [aoz + aos + (a12 + ai3)t] €,

(aos + a1z + ast)e’ = [2ap3 + 2a13t] €'
Dzielgc stronami przez e! i poréwnujac wspélezynniki przy odpowiednich potegach
otrzymujemy:

ap1 + a11 = ao1 + ao2 + 2aops,

ao2 + a12 = ap2 + ao3,

ap3 + a13 = 2aps,

ail = a + a2 + 2a1s,

a2 = a2 + a13,

a13 = 2a;3,

skad

apg = ay = ) &,/BER,

el ae)
e N e REe)
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

zatem
1 0 1
z! al 0| +p0 11 +10 |t e
0 0 0
Dla Ay = 2, mamy
—1 1 2 V1 0
0-11 V2 = 0
0 00 Vs 0
Wobec tego podprzestrzen
3
W2=<v:v=~|1]|, ~v€ER
1

1 0 1 3
z(t)=<al| 0| +0 1L {4+ |0|t el 4y | 1| e,
0 0 0 1
Sprawdzi¢ samodzielnie, ze funkcje:
1 0 1 3
ur = |0 | e, Ug = 1| 4+1]0]|¢t]e, us = | 1 | %
0 0 0 1
stanowia uktad podstawowy calek ukladu réwnan (a).
Przyktad 2.4. Rozwigzaé uklad réwnan:
/
T, = 3T — 222
;_ (b)
Ty = T1 + T2

Szukamy wartosci wlasnych macierzy A = { i’ _? } :

det(A—)\E):det{SI)\ 1__2A} =A% — 4\ +5,
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

det(A—AE) =0 A\; =244, o =2—1.

Dla jednej z wartosci wlasnych szukamy podprzestrzeni wektorow witasnych, tak
wiec dla \; = 2 4+ ¢ mamy

)
Ivz{uec%v:a{lTiy aeC}

W:{veca:vza{i}—l—ia{é}, aEC}.

Jednym z rozwigzan uktadu (b) odpowiadajacym wartoséci wlasnej A\ = 2 + i

- ([1][3])
Zauwazmy, ze:

re i (t) = e ({ 1 } cost — { (1) } sint> ,

im &(t) = e ({ (1) ] cost + [ } } sint) ,

zatem rozwigzanie ogélne ukladu (b), bedace kombinacja liniowa re & oraz im &, ma
postac

= (o] izmmt ] gy [omtrnt )

skad

lub

jest

cost sint

Wskaz uklad podstawowy calek ukladu réwnan (b) i uzasadnij.

Metoda podprzestrzeni niezmienniczych

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n o wyrazach zespolonych. Zat6z-

my, ze liczby A1,..., Ar sa wartoSciami wlasnymi macierzy A o krotnosciach odpo-
k
wiednio nq,...,ng, g n; = n.
i=1
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

LEMAT 2.1. Dla kazdej macierzy A (kwadratowej stopnia n), istnieje k pod-
przestrzeni wektorowych V' przestrzeni C™, i =1,...,k (k — liczba réznych wartosci
wlasnych) takich, Ze:

1°Vi={veC": (A—- \E)"v =0},

2° AV? C V' — wlasnosé niezmienniczosci,
3°ViNVI ={0} dlai#j,
4° dim V* = n;,

5° dowolny wektor v € C"™ mozna roztoiy¢ w sposob jednoznaczny na sume
wektorow z podprzestrzeni V*, tzn.

k
UZZW, v; € VY, 1=1,...,k.
i=1

Przyjmujemy, ze

A" = A A A A =E
—_—

m razy

oraz

Rozwigzanie uktadu jednorodnego o statych wspétczynnikach

Dane jest rownanie
= Az (2.13)

gdzie A jest macierza kwadratowa stopnia n o wyrazach rzeczywistych.
Szukamy rozwiazania uktadu (2.13) spelniajacego warunek poczatkowy

z(tg) = (2.14)
gdzie: ty €la,b[, € R™.

Zgodnie z ogbdlng teorig réwnan roézniczkowych liniowych, rozwiazanie problemu
poczatkowego (2.13), (2.14) jest nastepujace

z(t) = eAt-t0)g (2.15)

Po rozkltadzie £ na wektory sktadowe z podprzestrzeni niezmienniczych macie-

rzy A

k
F=> i, & eV, i=1,...k (2.16)
1=1
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

i na mocy definicji funkcji wykltadniczej argumentu macierzowego, oraz lematu 2.1,
wzOr (2.15) przyjmie postaé

k ’I’Li—l ;
— (t—to) A M R AV
z(t) =) e > (A—NE)Y; (2.17)
1=0

=

UWAGA 2.2. Rozwiazanie (2.17) jest rzeczywiste mimo, ze wsrod wartosci wla-
snych moga wystapic¢ liczby zespolone.

Przyktad 2.5. Rozwigzacé problem poczatkowy Cauchy’ego:

-3 2 2
¥ = AX, jezeli A= | -3 —1 1 (a)
-1 2 0
0
2(0)=d= |1 (b)
1

Szukamy wartosci wlasnych macierzy A.

-3—-A 2 2
det| =3 —1—-X 1|==-X—-4X\2-9Xx-10=0,
-1 2 -
stad:
A = —2 — krotnos¢ n; =1,
Ao = —1+2¢ — krotnosé¢ ny =1,
A3 = —1—27 — krotno$¢ n3 = 1.

Znajdujemy podprzestrzenie niezmiennicze.
Dla A\ = —2, mamy

-1 2 2 V1 0
31 1| |w]|=]0],
-1 2 2 V3 0
skad
0
Vi=wviv=al| -1|, aeC
1

Dla Ay = —1 4 2¢, mamy

22 2 2 vy 0
—3 -2 1 ve | =101,
~1 2 1-—2 vs 0
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skad
—1
Vi=_wviv=g0 11, pedC

—1

Dla A3 = —1 — 2¢, mamy

—2+21 2 2 V1 0
-3 21 1 V2 = 0 5
—1 2 1+2 U3 0
skad
1
Vi={wviv=~|1]|, ~reC

Teraz nalezy roztozyé¢ wektor poczatkowy = na sktadowe z podprzestrzeni nie-
zmienniczych, tj.

0 0 —1 1
li=a| -1 |+8| 1 |+~]|1],
1 1 —1 1
otrzymujemy
a =1, B=1, v=1,
a zatem
0 —1 1
:1031 — _]_ ) .10'2 e 1 , 30«:3 — 1
1 —1 )
Wstawiajac do wzoru (2.17), mamy
0 —1 1
1 —1 1

skad po przeksztalceniach

0 sin 2t
z(t)=e 2| =1 | + 27| cos2t
1 sin 21
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Przyktad 2.6. Rozwiazaé problem poczatkowy Cauchy’ego:

1 1 2
¥ =Ax, jezei A= |0 1 1
0 0 2
1
z(0)= 1| 2
1

Wartos$ciami wlasnymi macierzy A (patrz przyklad 2.3) sg liczby:

A1 =1 — krotno$¢ nq = 2,
Ay = 2 — krotnosé ny = 1.

Szukamy podprzestrzeni niezmienniczych.
Dla A1 = 1, mamy

01 2 (%1 0
(A-—ME)"v=1]0 0 1 vo | =101,
0 01 U3 0
stad
0 0 3 V1 0
0 01 vo | =101,
0 01 U3 0
zatem
1 0
Vi=wviv=al|lO0|+p8|1]|, apecC
0 0
Dla Ay =2
-1 1 2 U1 0
(A= oE)"?0v = 0 -1 1 vo | =101,
0 00 U3 0
skad
3
Vi=(uviv=~|1|, ~eC
1

1 « 3y
2 =|B|+| 7
1 0 vy
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Mamy stad a = —2, =1, v =1, tzn.
-2 3
T = 17, To=| 1
0 1

Zgodnie ze wzorem (2.17) rozwiazanie problemu poczatkowego (a), (b) ma postaé
x(t) = ¢! [3071 + t(A — )\1E).C;31] + €2t:i'2.

Wstawiajac poprzednio obliczone wartosci mamy ostatecznie

—2 1 3
z(t) = € 1{+¢]|0 +e |1
0 0 1

Catka ogélna uktadu (2.13)

Niech {b%,0%,..., bﬁlz} bedzie bazg podprzestrzeni niezmienniczej V', gdzie
1=1,...,k. Jezeli £ € R"™ jest dowolnym wektorem, to

gdzie C},, sa pewnymi stalymi rzeczywistymi.
Wstawiajac powyzszy zwiazek do wzoru (2.17) uzyskujemy wzor na catke ogélna
ukladu (2.13)

k n; 1 .
2 2 t o t J o
x(t) = Z e(t—to)Ai Z sz Z %(A _ )\zE)ben (218)
i=1 m=1 j=0 ’

Zwiazek (2.18) okredla rozwiazania rzeczywiste, tylko w przypadku rzeczywistych war-
tosci wlasnych. Z reguty przyjmuje si¢ ¢ty = 0.

Przyktad 2.7. Znalezé catke ogdlna uktadu réwnan z przyktadu 2.6

11 2
¥ =Ax, gdzieA= |0 1 1 (a)
0 0 2
Na podstawie przyktadu 2.6:
A1 =1 — krotno$é nq = 2,
Ay =2 — krotnosé¢ ny = 1.

Szukamy podprzestrzeni niezmienniczej odpowiadajacej wartosci wlasnej Ay = 1

V= {v: [A—)\lE]2U:O},
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inaczej
0127w 0
0 01 va | =10
0 01 U3 0
lub
00 3 U1 0
0 01 vo | =101,
0 01 U3 0
stad
v = qQ, vo = (3, v = 0,
czyli
1 0
v=a |0 |+06]|1]|, a,f0€ER
0 0
Z przyktadu 2.6 mamy
3
vl 1|, véR
1
0
Wektory bt = | 0 |, bl = | 1 | stanowig baze podprzestrzeni V!, natomiast wektor
0 0
3
b? = | 1 | jest baza podprzestrzeni V2.
1
Zgodnie ze wzorem (2.18) (k =2, ny =2, ng = 2)
1 0 1
z(t) =e' ¢ O 0|+t|0 0 1 0 +
0 0 01 0
0 01 2 0 3
+ 021 1 +1 0 0 1 1 + 62t012 1
0 0 0 1 0 1
1 ostatecznie
1 t 3
SU(t) = ¢t Ci10 | +Cy | 1 + 0362t 1|,
0 0 1

gdzie: C1 = (11, Cg = Ca1, C3 = Ch2.
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Metoda macierzowa

Zgodnie z poprzednimi uwagami, rozwiazanie problemu poczatkowego (2.13),
(2.14) jest postaci

z(t) = elt7t0)4; (2.19)
natomiast catke ogdlng ukladu (2.13) mozna przedstawié¢ nastepujaco
z(t) = e'C (2.20)

gdzie C' jest dowolnym wektorem nalezacym do R"™ (C = (C1,...,Ch)).
Obecnie zajmiemy sie prostszym przedstawieniem wyrazenia e*4. Niech Jp, jest
macierza kwadratowa stopnia p; postaci

N 10 ... 0
0 N 1 . 0
in = )
V|
i 0 ...... 0 N |

gdzie \; jest liczba rzeczywista lub zespolona.

S
Niechi=1,...,s, przy czym > p;, =n
=1

Macierz J jest macierzag kwadratowg stopnia n i nosi nazwe macierzy Jordana, nato-
miast macierze Jy,, Jp,, ..., Jp, wchodzace w sktad tej macierzy nazywa si¢ klatkami
Jordana.

7 teorii funkcji argumentu macierzowego wiadomo, ze

t2 tpi—!
Lt o G
thp, _ Nt 0O 1 ¢ ... A
€ r==e€ (pi_Q)! 9
0 ..... 0 1
natomiast
etder 0 ... ... 0
7| 0 etz 0 0
0 .oon... 0 etles
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TWIERDZENIE 2.7. Dla dowolnej macierzy A stopnia n o wyrazach rzeczywi-
stych, istnieje taka macierz P, Ze:

1° A=PJP L,

2° etd = Pet/ P~1 gdzie J jest macierzq Jordana.

Konstrukcja macierzy P i J

DEFINICIA 2.7. Wektorem glownym rzedu k macierzy A odpowiadajgcym war-
tosci wlasnej \; nazywamy taki wektor v, ktory speinia rownanie

[A - )\zE]k’U = 0.

Zauwazmy, ze jezeli w jest wektorem gléwnym rzedu k, to wektor v, spelniajacy
réwnanie

[A—NEJv=w
jest wektorem gltéwnym rzedu k + 1.

DEFINICJA 2.8. Niech vy bedzie wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajg-
cym wartosci wtasnej \. Wowczas wektory vi,...,v,, gdzie

UiZ[A—)\E]’Ui_l, izl,...,T,
nazywamy odpowiadajgcymi mu wektorami glownymi odpowiednio rzedu 2, . .., (r+1).

TWIERDZENIE 2.8. Jezeli g jest warto$ciqg wltasng macierzy A o krotnosci m,
to wymiar podprzestrzeni W wektorow wtasnych jest mniejszy bgdz rowny m

dim W < m.

TWIERDZENIE 2.9.
Z. Niech \y — wartosé wlasna macierzy A o krotnosci n, {b1,...,bx} — baza
podprzestrzenit W wektorow witasnych, przy czym k < n.

T.1° {bgo), bgl), e bgll), e b,(co), bg), e b,(clk)} — baza C™, gdzie bgo) =b; oraz
b;l) — wektor glowny rzedu (j—1) odpowiadajecy wektorowi wlasnemub;, i =1,... k.
2° Macierz o kolumnach {bﬁ“’, bgl), e b(lll), e b,go), bg}), e bg’“)} jest macie-

rzq przejscia P z bazy kanonicznej do bazy 1° oraz, odpowiednio, macierz Jordana ma
postac

J, 00...0
S_| 0 g0 0
0 ... 0 J,
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TWIERDZENIE 2.10.
Z. Niech M\, ..

powiednio ni,...,Ng, Przy czym

s
E n; =n,
i=1

niech ponadto {b;, ..

powiadajgcych wartosci wltasnej \;, 1 =1,...,s.

T. Wowcezas uklad wektorow

0 l11 0
{b§1>,...,b§1 ), 5%

bW

817...

stanow: baze przestrzeni C™.

(l12)
12,...,b12 g ey

b(lsl)

yYsl

0
b,

b

) Y1k

(0)
Sks’ . e

b(llkl)

g ee e

., s bedg warto$ciami wlasnymi macierzy A o krotnoSciach od-

. bik, } oznacza baze podprzestrzeni W' wektoréw wtasnych od-

Y

b(lsks)}

) Vskg

Macierz, ktorej kolumnami sq te wektory, jest macierzq przejscia P, natomiast

macierz Jordana ma postac

[ Ji, 0
0
Jl1k1
J =
Jlsl
L 0
gdzie: Jy, ...

Przyktad 2.8. Dana jest macierz

w o o O

1
2
3
-3

B~ O N
N O N N

s iy, 8@ klatkami Jordana odpowiadajgcymi wartosci wlasnej A, .

Szukamy macierzy P i J. W tym celu znajdzmy wartosci wlasne macierzy A

[ (4-2)

det(A — AE) = det 2
0
—4
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2.1. Uktady liniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

A = 3 jest czterokrotna wartoscia wtasna.
Wektory wlasne wyznaczamy z réwnania (A — 3E)v = 0, czyli

1-5 10 vy 0
2 -1 20| [va]|_|0
0 0 00 v3 0’
—4 2-3 0 Uy 0
1 0
. 2 0
stad W = {v: v = aby + Bba}, gdzie: by = 0 , by = 0 ,a,0€C.
0 1

Dla bazy podprzestrzeni W szukamy wektoréw gtéwnych. W tym celu rozwia-
zujemy roéwnania:

(A —3EWY = b, (A—3E)Y = by,

stad
a1 — 3 51 —1
1 2c0 1 20
bg): 41 oraz bg): 11
(0%} 62

Przyjmujac np. a1y = as =0, 81 = 1, B2 = 0 uzyskujemy baze przestrzeni:

1 -3 0 0
0 2 1 0 0 0 1 2
0 0 1 0
wobec tego:
1-3 00 4-32 30
2 00 2 _1 1 - 10
p— p— 2
P=19 401 T 0 0 01
0 010 —4 2-30

Natomiast macierz Jordana bedzie zawiera¢ dwie klatki o wymiarze 2

3100
7=lo0 31
0 00 3
Tak wiec
A=pjpt
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zas

et tedt 0 0

0 e 0 0
tA —1
€ P 0 0 e3t t€3t P )
0 0 0 e¥
po wymnozeniu
1+t - ¢t 0
tA _ 3t 2t 1 - t 2t 0
© =€ 0 0 1 0
—4t 2t =3t 1

Przyktad 2.9. Dla poréwnania, rozwazmy ponownie uklad réwnan (a) z przykla-
du 2.3

v = Az, gdzie A = (a)

SO =
O = =
N = DN

Na podstawie wzoru (2.20) calka ogélna ukladu (a) ma postaé x = e*AC, gdzie
C1
C = | Oy | jest dowolnie zadanym wektorem, nalezacym do R3.
Cs
7 przyktadu 2.3 wiadomo, ze Ay = 1 o krotnosci n; = 2 oraz Ao = 2 o krotnosci
ne = 1, sa wartosciami wlasnymi macierzy A.
Natomiast odpowiadajacymi im podprzestrzeniami wektoréw wtasnych sg od-
powiednio:

1
Wl=<{v:v=a|0]|, a€eR},
L O -
e
W2=_v:v=8|1|, B€ER
L 1 -
Poniewaz a1 = 1 jest pierwiastkiem podwdéjnym, a dim W' = 1, wiec dla wektora
1
bazowego b = | 0 |, znajdziemy wektor gtéwny b, z réwnania (A — E)bi = 09, tj.
0
01 2 a 1
0 01 b|=10],
0 01 0

gdzie: a, b, ¢ oznaczaja wspélrzedne szukanego wektora bi.
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Latwo sprawdzié, ze a = v (v — dowolne), b = 1, ¢ = 0, jest rozwiazaniem
uktadu.
Przyjmujac v = 0 otrzymujemy baze
1 0 3
B = O, 11,1 przestrzeni R>
0 0 1

oraz macierz przejscia z bazy kanonicznej do bazy B

P = , stad P!l=

S O =
O = O
— =W
o O =
S = O
_ =W

Poniewaz dla A\; = 1 wektorowi wlasnemu b9 odpowiada jeden wektor gtéwny, zas
Ao = 2 jest pierwiastkiem pojedynczym, zatem macierz Jordana bedzie zawiera¢ dwie
klatki, pierwsza o wymiarze 2 i druga o wymiarze 1, czyli

oraz
et tet 0
el =10 e 0 |,
0 0 e?t
natomiast
1 0 3 et tet 0 1 0-3
et =pet'pt=101 1 0 e 0 01-1
0 01 0 0 e 0 0 1
lub po wymnozeniu
et tel (—3e' —te! + 3e?t)
=10 e (—e! + e?) :
0 0 e?t

tak wiec na podstawie (2.20) caltka ogélna ukladu (a) ma postaé

1 0 1

z(t) = Cre’ | 0 | + Cqe’ 1 | +t]0 +
0 0 0

-3 —1 3

+C5¢ et -1 |+t 0 +e2t |1

0 0 1
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lub

z(t)=Cie' | 0 | +

gdzie: 61 = Cl - 303, 62

Cget

— Oy

1 |+t]|0 +Cqe?t | 1

0

— Cs.

Przyktad 2.10. Wyznaczy¢ catke ogdlna uktadu

=)

Wyznaczamy wartosci wlasne

2 = Az, gdzie A =

det(A — AE) = det {

zatem:

—2

—_7_

A 1
—5—A

A1 = —6+17 — krotnosé¢ n; =1,
Ay = —6—1 — krotnosé¢ ny =1

oraz, odpowiednio:

natomiast

Pl 1 1+'L —1
2 |

0
6—1i)t

1—1 1
zas:
| =6+ 0
J- { AR
(—6+4)t

tJ _ | €

© = { 0 el=
zatem

A 6—6t 1
o 1414
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0 cost—isint]’

1 cost +1sint 0
1—2 0 cost —1sint
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PO wymnozeniu

_ cost —sint sint
ot = |

—2sint sint + cost

Calka ogdlna réwnania (a) jest nastepujaca

C cost — sint sint C
_4A 1| _ 6t 1
x(t) =e {02 } ¢ { —2sint Sint—l-cost} {Cg }
lub:

z1(t) = e %[C (cost — sint) + Cy sint],
To(t) = e % [—2C) sint + Cy(sint + cost)].

UwAGA 2.3. W metodzie macierzowej uzyskujemy zawsze rozwigzanie rzeczy-
wiste (poniewaz dla macierzy rzeczywistej A macierz e(*=%) jest tez rzeczywista).

UWAGA 2.4. Poniewaz kolumny macierzy e4?

rozwiazan, wiec et = W (t).

stanowia ukltad fundamentalny

Uwaca 2.5. Poniewaz [e?] RCD) wiec rodzina funkeji

¢
z(t) = e |C + /GA(_T)b(T)dT

to

jest rozwiazaniem ogdlnym ukladu liniowego niejednorodnego (2.3) (przy czym C =
= (C1,...,C}) oraz tg — dowolnie ustalona liczba rzeczywista).

Zadania

Stosujac znane metody znalezé catke ogdlnag uktadu jednorodnego =/ = Az, jezeli:

10 2
1. A= 0 1—4
| -1 0 -2
[ -3 4 -2
2. A= 1 0 1
| 66 5
[ 4 -1 0
3.A=13 1-1
|1 0 1
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[ -3 2 2
4. A= -3-11
-1 20
011
5. A= 110
-1 01
Rozwiazaé problem poczatkowy Cauchy’ego, x' = Az, x(tg) = x:
0-11 !
6. A= 0 0 1], z(00=] 3
-1 01 1
- 2
[ 21 -8 —19 -3
7. A=1] 18 =7 -15 |, =z(0)= 4
| 16 —6 —15 —4
5 -1 —4 1
8. A= —-12 5 12 |, z(0)= |1
10 =3 -9 1
1 0-1 1
9. A= -6 2 61, z0)=]1
| 4-1-4 1
Zmnalez¢ catke ogdlng uktadu niejednorodnego:
K%—y—cost
10. { 4
%:1—m
\ dt
(d
= i brty=e
dt
11. < dy
94y o 2t
\ dt+3y T =ce
(d
£:2x—|—y—2z—t+2
dy
12. ¢ —2 = — 1
< % T+
dz b1
\ E—x—l—y—z— +
Odpowiedzi
2—et 0 2(1—e Ch
I.x=| —4+2("+et) e —4(1—-e7?) C
—1+et 0 2 t-1 Cs
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10.

1 0 1
Lx=Cet | 1 | +C%? | 1 | +Cset 0
0 2 —1
1 t t?
=012 | 2 | +Che? | 2t —1 | +Cse?t | —2t + 2t2
1 t—1 2 — 2t + t2
0 cos 2t sin 2t
= Cre % 1 | +Chet| —sin2t | +Cse~t | cos2t
—1 cos 2t sin 2t
1] 0 1
.a=C1 | -1 —I-Czet 1 —f—Cget t+1
1 | -1 —t
0] cost —sint cost +sint
.x=Cet | 1 | +Cy cost + (3 sint ,
1 | —sint cost
cost

cost +sint

T = 9
cost —sint
| 2 _
1 7Tcost— 11sint 11cost + 7sint
x=Cet| =2 | +Cy | 15cost —9sint | +C3 | 9cost + 15sint |,
2 2cost — 8sint 8cost+ 2sint

et —4cost — 18sint
r=| —2e P4+ 6cost — 24sint
2¢t —6cost — 10sint

1 t+1 1
.x=Ce | =2 | +et | Cy 3 +C3| 0 ,
2 t 1
et +tet
x = —2e7t 4 3et
i 2e t + tel — et
i 1 +Cg(t+1)+03€_t t+et
LT = 3Cy — 2C3e™t , X = 3 —2et
C, + Cot +2C5e™t —1+t+4+2et
t
. Clcost+Cgsint+§cost+1
{y ] - 1

t
—(Cisint + Cycost — 5 sint — §cost
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( 4 1
r=e (0 + Cot) + —et — —e?!
1. S L
4t Lo o
\y— e (Cl+02+02t)+256 +36€

(x=Chet + Cysint + C5cost
12. ¢ y=—C1et +Cycost — Czsint +t

z=Cysint + C3cost + 1

\

2.2. Ukfady nieliniowe réwnan rézniczkowych
rzedu pierwszego

Uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego mozna zadaé¢ w po-
staci ogélnej

F(t,z,2') =0, gdzie F:R*"*' - R" (2.21)
normalne;j
' = f(t,x), gdzie f:R""™ — R" (2.22)
czyli
= filt,x1, ..., xn)
xh = folt,x1,...,2n)

lub symetrycznej

dxq dxs dxn—i—l
_ L (2.23)
Xi(x1, .. nr1) Xo(xr,...,Tni1) Xns1(21, .. Tpg)

TWIERDZENIE 2.11.
1° Kazdy uklad normalny (2.22) mozna zapisaé w postaci symetrycznej

dxy dxs dx,, B dt

il t)  faolwt) T falmt) 1

2° Niech 2° = (ac?,...,acgﬂ) c Rt Jezeli funkcje X1,...,Xnt1 Sq ciggle
w pewnym otoczeniu punktu x° oraz przynajmniej jedna z nich jest réina od zera,
wowcezas uktad (2.23) mozna zastepié¢ ukladem normalnym zloZonym z n réwnann.

Istotnie, jezeli X;(xo) # 0, to uktad (2.23) mozna w pewnym otoczeniu punktu

20 zapisaé w postaci
d:l?k Xk; . .
=—, k=1,2,...,(1—1 1),... 1 2.23
dxz X,L’ 9 9 7(2 )7(Z+ )7 7n+ ( a)

Uklad (2.23a) jest uktadem normalnym, w ktérym z; jest zmienna niezalezna.
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2.2. Uktady nieliniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

DEFINICJA 2.9. Niech F oznacza zbior wszystkich rozwigzan ukladu (2.22)
w [a,b]. Funkcje

Yv: Rx R" > (t,x) = ¥(t,x) € R

nazywamy calkq pierwszq ukladu (2.21), jezeli

AV A etz)=cC

r€F CER t€[a,b]

Znaczy to, ze calka pierwsza ukladu (2.22) na wykresie kazdego rozwiazania
przyjmuje wartosci state.
TWIERDZENIE 2.12.

1° Uklad (2.22) ma co najwyzej n liniowo niezaleznych calek pierwszych.
2° Jezeli ¢1, .

W 8@ lintowo niezaleznymi calkami pierwszymi ukladu (2.22),
to:

¢1 (t) 'CU) - Cl
wZ (t) LU) - 02
i

gdzie C; — dowolne stale (i = 1,...,n), jest calkq ogélng tego ukladu zadang w postaci
uwiktaney.

2.2.1. Catkowanie ukfadéw w postaci symetrycznej

n+1
Dla uktadu (2.23) i dowolnych My, ..., M, (Z M? > O) jest prawda, ze
i=1
n+1
M;dx;
dxl . d:IZQ . dfl’,'n_|_1 =1 v (2 24)
Xi(z)  Xa(x) C Xpga(z) ”il MX, '
i=1
gdzie x = (21, ..., Tnt1)-
n+1
UWAGA 2.6. Jesli > M;X; =0, to jedno z réwnan (2.24) ma postaé
i=1
n+1
i=1
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

Przyktad 2.11. Znalez¢ calki pierwsze i calke ogdlna uktadu

dz dy dz
()

z—Yy x—2z Y—<x

Na podstawie (2.24), dla My} = My = M3 = 1, mamy

dz dy dz drx+dy+dz

— - Y

z—Yy x—2z Y—=x 0
stad

dlz+y+2)=0,
a wiec

r+y+z=0C

jest rozwigzaniem ukladu (a) w postaci uwiklanej. Natomiast funkcja ¥ (z,y,z2) =
= x 4+ y + z jest calka pierwsza uktadu (a).
Niech My = 2x, My = 2y, M3 = 2z, woéwczas uklad (a) przyjmie postaé

2edr 2ydy  2zdz 2xdx + 2ydy + 2zdz
20(z —y) 2uylx—2) 22(@y—xz) 0 ’

stad
dz? +y*+2%) =0

czyli
22 4%+ 22 =0y

jest innym rozwigzaniem uktadu (a) oraz funkcja
Yo, y,2) =2 +y° + 2°

jest calka pierwsza ukladu (a).
Natomiast rozwiazanie ogdlne uktadu (a) ma postaé:

r+y+z=0C
Byt 22 =0y

Przyktad 2.12. Znalez¢ calki pierwsze oraz rozwiazanie ogblne ukladu

dy =
w0 ®
dz (2 —y)?
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2.2. Uktady nieliniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Zapiszmy uklad (a) w postaci symetrycznej

e @)
z oy (z-y)
stad
ay _a
z oy

po scatkowaniu

v =22+ 0
lub

y2 — 22 =04.

Funkcja 11 (x,y, 2) = y? — 22 jest catka pierwsza uktadu (a). W celu znalezienia
innej calki pierwszej, odejmijmy w (a’) od licznika i mianownika pierwszego ulamka,
licznik i mianownik utamka drugiego

d(y — 2) dx

z—y  (z—y)?

stad

(z—y)d(y — 2) = du,
po scatkowaniu

(y —2)% = =2z + Cy
lub

(y — 2)* + 22 = Cy.

Funkcja 12 (x,y, 2) = 22+ (y — 2)? jest réwniez calka pierwsza analizowanego uktadu.
Natomiast rozwiazanie ogélne ma postac

QQ—ZZ = (1
(y—2)2+2z =Cy

Przyktad 2.13. Rozwazmy uktad réwnan

dt (a)
dy _y zy?
dt ¢
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

Zapiszmy (a) w postaci symetrycznej
dz dy dt

w2y  YL—gy? 17

stad

Ty t’
po scatkowaniu
xy = Cit

lub
ry

7 :Cl.

Funkcja 1 (t,z,y) = %7 jest caltka pierwsza uktadu (a).
Inng calke znajdziemy z réwnania

de  dt

w2y 1

Wstawiajac w miejsce xy = C1t, mamy
d

o,

x

po scatkowaniu

1
In |.TL’| = §Clt2 + (O

ale
ry
Ci=—>
1 e
zatem
1
In|z| = §xyt + Cy
lub

1

In |x| — ixyt = ().

Funkcja ¢ (t, z,y) = In |x| — %azyt jest rowniez catka pierwsza, natomiast
LYy
22 _C
; 1

In|z| — tzyt = Cy
jest calka ogdlna uktadu (a).
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2.2. Uktady nieliniowe réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

Zadania

Zmalez¢ calki pierwsze i rozwiazanie ogélne uktadu:

@ _ay_a
"2r—y oy oz

dr dy dz
Cxz yz  ay
dr dy _dz
" 2wy Y2 —a2—22 2z
dr.  dy  dz
"y4+z x4z 4y
dr dy _dz
"y—x r4yt+z T—y
dz dy dz

Caly—2) 24mzy 2z +2)

Odpowiedzi

. ¢1(x7yaz):gv ¢2($ayaz)=$—22+ya

y = Ciz
xr—2z4+y = Cy

. wl(ajayaz) = ¢2($7y72) =Y — Z27

< |8

2 2 2
. ¢1(xayaz):£7 wg(x,y,Z):x +y T2 )
z z
r=Ciz
2?2 +y? + 22 = Coz
m_
. ¢1(x7yaz):y_z:7 ¢2($,y72):($+y+2)($—y)2,
x—y = Ci(y—2)
(z+y+2)(z—y)? = Co
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2. Uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego

5. ¢1(x,y,z):$—|—y, ¢2($,y,2):(Z'—i—y—l—Z)(y—?)ZC—Z),

r+y=0C
(+y+2)y—30—2) = Cy
6. ¢1($7yaz) :ZC—y+Z, w2($7yaz) :h’l‘x‘ +%a

r—y+z=0
Injz|+ £ = Cy

68



RozDz1AL 3.

Rownania wyzszych rzedow

3.1. Réwnania liniowe rzedu n

Rozwaimy problem poczatkowy (3.1), (3.2):

y™ 4 Z ap()y™ = (1) (3.1)

y(to) =vo, ¥ (to) = w1, 4"V (to) = yn—1 (3.2)
gdzie: tg €la, b, yy € R (k=0,...,n—1).

Jezeli funkcje ar (K =0,...,n — 1) oraz f sa ciagle w |a, b[, wéwczas problem

poczatkowy (3.1), (3.2) ma dokladnie jedno rozwiazanie.

UwAGA 3.1. Jezeli f # 0, wéwczas rownanie (3.1) nazywamy liniowym niejed-
norodnym, natomiast gdy f = 0 — liniowym jednorodnym.

Po wprowadzeniu nowych zmiennych:

z1(t) = y(t)
za(t) = y'(t)

xl = T2
rh = x3
$ o (3.3)
n—1
Ty = = 2 ap(t)zrsr + f(1)
\ k=0
z1(to) = yo, z2(to) =y1,.--,Tn(lo) = Yn-1 (3.4)

Zauwazmy, ze uklad (3.3) jest ukladem liniowym n réwnan rzedu pierwszego.

3.1.1. Réwnania liniowe jednorodne

Roéwnaniu jednorodnemu o statych wspétczynnikach

v+ ay® =0, axeR (k=0,...,n—1) (3.1a)
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

odpowiada uktad

§ Tho1 = Tn (3.3a)
n—1
\ k=0

Roéwnanie charakterystyczne tego ukladu
det(A—AE) =0

ma postac
n—1
k=0

Pierwiastki tego rownania nazywa sie réwniez pierwiastkami charakterystycznymi
réwnania (3.1a):

1. Jezeli \; jest pierwiastkiem rzeczywistym rownania (3.5) o krotnosci n;, wow-
czas

Uz
yz — 6>\it E thk—l’
k=1

gdzie C sa dowolnymi stalymi, jest rozwiazaniem réwnania (3.1a), odpowiadajacym
wartosci wlasnej ;.

2. Niech A\ = a + 10 bedzie pierwiastkiem charakterystycznym zespolonym
o krotnoéci ny, woéwczas A\, = a — i3 jest réwniez pierwiastkiem charakterystycznym
o krotnoéci ny. Rozwiazanie réwnania (3.1a) odpowiadajace pierwiastkom charakte-
rystycznym A, i A, jest postaci

Nk Uz
Yk = et ZC’jtj_l cos Bt + ZDjtj_l sin gt | ,

J=1 J=1

gdzie: Cj, D; sa dowolnymi statymi rzeczywistymi.
Jezeli A\1,...,\, sa pierwiastkami charakterystycznymi, oraz y!,...,y" odpo-
wiadajacymi im rozwigzaniami réwnania (3.1a), wéwczas

y=>y
i=1
jest caltka ogdlng réwnania liniowego jednorodnego (3.1a).
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

UWAGA 3.2. Funkcja y(t) = > Cju;(t) jest catka ogélng réwnania (3.1) wtedy
j=1

i tylko wtedy, gdy

r1(t) = ;1 Cju;(t)
) xa(t) = j;l Cjug(t) (3.6)

U1 .. Unp,
! R 7
det W (t) = det ! "l #£0 w [a, b
(n—1) (n—1)
1 .. n
DEFINICJA 3.1. Mowimy, Ze rozwigzania ui,...,u, rownania (3.1) stanowiqg

uktad podstawowy (fundamentalny) calek tego réwnania w [a,b] jezeli

N\ det W(t) # 0,

t€a,b]

gdzie

Przyktad 3.1. Znalez¢ catke ogdlna rownania
y(®) + 29 4 4 = (a)
Roéwnanie charakterystyczne ma postac

N2t 02 =0,

stad:
)\1 = 0, ny = 2,
)\2 = ’i, Ng = 4,
)\2 = —i, ng = 2.

Dla A = A\; = 0 mamy

yl = (7 + Cst.
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

Dla A= Ay =i (oraz A = Ay = —1)
y? = (O3 + Cyt) cost + (Cs + Cgt) sin t,
zatem calka ogélna réwnania (a) jest nastepujaca

y(t) = C1 + Cot + (C3 + Cyt) cost + (Cs + Cet) sin t.

3.1.2. Réwnania liniowe niejednorodne

n
TWIERDZENIE 3.1. Jezeli yo(t) = >, Cju;(t) jest catkqg ogolng réwnania jedno-
j=1

rodnego
n—1
y(™) + Z ar(t)y® =0
k=0

oraz y(t) jest pewnq calkq szczegdlng réwnania liniowego niejednorodnego (3.1), to

y(t) = yo(t) +y(t)
jest calkq ogélng réwnania liniowego niejednorodnego (3.1).

Zajmiemy sie obecnie szukaniem calki szczegdlnej réwnania (3.1).

Metoda uzmienniania statych

Niech
o =Y Cju;(t)
j=1
bedzie catka ogélna réwnania liniowego jednorodnego
n—1
v+ ar(t)y™ =o.
k=0

Zgodnie z metoda uzmienniania statych (patrz podrozdz. 2.1.2) na podstawie wzo-
réw (3.5) 1 (3.6) oraz twierdzenia 2.6, funkcja

y(t) = Z Ci(t)u; (1)
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

jest rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (3.1) o ile funkcje C;(t) (j = 1,...,n)
spelniaja uktad réwnan

U1 (1% “e Unp, B Ci 0

........................... (37)
(n—2) (n—2) (n—2) 0
1 2 / .
n—1 n—1 n—1 C
| (DD el e B 0
Przykfad 3.2. Znalezé catke ogdlng rownania
y/// . 5y” _|_4y/ —¢ (a)
Rozwiazujemy najpierw rownanie liniowe jednorodne
y/// _5 4 4y/ —0 (b)

Roéwnanie charakterystyczne ma postac
A% —5X* 44X = 0.

Pierwiastki charakterystyczne:

)\1 :O, n1:1,
)\2:1, 712:1,
)\3 :4, n3:1.

Calka ogélna réwnania (b) jest nastepujaca
yo(t) = C1 + Coe® + Cse™,

zatem
y(t) = C1(t) + Ca(t)e’ + Cs(t)e*.

Funkcje Cy, Cq, C3 wyznaczamy z uktadu (patrz (3.7))

C| + Chet + Chett =0
Cl0 + Chet + 4C%e =0,
C10 + Chet + 16C%ett = ¢t

stad:
1
Cy(t) = th,
1
Ca(t) = 5(t+ e,
1
t) = ——(4t + 1)e=*
C3(t) 192( +1Le™ ™,
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

zatem catka szczegdlna

y(t) = Ly oy 2l
=38 716" T 64

oraz catka ogélna réwnania (a)

1 5) 21
t) =C1+ Cae’ + Cse™ + 7 + —t + —
y(t) = CL+ Coe’ + Cse™ + ot + ot +
lub
el ¢ at Lo O
y(t) = C1+ Cae’ + Cse™ + <t* + —t,
8 16
gdzie
— 21
Ci1=C1+ —.
1 1+ o1
Metoda przewidywan
Zakladamy, ze wspélczynniki ap, (K = 1,...,n — 1) w rownaniu (3.1) sa stale.

Jezeli funkcja f(t) wystepujaca po prawej stronie tego réwnania ma postaé
f(t) = e [Wi(t) cos Bt + Py, (t) sin 3t] (3.8)

gdzie Wy i P, sa wielomianami odpowiednio stopnia k£ oraz m.
Jesli ponadto a + 0 jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego o krot-
nosci 7, to

7(t) = t7e® [V, (t) cos Bt + Q(t) sin (] (3.9)

jest calka szczegblng réwnania (3.1), przy czym Vs, Qs sa wielomianami o wspélczyn-
nikach nieoznaczonych stopnia s = max{k, m}.

Jezeli liczba v+ i3 nie jest pierwiastkiem charakterystycznym, wéwczas w (3.9)
przyjmuje sie 7 = 0.

W szczegdlnosci, jezeli

f(t) - eath(t)a
czylia =a i =0, to zgodnie z (3.9) przewidujemy
gt) =t e" Vi (1),

gdzie j jest krotnodcia pierwiastka charakterystycznego a (badz j = 0, gdy a nie jest
pierwiastkiem charakterystycznym).
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

Przyktad 3.3. Rozwazmy réwnanie

y/// . 5y” +4y/ — ¢

Pierwiastki charakterystyczne i ich krotnosci sg nastepujace:

A1:07 ’I’lel,
/\2:1, ngzl,
/\3 :4, n3:1.

Prawa strona réwnania ma postac
f(t) = e,
a = 0 jest pierwiastkiem o krotnosci ny = 1. Zatem

y(t) = t(at +b)

lub:
y(t) = at? + bt,
¥y = 2at+D,
g// — 2a,
gl!/ — O

Wstawiajac do (a), mamy
—10a + 8at + 4b = t,

stad

Przyktad 3.4. Znalezé catke ogdlna rownania
yV 4y’ =sint

Rozwiazujemy réwnanie jednorodne
vV +y" =0

Pierwiastki charakterystyczne:

)\1 :O, TL1:2,
A2:Z'7 n2:17

)\3 :ng—i, n3:1,

(a)
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

zatem calka ogélna réwnania jednorodnego (b) jest postaci

yo(t) = Cy + Cat + Cs cost + Cysint.
Natomiast catke szczegdlng przewidujemy nastepujaco

7y(t) =t (Acost + Bsint) (c)
bo w naszym przyktadzie a =0, 8 = 1, a wiec o + ¢ = ¢ jest pierwiastkiem charak-
terystycznym o krotnosci ng = 1.

Po czterokrotnym zrézniczkowaniu rownosci (¢) i wstawieniu do (a), mamy

2Asint — 2B cost = sint,

stad

a wiec

1
y(t) = §t cost

jest calka szczegélna réwnania (a), natomiast

1
y(t) = C1 + Cot + Cscost + Cysint + Etcost

jest jego catka ogdlna.

3.1.3. Réwnanie Eulera

Rozwazmy réwnanie (Eulera)

(at + b)"y"™ + a1 (at +b)" 1y Y 4o pan_i(at + by + any = f() (3.10)
Stosujac zamiane zmiennej

at+b=e’ (3.11)

sprowadzamy rownanie (3.10) do réwnania liniowego niejednorodnego o statych wspot-
czynnikach.

UwAGA 3.3. Jednorodne rownanie Eulera po wprowadzeniu nowej zmiennej po-
zostaje jednorodne.
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

Przyktad 3.5. Znalez¢ rozwigzanie ogdlne rownania
(2t +1)%y" —4(2t + 1)y’ + 8y = —8t — 4 (a)

Wprowadzamy nowa zmienna niezalezna 2t + 1 = e®. Po zamianie zmiennej réwnanie
(a) przyjmuje postaé

d2y dy
19y = —¢°
ds? 3d Ty =

Catka ogoélna tego réwnania jest nastepujaca
y(s) = Cre® + Coe?®® + se?,
zatem
y(t) = C1 (2t 4+ 1) 4+ Co(2t + 1)% + (2t + 1) In |2t + 1]

jest rozwiazaniem ogdlnym réwnania (a).

Zadania

Znalez¢ catke ogdlng réwnania:
1. y"+4y' +4y=0
y" —6y" + 12y — 8y =10
" — Ty + 16y — 12y =0
y'V +2y" — 8y + 5y =0
y" +8y" + 16y =0
yV +2y" + 3y + 2y +y =0
YV +y!V 42y 42y +y +y =0
y' —y=t>—t+1

© 0 e otk W N

y" — 4y = —12t> + 6t — 4

| —
e

y// _ 2y/ _|_ y — 4et

—_
—_

) y/// + 6y// + 12y/ + 8y — 36—215

—_
[\)

. y//l_y/l — —3t+1

—_
w

.y —y +y=—13sin2t

—
N

.y 4+ 4y = sin 2t
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

15. y"" —y" + 4y — 4y = 3e?* — 4sin 2t
16. y'V —y =4sint —8e t +1
17. y" + 4y = cos? t

18. 4" 4+ y = sint cos 3t

19y +dy = cos 2t
20. v/ =2y +y = %
21. 4" — o/ = Q;tet

Wskazowka: w zadaniach 8-18 zastosowa¢ metode przewidywan, zas w 19-22 metode
uzmienniania statych.

23. t3y"" — 3t%y" + 6ty — 6y = 0
24. (t+1)%y" —2(t+ 1)y +2y =0
25. t2y" —ty' +y = 6tint
Zmalez¢ calke szczegdlna spelniajaca warunki poczatkowe lub brzegowe:
26. y" +4y =sin2t, y(0)=y'(0)=0

27. y" —y=t, y(0)=1, y'(0)=-1

28. y" + 4y’ +4y =3e7 %, y(0)=19'(0) =0

29.y" —y'=0, y2)=1, ¥y(2)=y"(2)=0

30. ¥V +6y"V =3y =0, y(1)=y'(1)=y"(1)=y"(1)=¢y"V(1)=0
3l y" +y =0, y(0)=y(3)=1
32.y"+y=t, y0)=1, y(3)=

(ST

33. ¥y —y=0, y(0)=1, y1)=

Odpowiedzi

1. y=e2(Cy + Cat)
2.y = 62t(01 + Caot + Cth)
3. Yy = 0163t + 62t(02 + Cgt)
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.
25.

.y = e (C1 + Cat) + e ¥(C3 cos 2t + Cy sin 2t)
LY = (01 + Cgt) cos 2t + (Og + C4t) sin 2t

LY = et (C1 + Cat) cos gt + (C3 + Cyt) sin \/7515

Yy = Cle_t + (02 + Ogt) cost + (04 + C5t) sint

Ly =—t2+t— 34 Cret + Cre?
Ly =t3+t+ C1 + Cre*t
10.

y = 2t%et + et(Cy + Cat)

1
y = gtPe® +e7(Cr + Cot + Cst?)

1
y = §t3—|—t2—|—C’16t+C’2—|—Cgt
3 3
Yy = 3sin 2t — 2cos 2t + e (C’1 cos %t—i—Cg sin \é_t>

1
Y = —Zt0082t+ C1 cos 2t + Cy sin 2t

3

1 2
y = —e?* — —tcos2t + 5t sin 2t + Chet + Cs cos 2t + Cs sin 2t

8 5

y=tcost+2te ! — 1+ Cret + Coet + Czcost + Cysint

1 1
Yy = 3 + gtsith—l—C’l cos 2t + Cy sin 2t

1 1
Yy = —%sinélt—l— gsin2t—|—C’1 cost + Cysint
1 1 . .

Yy = Zcos2tln|cos2t| + §tsm2t+01 cos 2t + Co sin 2t

1 t
Yy = ¥+e (C1 + Cat)

1
Y= zet+01 + Chet

1
y = ——+ (cost)In|cost| + (sint)(—tgt +t) + C; + Cocost + Cssint

cost

Yy = Cit + Cgt2 + Cgtg
y=C1(t+ 1)+ Co(t + 1)
y =tln®t 4 t(C1 + CoInt)
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

1 1
26. y = —ZtCOSQt—i- gsin2t

27. y = —t + cosht

3
28. y = 57526_%

29. y=1

30. y=0

31. y =sint + cost
32. y=cost+t
33. y = cosht

3.1.4. Rozwigzywanie réwnan liniowych za pomocg szeregéw potegowych
i szeregéow potegowych uogdlnionych

W niniejszym podrozdziale ograniczymy sie do rozwiazywania réwnan liniowych
jednorodnych rzedu drugiego. Podana nizej metode mozna jednak bez istotnych zmian
rozszerzy¢ na rownania liniowe jednorodne dowolnego rzedu.

Rozwazymy réwnanie

Y +p@)y +q(x)y =0 (3.12)

z warunkami poczatkowymi

y(zo) =yo 1 y'(z0) =y (3.13)

Rozwigzanie w postaci szeregu potegowego

TWIERDZENIE 3.2. JeZeli wspdlczynniki p i q réwnania (3.12) sq rozwijalne
w szeregi potegowe w otoczeniu punktu x = xq:

p(x) =Y prlz — x0)",
k=0

q(x) =Y an(w — o)
k=0

zbiezne dla |x — xo| < 7, to problem poczgtkowy (3.12), (3.13) ma jednoznaczne roz-
wigzanie Yy, rozwijalne w otoczeniu xo w szereg

y:yo—l—yl(m’—xo)—l—ch(ac—xo)k (3.14)
k=2

ktory jest zbiezny co najmniej w tym samym obszarze, co szereqi wspotczynnikow p
iq, tzn. dla |z — xo| < 7.
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

UWAGA 3.4. Wspéblezynniki c¢i szeregu (3.14) sa okresSlone w sposob jedno-
znaczny przez wartosci poczatkowe yg i y1. Mozna je wyznaczy¢ np. wstawiajac sze-
reg (3.14) do réwnania (3.12) i przyréwnujac do zera wspOlczynniki przy réznych
potegach (x — xp) (metoda wspblczynnikéw nieoznaczonych).

UwAGA 3.5. Dla znalezienia rozwiazania ogdlnego réwnania (3.12) wystarczy
znalez¢ dwie liniowo niezalezne catki szczegélne 77 i § (uktad fundamentalny). Zwykle
buduje sie je tak, aby w punkcie xy byly unormowane, tzn.

U(zo) =1 1 7 (x0)=0

oraz
T(xo)=0 i T (wo)=1.

Przyktad 3.6. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania

(1-2?)y -2y —y=0 (a)

w otoczeniu punktu xzy = 0.

W tym celu wystarczy znalezé uklad fundamentalny rozwigzan 7 i J unormo-
wany w punkcie xg = 0.

Dla |z| # 1 réwnanie (a) jest rGwnowazne réwnaniu

/! X / 1
1—2Y T 1=

= 0.
a:zy

Wspoélezynniki tego réwnania sg rozwijalne w szeregi potegowe w otoczeniu
xo = 0, zbiezne dla |z| < 1. Tak wiec istnieja rozwiazania ¥ i g, przy czym przedsta-
wiajace je szeregi sg zbiezne co najmniej dla |x| < 1.

Zgodnie z uwaga 2 przyjmiemy warunki poczatkowe:

g(0)=1 i 7F(0)=0 (b1)
70)=0 i F(0)=1 (b2)

Znajdziemy kolejne rozwiazania probleméw poczatkowych (a), (bl) oraz (a), (b2).
Na podstawie wzoru (3.14)

y=1+ ZEkxk oraz Y=+ Zﬁkxk.
k=2 k=2

Wstawiajac do (a) mamy:

(-1) | 7=1+ Y o’
k=2
(—x) 7 =Y kepah!
=2
(1—2?) 7' = k(k—1)gpab2
k=2
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

—1—chxk—2kckx +Zk —1ckx Zk —1ck:c =0.

Przyréwnujac do zera wspétezynniki przy potegach % (k= 0,1,2,...) otrzymujemy
kolejno:

1
xo:—1+2-152=(), St@dﬁgzg,
zl:3.263 =0, stad €3 = 0,

b~ —kep + (k4 1) (k4 2)Chgo — k(k — 1)é = 0,

_ 1+k2 .
stad Cxqo = D 2)Ck dla k > 2, a wiec
1+ 2)2(1+4)2%...]1 E—2)2
I (R R A R ) R,
Cr, = k! .
0 dla k=2m+1
Zatem
(14221 +4)2%. .. [1+@2m—2)?

(2m)

Postepujac analogicznie wyznaczamy wszystkie wspolczynniki ¢, dla rozwigzania 7.
W rezultacie otrzymamy

o~ 20043)%. (14 2m = 1] 50
m dl 1.
+ Z @t 1) a |z| <

<||
I

Rozwigzaniem ogélnym réwnania (a) jest

y = C17 + Cay.

Rozwigzanie w postaci uogoélnionego szeregu potegowego

DEFINICJA 3.2. Szereg postaci

(x — x0)P Z cx(z — x0)",

gdzie co # 0, nazywamy uogdlnionym szeregiem potegowym.
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

Niech z = xy bedzie punktem osobliwym réwnania (3.12), tzn. punktem oso-
bliwym przynajmniej jednego ze wspotczynnikow tego réwnania. Wowczas twierdze-
nie 3.2 jest niestosowalne. Jednakze w wielu przypadkach mozna znalez¢ rozwigzanie
réwnania (3.12) w postaci uogélnionego szeregu potegowego.

TWIERDZENIE 3.3. JeZeli wspolczynniki réwnania (3.12) w otoczeniu punktu x
dajqg sie przedstawié w postaci:

1 k
p\r) = Pe\T — Zo)
() = =gy oo =0

o(e) = 3 > aile —20)",
(x — x0) P

gdzie p3 + @2 + ¢ # 0 i szeregi potegowe wystepujgce w tych réwnosciach sq zbiezne
dla |x — xo| < R, to réwnanie (3.12) ma przynajmniej jedno rozwigzanie szczegélne
dane wzorem

(x — o) chk (z — z0)" (co # 0) (3.15)
k=0
o
przy czym szereg . cx(x — 10)¥ jest zbieiny co najmniej dla | — xo] < R.
k=0

W celu okreslenia wyktadnika p i wspolczynnikéw cp nalezy podstawié¢ sze-
reg (3.15) do réwnania (3.12), uproscié¢ przez (x — xg)? i przyréwnaé¢ do zera wspol-
czynniki przy réznych potegach (x — xp). Z tym, ze warto$¢ wyktadnika wyznacza sie
z tzw. rbwnania wyznaczajacego w punkcie zy. Jego postac jest nastepujaca

p(p—1)+pop+qo =0 (3.16)

gdzie: po = lim (z — 29)p(z), go = lim (x — z0)%q(z). W przypadku gdy pierwiastki
r—X0

r—X0
p1 1 p2 réwnania (3.16) sa rézne, to p jest tym sposréd nich, ktéry ma wieksza czesé
rzeczywista.
Niech p = p1, wéwczas

@ —ao)" () #0) (3.17)

M]3

y1 = (z — x0)"

=
I
o

Jezeli réoznica pierwiastkow p; — po nie jest liczba catkowitg dodatnia, to istnieje
réwniez rozwiazanie odpowiadajace pierwiastkowi ps

Yz = (x — x0)"? ch(f)(x — ﬂlco)'C (o (2) #0) (3.18)
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

Jesli zas roznica p1 —p2 jest liczbg catkowita dodatnia, to drugie rozwiazanie szczegolne
ma postaé (3.18) albo (3.19)

Yo = (x — x0)"? c,?)(x — 20)" + y_1y1 In(z — x0) (3.19)
k=0

W przypadku pierwiastkéw podwdéjnych (p; = p2) istnieje tylko jedno rozwiazanie
postaci (3.17), drugie za$ musi by¢ postaci (3.19).

Przyktad 3.7. Wykazaé, ze rownanie Bessela
2y +ay + (2 —n®)y=0  (n#0) (a)

ma rozwigzanie szczegolne postaci
oo
y=a"y cat (e #0) (b)
k=0

Sprowadzmy to réwnanie do postaci (3.12)

1 x2 —n?
y//+_y/+(72)y:0_
X s

Zauwazmy, ze wspoOlczynniki p i ¢ tego rownania w otoczeniu punktu osobliwego
xo = 0 spelniaja zaltozenia twierdzenia 3.3, przy czym szeregi wystepujace w rozwi-
nieciach tych wspoétczynnikéw sg zbiezne dla wszystkich .

Roéwnaniem wyznaczajacym w punkcie zg = 0 jest

plp—1)+p—n®=0,

Pierwiastkiem tego réwnania sg p = n lub p = —n.

Pierwiastkowi p = n (twierdzenie 3.3) odpowiada rozwiazanie postaci (b), przy
czym szereg potegowy wystepujacy po prawej stronie rozwigzania jest zbiezny dla
wszystkich x.

Przyktad 3.8. Wykazaé, ze réwnanie Bessela (n = 0)
vy’ +y +ay=0 (a)

ma rozwiazanie postaci

O

Yy = chl’k (b)

k=0

Zmalez¢ to rozwiazanie.
Rownanie wyznaczajace w punkcie osobliwym xg = 0 jest nastepujace

p(p—1)+p=0.
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3.1. Réwnania liniowe rzedu n

Ma ono jeden pierwiastek podwojny p = 0. Zatem na podstawie twierdzenia 3.3
réwnanie (a) ma rozwiazanie postaci (b), przy czym ¢y # 0.
Stosujac metode wspolczynnikow nieoznaczonych znajdujemy wspétezynniki cy:

xO
() y=cotcr+ ) ek
k=2

(1) Yy =c1+ > kepat!
k=2
(x) | v =3 k(k—1)cpa"?
k=2

co + c12° —I—Zc phtt —I—cl—l—chkazk 1—|—Z/{: —1)ckac -1 _ .
= k=2 k=2

Przyréwnujac do zera wspétezynniki przy =¥ (k= 0,1,2,...) mamy:

T c1 =0,

zt: co + 2%¢ = 0,
22 c1+ 3203 =0,
zt: c3 + 5265 =0,

am Com—1+ (2m + 1)*capmy1 = 0,
22" o 4 (2m + 2)2coma2 = 0.
Zaktadajac cyg = 1, mamy

(=)™

Com = Wa com+1 = 0.

Zatem jedno z rozwiazan réwnania (a) jest nastepujace

B _1+Z m' <_>m'

m=1

Funkcje Jo(x) nazywamy funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzedu zerowego.
Drugie z rozwiazan, zgodnie ze wzorem (3.19), bedzie mie¢ postaé

Yoy = 1J0 IDSL’ + chl’

Stosujac metode wspotczynnikow nieoznaczonych, przy zatozeniu, ze y_1 = 1,
otrzymamy

— Ko(x) = Jo(a) Iz + 3 (~1)F+ T 5(;52” Rl (g)%
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

Funkcje Ko(x) nazywamy funkcja Bessela drugiego rodzaju rzedu zerowego.

Zmalez¢ ukltad fundamentalny rozwigzan w postaci szeregéw potegowych, unormowany

Rozwiazanie ogblne rownania (a) mozna zapisa¢ w postaci

Yy = Cljo(x) + CQK()(J?).

Zadania

w punkcie xg = 0, okresli¢ rozwiazanie ogdlne:

1.

2

w

4

Znalez¢ dwa liniowo niezalezne rozwigzania szczegblne w otoczeniu punktu osobli-
wego g, W postaci uogoélnionych szeregéw potegowych lub szeregow zawierajacych

y' —2y=0
y”+x2y=0

1
y'+——y=0
1—=

y'+ay — (227 + 1)y =0

dodatkowo In x:

5.

10.
11.
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2
v+ -y +y=0

.x2y//+xy/_|_< 2__>y:0

r(e — 12"+ a(e — 1y —y =

z(z -1y’ + (=1+32)y +y =0

-1y + A +a)y —y=

v(r—1)y" + (=2 +22)y' =2y =0

z(z —1)y" +(-2+32)y +y=0

Odpowiedzi
00 .CCBk

Y1 (z) +;2.3.5.6._”-(3k—1)3/€
00 ka—l—l

= B —
Y2 (z) $+23.4.6.7-_..-3k(3k+1)

k=1
y = C1A(x) + CoB(x)



3.2. Réwnania nieliniowe rzedu n

1 28 12
9y =1— _
91 35473478 34.7.811.12
ZC5 ',L.9 1'13
=T et 580 1.58.90.12.13 "
y = Cry1 + Coyo
2 3 2t 2
I T TR A
2, 5
y2:$—§—gaz —E.CC —_ ...

y = Chy1 + Caya

2
T 3
4oy =14+ =+ =zt 4+ ...

2! 4!
B 12
yg—x%—a—i—...
y = Cry1 + Cayo
sin & CoS T
5. y1 = ;Y2 =
T T
6 _sinzx _ COST
.yl_\/i’ y2_ \/5
€T 1 T
y1 1—x’ Y2 1—:c+1—a:n$
g K B 1 1”
-yl_]_—.’lj" y2_1_$nx
2
x 1
9. = =
Y1 ]_—SC', Y2 1_ 2
-2 1
10. y1 =1 — =z, yQZL—kQ(x—l)ln v
T T —

1
11. y1 = —-In(l —z), yo=—
x

3.2. Réwnania nieliniowe rzedu n

Rozwazmy réwnanie n-tego rzedu

y" = f (t,y,y’, S ,y(”‘”> (3.20)
oraz warunki poczatkowe

y(to) =yo, ¥ (to) =1, -,y V(to) = yn— (3.21)

87



3. Réwnania wyzszych rzedéw

TWIERDZENIE 3.4. Jezeli funkcja f jest ciggla w pewnym otoczeniu punktu
(to, Y0, Y1s- -+ Yn—1), to problem poczgtkowy posiada rozwigzanie (w pewnym otocze-
niu o).

Jezeli ponadto funkcja f spetnia warunek Lipschitza wzgledem (y,y’, . .. ,y(”_l))
w tym otoczeniu, to rozwigzanie tego problemu jest jedyne.

3.2.1. Rozwigzywanie réwnan nieliniowych

1. Dane jest rOwnanie nie zawierajace poszukiwanej funkcji oraz kolejnych po-
chodnych, tzn.

Wprowadzajac nowa zmienng zalezna

Z =1

otrzymamy

F (t, 2,2 ..., z("_k)) = 0.

Przyktad 3.9. Rozwiazaé réwnanie

y =ty + () (a)
podstawiajac
y' ==

otrzymamy réwnanie rzedu pierwszego (Clairauta)

2=tz + ()2
Rozwigzaniem ogélnym tego rownania jest

z=1tCy + C? (b)
a rozwiazaniem osobliwym

z = —it2 (c)

Wracajac do zmiennej y, po scalkowaniu (b) mamy catke ogélng réwnania (a)

1
Yy = 575201 + Cft—l— Cs,
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3.2. Réwnania nieliniowe rzedu n

za$ z (c¢) otrzymujemy jednoparametrowa rodzine catek osobliwych wyj$ciowego réw-
nania

1
=——t*+C.
y=rptt

2. Jedli rownanie nie zawiera zmiennej niezaleznej, tzn. jest postaci
F (y,y’, o ,y<">) —0 (3.23)
to wprowadzajac nowa funkcje (zalezng od y)

y' = z(y)

obnizymy rzad réwnania (3.23) o jeden, z tym, ze w otrzymanym réwnaniu zmienng
niezalezna bedzie y.

Przyktad 3.10. Rozwiazaé rownanie
2yy" = (y')* + ¢ (a)

Wprowadzmy nowa zmienng zalezng

y = 2(y),
tj.

dy

E — Z(y)a
skad

d?y dzdy dz

— = ——=—2

de2 dy dt  dy
Roéwnanie (a) przyjmie postaé

d
2yz—z = 22 + 42,

dy
Jest to réwnanie Bernoulliego. Catka ogélna tego réwnania jest nastepujaca
22 =Ciy +y°,
wracajac do zmiennej y mamy
(¥')* = Cry + v,

skad po scatkowaniu, otrzymamy ostatecznie

1
In y+501+\/01y+y2 :it+02

Funkcja y = 0 jest rowniez rozwigzaniem (szczegélnym) réwnania (a).
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

3. Rownanie jednorodne wzgledem zmiennej zaleznej i jej pochodnych.

DEerFINICJA 3.3. Powiemy, ze funkcja F(t,po,...,pn) jest jednorodna wzgledem
zmiennych po, ..., pn, jezel

/\ F(t,apo,...,apn) = akF(tap()a"'apn)-
acER

Liczbe k nazywamy stopniem jednorodno$ci.

Rozwazmy réwnanie jednorodne

Ft,y,y,...,y™) =0 (3.24)
Wprowadzajac nowa zmienna zalezng z, wzorem

y' =yz

obnizymy rzad réwnania (3.24).

Przyktad 3.11. Rozwiazaé réwnanie

tyy" —t(y')> —yy =0 (a)
Niech

/

Yy =Yz,
stad
V' =y + ),
Wstawiajac powyzsze do (a), mamy
ty? (22 + 2') — ty?2% —y?2 =0,
skad
tzl —2=0 lub y=0.
Po scatkowaniu pierwszego z powyzszych réwnan mamy
z = (C1t

lub wracajac do wyj$ciowej zmiennej

/

L
Y
skad
y = Coez1? (b)

Zauwazmy, ze krzywa y = 0 jest zawarta w calce ogdlnej (b).
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3.2. Réwnania nieliniowe rzedu n

Zadania

Rozwiaza¢ rownania:

1
. y/ + Z(y//)Q — ty//

2.ty +y" =1+t

—

t+1)y" —(t+2)y +t+2=0
yy' =y + W)Y = vy
W) —yy" = vy

yy" +(y)? = (y)*Iny =0

bt(y')”
7. tyy" —t(y')? —yy =0
w' = t) -

8. tyy" = (y—ty)?

Sy — ()7 + tyy =y Y2+ o2

Zmnalez¢ rozwiazania spelniajace zadane warunki poczatkowe lub brzegowe:
10. yy" + (¥')* =1, y(0)=1, ¢ (0)=1
1.ty =1+ ()% y(1)=0, y(e)=1
12. yy' + (¥')* +yy”" =0, y(0)
13. 2yy" +y° — (y)? =0, y(0)=y'(0)=1

y
1 1 1
14. y" + Ee@ﬁy’ -2y(y')* =0, y (——) =1, v (——) =e

5. (t+ 1)y +t)? =y, y(l)=-2, y(1)=4

A T

S Ne)

I
—_
<
—~

I

| —
~—
I
e}

Odpowiedzi
+3
l.y=Citt—C1)+Cs, y= 3 + C' (rozwiazanie osobliwe)
3
2.y = TR + Citln|t] + Caot + Cs
3. y=(Cret + 1)t + Cs
4. y = Clii—igzzz, y=0C
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3. Réwnania wyzszych rzedéw

ot

11.

12.

13.

14.

15.

92

1 y
.t=C1— —=—1In
! Cy y+ Co
t=Ciy2+ylny + Co
VaZ =12
In |y| :—aT+—ln‘C'1+b\/a2—t2‘+C'2
%51
.y =Cote™ %

. y206201+2t

10.

ez +1

y=t+1
2 -1 e? -1 1—t2
= — In|t| lub =
Y=oy - o mih by =5
—t
2 e e
y_e—1+1—e
y=sint+1
t:_le_yZ
2
2
=2Inlt| - =
y=2nft| -+
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Ro0OzDZIAL 4.

Rownania o pochodnych czastkowych
rzedu pierwszego

DEFINICJA 4.1. Rownaniem rézniczkowym o pochodnych czgstkowych rzedu m
nazywamy rownanie postaci

ou 0"Mu "
Flou,—,...,— — ] =0 k= 4.1
(x o, axgl,...,ax;n> (ZZ’“ m) .

7 k=1

gdzie v = (x1,...,x,) € R™ jest zmienng niezaleing, zas v = u(x) szukang funkcjq.

DEFINICJA 4.2. Funkcje u okreslong i cigglq wraz z odpowiednimi pochodnymi
w obszarze D C R™, spelniajgcq réownanie (4.1) nazywamy rozwigzaniem reqularnym.

Rozwaza sie réwniez rozwigzania réwnania (4.1), ktére nie spelniajg zatozen re-
gularnosci w calym obszarze D. Naleza do nich tez rozwigzania zwane elementarnymi
lub podstawowymi.

DEFINICJA 4.3. Powiemy, Ze réownanie (4.1) jest liniowe, jezeli funkcja F jest
liniowa wzgledem wszystkich swoich argumentow z wyjgtkiem pierwszego (tzn. z wy-
jatkiem x = (T1,...,%y)).

W szczegdlnosci, réwnanie liniowe rzedu pierwszego ma postaé

S Aw) 2L 4 Blayu = g(a),

: ox.,
=1 ?

a rzedu drugiego

Z Azj(x)%;% + Z Bk(a:)ﬂ + C(x)u = g(x).

4.1. Réwnania liniowe i quasi-liniowe rzedu pierwszego

4.1.1. Uwagi wstepne

Dane jest rownanie rézniczkowe rzedu pierwszego

ou
F (.’E,’U,, %> =0

7
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4. Réwnania o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego

lub doktadnie;]

f(xl,...,xn,u, ou 8u> = 0.

Y Y
O0xy ox,,

Przypusémy, ze réwnanie to mozna zapisa¢ w postaci (4.2)

ﬂ: (:vl,...,xn,u,% i) (4.2)

ox,, oxy 0z, 4
Niech 20 bedzie ustalong (zadana) warto$cia oraz niech
Wy, 1, 20) = (T1, .y Tr1) (4.3)

gdzie ¢ jest zadang funkcja.

DEFINICJA 4.4. Zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego polega na wyznaczeniu
rozwigzania réwnania (4.2) spelniajgcego warunek poczgtkowy (4.3).

TWIERDZENIE 4.1. Jezeli funkcja f w réwnaniu (4.2) jest analityczna w otocze-

niu pewnego punktu (x2,...,2% b, c1,...,cn 1) oraz funkcja ¢ (z warunku (4.3)) jest
analityczna w otoczeniu punktu (x2,...,2° 1), wéwczas problem poczgtkowy (4.2),

(4.3) posiada dokladnie jedno rozwigzanie analityczne w pewnym otoczeniu punktu

(22,...,29).

UWwAGA 4.1. Mozna rozwazaé¢ zagadnienie ogdlniejsze, polegajace na wyzna-
czeniu rozwiazania rownania (4.2) przechodzacego przez zadana krzywa (z = z(t)).
Zadanie to, przy pewnych zalozeniach o funkcji wektorowej z(t), sprowadza sie do
zagadnienia poprzedniego.

4.1.2. Réwnania liniowe jednorodne

Rownanie liniowe jednorodne rzedu pierwszego ma postac

> Ai(x)% =0 (4.4)

=1

Rozwazmy ukltad réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu pierwszego w po-
staci symetryczne;j
dxy dzo dxy,

A(r)  Ax(z) T An(a) (4.4a)

TWIERDZENIE 4.2. Zalézmy, Ze funkcje A; wystepujgce w (4.4) i (4.4a) sq cig-
glte w pewnym obszarze D C R™. Woéwczas funkcja uw = F(x1,...,x,) jest rozwig-
zaniem réownania (4.4) wtedy i tylko wtedy, gdy F(z1,...,x,) jest calkq pierwszq
ukladu (4.4a).
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4.1. Réwnania liniowe i quasi-liniowe rzedu pierwszego

TWIERDZENIE 4.3. Jezeli Fi, ..., F,_1 sq lintowo niezaleznymi catkami pierw-
szymi ukladu (4.4a), to

u(z) = G(F1(z),..., Fho1(x))

jest rozwigzaniem ogélnym réwnania (4.4). G jest tu dowolng funkcjq rézniczkowalng
o warto$ciach rzeczywistych.

Przyktad 4.1. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania

Odpowiadajacy mu uklad réwnan zwyczajnych ma postac

dez dy —dz ,
@Y (2”)

xz  yz a2+ y?

lub inaczej:

dz _ dy (b)
Tz Yz

dx —dz
xz x4+ y?

Z réwnania (b) mamy
y=Cx (d)
Wstawiajac do (c¢) uzyskujemy

% dz

vz x2(1+C%)
Po scatkowaniu, otrzymujemy
2 +y? + 22 = Cs.

Funkcje Fi(z,y,z) = L Fy(z,y,2) = 22 + 3% + 22 s3 calkami pierwszymi uktadu (a’),
x

zatem rozwiazanie ogélne rownania (a) ma postaé
Yy 2 2 2
u:G(—,a: +y 4+ 27,
x

gdzie G: R? — R jest dowolng funkcja rézniczkowalna.
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4. Réwnania o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego

4.1.3. Rozwigzanie problemu Cauchy’ego dla réwnania jednorodnego

Poszukujemy rozwigzania réwnania (4.4) spelniajacego warunek poczatkowy

Wy, 1, 20) = (21, .. Tp1) (4.5)
Niech
u(x) = G(Fy(z),..., Fh_1(x))
bedzie rozwigzaniem ogdlnym réwnania (4.4), gdzie Fy,..., F,_1 — calki pierwsze
ukladu (4.4a). Wéwcezas, eliminujac zmienne z1, ..., z,—1 z ukladu n réwnan
Fi(xl,...,xn_l,xil)zci i=1,...,n—1 (46)
w1, .oy X1, xp) =p(T1, ..oy Tp1)
otrzymujemy

U = (I)(Cl, e .,Cn_l),

gdzie ® jest funkcja uzyskana z rozwiazania uktadu (4.6).
Rozwigzaniem problemu poczatkowego (4.4), (4.5) bedzie funkcja

u(x) = ¢ (Fy(x),...,Fh-1(x)) (4.7)

Przyktad 4.2. Rozwiazaé problem poczatkowy (a), (b):
ou Ju  z0u

e 4222
Y ow +y8y+28z (&)
u(l,y,2) =y + 2° (b)
Najpierw nalezy znalez¢ dwie liniowo niezalezne calki pierwsze uktadu
dr dy 2dz ,
e _dy_ 2% (a”)
x Y z
sa nimi:
2
Y z
F == F: = —.
1(1‘,’!/,2’) 2’ 2(.%‘,3/,2:) T
Z uktadu (patrz (4.6))
Y
20O
1 1
2
z
—=C ’
1 2
U=y + 22

eliminujac zmienne y i 2z, uzyskujemy
u = Cq+ Oy,
zatem rozwiazanie problemu (a), (b) ma postaé

2
y z
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4.1. Réwnania liniowe i quasi-liniowe rzedu pierwszego

4.1.4. Réwnania quasi-liniowe

Roéwnanie postaci

- 0
; Ai(z, u)a—; = B(z,u) (4.8)
nazywamy quasi-liniowym. Szukamy rozwigzania w postaci uwiktanej.
Niech
w(z,u) =0 (4.9)

bedzie rozwiazaniem rownania (4.8). Wtedy

ow
ou o, ,
8%:_8&1’ 1=1,...,n.
ou

Po wstawieniu powyzszych zwiazkéw do rownania (4.8) oraz pewnych przeksztalce-
niach, mamy

n
ow ow
;Ai(wl,...,xn,u)a—xi+B(:E1,...,$n,u)a—u:O (4.10)
Réwnanie (4.10) jest réwnaniem liniowym jednorodnym, w ktérym x1,..., Ty, u sa

zmiennymi niezaleznymi, zas w jest szukang funkcja tych argumentow.
Aby rozwiazaé¢ réownanie (4.10) nalezy znalezé n liniowo niezaleznych calek
pierwszych ukladu réwnan zwyczajnych
dxq dxo dzx,, du

Ay(z,u)  As(zu)  An(z,u)  B(z,u) (4.11)

Jezeli funkcje Fy(z,u),..., Fp,(x,u) sa szukanymi catkami pierwszymi, wéwczas roz-
wigzanie ogdlne réwnania (4.10) ma postaé

w(z,u) = G(Fi(x,u),...,F(z,u)).
A wiec zwiazek
G(Fi(z,u),...,Fp(z,u)) =0
okresla funkcje uwiktana u, bedaca rozwigzaniem ogdlnym réwnania (4.8).
UWAGA 4.2. Réwnanie liniowe niejednorodne postaci
> Ay + D= (o)

rozwiazujemy tak, jak réwnanie quasi-liniowe, przyjmujac, ze B(x,u) = g(x) — D(z)u.
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4. Réwnania o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego

Przyktad 4.3. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania

0 0
xua—z +yua—Z =22 +y? +u? (a)

Odpowiadajacy mu uktad rownan zwyczajnych jest nastepujacy

W _dy_ du
zu  yu 22 4y +u?
lub
dz dy
U Yu
dr du (b)

zu 22+ y? 4 u?
Z pierwszego rownania powyzszego uktadu mamy
y=_Cux (c)

Wstawiajac do drugiego rownania uktadu (b) uzyskujemy

@_ du
zu  22(1+ O%) + u?
lub
du =z U
— =21 2y 4 = d
=T+t (@)

Otrzymalismy réownanie rézniczkowe zwyczajne jednorodne. Zgodnie z metoda
podana w rozdziale 1 wprowadzimy nowg zmienna

u
Z = . (e)
skad
du n dz
— =z4z—.
dz dz

Po wstawieniu do (d) mamy
dz 1
— =—(1+C%
£ dr Z( + 1)7

skad

1 —
(1+CHn|z| = 52'2 + Cs.
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4.1. Réwnania liniowe i quasi-liniowe rzedu pierwszego

Uwzgledniajac (c) i (e), po przeksztalceniach mamy ostatecznie

1
= [u2 — 2(3:2 + y2) In |a:|} = (s,

gdzie Cy = 2C'5. Szukane rozwiazanie ogélne rownania (a) ma zatem postaé

2 2
G(g,u—2—2(1+y—2>ln\x\) =0,
z’ T

gdzie G — dowolna funkcja rézniczkowalna.

Przyktad 4.4. Rozwiazaé¢ problem poczatkowy (a), (b):

x@—k @—l—z@—u (a)
ox yay 0z

u(2,y,2) = 3y +2) (b)

Odpowiedni uktad réwnan jest nastepujacy

x Y z u
skad
( gzcl
x
z
\ EZOQ (c)

Zgodnie z metoda przedstawiona w podrozdziale 4.1.3, z uktadu

-~

y_
;=G
2 _¢,
) 2
Uu
3=
1
U:§(ZJ+Z)

rugujemy zmienne y, z, u, a wiec
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4. Réwnania o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego

203 = C1 + Oy,
lub
Ci+Cy—2C53=0.

Zatem rozwiazanie problemu (a), (b) z uwagi na (c), ma postaé

r T @ x
lub
1
u—i(y—i—z).

Przyktad 4.5. Wyznaczy¢ powierzchnie¢ catkowa réwnania

ou ou
To + y@ = 2u (a)

przechodzaca przez krzywa dang réwnaniami:

Szukamy calek pierwszych uktadu

dr dy du
r oy 2u’
skad
Y_c,
x
u ()
2=

alex =t, y=1t> u=13 zatem z (c) mamy t = C; i t = C5, a wiec
Y 5 €

Cy—C1 =0,
czyli
Uu y
— _Z_0
2
lub
u=xy

jest szukanym rozwigzaniem.
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4.1. Réwnania liniowe i quasi-liniowe rzedu pierwszego

Zadania

Zmalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania:

ou ou 5 Ou
1. J;%—i—y@—%z yg—o
ou ou ou
2. — — 22)— 4z)— =
ER (y + z)8y+(3y+ z)az 0
ou ou ou
3 (mz—ny)a—x—I—(nac—lz)%—i—(ly—mx)a—z 0
ou ou ou
3 2\ 0U 3ou 2, 9% _
4. (x +3xy)8x+2ya + 2y o 0
ou ou ou
bt il _ 2 20 2) 2%
> x0m+y3y+(z Vatty +Z>0z 0
ou ou ou
29U o 20U 2 9% _
6. a(y” —2%) 5 —yl@ +2)8y+2(a? +yT)g, =0
ou ou
. 4
7 8x+y8y Y
8 1@4_ au_
" 30w oy “
ou u—zxdou
e et |
) Ox 3y2 Oy
0. 2 ou ou 2

_|_
Tor Yoy oy wy
Zmalez¢ rozwiazanie spetniajace zadane warunki poczatkowe:

ou ou ou
11. (z—y)2a—+za—+yaz 0, u(0,y,2)=2y(y—z)

12. (1 + 22 )?+xygz 0, w(0,y)=1y>
13. y%#—z%zo, u(l,y,z):lnz—é
14. gz +ng +z% =u, u(2,y,2)= %(y+ 2)
15. x% + ug—Z =0, wu(l,y)=-—y
Zmnalez¢ powierzchnie catkowa przechodzaca przez zadang krzywa:
16. x?—l—ygu—ély, r=t, y=t>, u=0
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4. Réwnania o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego

y=+vt, u=0
y=t u=1

ou u—x0du
17, = — o1, =i
Ox 3y?2 Oy , T=Vi
ou ou
18. x— 4+ y— = u?y, =,
x@x_'_y(?y u“y x
Odpowiedzi
Lu=q (Yt
' xr oz
2. u=G(e?*(y+ 2),e*(3y + 22))
3. u= Gz +my+nz, 2%+ y? + 2?)
3
4 u=0G 5,y+y—2>
y x
5.u:G(% z+\/x2+y2+z2>
6.u:G(x2+y2+z2,%)
7. G(%,Zly—u) =
8. G(z® —y,3z —Inu) =0
9. Gz —u,y® +u? —ux) =0
10.G<%,E+y>:0
11. u=2[y(y — z) + 2]
2
12. u=—2
1+ a2
13.u:1n,z—E
Yy
14. u==(y + 2)
Y
15. u =
“ Inz —1
4 2, .2
16,y Lo y- )
x
3
17.u:a:—y—
x
2
x
18. u =
u 22+ y? — 22y
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ROzDZIAL 5.

Rownania o pochodnych czastkowych
liniowe rzedu drugiego

5.1. Klasyfikacja réwnan liniowych rzedu drugiego

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie réwnanie

Z Aij () 8:}618333

i,j=1

ZB axj + C(x)u = g(x) (5.1)

j=1

gdzie: A;j, Bj, C, g sa okreslonymi w obszarze D C R"™ funkcjami rzeczywistymi
ciggtymi.
Roéwnaniu (5.1) odpowiada forma kwadratowa

QA1,-. o dn) = Y Ag(2)Ai) (5.2)

i,5=1

W kazdym punkcie x € D forme kwadratowa (5.2) mozna za pomoca nieosobliwe-
go przeksztalcenia afinicznego zmiennych \; = A (&1, .. .,&,) sprowadzi¢ do postaci
kanoniczne;j

n
2
— Z O"L'é-z‘ ’
=1

gdzie a; przyjmujg wartosci 1, —1, 0.

DEFINICJA 5.1. Jezeli w punkcie x € D:

1° wszystkie c; sq réwne 1 (lub wszystkie réwnajg sie —1), to réwnanie (5.1)
nazywamy eliptycznym w tym punkcie;

2° jeden ze wspotczynnikow jest ujemny a pozostale dodatnie (lub na odwrot),
to réownanie (5.1) jest w punkcie x € D hiperboliczne;

3° przynajmniej jeden ze wspdlczynnikéw jest zerem, wowczas réwnanie (5.1)
nazywamy parabolicznym.

Moéwimy, ze réwnanie (5.1) w obszarze D jest typu eliptycznego, hiperboliczne-

go lub parabolicznego, jezeli jest ono w kazdym punkcie tego obszaru odpowiednio
eliptyczne, hiperboliczne lub paraboliczne.
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

W przypadku n = 2, réwnanie (5.1) mozna zapisa¢ w postaci

0%u 0%u 0%u
+ D(x,y)a—u + E(ff?,y)g—z

_|_
(5.1a)

o + F(z,y)u = g()
Odpowiadajaca mu forma kwadratowa jest nastepujaca
Q(A1, A2) = AN? + 2B\ A\ + CA3.

Niech

§ = AC — B>,

Na podstawie definicji 5.1, jezeli:

1° § < 0, to réwnanie (5.1a) jest hiperboliczne;
2° § = 0, to rownanie (5.1a) jest paraboliczne;
3° § > 0, to rownanie (5.1a) jest eliptyczne.

5.2. Postac kanoniczna réwnania
z dwiema zmiennymi niezaleznymi

Metoda charakterystyk

DEFINICJA 5.2. Krzywg
o(z,y) = const,

gdzie @ jest rozwigzaniem rownania

dp\” By Dy dp\”
Al == 2B~ -~ ) =
<0w> TP 0y+0<8y> !

nazywamy charakterystykq rownania (5.1a).

DEFINICJA 5.3. Kierunek (dx, dy) okreslony przez réwnanie

A(dy)? — 2Bdzdy + C(dx)* =0 (5.3)
nazywamy kierunkiem charakterystycznym réwnania (5.1a).

UwAGA 5.1. Réwnanie (5.3) jest réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym krzy-
wych charakterystycznych réwnania (5.1a).
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5.2. Postaé kanoniczna réwnania z dwiema zmiennymi niezaleznymi

TWIERDZENIE 5.1.
1° Jezeli 6 < 0, to réwnanie (5.1a) ma dwie rodziny charakterystyk rzeczywistych

okreslonych rownaniamsi

B+ -
dz A

lub

dee BZE+v—9¢
— = ——, gdy C#0.
Qy e gdy C#

2° Jezeli § = 0, to réwnanie (5.1a) ma jedng rodzine charakterystyk, okreslong

réownaniem

dy B

— = dy A#0

o W # 0,
lub

dx B

—_— = — dy C #0.

o I 7

3° Jezeli 6 > 0, to réwnanie (5.1a) charakterystyk rzeczywistych nie posiada.

WNIOSEK 5.1. Rownanie typu hiperbolicznego posiada dwie rodziny charak-
terystyk, parabolicznego — jedna, za$ rownanie typu eliptycznego charakterystyk

rzeczywistych nie posiada.

TWIERDZENIE 5.2. Zalézmy, Ze réwnanie (5.1a) jest w obszarze D C R? typu
a) hiperbolicznego, b) parabolicznego, ¢) eliptycznego. Wowczas istnieje odwzorowanie

D> (z,y) — (&n) = (f(z,y), 9(z,y)) € D1,

takie, Ze rownanie (5.1a) przyjmie postac:

0? 0?
8_§Z_ 8_775—'_ =0 w przypadku a),
0%u
—+---=0 w przypadku b
on? )
oraz
2 2
ZTZ—F%—F'” =0 w przypadku c),

gdzie kropki oznaczajq skladniki nie zawierajgce pochodnych rzedu drugiego niewiado-

mej funkcji.

Rozwazmy przypadek a), tzn. zalézmy, ze réwnanie (5.1a) jest typu hiperbo-
licznego.
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Niech

f(xay) =Gy oraz g(w,y) = (%

beda krzywymi charakterystycznymi naszego réwnania. Wprowadzmy nowe zmienne

{ 51 :f(x>y)
m=g(z,y)

Wiadomo na podstawie definicji krzywych charakterystycznych, ze:

2 2
A(G2) vt () —o

ox ox Oy oy
, , (5.4)
Om dm Om Om
Al — 2B—— —— — ] =
< Ox > i ox Oy +C Oy 0

Ponadto mozna obliczy¢, ze:
2 2 2 2 2 2
ﬁuzﬁfg 0&1 i 0“u 8518n1+81; om L
ox?  0& \ Oz 0&10m, Ox Ox ony \ Ox
0216 82u 851 851 aQU 861 8771 8771 851 82’& 8771 8?71
= 3 + + + a5 e
Ox0y  0& Ox Oy  0&0m | Ox Oy oxr Oy ony Ox Oy

2u  0%u (962 u & o Pu [\
2 == D) +2 + D) +T37
0y 987 \ Oy 0&0m 0y Oy  On; \ Oy

gdzie r; oznaczaja sktadniki nie zawierajace pochodnych rzedu drugiego.
Wstawiajac powyzsze zwiazki do rownania (5.1a), z uwzglednieniem (5.4), po
pewnych przeksztatceniach otrzymujemy
0%u n
0€10m

Z kolei w réwnaniu (5.5) wprowadzamy nowe zmienne, jak ponizej:

=0 (5.5)

5 - 51 + n,
n=~& —m,
wowczas
0%u ?u  0%u

o6,0m 92 on?’
Réwnanie (5.5) przyjmie ostatecznie postaé

*u  O%*u

g2 on?

106



5.2. Postaé kanoniczna réwnania z dwiema zmiennymi niezaleznymi

Dla rownania typu parabolicznego wystarczy przyjac

{{zf(x,y)
n=g(z,y)

)

gdzie f(z,y) = C jest krzywa charakterystyczng réwnania (5.1a), natomiast g jest
dowolna funkcjg zmiennych z, y, niezalezng z f.

Roéwnanie typu eliptycznego posiada jedynie charakterystyki zespolone.
Niech f(z,y) + ig(xz,y) = C bedzie charakterystyka réwnania (5.1a), wéwczas
przyjmujac

{ 51 :f(x7y)
m=g(z,y)

sprowadzimy réwnanie (5.1a) do postaci c).

Dowody w przypadkach b) i c¢) sg analogiczne, jak w przypadku a).

Przyktad 5.1. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%u 0%u 0*u  Ou
Y SR L
0x? 0xdy 0y? Oy

0 (a)

Zauwazmy, ze w rozwazanym réwnaniu A = 1, B = —1, ' = —3, a wiec
§ = AC — B? = —4 < 0. Zatem réwnanie jest typu hiperbolicznego.
Roéwnanie charakterystyk ma postac

(dy)? 4 2dzdy — 3(dz)? =0

lub
dy 2 dy
— 2— —-3=0
( dx) T ’
stad
dy dy
—=-3 Vv —==1
dz dz ’
zatem

sg szukanymi charakterystykami.
Wprowadzamy nowe zmienne

{§1=y+3x

Y

m=y—x
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

wobec tego:

Ou _Oug Ou
dr 9 oy’

ou _ Ou , Ou
oy 0§  Ony’

oraz:

0u 0%u 0%u 0u

—92_ _¢
922 ~ o~ Cogom o
O%u O%u 0%u 0%u
—32 49 2
Oxdy 06 0&LOm  Oni

0*u  D%u e 0%u N 0%u
oy?  0&? 0&0m — on3’

Wstawiajac powyzsze zwiazki do réwnania (a), uzyskujemy

0%u ou ou

—16 + + = 0.
9&10m 851 0771

7, kolei, niech

{ §=& +m

n=%&—m’

zatem:
ou_ o ou
&, o6 on’
du  Odu Jdu
on ~ o€ oy’

*u  0%u N 0%u
0&10m - 0&? 8772.

Tak wiec réwnanie (a) przyjmie postaé

0%u  0%u ou
‘mﬁﬁ‘%ﬁ+%3”

lub

Jest to postaé¢ kanoniczna réwnania (a).
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5.2. Postaé kanoniczna réwnania z dwiema zmiennymi niezaleznymi

Przyktad 5.2. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

Zauwazmy, ze A = 22, B = xy, C = y2, zatem J = 0. Rozwazane réwnanie jest typu
parabolicznego dla wszystkich (z,y) € R2.
Rownanie charakterystyk jest nastepujace

22 (dy)? — 2zydzdy + 3*(dz)* = 0
lub

a wiec
y =Cu,

zatem jedyna krzywa charakterystyczna ma réwnanie g _ C.
x
Niech

h-
n=y ’

wobec tego:

SHES

Ou _ Ou (-£)

ox 96\ x2/’

du  Ou (1 ou
55___2'<5> on’
Pu  D*uy? Ouly

FYCI TR T
0? 0? 0? 0 1
() e () ()

oxdy  0& 3 0E0n x 0¢ T
Pu  O%*u [ 1 Pu [ 1 0%u

S = [ ) +2 e

oy? 062 \ 22 0on \ x on?

Wstawiajac do (a) uzyskujemy

0%u
o =Y
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

lub

82
Y _o.
on?

Jest to postaé¢ kanoniczna réwnania (a).

Przyktad 5.3. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownanie

0%u 0%u 0%u
0x? + 28x8y 5 oy? 0 (2)

Jest to réwnanie typu eliptycznego, bowiem A =1, B=1, C' =5, a wiec 6 =4 > 0.
Rownanie charakterystyk ma postac

(dy)? — 2dxdy + 5(dz)* = 0,

po scatkowaniu, mamy
y—x+ 2ix = C, y—ax — 2ix = Ch.

Podstawmy wiec

{=y—x
n=2x
wobec tego:
ou__ou_ou
oxr  O¢ 0
ou _ ou
oy  0¢’
?u  O%u 0%u 0%u

922~ a2 Yooy Tlon

0w 0%u 0%u
L Sl

0x0y 0&2 oEon’
P _ ot
oy? 02
Wstawiajac do (a) mamy
0%u 0%u
15 g =
7e2 + 0
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5.2. Postaé kanoniczna réwnania z dwiema zmiennymi niezaleznymi

lub
82u 82
0& o¢2

Uzyskali$my postaé¢ kanoniczng réwnania (a).

Przyktad 5.4. Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej a nastepnie rozwiazaé réwnanie

2 2 2
Ou g2t —0082:[:Q —cosa:% =0 (a)

0x? Oxdy 0y? Jy

Jest to réwnanie typu hiperbolicznego, poniewaz

§=—cos’zr —sin®z=—-1<0.
Roéwnanie charakterystyk ma postaé

(dy)? 4 2sinzdady — cos® z(dx)? = 0,
skad:

x4y —cosx = (Ch, x—y+cosx = Ch.
Wprowadzmy nowe zmienne

{ E=x+y—cosx

n=x—y-+cosx

Roéwnanie (a) przyjmie postaé

2
0°u 0,
0&0n

skad po dwukrotnym scatkowaniu

u=F(&)+GM0n),

gdzie F', G sa dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi jednej zmiennej rzeczywiste;.
Zatem ostatecznie

u(z,y) = Fx +y —cosx) + G(x — y + cos x).
Powyzszy zwiazek okresla rozwiazanie ogdlne réwnania (a).

Przyktad 5.5. Znalez¢ rozwigzanie ogélne réwnania w obszarze nie zawierajacym osi
uktadu wspotrzednych

-|—y W—I—xa——l—yay—o (a)
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Poniewaz
§ = 22y? — 22y% = 0,

wiec jest to réwnanie typu parabolicznego. Rownanie charakterystyk ma postaé
22 (dy)? + 2zydedy + y*(dz)? = 0,

skad xy = C jest jedyna krzywa charakterystyczna.
Wprowadzamy nowe zmienne

{€=xy_
n=y
Roéwnanie (a) przyjmie postaé
O0%u n ou 0
77(’“)772 on

lub

o (ouN_,

skad po scatkowaniu

o E(8), (b)

gdzie I jest dowolna (dostatecznie regularng) funkcjg zmiennej €.

Réwnanie (b) rozwigzujemy tak, jak réwnanie zwyczajne, pamietajac jedynie,
ze u jest funkcja dwoch zmiennych. Jest to rownanie o rozdzielonych zmiennych, jego
rozwigzaniem jest funkcja

u(§,m) = F(&) In|n| + G(E),

skad, wracajac do starych zmiennych, mamy rozwiazanie rownania (a)
u(z,y) = F(zy)In|y| + G(xy).

Metoda zastosowana w przyktadach 5.4 i 5.5 nosi nazwe metody charakterystyk.

5.3. Zagadnienia graniczne

Niech S bedzie powierzchnig o réwnaniu G(x) = 0, gdzie G jest funkcjag klasy
C! w pewnym obszarze D zawierajacym te powierzchnie oraz x = (z1,...,2,) € R™.
Rozwazmy dla réwnania (5.1) i powierzchni S nastepujace odwzorowanie

- 0G 0G
AlG(z)] = Y Aij(2)5—5—.
ij=1 i O
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5.3. Zagadnienia graniczne

DEFINICJA 5.4. Powiemy, Ze powierzchnia S jest w punkcie xg € S zoriento-
wana czasowo (przestrzennie) wzgledem rownania (5.1), jezeli

A[G(x0)] >0 (A[G(x0)] < 0).
Jezeli A|G(xo)] =0, to mowimy, Ze S ma orientacje charakterystyczng w punkcie xg.

UWwWAGA 5.2. Wszystkie powierzchnie sa wzgledem réwnania eliptycznego zo-
rientowane czasowo.

UwAcA 5.3. Wzgledem réwnania parabolicznego wszystkie powierzchnie maja
orientacje czasowa lub charakterystyczna.

Poszukujemy (w obszarze D) rozwigzania rownania (5.1) spelniajacego w punk-
tach powierzchni S réwnosé

Zak ) + By =) =0 (56)

gdzie: ag, 3, v s funkcjami okreslonymi na powierzchni S.

Warunek (5.6) nazywamy warunkiem granicznym postawionym na powierzch-
ni S, za$ problem szukania rozwiazania réwnania (5.1) w D, spelniajacego (5.6) na S
— zagadnieniem graficznym.

DEFINICJA 5.5. Powiemy, Ze rozwigzanie zagadnienia graficznego (5.1), (5.6)
zalezy w sposob ciggly od warunku graficznego, jezeli dla dowolnego € > 0 bedzie
istniato 6 > 0, takie Ze, jezeli

sup oz,g)( ) — aff)(a:)‘ <9, k=1,...,n
xeS

oraz

sup ‘ﬁ“)(x) - 5(2)(56)) <6 i supyV(z) =+ (2)| <3,
€S €S

to

sup ‘u(l)(a:) - u(2)(3:)‘ < e,
zeD

gdzie u) (i = 1,2) jest rozwigzaniem problemu granicznego (5.1), (5.6a)

Za +6()() —y(x)=0 (i=1,2) (5.6a)

Oznacza to, ze matym zmianom warunkéw granicznych odpowiadaja mate zmia-
ny rozwigzan.
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

DEFINICJA 5.6. Powiemy, Ze zagadnienie graniczne jest w danej klasie funkcji
poprawnie postawione, jezeli:

1° Posiada rozwigzanie spelniajgce warunki graniczne, w ktorych wystepujq
funkcje danej klasy.

2° Jest w tej klasie funkcji rozwigzalne jednoznacznie.

3° W tej klasie funkcji rozwigzanie zaleZy w sposob ciggly od warunkow granicz-
nych.

Rodzaje zagadnien granicznych

DEFINICJA 5.7. Warunki graniczne postawione mna powierzchni zorientowanej
przestrzennie noszq nazwe warunkow poczgtkowych, zas warunki postawione ma po-
wierzchni zorientowanej czasowo nazywajq sie warunkamsi brzegowymi.

Zagadnienie graniczne z warunkami poczgtkowymi nazywamy zagadnieniem po-
czgtkowym, natomiast zagadnienie z warunkami brzegowymi — zagadnieniem brze-
gowym. Zagadnienie graniczne, w ktorym wystepujqg zaréowno warunki brzegowe, jak
1 poczgtkowe nosi nazwe zagadnienia mieszanego.

Rozwazmy problem poczatkowy (5.1), (5.7):

u(z) . ()
ve (5.7)
Ju(z) B
ol T€ES _¢(I)

gdzie: | jest dowolnym kierunkiem niestycznym do S, za$ funkcje ¢, ¥ (z warun-
kéw (5.7)) oraz A;;, Bj, C, g (z réwnania (5.1)) sa analityczne, ponadto S nie zawiera
punktéw charakterystycznych réwnania (5.1), wéwczas

TWIERDZENIE 5.3. (CAUCHY'EGO-KOWALEWSKIEJ). Kazdemu punktowi xo € S
odpowiada otoczenie Uy, C R™, w ktérym problem poczgtkowy (5.1), (5.7) ma doklad-
nie jedno rozwigzanie w klasie funkcji analitycznych.

Przyktad 5.6. Znalezé¢ rozwigzanie réwnania

0%u 0%u 0%u
92 _ —
Ox? * 0xdy ) 0y? 0 ()

spelniajace warunki poczatkowe

u(z,0) = 322, —(z,0) =0 (b)

Roéwnanie charakterystyk dla réwnania (a) ma postaé

dy 2 dy
T _9ld g
<da:> dz 3=0,
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5.3. Zagadnienia graniczne

skad
y=3z+Cy lub y=—x+ Cs.

Wprowadzamy nowe zmienne

E=y—3x
n=y+tw
Roéwnanie (a) przyjmie postaé
82
u 0.
0&0n
skad

u(§n) = F(&) +G(n).

Wracajac do zmiennych = i y, mamy
u(r,y) = F(y — 3z) + G(y + ) (c)

Powyzszy wzor stanowi rozwiazanie ogdlne réwnania (a).
7 warunkow poczatkowych mamy

{3x2=}m—3x)+c%x)
0=F'(-3z) + G'(x)

lub rézniczkujac pierwsze z réwnan

{ 6x=—3F'(—3z) + G'(z)
0=F'(-3z)+G'(x)

skad:

Wprowadzajac w pierwszym z réwnan nowg zmienng z = —3x, po scatkowaniu obu
réwnan mamy:

F(z)= izz,
G(z)= ZmZ.

~

Wstawiajac do (¢) uzyskujemy rozwiazanie problemu (a), (b)

(v~ 30 + 2y + 2.

=~ =

u(z,y) =
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Przyktady zagadnien granicznych postawionych poprawnie
Réwnanie falowe

Niech [ oznacza operator rézniczkowy taki, ze

" 9% 1 0%u

Rownanie
Ou=0 (5.8)

nazywa sie¢ réwnaniem falowym. W przypadku n = 1 jest to réwnanie fali ptaskiej,
dla n = 2 — réwnanie drgan membrany, a dla n = 3 — réwnanie fal sferycznych.
Warunkami granicznymi dla rownania (5.8) w obszarze D dla t € (0,7) moze
by¢ zesp6t warunkéw poczatkowych i brzegowych, np.:
— warunki poczatkowe Cauchy’ego:

u(z,0) = p(z), %(az,()) =¢(x) dla ze€D (5.9)

— warunki brzegowe:

I rodzaju: u(x,t) = a(x,t),
x€0D
11 rodzaj Ou ) B(x,t)
rodzaju: —(x, = px,t),
on x€0D

=d(x,t),

III rodzaju {@(az, t) +v(z,y)u(z, t)]
on x€dD

gdzie: a, 3, v, 0, ¢, ¥ sa zadanymi funkcjami dostatecznie regularnymi, a n wektorem
prostopadlym do 9D, t € (0,T).

Rozwiazanie u(x,t) rownania (5.8) spelniajace warunki poczatkowe (5.9) oraz
jeden z warunkéw brzegowych, nazywa sie rozwigzaniem odpowiednio pierwszego,
drugiego lub trzeciego zagadnienia mieszanego.

Roéwnanie Laplace’a

Rownanie

n
0%u

Au =0, gdzie Au= 8_:1;,?

=1

(5.10)

nosi nazwe rownania Laplace’a.
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5.3. Zagadnienia graniczne

1. Zagadnienie Dirichleta polega na wyznaczeniu rozwiazania réwnania (5.10),
spelniajacego warunek brzegowy

u(x)‘ggeaD - a(x)a

gdzie a to zadana funkcja ciggta.

2. Zagadnienie polegajace na wyznaczeniu rozwiagzania réwnania (5.10), spel-
niajacego warunek

Ju(zx)
on

= b(z),

r€e0dD

gdzie b to zadana funkcja ciggla, nosi nazwe zagadnienia Neumanna.

3. Funkcje u(x) dostatecznie regularna spelniajaca w D réwnanie (5.10) oraz na
0D warunek

ou o)
— 4 o(x)u
on
gdzie: o, ¢ to zadane funkcje ciagle (¢ > 0), nazywa sie rozwigzaniem zagadnienia
Fouriera.

= c(z),
x€dD

Réwnanie przewodnictwa

Rozwazmy zagadnienia graniczne dla réwnania

Au— 194 (5.11)

Zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego polega na znalezieniu w obszarze D x [0, T]
rozwiazania réwnania (5.11), spelniajacego warunek poczatkowy

u(z,0) = p(z), x e D,

gdzie ¢ to zadana funkcja.

Dla réwnania przewodnictwa okresla sie réwniez warunki brzegowe I, IT i III
rodzaju (tak jak dla réwnania falowego), ktére wraz z warunkiem poczatkowym stuza
do formutowania zagadnien mieszanych, odpowiednio I, IT i IIT rodzaju.

Przyktady zagadnien granicznych postawionych niepoprawnie

Przyktad 5.7. Oznaczmy przez u, rozwigzanie nastepujacego zagadnienia poczat-

kowego:
*u  0%*u
Ox? * oy 0 @
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

u(z,0)=0
ou T . (b)
@(x, 0)= - sinnmz

dlax € [0,1] iy € [0,1]

1
un(x,y) = — sinnmrz sinh nry.

n2
Zauwazmy, ze

lim O
n—oo QY

(J;, 0) =0,

natomiast dla dowolnego n, istnieje takie z €]0, 1[, ze sinnmx = 1, skad wynika, ze
gdy yo > 0, to lim sup |u,(z,y0)| = +00.

n—00 £¢]0,1]

Niech u = 0 bedzie rozwiazaniem problemu (a), (b) przy n — oo, tzn. przy
warunkach poczatkowych

u(z,0) =0 i g—;(aj,()) = 0.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze

lim sup %(CE,O) — %(:L’,O) =0,
n—00 ££[0,1] Y Y

natomiast

lim Sup |Un($, y) - U’(x7 y)| 7£ 0.

Dowodzi to braku cigglej zaleznosci rozwiazan od warunkéw poczatkowych.
A wiec problem Cauchy’ego dla rownania Laplace’a nie jest postawiony poprawnie.

Przyktad 5.8. Rozwazmy nastepujace zagadnienie Cauchy’ego:

0%u
8$ay = f(x,y) (a)
u(z,0) =p(z)
ou (b)

gdzie: f, ¢, ¥ sa funkcjami ciaglymi w kole K(0,r) o srodku w poczatku uktadu
1 promieniu 7.
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5.3. Zagadnienia graniczne

Scatkujemy rownanie (a) wzgledem zmiennej x. Wowczas

ou [
3 / fa.y)dz + C(y) (©)

a w szczegolnosci

skad wynika, ze warunkiem istnienia rozwigzania jest, by

f(2,0) =9/ (2).
Calkujac (c¢) wzgledem y, mamy

Y

u(x,y)z/ /f(rv,y)dx dy + g(y) (d)
0

0

gdzie g jest dowolng funkcja rézniczkowalna.
Z warunku (b) wynika, ze

Y

u(w.0) = [ | [ a)de| ay],_, +90) = (o) (0

0
Odejmujac stronami (d) i (e), mamy

X

u(,y) — p(z) = / / f(x,y)de| dy + gly) — 9(0),

0

skad ostatecznie

X

u(z,y) = o) + / / f(,y)de | dy+ 7).
0 0

gdzie g jest dowolng funkcja rézniczkowalna i taka, ze g(0) = 01 g'(0) = ¥(0).
Jak wida¢, nie ma jednoznaczno$ci rozwiazan. Przyczyna tego jest fakt, ze pro-
blem poczatkowy zostal zadany na charakterystyce y = 0 réwnania (a).
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Zadania

0%u
1. Znalez¢ rozwiagzanie réwnania = (0 spehliajace warunki graniczne:

0x0
u(x,0) = (), u(0,y) = Y(y), gdzie goy, 1 sg funkcjami rézniczkowalnymi w prze-
dziale [0, 1], spelniajacymi warunek zgodnosci ¢(0) = 1(0).
Udowodnié¢, ze otrzymane rozwigzanie zalezy w sposob ciagly od warunkow
granicznych.

Sprowadzi¢ do postaci kanonicznej rownania:

0%u 0%u 0%u ou ou
2. 2 — — =
522 " 2ozay o e 05 =

0%u 0%u 0%u  Ou ou
. 4 9 =
S 522 T4oray V0o Tar TPy

4. 82u_2 O u +82u+a@+6@+cu=0
Ox? Oxdy  Oy? Ox dy
5. % — QCos:ca(ngy — (3—i—sin2x)giy§ —yg—Z =0
6. QZ:QL +2:Ey8828u — 3y? ? —2x§—+4yg—+16x u =0
7. sin2x% — 2ysinx£§auy —l—ngQyZ =0

Stosujac metode charakterystyk znalez¢ rozwiazanie ogélne rownania:

0%u 82u ou
2 " .
8. oz2 —v Oy? 2y8y 0

0 8u 5 0%u
9. — ==
oz \" oz 0y?

0%u 0%u 0%u

- 522t 2520y 292 =

11. x2% + 2:cy8;gy — 3y2% +xg—z — 3yg_Z —0
12. 252;26 +28(?:gy =0

13. xQ% +2:1:y88;gy -l-yggiyg =0
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5.3. Zagadnienia graniczne

0%u 0%u 0%u ou ou

15. 2222 9 208y 200 00
0 0x? xy@:l:@y +y 0y? —HC@:L’ +y8y 0
Rozwiazaé problem graniczny (a), (b):
0%u 0%u  0%u 2y ou Ou
16. 4y — +2(1 — y? — — 2——— ] =0
(a) 4y Ox2 +20 -y )0:1:83/ oyz 1492 < Ox 8y>
ou
(b) u(z,0) = po(x), @(% 0) = ¢1(x)
0%u 0%u ., 0%u . Ou
17. (a) 922 + 2C08xax0y — sin xa—yz —sinzo - = 0
(b) u(x,sinz) = po(x), 8—u(a:,sin x) = p1(x)
Y
0%u 0%u 0%u
18. 6 5) =0
(&) Ox? * 0x0y * 0y?
(b) u(x,y) = ¢(x) na charakterystyce x —y = 0,
u(x,y) = ¥(x) na charakterystyce 5z —y =0
0%u 0%u ou ou
19. (a) 1+ 222 (14228 4 28 28 _
9. (a) (1+2%) 55 — (L4995 +a5 —y50 =0
ou
(b) u(a:,()) = gO()(CC), @(ZE’O) = p1(x)
0%u 0%u 0%u
27 = 227 7
20. (a) x 92 22y 920y y 57 0
u
(b) u(z,1) = @o(z), @(l’, 1) = ¢i(z)
Odpowiedzi
L u(z,y) = p(x) +1(y) — »(0)
Wskazdwka: sup lui(z,y) — u(z,y)| <

(z,y)€]0,1]x[0,1]

< sup [p1(2) — @) = (91(0) = @(0))[ + sup [ (y) — ¢(y)|

z€[0,1] ye0,1]
2. 8852;n+%g—z:0’ E=x+y, n=3r—y
3.%—!—%—!—2—:;:0, E=2x—y, n==x
4, ?%Jr(aJrﬁ)g—ngﬁg—ercu:O, E=z+y, n=y
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

2 p—

.8(1;77—'_77325 (%‘%)ZO, {=2r+sinec+y, n=2r—sinr—y
0%u 1 0u 10u 23

6. +—— 4+ tu=0, = xy, =

0gon ~ Anog £ on E=ay, =

0%u 26 Ou x
7. 8n2_€2+n23_€_0’ E=ytgg, n=y

8. u(z,y) = \/gF(xy)—kG(%) dlaz#0,y#0

1
9. u(,y) = — [Pl —y) + Gz +3)]
Wskazéwka: wprowadzi¢ nowa funkcje v = zu.

10. u(z,y) = F(z +vy) + G(3z —y)

3
11. u(z,y) = F (x_) +G(zxy) dlax#0,y#0
Y
12. u(z,y) = F(2x — y) + G(y)
_ Y y
13. u(z,y) = yF (x) +G (x)
14. u(z,y) = F(e® +9y?) +G(y?> —e®) dlay #0
15. u(z,y) = F(zy)In|y| + G(zy)
42y
2 .\ 1
16. u(z,y) = o |z~ 3y | + 3 p1(z)dz
z—2y>3
] r—sin z+y
17. u(z,y) = 5 [po(x —sinz + y) + @o(x + sinz — y)] + / v1(z)dz
Tr+sinx—y

oxr — Y

18. u(z,y) :g0< . )+¢ (%) —¢(0)

B
1 21 21 1 21
19 u(@,y) = 2 |}00 <a2a >+SDO <625 >+/2901 <Z 2z )dZ]7

«

Va? +1
gdzie a:;ci—\/:;%, B:($+\/a:2—|—1>(y—|—\/y2+1>

Y

3 1 z\ 3, [l
20. u(z,y) = 10 (z¢y) + 1Y¥o <—> + 16V z3y / 7 [po(z) — 4p1(2)] dz
z /Yy
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5.4. Réwnania typu hiperbolicznego

5.4. Rownania typu hiperbolicznego

Zajmiemy sie réwnaniem falowym (5.8) z warunkami poczatkowymi (5.9).
Dla n = 1 rownanie (5.8) jest réwnaniem fali plaskiej. Ma ono postaé

Pu  ,0%u

oy — ' =0 (5.8a)
zas warunki poczatkowe (5.9) sa jak ponizej:
ou
u(z,0) = p(z),  —5-(2,0) =9(z) (5.9a)

Rozwigzanie problemu Cauchy’ego (5.8a), (5.9a) znajduje sie metoda charakterystyk.
7 rbwnania

(dz)? — a?(dt)> =0
uzyskujemy dwie charakterystyki:
r—at=C1, x4 at=Cs.

Rozwiazaniem problemu (5.8a), (5.9a) jest funkcja

x+at

u(z,t) = %(gp(x —at) +Y(z +at)) + % / W(z)dz (5.12)

Wzér (5.12) nosi nazwe wzoru d’Alemberta i okresla wychylenie struny nieograni-
czonej, w punkcie = i chwili ¢, przy zadanych wychyleniach poczatkowych wu(x,0)
ou

—(x,0).

Réwnanie (5.8) dla n = 3 nosi nazwe rownania fal sferycznych i jest zazwyczaj
zapisywane nastepujaco

i predkosciach poczatkowych

0?u o (Pu  O*u  O%u
Z =0 5.8b
o2 (8:1:2 Tae T 82’2) (5-8)
za$ warunki (5.9) przyjmuja postaé
w(z,y,z,0)=¢(z,y,2)
du (5.9b)

@(Iaya Z,O) :w(xay7 Z)

gdzie (x,y,2) € R3.
Rozwiazanie problemu (5.8b), (5.9b) przedstawia wzér Kirchhoffa (5.13)

L | [[ e, o [ &,
u(z,y,z,t) = o // Mdsﬂ + 5 // Mdsat (5.13)
Sat Sat
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

gdzie S,; oznacza sfere o Srodku w punkcie (z,y, z) i promieniu at.
Dla n = 2 wyrazenie (5.8) jest rownaniem drgan membrany. Problem poczatko-
wy (5.8), (5.9) w tym przypadku ma postac:

0?u  , (0%u  O%u
W—CL <%+a—y2>:0 (5.8¢)

u(z,y,0)=p(z,y)
0 (5.9¢)
= (@9,0)=4(z,y)
gdzie (x,y) € R2. Rozwiazanie problemu (5.8¢), (5.9¢) uzyskuje si¢ ze wzoru Kirch-

hoffa, tak zwana metoda zstepowania (wstawiajac z = 0 do (5.13)).
Uzyskany w ten sposéb wzor nosi nazwe wzoru Poissona i jest nastepujacy

5 n)den
u(z,y,t) = ora // N R +

at 2ra // Vatt — (€ - )xd&E?(n —y)?

gdzie K ; jest kotem o §rodku w punkcie (z,y) i promieniu at.

(5.14)

Wz6r Kirchhoffa (5.13) mozna zapisa¢ w formie wygodniejszej w uzyciu. Mia-
nowicie, wprowadzajac nastepujaca parametryzacje strefy Sq¢

E=x +atcospsinb, ¢ € [0,2n]
n=1vy + atsin psinb, 6 € [0, ]
(=z+atcosb

a nastepnie korzystajac z definicji catki powierzchniowej nieskierowanej otrzymujemy

u(x,y, z,t) = /dcp/zb{n{sm@d@—l—

(5.13a)
2 ™
L9 i/d / (€17, C) sin A0
ot | ar ¥ | P&, 1,6)8
0 0

przy czym w miejsce &, 1, ¢ nalezy wstawi¢ odpowiednie wartosci z parametryzacji
strefy Sg:.
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5.4. Réwnania typu hiperbolicznego

Réwnanie falowe niejednorodne

Obecnie zajmiemy sie¢ rozwiazywaniem problemu poczatkowego dla réwnania
falowego niejednorodnego

" 9%u 1 9%

02 2o 9(z,t) (5.15)
i=1 "t
Niech
" 9% 1 9%u
i=1

bedzie réwnaniem jednorodnym stowarzyszonym z (5.15).

Szukamy rozwigzania problemu (5.15), (5.9). W tym celu rozwazmy nastepujace
zagadnienia poczatkowe:

u(x,7)=0

ou ) (5.16)
a(mv 7_) =—a g(xa 7_)

0
ou (5.17)

1. Szukamy rozwigzania u(x, t) problemu (5.15a), (5.9) (patrz: wzér d’Alemberta
dla n = 1, wzér Poissona dla n = 2, wzér Kirchhoffa dla n = 3).

2. Rozwiazujemy problem poczatkowy (5.15a), (5.16) wstawiajac t — 7 w miej-
sce t, do odpowiedniego wzoru (jak powyzej). Niech w(z,t,7) oznacza rozwigzanie
tego problemu.

3. Funkcja

t

u(z,t) = /w(a:,t,T)dT

0

stanowi rozwiazanie problemu (5.15), (5.17).
Rozwiazanie problemu poczatkowego (5.15), (5.9) jest suma @i @

u(z,t) =u(x,t) +u(x,t).

Przyktad 5.9. Znalez¢ rozwigzanie réwnania niejednorodnego fali ptaskiej

0%u 182u_t—:v

I T (a)
spelniajace warunki poczatkowe:
0
u(x,0) = 2z, a—?(a:,()) = —bx (b)
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Niech

0?u  ,0%u
—a
ot? 0x?

=0 (a’)

bedzie réwnaniem jednorodnym stowarzyszonym z (a). Utwérzmy warunki dodatkowe:

ou

u(x,7) =0, E(x, T)=x—T (c)
ou

u(x,0) =0, E(x, 0)=0 (d)

Zgodnie ze wzorem d’Alemberta rozwigzanie U, problemu (a’), (b) jest postaci

r+at
u(x,t) = % 2(x — at) + 2(x + at)] + % / (—5z)dz

rx—at

lub doktadnie;]
u(x,t) = z(2 — 5t).

PrzejdZzmy do rozwiazania problemu (a’), (c).
Zgodnie ze wzorem d’Alemberta wstawiajac w miejsce t warto$é (t — 7), mamy

z+a(t—r)
1
w(x,t,7) = o / (z —71)dz,
a
z—a(t—r)

skad
w(z,t,7) =t —7)(x—171),

zatem rozwiazanie u problemu (a), (d) jest nastepujace

t
/w:ctT
0
1 t
ﬂ(x,t):§t2 (ZU—§>

Tak wiec rozwiazanie problemu (a), (b) ma postaé

czyli

u(z,t) = %tQ (:c — %) + (2 — 5t).
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5.4. Réwnania typu hiperbolicznego

Przyktad 5.10. Znalez¢ rozwigzanie réwnania niejednorodnego fal sferycznych
Pu 0%u *u 1 0*u y—x— =zt
2T 52 T 5.2 T T 2 (a)
ox oy 0z a? Ot a

spetniajace warunki poczatkowe:

w(z,y,2,0) =22 —y — 2

b
g—?(x,y,z,O):ererz (b)

Réwnanie jednorodne stowarzyszone z (a) ma postac

?u  0%u  O%u 1 0%u

iy ’
0x? * 0y? * 0z%2  a? Ot? (&)
Utwérzmy warunki dodatkowe:

w(z,y,2,7)=0

0 C

8—?(x,y,z,7)—m—y+z7' ()
u(z,y,2,0)=0

0 d

a—?(x,y,z,O):O ( )

Szukamy rozwigzania problemu (a’), (b). Korzystajac ze wzoru Kirchhoffa w posta-
ci (5.13a) mamy

27 s
_ t
Ao, 50) = 1= [ do [(€+n+Qsindas +

0 0
9 27 ™
/ ) .
—I—a E/dg&/(f —n—()sinfdé
0 0

Wstawiajac w miejsce zmiennych &, i, ( wartosci z parametryzacji, tzn.
¢E=x+ atcosypsinb
n=1y + atsin psin 6
(=z+atcosh
a nastepnie catkujac otrzymujemy
U(x,y,2,t) = (x+y+2)t+22 —y — 2z + a2

PrzejdZmy do rozwiazania problemu (a’), (c). Na podstawie wzoru (5.13a), po
wstawieniu w miejsce ¢t wartosci (t — 7), mamy

2m ™
wlayaitr) =7 [ do [ 16—+ crlsingas,
T
0 0

127
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gdzie:

E=x+a(t —7)cospsind,
n=y+ a(t — 7)sinpsinb,
(=z+a(t—7)cosb.

Po scatkowaniu
W(LE, Y, ZataT) - ([E —y+ ZT)(t - 7_)'

Tak wiec rozwiazanie u(x,y, z,t) problemu (a), (d) ma postaé

t
u(z,y, z,t) = / y+z7)(t —7)dT
0

lub po obliczeniu catki
_ 1 o 1 3
u(w,y,z,t): 5 (.’Jf—y)t + 5217 .
2 3
Rozwigzaniem problemu (a), (b) jest funkcja
1 1
u(x,y,z,t) = 3 |:(£L' —t? + gzt?’} +(x+y+2)t+a2% —y—2z+adt?
ktéra jest suma u + u.

Przykfad 5.11. Znalez¢ rozwiazanie réwnania niejednorodnego fal cylindrycznych

Pu  0%u 1 0%u 2 + yt
92 T2 T2z T g2 (a)
ox oy a? Ot a

spetniajace warunki poczatkowe

u(z,y,0) =12+ y?
ou (b)
E(xvyao)_x_f—y

Tworzymy warunki dodatkowe:

u(x,y,7)=0

8—1;(33, Y, T)=2x + yT (©
u(x,y,0)=0

S (.,0) =0 “
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5.4. Réwnania typu hiperbolicznego

Niech

0?u  O%*u 1 0%u

02 Tap wzor Y ()

bedzie réwnaniem jednorodnym stowarzyszonym z (a).

Bedziemy poszukiwaé kolejno rozwigzan: u problemu (a’), (b); w problemu
(a’), (c) oraz u problemu (a), (d).

Na podstawie wzoru Poissona

— 5+77)dfd?7
U(xayv 27Ta // \/a2t2 _ZB — (77 — y)2 +

9 £2+n)d£dn
S

Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe

E=z+pcosp, € [0,2n]
n=y+psing,  p € [0,at]

otrzymujemy
2w at ( )
— 1 x+y+ p(cose +sinp
u(z,y,t) = —/dw/ pdp +
2ma /0242 _ 2
0 0 At —p
2m at
0 1 22 + 92 + 2p(x cos p + ysin ) + p?
Lo /dg)/ Yy~ + 2p(w cos p + ysin p) P~ dp
ot | 2ma [a2t2 — p?

0 0

Po scatkowaniu
u(z,y,t) = (z +y)t + 22 + y* + 2a%t.

Przejdzmy do szukania rozwiazania w problemu (a’), (c).
Zgodnie ze wzorem Poissona mamy

(2§ +n7)d&dn
w(w,y.t,7) = 5— // 7 CRe e s gy 2

a(t )

Wprowadzajac wspotrzedne biegunowe, mamy

2T a(tr)
1 4 / 2x 4+ Ty + p(2cos ¢ + Tsin p)
© :

CU(ZC,y,t,T):— \/a2(t—7')2—p2

2ma
0 0
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Po scatkowaniu
w(z,y,t,7) = (t —7)2x + 1Y),
zatem rozwiazanie w problemu (a), (d) ma postaé
t
u(z,y,t) = /(t —7)(2x + Ty)dr
0

lub po obliczeniu catki

Py
L

Tak wiec rozwigzanie problemu (a), (b), bedace suma u + u ma postaé

u(z,y,t) = at? +

ty

u(x,y,t) = xt? + 5

+ (z 4+ y)t + 2 + y* + 2a*t>.

Zadania

Znalez¢ rozwiagzanie réwnania (a) przy okre$lonych warunkach poczatkowych (b):

2 2 u(x,0)=0
1. (a) O u —48—u—|—81n2t (b) {8u

ot Ox? v (2,0)=0
2u  %u u(x,0)=sinx

2 (a) ot _@+€ (b) %(m,O):x—l—smm
92u Pu u(z,0) =23

3. (a) 81&2 —9@%‘% t (b) {%<x,0)$2

92u 2u  0%u , , u(x,y,0)=e” cosy
L) G = <@+W)” —wh ) {%@;,y,meyw

%u  0*u 0%u ; L B u(zx,y,0)=y>
ot2  Ox? + Oy? tieosT, (b) B (x,y,0)=sinz

92u 32 82 u(x y,0)=x
8 7

0%u  9*u  O*u  O%u 9 o o
@) G = T Tam T2 YIS,

U(aj, Y, <, 0) = 23323/2*22
b
( ) %(xayazao)ZBxyz
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5.5. Réwnania typu eliptycznego

0?u  0%*u 0%*u 0O%*u

(&) 52 =52 T a2 T 9.2

+ 4dxyz,

Oy, 2,0) =2

u(z,y,2,0) =22 +y? — 22
(b)
ot

9 ()82_u_ 9 82u+82u+82u
W i T 92 T oy T 822

o
) + e* siny cos z,

u(z,y,2,0) =y’e**
b 0
(b) 8—?(az,y,z,0):ex+zcosy
Odpowiedzi
1 1
1. u(z,t) = §t 1 sin 2t

2. u(x,t) = ot + e®(cosht — 1) + sinz(sint + cost)

1 3
3. u(w,t) = 23 + 2%t + 27xt? + 3t3 + 6332753 + %tf’

2

t 2
4. u(zx,y,t) = e*cosy + te¥ sinx + 3 (;1;2 « 3y2> _ %tzl

5. u(z,y,t) =y* + 12+ tcosx + sint(sinz — cos )
t4

1
6. u(z,y,t) =z +ty+5t°(° +y°) + 7

7. u(x,y, z,t) = 20%y%22 + 3tayz + t2(2? + y? + 22 + 222%y% + 2y%2? + 22222)+

1 2 2
4 | - - 2 2 2 6
+t 2+3(a: + y? + 2?) +—15t

8. u(w,y,2,t) =% +y? — 22 + 2t + t2(1 + 2xyz)
1 : L. .
9. u(z,y,2,t) = — (1 — cosat) e* cosy sinx + e**— sinh(at) sin 2+

a a

+%t sinh(atv/2) + y? cosh(atv/2)

5.5. Roéwnania typu eliptycznego

Obecnie zajmiemy sie rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla réwnania Lapla-
ce’a (5.10), oraz dla réwnania Poissona

Au = f(x) (5.18)
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Niech R™ D D bedzie obszarem, ktorego brzeg 0D dany jest réwnaniem
G(x) =0.

Zalézmy, ze OD jest klasy C! (tzn. G jest klasy C1). Poszukujemy rozwigzania spet-
niajacego warunek brzegowy

u(x)‘xeaD = a(x) (5.19)
gdzie a jest klasy C' na 0D.

DEFINICJA 5.8. Kazdg funkcje klasy C? w obszarze D, spetniajocqg w D réwna-
nie Laplace’a nazywamy funkcjg harmoniczng.

Whtasnosci funkcji harmonicznych

1. Funkcja harmoniczna, rézna od statej w obszarze D, nie ma w tym obszarze
maksimum, ani minimum.
2. Funkcja harmoniczna w D U 0D osigga swoje kresy na 9D.

n
Przyjmujemy, ze w R™ dana jest norma Euklidesowa (tzn. ||z| = /> 22).
\/ i=1

TWIERDZENIE 5.4.

ﬁ“x — &)™ dlan>2

5.20
—In|jxz — ¢ dla n =2 (5.20)

E(SC,E) = {

dla x # £ jest funkcjg harmoniczng ze wzgledu na obie zmienne.

DEFINICJA 5.9. Funkcja (5.20) nazywa sie rozwigzaniem elementarnym lub
podstawowym rownania Laplace’a. Dla n = 3 jest ona potencjatem ladunku jednost-
kowego, umieszczonego w punkcie x (lub £). Dla n = 2 nosi ona nazwe potencjalu
logarytmicznego, tadunku umieszczonego w punkcie x (lub §).

Rozwiazanie podstawowe (5.20) postuzy do konstrukeji rozwigzania problemu
granicznego (5.10), (5.19).

Funkcja Greena

DEFINICIA 5.10. Funkcjg Greena zagadnienia Dirichleta dla réwnania Lapla-
ce’a w obszarze D nazywamy funkcje G(x, &) dwdch punktow x, £ € D UOJD, majgcq
nastepujgce witasnosci:

1. G(z,&) = E(x,€) — g(x,§), gdzie E(x,£) jest rozwigzaniem podstawowym
rownania Laplace’a, a g(x,&) jest funkcjg harmoniczng zarowno wzgledem x € D, jak
1 wzgledem & € D.

2. Gdy x € 9D lub £ € 0D, to G(x,&) = 0.
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5.5. Réwnania typu eliptycznego

Wtasnosci funkcji Greena

1. G(z,€) > 0dlaz e D, € D.

2. G(xaf) - G(f,l‘)

3. G(x,&) jest harmoniczna ze wzgledu na x € D, i ze wzgledu na £ € D, przy
czym x # &.

TWIERDZENIE 5.5. JeZeli G(x,&) jest funkcjg Greena dla obszaru D, wéwczas
funkcja

u(z) = —i/%a(f)db‘g (5.21)
oD

jest rozwigzaniem zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a, czyli zagadnie-
nia (5.10), (5.19), przy czym ne jest normalng zewnetrzng do 0D, a w, polem sfery
jednostkowej w R"

1 1
Wy, = 272"

I(3n)

I' — funkcja gamma FEulera.

Konstrukcja rozwigzania problemu Dirichleta dla réwnania Poissona
TWIERDZENIE 5.6. Funkcja okreslona wzorem

u(e) = —— [ Gla.)f(€)der ... de, (5.22)

Wn
D

gdzie: G(x,€) jest funkcjg Greena zagadnienia Dirichleta dla funkcji harmonicznych
w obszarze D, a funkcja f(x) jest ograniczona i ma pierwsze pochodne ciggle i ogra-
niczone w D, jest reqularnym rozwigzaniem réwnania Poissona (5.18) spelniajgcym
jednorodny warunek brzegowy

u(x)‘xeaD =0 (5.23)

TWIERDZENIE 5.7. Jezeli funkcja v(x) jest rozwigzaniem problemu graniczne-
go (5.10), (5.19) w obszarze D, natomiast w(x) jest rozwigzaniem problemu (5.18),
(5.23) w D, wowczas funkcja

u(x) = v(z) + w(x) (5.24)
jest rozwigzaniem zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poissona w obszarze D (tj.

problemu (5.18), (5.19)).
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Przyktad 5.12. Skonstruowaé funkcje Greena dla kota jednostkowego
K = {(x1,22) € R*: 2 + 23 < 1}.

Zastosujemy tu tzw. metode punktéw symetrycznych. Niech & = (£1,&2) € K. Oznacz-
my przez £* = (&5, &5) punkt lezacy na zewnatrz kola, na polprostej 0€, taki ze

d(0,£)d(0,€") = r* =1,

gdzie d oznacza odlegto$é euklidesowa w R2, » — promien kola K.
Zauwazmy, ze:

& = %, & = %
& +& £ + &
Punkt £* nazywamy punktem symetrycznym do & wzgledem okregu z? + 23 = 1.
Funkcja
1

1 2 2 _e*x)\2 To — *\ 2
g(z,§) =1In 40, O)d(z. &) :—§ID(51 + &) [(e1 — &) + (22 — &)?] -

Zatem, zgodnie z definicja (5.10), funkcja Greena jest nastepujaca

(gta) - (+a%a)
GEY ra+g

- %111 (21 = &)% + (22 — &2)7] -

Metoda konstrukcji funkcji Greena za pomocg punktéw symetrycznych jest dobra dla
dowolnych obszaréw jednospojnych ptlaskich lub przestrzennych. Na ptaszczyznie do
konstrukcji funkcji Greena mozna wykorzysta¢ odwzorowania konforemne.

Gl €) = 5 In(e +83) +

Przykfad 5.13. Wyznaczy¢ funkcje Greena dla gérnej potprzestrzeni xs > 0.
Zgodnie z definicja (5.10)

1
G(z,§) = M —9(, ).

Zauwazmy, ze punktem symetrycznym do punktu £ = (&1, &2, &3) wzgledem plaszezy-
zny r3 = 07 jeSt 5* = (517 527 _53)

Funkcja
1 _1
g(z, &) = Hm_—g*n = [(xl - 51)2 + (22 — 52)2 + (w3 — 53)2] ’
W zwiazku z tym funkcja Greena ma postac
1 1
G(x, &) = — =
WO T e

N|=

N[ _|_

= [(x1 — &) + (v2 — &)* + (w3 — &3)7]
— (1 — &)+ (2 — &)* + (w3 + &)?]
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5.5. Réwnania typu eliptycznego

Przyktad 5.14. Wyznaczy¢ w obszarze D = {(z1,22) € R?: 5 > 0} rozwiazanie
réwnania Laplace’a

o, 0t _
ox? = 0x%

spelniajace warunek brzegowy

0 (a)

lim w(xy,z2) = F(x1) =

.T2—>0

vo >0 dlaz| <a
0 dla |z1| > a
Wyznaczamy funkcje Greena dla péiplaszczyzny xo > 0.
Funkcja

1 1

e = 3 -8+ (@ )7,

9(z,§) =1In

gdzie £* = (&1, —&2) jest punktem symetrycznym do £ = (&1,&2) wzgledem prostej
xo = 0. Tak wiec funkcja Greena ma postac

Gz, €) ! !

=In— —In ———
|l — & [l — &
lub inaczej

T §1)? + (22 + &)?
2 (r1— &)+ (22 — )%

Zgodnie ze wzorem (5.21), rozwiazanie zagadnienia (a), (b) jest nastepujace

d
u(xl,@):—%/%‘f}ngl)dzg.
oD

G(x,¢)

W naszym przypadku

a

Vo oG
= — — d¢.
u(er,22) = _/ (5%) L
Ale
0G| am
&, £2=0 (21 —&)? + a3
zatem

a

_ U 219
w1, v2) = 27 / (x1 — &1)% + 23 des

—Qa

lub po scatkowaniu

(Y

0 a— T a-+ x1
u(xy, xg) = — arctg

+ arctg
o i)
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Zadania

. Wyznaczy¢ funkcje Greena dla kuli

K ={r € R®: 3 + 23 + 235 < R?}.

. Wyznaczy¢ funkcje Greena dla obszaru

D={zcR:0<x1 <00 0<uzp<o00}

. Znalez¢ rozwiazanie réwnania Laplace’a

o,
ox? = Oxi

w obszarze D = {x € R?: 0 <11 < oo 0 < 1y < o0}, spelniajace warunek:

m}gf(lH u(z1,22) = B, w211_1)13+ u(z1,2) = A.

. Wyznaczy¢ rozwigzanie rownania Poissona

*u  0*u

e gu_y
dz?  0x3

w kole ||z||? < a?, ktére na brzegu przyjmuje wartosé 2a?.

. Znalez¢ rozwiazanie réwnania Poissona

*u  O%*u

—5 + o5 = o1 + T2
2 2
oxy  Oxs

w kole ||z|| < a, ktore na brzegu przyjmuje wartosé 0.

. Wyznaczy¢ rozwiazanie rownania Laplace’a

*u  0%*u 82u_

=0
ox?  Ox3 O3

2
w kuli ||z||? < R?, przyjmujace na sferze ||z|| = R wartosci F(z) = (%) :
Wyznaczy¢ rozwiazanie rownania Poissona

*u  0*u

_ 2 2
07 T oa T T

w kole ||z||? < a?, ktére na brzegu przyjmuje wartosé 3a?.



5.6. Réwnania typu parabolicznego

Odpowiedzi
1
— al — dlag#0
lz =&l &l — &
1. G(z,¢) = . . ,
— — = dla ¢ =0
=zl R
2
gdzie £ = H 5“25 jest punktem symetrycznym do & wzgledem sfery ||€[|? =

11 (23 — 23 — E§ +&3)° + (2w120 4 26162)?

B M T g gt e - 2.6
3. u(xy,20) = A —; = + A ; = arctg :c22;yy2

4. u(wy,x9) = 23 + 23 + a?

5. u(xy,z2) = é(wl + x2) (2% + 23 — a?)

6. u(xy, T2, 13) = 3—]1%2 [R? — (21 + x5 + x3) + 3x3]

1
7. u(x1, 22) = 3a® + 16 (2% + 23)? — a*]

5.6. Réwnania typu parabolicznego

Rozwazmy réwnanie przewodnictwa
8
Y Z + f(z,t), t>0 (5.25)

oraz warunek poczatkowy
u(z,0) = ¢(z) (5.26)

TWIERDZENIE 5.8. Jezeli funkcja f jest klasy C? dlat > 0 oraz jest ograniczona
wraz z pochodnymi w kazdym pasie 0 < t < T, ¢ jest ciggla © ograniczona w R",
to problem poczgtkowy (5.25), (5.26) ma dokladnie jedno rozwigzanie dane wzorem
Poissona

R
+/t / f&:7) eXp{ ||;1;_§||2}d5 N (5.27)
o L [ravm=n]" 4a%(t = 7)

gdzie d€ = d&; ... d¢&,.
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UWAGA 5.4. Zagadnienie (5.25), (5.26) nosi nazwe zagadnienia Cauchy’ego—Di-
richleta.

Przyktad 5.15. Znalezé rozwiazanie problemu Cauchy’ego—Dirichleta:

@_82_u+82 +x179 + € (a)
L
u(x1,22,0) = sin 1 cos zo (b)

Stosujac wzoér Poissona dla n = 2, mamy

o0

o2 PRY
ulwr, @ 1) = d§1/81n§1€OszeXP[ a2 2 &) ]d§2+
t [e%e)
[ €t te (21— &1)% + (z2 — &)°
+0/d7- / dfl TT)QXP |:— 4(t—7‘) :|d£2

Po scatkowaniu uzyskujemy

—2t

u(xy, z9,t) = e *'sinwy coswy + T120t + €' — 1.

UWAGA 5.5. Przy obliczaniu calek wykorzystaliSmy nastepujace wzory:
oo

/ e~ du = /7,

— o

0
. _uz
sinaue™ ® du = 0,

— o0

o

2
/ cosaue " du = e ° /4ﬁ.

— o0

Zadania

Rozwiazaé¢ problem Cauchy’ego—Dirichleta:

0 0?
1. 8? - 8_’;‘ 1362, jezeli u(z,0) = sinz
0 0?
2. 8? 89&5 +efsinz, jezeli u(z,0) =sinz
0 102 2
8_? = 18—:1:7;’ jezeli u(x,0) = e~ % 507
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5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

4 ou 1 [0%°u 0O%u n L2, jezeliuf 0)
e = = - —— COS T ezell u\xry,xr = COSIT1X
8t 9 aZC% ax% 1 s ) 1,42, 142

ou 0*u  9*u

Fri 927 + 923 + a3 + a3, jezeli u(xq,xe,0) = sinz; cos zz

du 0u N 0u N 0%u
ot 0x? 0%  0x3

+x1 + 22 + 23 + 1,

jezeli u(xy1, 2, x3,0) = sinxy + sinxzg + sin s

ou (82u *u  0%*u

.— =4
’ 0x?  Ox3 02

+ tsinx + cos o,
ot > 1 2

jezeli u(xy,x2,x3,0) = e~ "1 cos2xy + x3

Odpowiedzi

1. u(z,t) =t>+ e tsinw

2. u(z,t) =sinx + cosht

3. u(z,t) 1 oz { 4:1:24—15}
cu(x,t) = sin exp | ————
VS S Rl IV T

_t 1 (.CL’% + :E%)t T1X2

b ) =22 (1 oo + e |-y

5. u(x1, T2,t) = t(ad + 23) + 3t%(x1 + 22) + e 2! sinwy cos o

1
6. u(z1,x2,x3,t) = §t2 +t(z1 + 2 + x3) + e (sinxy + sinxo + sinx3)

1 1
7. u(wy, 20, 23,1) = e ¥17 12 cos 2x2+x3—|—E(4t—1—|—6_4t) sin xl—l—z(l—e_‘“’) COS T2

5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

Dane jest rownanie rézniczkowe postaci

2= (pcr)%) ~ g (5.28)

gdzie: p, p, q sa dostatecznie gtadkimi funkcjami, przy czym p > 0, p > 0, ¢ > 0. Przy
naszych zalozeniach réwnanie (5.28) jest typu hiperbolicznego.
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

Poszukujemy rozwiazania rownania (5.28) spelniajacego nastepujace warunki
brzegowe

0
au(0,t) + Ba—u(O, t)=0
ax (5.29)
u
ILt)+6—(I,t)=
yullt) +05-(1,1) =0
oraz poczatkowe
u(z,0) = o(x)
(5.30)
2% 2,0) = (x)
gdzie 0 < x < . Rozwiazania problemu (5.28), (5.29) poszukuje sie w postaci iloczynu

u(z,t) = X(2)T(t) (5.31)

Z réwnania (5.28) wynika, ze funkcja (5.31) spelnia je wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
stata A, taka ze

d%(p(x)X'(x)) + (Ap(z) — q(2)) X (z) =0 (5.32)
T"(t) + AT(t) = 0 (5.33)

Ponadto, aby funkcja (5.31) spelniala warunki brzegowe (5.29), musza by¢ spelnione
nastepujace réwnosci

{ aX (0) + BX'(0)
X (1) +6X'(1)

0

(5.34)
0

Tak wiec, w celu okreslenia funkcji X (x) nalezy rozwiazaé¢ nastepujace zagadnienie:
znalez¢ takie wartosci \, nazywane warto$ciami wtasnymi, przy ktorych istnieje nie-
zerowe rozwigzanie rownania (5.32) spelniajace warunki brzegowe (5.29); znalezé te
rozwiazania (zwane funkcjami wlasnymi).

TWIERDZENIE 5.9.
1° Istnieje przeliczalny zbior wartoscit wtasnych

AL < A < < Ay < ...,
ktorym odpowiadajq funkcje wiasne

Xi(x), Xo(x), ..., Xp(x),....
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5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

2° Jezeli g > 0, oraz (p(z) X, ()X, () <0 dla x =0 i dla x =1, to wszystkie
warto$ci wtasne A, sq dodatnie.

3° Funkcje wlasne tworzq w przedziale [0,1] uklad ortogonalny, unormowany
z wagq p(x), tzn.

0 dlan+#m
1 dlan=m

!
[ pla) X (@) Xon (o) = {
0
4° Kazda funkcja f klasy C1[0,1] spelniajoca warunki brzegowe (5.29) oraz ma-
jaca drugg pochodng przedziatami ciqglq, rozwija sie w szereg wzgledem ciggu X,
zbiezny bezwzglednie i jednostagnie w [0,1], tzn.

&)

f(x) cnXn (),

n=1

gdzie
l
e = / p(2) X () f(x) d.
0

Majac okreslone wartosci wlasne )\, (oraz odpowiadajace im funkcje wlasne
X, (x)), przechodzimy do rozwigzania réwnania (5.33), skad dla A,, > 0 mamy

T, (t) = Ay cos vV Ant + Bu/Ant,

gdzie: A,,, B, — dowolne stale.
Otrzymalismy przeliczalny zbiér rozwiazan réwnania (5.28)

Un(z,t) = T, (t) X (x) = (An cos \/Et + B,, sin \/Et) X ().

Roéwniez szereg

u(x,t) = Z Un (1, t)

jest rozwiazaniem réwnania (5.28) spelniajacym warunki brzegowe (5.29) (o ile jest
on zbiezny jednostajnie w [0, /] wraz z odpowiednimi pochodnymi do rzedu drugiego).
Dla spelnienia warunkéw poczatkowych (5.30) nalezy przyjaé:

u(z,0) = ZAan(x) = o (),

ou

o (,0) = > VAB X (2) = @1 (),
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

skad przy zatozeniu, ze oba szeregi sa zbiezne jednostajnie, mamy:

l
A, = / ()0 (z) X (1) da

(5.35)
1

Vn

l
Bu= = [ o)1) Xu(o)do
0
Ostatecznie rozwigzaniem zagadnienia (5.28), (5.29), (5.30) jest funkcja

(oo

u(x,t) = Z (An cos v/ Ant + By, sin \/Et) Xn(x),

n=1

gdzie: A,, i B,, dane sg wzorami (5.35).

Przyktad 5.16. ZnaleZé rozwigzanie réwnania typu hiperbolicznego

0?u  50%u

o = "o (a)
spelniajace warunki:

u(0,t) =u(l,t) =0 (b)
(. 0) = aj(ll; x)
ou (c)

gdzie = € [0,!]. Poszukujemy rozwiazania postaci
u(x,t) = X (x)T(t) (d)
Na podstawie (b), mamy
X(0)T'(t)=0 oraz X(I)T(t)=0,
skad
X(0)=X()=0.
Wstawiajac funkcje (d) do réwnania (a), otrzymujemy
XT" =a®X"T,

skad

142



5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

Przejdzmy do znalezienia wartosci wlasnych A i funkcji wlasnych X. W tym celu

rozwiazemy problem brzegowy (e), (f)

X"+ AX =0

(f)

Zauwazmy, ze gdyby A bylo niedodatnie, to jedynym rozwiazaniem problemu (e), (f)

byloby rozwiazanie zerowe. Zatem A\ > 0.
Rozwiazanie ogblne rownania (f) jest nastepujace

X(x) = CcosVz + Dsin V.
Z warunkéw brzegowych (e) mamy:

C =0,
D sin VA =0,

skad z uwagi na to, ze D # 0, uzyskujemy wartosci wtasne

2
An:("l—”) . n=0,1,...

oraz odpowiadajacy im ciag funkcji wlasnych

Xn(z) = D, sin nl—ﬂ-x

Odpowiednio
T" + a*\, T =0,

skad

T, (t) = A, cos @t + B, sin mlrat

zatem
nmw

Zz,

un(x,t) = (An cos @t + B,, sin @t) sin l

l

gdzie: A, = A,,D,,, B, = B, D,,.
Utworzmy szereg

nm

z:: (A cos —t + B, sin Tt) sin — .

!

Na podstawie (c)

[ —
ZAnsm—x— %
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5. Réwnania o pochodnych czastkowych liniowe rzedu drugiego

oraz

2
Bﬁﬂgz—/omﬁﬂﬂmza
I l
0

ostatecznie

8 — 1 (2n+ D)mat . (2n+ 1)mx
u(z,t) = = nz:% Gnt 1" COS l sin l

jest rozwiazaniem problemu (a), (b), (c).

Na przyktadach pokazemy, jak stosowa¢ metode rozdzielania zmiennych, zwang
réwniez metoda Fouriera, dla réwnan parabolicznych i eliptycznych.

Przyktad 5.17. Znalez¢ rozwiazanie rownania, typu parabolicznego

ou O%u
5 = 5 )

(0 <z <, t>0), spelniajace warunki:

w(0,8) =u(l,t) =0,  t>0 (b)
oraz
x dla 0<z<i
,0) = = 2
u(e,0) = f(z) L—x da L<z<l ©

Szukamy rozwiazania w postaci iloczynu dwoéch funkcji
u(z,t) = X(2)T(t) (d)
Z warunkéw (b), wynika ze

Postepujac analogicznie jak w przyktadzie 5.16, otrzymujemy
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5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

1 T'(t)  X"(x)

il — — )\
a2 T(t) X(x) ’
gdzie A > 0.
Aby znalezé A i X nalezy rozwiazaé problem brzegowy (f), (e)
X" +AX =0 (f)

Na podstawie przyktadu 5.16 liczby:
2
Ay = (“’l—”) . n=01,2,...

sa szukanymi warto$ciami wlasnymi, zas odpowiadajace im funkcje wlasne sg naste-
pujace:

Xn(x)ansin(nl—ﬂ>aj, n=12,...,

gdzie D,, — dowolne stale.
Funkcja T, spetnia rownanie
20T

T/
n @

—T,=0 (2)
a wiec
To(t) = Che @ T, n=0,1,2,...,

gdzie C),, — dowolne state. Zatem

Un (x,t) :Ane_QQTtsin(Tx> , n=12,...,
gdzie A,, = D,,C,, — sa dowolnymi stalymi.
Utworzmy szereg

> nmw
_glnmy
= g Ae @ ltsm(Tx).
n=1

Na podstawie (c)

Korzystajac z rozwiniecia funkcji f(x) w niepelny szereg trygonometryczny Fouriera
wedtug sinuséw, mamy

l

/f sm )da::

0
L

A, =

:\.|[\)

I
8
&,
:S
CL
8
_|_

|

=
<
=
/N
3
=
&
N—

(oW

8
|
=

&z
=

S
=
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a wiec
0 dla n = 2k
An = —(Qil:__ll))2kﬁ2 dlan=2k+1)’
gdzie k =0,1,....

Rozwiazaniem zagadnienia (a), (b), (c) jest wiec funkcja

4 S (—1)F

) 2
vt (2k+1)

w(.t) = 5 (2k + 1)7775] “in (2k + 1)7?:1:.

exp {—a l l

Przyktad 5.18. Znalezé¢ rozwigzanie réwnania Laplace’a

?u  0%u

@4‘8—%:0 (a)

w prostokacie D = {(z,y) € R*: 0 < z < a,0 < y < b}, przyjmujac na D nastepu-
jace wartosci:

U(O, y) - QOO(y)? U(CL, y) = ¥1 (y) dlay € [07 b] (b)

u(x,0) = Yo(x), u(x,b) = ¥1(x) dla z € [0, a (c)
przy czym:

©0(0) =10(0), p1(b) =11(a),

wo(b) =1(0),  ¢1(0) =vo(a).

Rozwigzania tak postawionego zagadnienia Dirichleta nalezy szuka¢ w dwdéch
etapach:

1. Znalez¢ funkcje harmoniczng uq(x,y), spelniajaca nastepujace warunki:

2. Zmalez¢ funkcje harmonicznag us(x,y), spelniajaca nastepujace warunki:

u2(07y):07 u2(aay)207
ua(z,0) =)o (), uz(z,b) =11 (x).

Wowczas funkcja u(z,y) = ui(x,y) + ue(x,y) jest rozwiazaniem zagadnienia (a),
(b), (c¢). Funkcji uy oraz us nalezy szukaé¢ metoda rozdzielania zmiennych.
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5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

Przyktad 5.19. ZnaleZ¢ funkcje harmoniczng wewnatrz pierdcienia 1 < 22 + 2 < 4,

spelniajaca warunki brzegowe

u(z,y) =0 dlaz?+y*=1
u(z,y) = Ay dla 22 + y? =4

Roéwnanie
0*u  O%*u
Tl
or?  Oy?

przeksztatcamy, wprowadzajac wspolrzedne biegunowe:

X = T COS P,
Yy = rsin e,
otrzymujac rOwnanie

?u  10u 1 0%u B

gu, tou, 9% _y
or? +r87" +r2 0p?

w miejsce rownania (a) oraz warunki:

(1,¢) =0
(2,) =2Asine

w miejsce warunkéw (b), (c).

u
u
Szukamy rozwiazania w postaci iloczynu

Z warunku (c’) wynika, ze

_ 2Asing

() R)

Wstawiajac zwiazek (d) do réwnania (a’) otrzymujemy
/7 1 / 1 12
R'®+-R®+ SRP" =0
r r

lub

r?R"+rR  —®"

=\
R o

Uzyskujemy w ten sposéb dwa réwnania zwyczajne

r’R"+rR = AR

()
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oraz
@//
Y
o

Z powyzszego réwnania i zwiazku (e) wynika, ze A = 1. Wobec tego, réwnanie (f) ma
postacé

R’ +rR —R=0.

Jest to rownanie Eulera i ma rozwiazanie ogélne (por. rozdzial 3)
R(r) = Cyr + 02%.

Z warunku (b’) wynika, ze R(1) = 0, a wiec
C1+ Ce =0,

zatem

3 2
w szczegblnosci R(2) = Cy 37 skad C7 = §R(2)' Wobec tego szukane rozwigzanie jest
nastepujace

u(r, ) = R(r)®(g) = %A (72; 1) o

Przyktad 5.20. W tym przyktadzie pokazemy, jak stosowaé¢ metode separacji zmien-
nych w przypadku wiekszej liczby zmiennych niezaleznych.

Niech D = {(x,y,2) € R3:x € (0,l1),y € (0,l2),z € (0,13)}. Wyznaczy¢
w obszarze D rozwiazanie réwnania falowego (a), dlat > 0

0%u N 9%u n 9%u B i@ (a)
ox2 = Oy? 022 a2 Ot2

spelniajace nastepujace warunki poczatkowe:

u(x,y,2,0) =ug w D (b)

%(m,y,z,O)zO w D (c)
oraz warunki brzegowe:

u(0,y,2,t) =u(ly,y,2,t) =0 (d)

u(x,0,z,t) = u(x,la, z,t) =0 (e)

u(x,y,0,t) = u(z,y,l3,t) =0 ()

dla (z,y,z) e Dit > 0.
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5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

Poszukujemy rozwiazania w postaci
u(@,y, z,t) = X (2)Y (y) 2 (2)T(1).

Wstawiajac powyzsza funkcje do réwnania (a), mamy
1
X'"YZT + XY"ZT +2YZ"T = —2XYZT”,
a

lub
X// Y// Z// 1 T//

X vy Tz aeT

Z uwagi na to, ze poszczegdlne skladniki sa funkcjami jednej (nie tej samej)
zmiennej, kazdy ze sktadnikow musi przyjmowaé¢ wartosci state. Dostaniemy cztery
réwnania rozniczkowe zwyczajne:

K (@)
=M )
Z - N )
T?" — A\ ()

oraz warunki brzegowe:

X(0)=X()=0 (d’)
Y(0)=Y () =0 (e')
Z(0) = Z(l5) =0 (")

przy czym A=K + M + N oraz K >0, M >0, N > 0.
Rozwiazaniem powyzszych probleméw brzegowych sa odpowiednio funkcje:

k
Xk(:lf) = Bk sin ZLZC,
1
Yin(y) = G sin 22,
2

Zn(z) = Dy, sin nl—zz,

Tkmn () = Ekmn €08 V/ Agmnat + Fmn sin \/ Agmnat,

k2 m? n?
gdzie Agmn = (l_2 + 3 + 1—2) 72, 7 warunku (c) wynika, ze Fj, = 0.
1 2 3
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Otrzymalismy nastepujacy ciag rozwiazan

kmx mm nmz
Ukmn (T, Y, 2,t) = Agmn Sin l sin l Y sin l cos (\/)\kmnat) )
1 2 3

Utworzmy szereg

skad

lub po obliczeniu catek

Gdug(—1)k+m+n

Apmn = . kman=12,....
k w32k — 1)(2m — 1)(2n — 1) e

Zadania

1. Znalez¢ rozwigzanie rOwnania

*u  ,0%u

o2~ a2

spelniajace warunki brzegowe u(0,t) = u(w,t) = 0 oraz poczatkowe:
2

uw(z,0) = — — —,
(z,0) w2 o ot

2. Struna jednorodna, zamocowana na koncach x = 0, x = [, majaca w chwili
poczatkowej ksztatt

we0) = 2 |(5) -2 (5)'+ 5], nso

8

38

>1M|

dla x € [0, 7], t > 0.

zaczyna drga¢ bez predkosci poczatkowej. Zbadaé¢ drgania swobodne struny.
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10.

. Jednorodna struna o dlugosci | zostata zamocowana w koncu x = 0, a do dru-

giego konca struny przymocowano pierscien, ktorego mase mozna zaniedbac.
Pier$cien moze sie przesuwacé po gtadkim precie. Pierscien zostal odchylony na
maty odleglo$é¢ h od potozenia réwnowagi i puszczony w chwili ¢ = 0. Znalezé
odchylenie u(x,t) struny w dowolnym punkcie z € [0,!] oraz chwili ¢ > 0.

. Jednorodna membrana kwadratowa, majaca w chwili poczatkowej t = 0, ksztalt

u(z,y,0) = Azy(b — x)(b — y), A = const,

zaczyna drgac bez predkosci poczatkowej. Zbadaé¢ drgania swobodne membrany
zamocowanej na brzegu.

. Rozwiaza¢ rownanie

0?u 0%

92 ¢ g2 bsinh x
przy warunkach granicznych:

0 0
u(0,t) = u(l,t) =0, u(zx,0) = % = 0.

. Znalez¢ rozklad potencjalu pola elektrycznego u(x,y), wewnatrz prostokata

DACB, na ktérego boku DB potencjal réwna sie U, a trzy pozostale boki sa
uziemione. Wewnatrz prostokata nie ma tadunkow elektrycznych. Przy czym:
D =(0,0), A= (a,0), B=(0,b), C = (a,b).

Znalez¢ rozwiazanie rOwnania Laplace’a

?u  0%u
4+ =9
or?  Oy?

wewnatrz obszaru D = {(z,y): ¢ € (0,400),y € (0,27)} spelniajace warunki:
u(x,0) = u(z,2m) =0, u(0,y) =2y, lim u(x,y) =0.

. Zmalez¢ funkcje harmoniczng wewnatrz kotowego wycinka 0 < p < R, 0 < ¢ <

< a, spelniajaca warunki brzegowe u(p,0) = u(p,a) = 0, u(R, ) = Agp.

. Zmalez¢ rozwigzanie réwnania

o on_ 7

ot oxr ~ Ox?

w obszarze D = {(z,t): € [0,1],¢ > 0}, jezeli:
u(0,t)u(l,t) =0 dlat >0,

u(z,0)x dla z € [0, 1].

Rozpuszczalna substancja o poczatkowym stezeniu Cy = const dyfunduje z roz-
tworu zawartego pomiedzy plaszczyznami x = 0 i x = h do rozpuszczalnika
ograniczonego plaszczyznami x = h i x = [. Opisaé proces wyréwnywania ste-
zen, zaktadajac ze brzegi x = 0 i * = [ sg nieprzenikliwe dla rozpuszczonej
substancji.
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Odpowiedzi
8 X [sin(2n —1)at cos(2n —1)at] |
1. ) = — — 2n — 1
u(x,t) & 2| Tan o1 2n 1) sin(2n — 1)z
1536h 22 1 2 1)mat 2 1
2 ulat) = 536 S Cos( n+1)ma sin( n+ 1)z
5o n=0 (271 + 1)5 l l
8h = (—1)" (2n+ V)mat . (2n+ 1)z
3. t)=—
u(x, 1) - ngo CESE cos 57 sin 5
, : o . 0%u , 0%u
Wskazéwka: nalezy rozwigza¢ réwnanie —5 = a” —— przy warunkach:
ot? Ox?
ou hx  Ou
0,t) = —(,t) =0 0)=—, —(x,0)=0.
u(0,t) (9:[;(,) , u(z,0) [ 8t(w’ )
4 . 2n+ 1Dz . 2m+ 1)wy
64Ab4 0 S1n b S1n b
™m0 (2n+1)°@2m+1)7)
Vv (2n +1)2 + (2m + 1)%ant
- COS
b
2 2 2
Wskazéwka: rozwiaza¢ réwnanie ?)TZ = X ( % + g—yz>
przy warunkach brzegowych u‘xzo = u!x:b = u‘y:O = u’y:b =0
i tkowych: u|, = Azy(b—z)(b—y) @| =0
1 poczatkowych: u|,_, = Azry x )R vel PO .
§ b 2b 1)" t
u(x,t) = ] (% sin hl — sin h:c) + = nz::1 (_n) - COS n7;a sin mlm"
2bmrsin hl &2 n nmwat . N
B nz::1(_1) T - o8 —— sin —
Wskazoéwka: szukaé rozwiazania w postaci u(z,t) = uyi(x) + us(z,t).
6.

2n+1)(a—x)r . 2n+ 1)my

b b
— 2 1
T n=0 (2n + 1) sin hw
, ., . 0%u d%u
Wskazowka: rozwiaza¢ réwnanie 922 + 90z = 0 wewnatrz prostokata, przy
2 )

warunkach brzegowych: u(0,y) = U, u(a,y) = u(z,0) = u(z,b) = 0.

o0 —1)"
7. u(x,y) = 8nz::1 ( n) exp (—712—33) sin%
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5.7. Metoda rozdzielania zmiennych

8. u(p,p) = — i ﬂ (ﬁ)%sin@

T =1 n R «

& 2 2, |
9. u(w,t) =e* 2t 3 A,e 2" ™ tsinnma

24(1 — n?7?) + (=1)"Le71(49 + 3n?7? + 3ntn? + nonb)
(1 —6n272 4+ ntrt)2 + 16m2n2(1 — n?n2)?

gdzie A, = 2n7

h 2 221 . nmh n?m2 nmwE
10. C(z,t) = Cy (7 + - nz::1 —sin ——exp {— B Dt} cos T)

oC 0*C oC
\gfcs'kazc’)wka: rozwigzaé¢ rownanie e DW przy warunkach: 8_x(0’t) =0,
—(,t) =0
81: ( Y )

C(2.0) = Co dlax e (0,h)
o dlaze (b))
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ROzZDZIAL 6.

Przyblizone metody rozwigzywania
zwyczajnych réwnan rézniczkowych

6.1. Metoda Czaptygina

TWIERDZENIE 6.1. (O NIEROWNOSCIACH ROZNICZKOWYCH). Niech f(x,y)
i F(x,y) bedqg funkcjami cigglymi w obszarze

D ={(x,y): z € [xo —a,x0+al,y € [yo —b,yo +b] (a>0,b>0)},
spelniajgcymi nieréwno$é
f(z,y) < F(z,y)  dla(z,y) € D.

Niech funkcja f(x,y) spelnia warunek Lipschitza ze wzgledu na y, tzn.

Vo A A @) = @) < Lly— sl

LeR z€[xo,x0+a) y1,y2€[yo—b,yo+Db]

Oznaczmy przez y(z) i U(x) odpowiednio rozwigzanie réwnan rézniczkowych y' =
= f(x,y), U = F(z,U) przechodzqce przez punkt (xo,yo) € D. Wowczas U(x) > y(x)
dla x € [xg,zo + al.

UWAGA 6.1. Jezeli w miejsce funkcji F'(x,y) wezmiemy funkcje ¢(z,y) taka,
ze f(z,y) > p(x,y) w rozpatrywanym obszarze, to jezeli u(x) jest rozwiazaniem
réwnania u’ = p(x,u) spelniajacym warunek u(xg) = yo, wéwcezas funkcje y(z) i u(zx)
spelniaja nieréwnosé y(x) > u(x) dla x € [zg, xo + al.

Twierdzenie o nieréwnosciach rézniczkowych pozwala nam znalezé funkcje U(x)
i u(zr), miedzy ktérymi zawarte jest dokltadne rozwiazanie y(z).

Niech bedzie dane réwnanie y' = f(z,y).

Metoda Czaplygina polega na znalezieniu takich F'(z,y) i ¢(z,y) spelniajacych
nierownosé¢ F(x,y) > f(z,y) > ¢(x,y) oraz takich, aby réwnania U' = F(x,U)
iu = p(x,u) daly sie tatwo scatkowaé. Wowcezas rozwiazanie naszego rownania jest
zawarte pomiedzy u(x) i U(z), tzn. /\ u(z) < y(x) < U(z).

x€[xo,x0+a]

Przyktad 6.1. Dane jest réwnanie y' = 2% + y2. Szukamy rozwigzania y(x) w prze-
dziale [0, 1] spelniajacego warunek poczatkowy y(0) = 0.
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6.1. Metoda Czaptygina

Jako funkcje F'(z,y) i p(x,y) mozna wzia¢ odpowiednio:
Flz,y)=1+¢*  o(z,y) = 2>
Funkcje te spetniaja oczywiscie nieréwnosé

<P+ y*<14+9y*  dlaze|o,1].

2

3

u(0) = 0 otrzymujemy u = %, U = tgx. Mamy wiec, ze

Rozwiazujac réwnania v’ = 22 oraz U’ = 1+U? z warunkami poczatkowymi U (0) = 0,

3

x
3 <ylr) <tgz dla z € [0, 1].
Metoda ta nie zawsze daje nam wystarczajace oszacowanie rozwigzania. W tych przy-

padkach mozna skorzystaé ze sposobu Czaptygina ulepszenia przyblizen.
2

Zalézmy, ze 922 > (0 w obszarze ograniczonym prostymi x = xg iz = xg+a oraz
x
krzywymi y = u(x) i y = U(z). Wowczas zamiast funkeji u(x) mozemy wziaé funkcje

0
u1(x) = u(z) + z(x), gdzie z(x) spelnia réwnanie rézniczkowe 2z’ = z—f(x, y) + ()

0
z warunkiem poczatkowym z(xg) = 0, za$ ¥ (x) = f(z,u) — u’. !
Natomiast w miejsce funkcji U(z) mozna wziaé funkcje Uy (x) = U(x) — T'(z),
f(ZU, U) "V f(ac,u)
U—-u
wym T'(xg) =0, zas Q(X) =U" — f(z,u).

Mamy oczywiscie w tym przypadku, ze

T + Q(z) z warunkiem poczatko-

gdzie T'(z) spelnia réwnanie 77 =

u(@) <wi(z) <ylr) <Ui(z) <U(z).

2

Jezeli 922 < 0, to stosujemy postepowanie odwrotne, tzn. bierzemy U;(z) =
x
0
= U(x) — Z(x), gdzie Z(x) jest rozwiazaniem réwnania 2’ = Za—f(m,u) — P(x),
Y

z warunkiem Z(xzg) = 0, za$ ¢(x) = U’ — f(z,U) oraz ui(x) = u(x) + T(z), gdzie

f(ZI?,U) — f(JJ,U)
U —

T(zo) =0,a Q(x) = f(x,u) — u'. Wtedy takze uq(x) < y(z) < Ui(z).

T (z) spelia réwnanie 7" = T — Q(x), z warunkiem poczatkowym

Przykfad 6.2. Stosujac metode ulepszenia przyblizen do réwnania z przyktadu 6.1
otrzymujemy dla z(x) i T'(x) nastepujace rownania:

23 20
7= =
35 ° T g

/ 373 2
T = tg:c+§ T+ (1—27).
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6. Przyblizone metody rozwigzywania zwyczajnych réwnan rézniczkowych

Rozwiazaniami tych rownan spelniajacymi warunek poczatkowy z(0) = 7(0) = 0 sa
funkcje:

CoS T
natomiast
X
a3 1 . _ﬁd
Uy = —+=€e6¢ e 6 dx,
773 Ty /
U =tgx —

6.2. Metoda Rungego—Kutty

Zajmiemy sie rownaniem y' = f(z,y) z warunkiem poczatkowym y(xg) = yo.
Zatézmy, ze funkcja f(x,y) posiada ciagte pochodne czastkowe do rzedu n.

Oznaczmy: h = x — xg, ¥ (k) = y(() )(

x mozemy otrzymac ze wzoru Taylora

0). Przyblizona wartosé funkcji w punkcie

1 ()
M)—m+%h%yh2 +a%”1 (6.1)

z bledem O(h™).
Wystepujace we wzorze pochodne mozemy obliczy¢ z nastepujacych zaleznosci:
Yo = f(xo,y0) = fo
of of (6.2)
n__“J -4 /
Yo = 5. (z0,%0) + By (0, Y0)Yo

Rézniczkujac kolejno mozna uzyskaé¢ nastepne pochodne.

Chcac uniknaé obliczen przy wyznaczaniu pochodnych, rozpatrzmy liniowg kom-
binacje funkcji k;(h) (i=1,...,7)

mek‘i(h) (6-3)

ki(h) = hf(&,mi),
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6.2. Metoda Rungego—Kutty

§i = xo + aih,
i—1
ni = Yo+ Y Bijk;j(h)a,
j=1
gdzie: a;, Bij, pri s pewnymi statymi, przy czym a; = 0.

State oy, B;j, pri dobieramy tak, aby funkcja

or(h) = y(zo+h) —yo — me-ki(h) (6.4)

spelniata warunki:
2r(0) =@ (0) = ... =(0) =0,  T(0) £0,
z mozliwie najwigkszym s i przy dowolnych h i f(z,y). Wowczas otrzymujemy
y(xo +h) = y(xo) + Y praki(h),
j=1
przy czym blad przyblizenia wynosi

R ()

R.(h) = S gdzie € € [0, h.

Przypadek r =1
Ze wzoru (6.4) mamy:

¢1(h) = y(xo + h) —yo — p1iki(h) = y(xo + h) — yo — p11hf(z0, Yo),
©1(h) = y'(xzo + k) — p11f(xo, yo).

Dla A = 0 otrzymujemy
90/1(0) = ?//(xo) —p11f(370,yo) = f(xoyyo) —p11f(9€0,yo)-

Mamy wiec ¢1(0) = 0 dla p1; = 1.
Zauwazmy, ze ©](0) = y"(x9) # 0 dla wigkszosci przypadkow. Otrzymujemy
wiec

y(xo + h) = yo + hf(zo, o)
W tym przypadku dokladno$é metody ma rzad h?, czyli

h2
Ri(h) = gy"(ﬁ), § € [zo0, 20 + hl.

Przypadek r = 2
Mamy wiec:

w2(h) = y(xo + h) — yo — [p21k1(h) + pazka(h)],
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6. Przyblizone metody rozwigzywania zwyczajnych réwnan rézniczkowych

@3(h) =y (zo + h) — [p21k1 (h) + p2oks(h)].

7 kolei

©5(0) =y’ (z0) — [p21 f (@0, yo) + p22.f (0, %0)],

poniewaz

k1(h) = hf(zo,y0),

stad k| (h) = f(x0,y0), natomiast

stad

ka(h) = hf(zo + ach,yo + Biihf(xo,y0)),

ky(h) = f(zo + agh,yo + Brihf(xo,yo)) +

0
+ h a2—f(xo + ah, yo + Biihf(zo,y0))+
ox

+ P11 f(xo, yo)af (xo + azh, yo + Biihf(zo, yo))} :

Ay

Mamy wiec ¢5(0) = 0 jezeli pa1 + p2g = 1.

Dalej

©5(0) = y"(z0) — [p21k1 (0) + p22k3 (0)] =
=" (x0) — P22 {2%(%, Yo)az + 2611 f (o, yo)g—i(lﬁo, yo)} =
= %(xo,yo) + f(x()ay())g—i(x())y()) -

of

— 2p2o {%(%, Yo)o + 2611 f (o, yo)a—x(CI?o, yo)} )

czyli 5 (0) = 0 jezeli 1 — 2paoas = 0 oraz 1 — 2pasB11 = 0.

Otrzymujemy wiec na nieznane wspétczynniki nastepujace uktady réwnan:

p21 + p22 = 1,
2p2sae =1,
2p22fi1 = 1.

Uktad ten posiada nieskonczenie wiele rozwigzan. Na przykitad as = f11 = 1, pao =
= po1 = 3. Otrzymujemy wtedy

(o + ) = y(ao) + 5[F(o,u0) + F(zo + hoyo -+ hf(zo,u0))]

Btad przyblizenia jest teraz rzedu h3.
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6.2. Metoda Rungego—Kutty

Przypadek r = 3
Mamy woéwcezas

e3(h) = y(zo + h) — y(zo) — [p31ki(h) + psaka(h) + pssks(h)].

Przyréwnujac pochodne do rzedu czwartego funkcji ¢3(h) w punkcie h = 0 do zera

otrzymujemy nastepujace warunki na stale wystepujace w okresleniu funkcji p3(h)
(wzor (6.4)):

g = [,
as = (31 + B3z,
P31+ p32 +psz =1,
P320i2 + P33z = %,
P32 + p33as = %,
1
P33fz202 = 5
Uktad ten posiada nieskonczenie wiele rozwiazan. Jednym z nich jest: ao = (o1 =
= %, az =1, O32 =2, O31 = —1, p33 = %, P32 = ; P31 = é

Otrzymujemy wowczas

1
y(xo + h) = y(z;) + g[krl + 4ko + k3],

gdzie:

kl — hf(x07y0)7

ko = hf($0 + %hayo + %kl)a

]{73 = hf(xo + h,yo — k)l + 2k2)
Doktadnoéé jest w tym przypadku rzedu h?.

Metode Rungego-Kutty mozna stosowaé rowniez do uktadu réwnan rzedu
plerwszego postaci

d
d—i:f(xayaz)
d )
d_;:g(x?yaz)

z warunkiem poczatkowym y(zo) = yo, 2(z0) = 20.
Konstruujemy funkcje:

ll(h) - hg(giaﬁivzi)a
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6. Przyblizone metody rozwigzywania zwyczajnych réwnan rézniczkowych

gdzie:

fi = X9 + Oéih, o] = 0,
§ =xo +7a;h, o =0,

1—1

ni=yo+ Y Bk,
j=1
i—1

M =Yo+ Zﬁijkja
j=1
i—1

G =z + Z%’jlj»
j=1
1—1

G =20+ Z%‘jlj,
j=1

a nastepnie aproksymujemy:

y(xo +h) =2 y(xo) + Zpriki(h)a

i=1
T
2(wo + h) = 2(0) + Y qrili(h),
i=1
gdzie p,i, ¢ (i =1,...,7r) oznaczaja pewne stale.

Dobierajac wartosci stalych, podobnie jak w przypadku jednego réwnania,
otrzymujemy przyblizone rozwiazanie uktadu z doktadnoscia rzedu h**1.

Metode te mozna stosowaé dla dowolnego ukladu réwnan rzedu pierwszego,
ktérego prawe strony sg dostatecznie regularne.

Metoda Rungego-Kutty znajduje réwniez zastosowanie w rownaniach rzedu
drugiego y” = f(z,y,y’) z warunkami y(zo) = yo, ¥'(z0) = v1.

Sprowadzamy rownanie rzedu drugiego do uktadu réwnan rézniczkowych pierw-
szego rzedu:

A
y_Z7

7 = f(xa Y, Z)a

z warunkami y(xg) = yo, 2(xo) = y1, otrzymujemy przypadek poprzedni.

Przyktad 6.3. Dany jest uktad
y'=-3y—z
Z=y—z ’
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6.2. Metoda Rungego—Kutty

gdzie: y(0) = 2, 2(0) = —1. Znalez¢ wartos¢ rozwiazania y(0.1), z(0.1) z doktadnoscia
do 0.001.

Zastosujemy tutaj metode Rungego-Kutty z doktadnoscia rzedu h3, przyjmujac
h =0.1.

Korzystamy ze wzoréw wyprowadzonych w przypadku r = 2:

y(xo + h) Zy(xo) + [p21k1(h) + pazka(h)],
z(xo 4+ h) = 2(20) + [g21l1(h) + g22l2(h)],

gdzie:

f (0,90, 20),
f(xo + azh,yo + Barh f(x0, Yo, 20), 20 + y21hg(T0, Yo, 20)),
l1(h) = hg(zo, Yo, 20),

) = hg(xo + @ah,yo + Baihf (20, Y0, 20), 20 + Fa1hg (20, Yo, 20))-

Podobnie jak w metodzie Rungego—Kutty dla jednego réwnania otrzymujemy:

0422521:@223212721:721:1,

1

P22 = P21 = (22 = (21 = 5,

czyli

1 1
=2+ 50.1(~4) + 50.1£(0.1,2+ 0.1(~0.4), =1+ 0.1 - 3) =

1 1 1
=2 - 50.4 + 50.1 - f(0.1,1.6,-0.7) =2 - 0.2 + 0.1(—4.1)5 =

= 1.8 —0.205 = 1.595,

1 1
=-1405-01-3+05-0.1-23=-1+0.15+0.115 = —0.735.

Zadania
1. Korzystajac z metody Czaplygina znalez¢ oszacowania dla rozwigzania réwnania
y' = 2t +y* dla x € [0, 2] speliajacego warunek poczatkowy y(0) = 0.

2. Za pomocy ulepszonej metody Czaptygina znalezé oszacowanie dla rozwiaza-
nia réwnania ¢y’ = 2% + 3y* dla = € [0, 1] spelniajacego warunek poczatkowy
y(0) = 0.

161



6. Przyblizone metody rozwigzywania zwyczajnych réwnan rézniczkowych

162

. Zmalez¢é przyblizone rozwiazanie na odcinku [0, 0.5] réwnania y” =

. Znalezé za pomocg metody Rungego—Kutty warto$é rozwiazania y (0.1) réw-

nania 3y’ = 22 + y? speliajacego warunek y(0) = 0 z dokladnoécig rzedu h3
(przyja¢ h =0.1).

. Znalez¢ za pomoca metody Rungego—Kutty z dokladnoécig rzedu h? przyblizone

rozwigzanie réwnania y’ = g _ y?, z warunkiem y(1) = 1 dla z € [1,2], gdzie
x
h =0.2.

1
. Korzystajac z metody Rungego-Kutty znalezé przyblizone wartosci y (5),

1
z <§>, z dokladnoscia do 0.01, gdzie y(x), z(x) spelniaja uktad réwnan

y=—x+2y+=z
z=x+2y+ 3z

z warunkami y(0) = 2, 2(0) = —2.

0.0003
Yy
+0.01(y")? z warunkami y(0) = 1, 3/(0) = 0, z doktadnogcig 0.01.



RoOzDZIAL 7.

Pewne metody réznicowe dla rownan rézniczkowych
o pochodnych czgstkowych

Celem tego rozdziatu jest zasygnalizowanie Czytelnikom mozliwosci stosowa-
nia metod réznicowych w réwnaniach o pochodnych czastkowych, natomiast glebsze
zaznajomienie sie z nimi wymaga przestudiowania literatury z tego zakresu, np. [2].

7.1. Metoda réznicowa dla réwnan rézniczkowych
typu parabolicznego

7.1.1. Zagadnienie Cauchy’ego

Rozwazmy liniowe réwnanie rézniczkowe typu parabolicznego

ou 0%u

- —a(a;,t)@

ou
5 —b(z,t)=— — c(z,t)u = f(x,t) (7.1)

ox

gdzie funkcje a, b, ¢, f sa funkcjami ciggltymi dla x € R, t > 0.

Zadanie bedzie polegato na znalezieniu rozwigzania spetniajacego warunek po-
czatkowy u(z,0) = p(z) dla x € R.

Konstruujemy siatke sktadajaca sie z prostych x = ih, t = jk (i = 0, £1,+2,...,
j=0,2,..., h, k sa ustalonymi liczbami). Punkty przeciecia prostych bedziemy nazy-
wali punktami wezlowymi i oznaczymy je przez M;; (punkt przeciecia prostych x = ih
it=jk).

Pochodne wystepujace w réwnaniu zastepujemy przez odpowiednie ilorazy roz-
nicowe:

ou Ui j+1 — Uqg 4

ot k

ou Ujt1,5 — Ui—1,5

— (M;;) = . > (7.2)
ox 2k

0*u o Uitlj — 2Uij + Uiy

57 (M) = 2

gdzie u;; oznacza wartos¢ rozwigzania w punkcie M;;.
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7. Pewne metody réznicowe dla réwnan rézniczkowycho pochodnych czastkowych

Wstawiajac odpowiednie ilorazy réznicowe do réwnania (7.1) mamy

Wij1 = Wij _ (“z‘+1,j — 2uij + “i—l,j> 4
= ai;

k B2
Uit1) — Uiy 7.3
+ by — % =Lt cijuij + fij (7:3)
(j:1727"-7 7/:0,:|:1,:|:2’)

gdzie: a;j;, bij, cij, fij oznaczaja wartosci funkeji a(x, t), b(z,t), c(z,t), f(z,t) w punk-
tach weztowych M.

Otrzymane rownanie réznicowe aproksymuje analizowane réwnanie rézniczkowe
z dokladnoscia O(h? + k).

Dla wezlow lezacych na osi t = 0 wartosci rozwiazania otrzymujemy z warunku
poczatkowego

Przeksztalcajac rownanie réznicowe (7.3) otrzymujemy

Uit1,5 — 2Ui5 + Ui—1 5
Ui j+1 = Wij + K |ag; 72

(7.5)

Uit1,j = Ui-1,j
2h

(G=1,2,..., i=0,%£1,+2,...)

+ byj + cijuij + fij

Z postaci tego rownania tatwo widaé, ze znajac wartosci rozwigzania na poziomie
j-tym, mozna wyliczy¢ wartos¢ rozwiazania dla poziomu j + 1. Schemat taki nosi na-
zwe schematu jawnego. Wartosci rozwigzania przyblizonego znajdujemy wiec wedtug
wzordéw (7.4) i (7.5).

7.1.2. Zagadnienie mieszane
Zajmiemy sie réwnaniem

ou  0%*u

Bedziemy szukaé rozwiazania w zbiorze D = {(z,y): = € [a,b],t € [0,T]}, spelniaja-
cego warunki:

u(x,0) = o(z) dla x € [a, D] (7.7)

Broast) +ula,t) = i), t€[07]
(7.8)

B0t (0,1) F2ulb ) = alt), £ € [0,T]
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7.1. Metoda réznicowa dla rownan rézniczkowych typu parabolicznego

gdzie: (1, B2, 71, Y2 sa funkcjami zmiennej ¢.
Skonstruujemy siatke sktadajaca sie z prostych: x = a 4+ th, ¢ = 0,1,...,n,
b—a T
g

t=9l,7=0,1,...,m, gdzie h = =

n
Wezty lezace na prostych x = a, x = b, t = 0 nazywamy weztami brzegowymi,
pozostate — wezlami wewnetrznymi.
Zastepujac pochodne wystepujace w rownaniu rézniczkowym przez odpowiednie
ilorazy roznicowe, otrzymujemy rownanie roznicowe dla weztow wewnetrznych
Uitl,j — 2Uij + Ui-1,

Ujj41 = Uij + h2 , j=1....m, i=1....n—-1 (7.9)

Dla weztow lezacych na prostej t = 0 wartos¢ rozwiazania przyblizonego otrzy-
mujemy z warunku (7.7)

uo=¢; (1=0,1,...,n), gdzie p; =p(a-+ih) (7.10)
Dla weztéw lezacych na prostych z = a i x = b, z warunkéw brzegowych (7.8),
0 i+1,5 — Wij
zastepujac pochodna 8_U(sz) przez iloraz %, mamy:
x

U145 — UQ4
Blj% — Y15U05 = ¢1j

Unj — Un—1); (7.11)
ng n —}—’}/qunj :¢2j (] :O,l,...,m>

gdZie(l ﬂ)lj = B1(jl), B2; = P2(4l), 715 = n(Jl), Y25 = B2(jl), ¥1; = V1(jl), oy =
= B2(4l).

Wprowadzajac oznaczenie o = 72 uzyskamy nastepujacy problem réznicowy

wijr1 = (1= 20)ug + aluipyj + i),
dla:2=1,....,.n—1,7=0,1,... . m—1
Brjuis + (hyiy — Bij)uoj = haby;
(B2; + hy2j)unj — Bajtn—1; = hiba; dla 7 =1,2,...,m (7.12)
Ui0 = Pi dlat=0,1,2,...
Od schematu réznicowego bedziemy zadali, aby byt on zbiezny i stabilny.

DEFINICJA 7.1. Schemat réznicowy nazywa sie schematem zbieznym, jezeli przy
zadanym sposobie zmierzania h i k do zera, rozwigzanie uktadu réinicowego zmierza
do dokladnego rozwigzania réwnania réznicowego.

DEFINICJA 7.2. Schemat réznicowy nazywamy stabilnym, jesli maty bled do-

puszczalny w procesie liczenia popelniony na jednym poziomie t = jh, nie ro$nie przy
przejsciu na inny poziom.
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Doktadniej, jezeli blad popekiliémy na przyktad na poziomie pierwszym (¢ = 0)
i v; oznacza blad popelniony przy wyliczaniu wartosci w wezle Mg, a v;; powstaly na
skutek tego btad w wezle M;;, to schemat réznicowy nazywamy stabilnym, jezeli dla

n—1 n—1
kazdego e > 0, istnieje d > 0 takie, ze jezeli ) vjy < 4, to Y v7; < e dla dowolnego
i=0 i=0
j przy czym ¢ nie zalezy od h i k.
Rozpatrywany przez nas schemat réznicowy jest schematem zbieznym i stabil-

nym, jezeli « = — < —.

UWwAGA 7.1. Metody réznicowe mozna stosowa¢ do duzo bardziej skompliko-
wanych réownan rézniczkowych, np. nieliniowych, zawierajacych pochodne mieszane
itp.

Przyktadowo w rownaniu

0 1 (@) 2+ ) + ()
ot =a1\x,Y, axz a2(x,Y, 0y2 as\x,yYy, 8336y
ou ou
—|—b1(:13,y,t)%+b2(x,y,t)@+c(:1:,y,t)u—|—f(:v,y,t)

aproksymujac warto$¢ pochodnej mieszanej w punkcie M o wspoétrzednych = = th,
y = jh, t = sl mozna zastosowac jeden z ilorazéw réznicowych

1
77 (Uit + Uit = Uigs = Uit1j-1,s)

lub

1
ﬁ(—uzﬂ,j,s — Ui j+1,s T Uigs + Uit j+1s),

gdzie u; ;s oznacza wartos¢ rozwigzania w punkcie o wspotrzednych x = ih, y = jh,
t = sl.

7.2. Metoda réznicowa dla réwnan rézniczkowych
typu hiperbolicznego

7.2.1. Zagadnienie Cauchy’ego

Rozpatrzmy réwnanie
?u  0%u

_ 7.13
oz gz @Y (7.13)

7z warunkami:

u(z,0) = p(x), @(Q?,O) =Y(x) dlazeR (7.14)
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Wprowadzajac siatke ztozong z prostych x = th,t = 0,%1,... orazy = jl, 7 = 0,1, ...
i zastepujac w punkcie weztowym M;; pochodne przez ilorazy réznicowe:

2
0“u Uit1,5 — 2uij + Ui—1,5

o2 h? (7.15)
*u ~ Wig+1 — 25 + Uy i
oy? [2
otrzymujemy w wezle M;; nastepujace rownanie roznicowe
12 5
Uit = o (Uir1y = 25 + uim15) = 2u + i1 — U fy (7.16)

Do obliczania warto$ci rozwigzania w weztach na poziomie y = (j+1)I potrzebne
nam sa wartosci na poziomie y = jl i y = (j — 1)I, czyli zeby rozpoczaé obliczenia
musimy zna¢ wartosci rozwiazania dla 7 =01 5 = 1.

Mozemy to uzyskaé przez:

0
1. Zastapienie w warunku poczatkowym (7.14) pochodne;j 0—u(x, 0) przez iloraz
Y

%. Woéwczas na znalezienie u;q i u;9 otrzymujemy uktad réwnan:
U0 = Pi, U1 — Uq0 :l¢z, 1 :O,:tl, (717)
2. Wprowadzenie dodatkowego poziomu dla j = —1 (y = —1) i zastapienie po-
ou Uil — Ui , ,
chodnej a—(az, 0) przez % Woéwcezas z warunkéw poczatkowych otrzymamy:
Y
uip = $1, il — ug—1 = 20; (7.18)

Wykorzystujemy réwniez fakt, ze réwnanie réznicowe powinno by¢ spelnione w wezle
Mi07 czyli

P (wit1,0 — 2uio + ui—1,0) — B (uin — 2uio +ui—1) = I2h* fio (7.19)
a stad
l2
w; 1= —1%fi0 + ﬁ(ui—l—l,o — 2u0 + wi—1,0) — (wi1 — 2uip) (7.20)

Wstawiajac (7.8) do (7.6) obliczamy potrzebne nam wartosci u;o 1 ;1.
Drugi sposéb daje nam lepsza aproksymacje warunkéw brzegowych.
Zbieznos¢ otrzymanego ciggu wartosci rozwiagzania przyblizonego zapewnia wa-

runek % < 1, na kroki h i .
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7.2.2. Zagadnienie mieszane

Rozpatrzmy zagadnienie znalezienia rozwigzania réwnania

0%u  0%u
o902 8_y2 = f(z,y),

7 warunkami:

u(x,0)=¢1(x), Z—Z(az, 0)=1(x) dla z € [0, 1] (7.21)
u(0,y) =7(y), u(l,y)=72(y)  dlayel0,A]

Konstruujemy siatke, podobnie jak w poprzednim przypadku, tzn. proste = th
1
(1=0,1,....,.n),h=—,y=4l (7=0,1,...,m), ml < A< (m+1)l. Wezly lezace na
n
prostych x = 0, y = 0, x = 1 nazywamy weztami brzegowymi, natomiast pozostale
weztami wewnetrznymi. Wartosci w weztach wewnetrznych, jak i dla weztéw lezacych
na prostej y = 0 (z € (0,1)) znajdujemy wedtug wzoréw (7.16) oraz (7.17) lub (7.16),
(7.18), (7.20).
Dla weztow brzegowych lezacych na prostych x = 0, x = 1 otrzymujemy:

uo; = 11 (Jl) = 71y

: (7.22)
unj = 72(J1) = 72

7.3. Metoda réznicowa dla réwnan rézniczkowych
typu eliptycznego

Bedziemy rozpatrywac rownanie Laplace’a w pewnym obszarze S o brzegu C

d%u  Ou
7z warunkiem
u(z,y) = f(z,y) dla(r,y) €C (7.24)

Ustalimy liczbe dodatnia h > 0 i zbudujemy siatke ztozona z dwoch rodzin
prostych wzajemnie prostopadtych, odleglych od siebie o A.

Dany obszar S zastapimy przez obszar S bedacy sumag kwadratéw o boku h
lezacych wewnatrz S. Przez C} oznaczmy tamana bedaca brzegiem Sj,.

W wezle M;;. krzywej C', okreslimy warto$é¢ brzegowa jako rowng wartosci funk-
cji f w najblizszym punktowi M;; punkcie brzegu C.

Oznaczymy przez u;; wartos¢ rozwiazania u w punkcie (z;,yx) gdzie x; = ih,
yr = kh. Zastepujac pochodne wystepujace w réwnaniu przez ilorazy réznicowe (7.2),
otrzymujemy rownanie

Uit 1,k + Ui kg1 + Uie1,k + Ui p—1 — 4ui = 0 (7.25)

168



7.3. Metoda réznicowa dla réwnan rézniczkowych typu eliptycznego

dla (z;,yx) € Sh, natomiast dla punktéw weztowych lezacych na Cp,
Wi = }Ik dla (z;,yk) € Ch (7.26)

Rozwiazanie tego zagadnienia polega na znalezieniu wartosci funkcji siatkowej
u;r W wewnetrznych punktach weztowych obszaru Sj,.

W kazdym wewnetrznym punkcie weztowym powinno byé spetnione réwnanie
réznicowe (7.25). A wiec dla wyznaczenia wartosci w;, otrzymujemy uklad rownan
algebraicznych liniowych o liczbie rownan réwnej liczbie niewiadomych. Uktad ten
posiada rozwiazanie jednoznaczne.

UWAGA 7.2. Zastepujac réwnanie rézniczkowe (7.23) przez réwnanie réznico-
we (7.25), popelniamy btad wielkosci h2.

Aproksymacja wartosci rozwigzania w punktach brzegowych siatki mozna po-
stuzy¢ si¢ np. wzorem

_ bau(M) + hf(B)
u(A) = 5.+ h

Y

gdzie A oznacza punkt brzegowy siatki (A € Cy, A = (x;,y;), x; = ih, y; = jh), B jest
punktem nalezacym do brzegu rozwazanego obszaru S(B € C), bedacym punktem
przeciecia prostej y = jh z krzywa C, lezacym najblizej punktu A, M jest punktem
weztowym obszaru S; lezacym na prostej y = jh, najblizej punktu A, §4 oznacza
odlegto$¢ punktu A od punktu B (oczywiscie 64 < h).

Blad popelniany przy tego rodzaju aproksymacji jest réwniez wielkosci h?.

Zadania

Rozwiagza¢ metoda réznicowa nastepujace problemy graniczne:

0 02
L2y przy warunkach:

ot Ox?
u(z,0) =sintz  dlaz € [0,1]

oraz u(0,1) =u(1,t) =0

2 du Ou arunkami

. — = —— 7 warunkami:

ot 0x2 watt
%—2u:1 dla x = 0,
ox
%—2u:2 dla z =1
ox

oraz u(x,0) = cosx
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2
3. 88—? = % z warunkami u(0,z) = 0 oraz
x
ou
8—x(t, O) - O,
ou
%(ta %) =1
0? 0? 0
4. (9_331; — 8—;; = = + y z warunkami: u(z,0) = e”, 8—:@,0) =2
0? 0?
5. a—;; — 8—;; = 0 z warunkami: u(z,0) = cosz, u(0,y) =1, u(5,y) =0
0?u  0%u . .
6. 922 + a2 = 0 z warunkami: u(z,0) = 0, u(l,y) = sinmy, u(z,0) = 0,
u(z,1) =0
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