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Uktady dynamiczne. Klasyfikacja punktéw stacjonarnych na ptaszczyznie

Autor: Vsevolod Vladimirov

Rozpatrzmy uktad n réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktérych prawe
strony nie zalezg od zmienne;j t:
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Bedziemy zaktada¢, ze funkcje f;, i = 1,...n, s rézniczkowalne w sposéb ciagty po wszystkich zmiennych z;.
Uktad ( 1) nazywa sie uktadem autonomicznym, albo tez uktadem dynamicznym.

Definicja 1:

Punkt (19, T, ... T,0) € R" nazywa sie punktem stacjonarnym uktadu (1), jezeli

fi(®19, Tag,.. . Tpo) =0, i=1,...n.
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Zamiast petnego uktadu ( 1), w matym otoczeniu punktu stacjonarnego mozna rozpatrywac jego linearyzacje . Rozpatrzmy prawa
strone tego uktadu. Kazda funkcje f;(z1, 5, ... x,) mozna w otoczeniu punktu (g, To0, ... L, o) przedstawié, zgodnie ze

wzorem Taylora, w postaci
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Zatem zachodzi

Lemat 1:

Uktad dynamiczny w otoczeniu punktu stacjonarnego ($1,07 T .- Ty
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Uktad (2) nazywa sie linearyzacjq uktadu dynamicznego ( 1) w otoczeniu punktu stacjonarnego (xw, T05 -« - Ty ).
Okazuje sie, ze przy pewnych warunkach, rozwigzania uktadu ( 1) oraz rozwigznia uktadu liniowego (2 ) s3 w matym otoczeniu


http://epodreczniki.open.agh.edu.pl/tiki-index.php?page=Uk?ady dynamiczne. Klasyfikacja punkt�w stacjonarnych na p?aszczy?nie

punktu stacjonarnego "jako$ciowo identyczne". Poniewaz rozwigzywac (analizowac) uktad liniowy jest na og6t niezmiernie
prosciej, niz uktad petny, optaca sie sprébowac znalez¢ warunki umozliwiajace taka podmiane. To, czy zachowanie petnego uktadu
w otoczeniu punktu stacjonarnego jest rzeczywiscie reprezentowane przez jego linearyzacje, zalezy od wartosci wtasnych
macierzy linearyzacji uktadu (2).

Przeanalizujemy to na przyktadzie uktadu w R2, podajac przy okazji klasyfikacje prostych punktéw stacjonarnych.
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Definicja 2:

Zbiér zmiennych (£, 1) € R? nazywamy ptaszczyzng fazowa uktadu (3 )

Portretem fazowym uktadu (3 ) nazywamy zbiér krzywych sparametryzowanych

. f:f[t], (4)
c: {n = [t

ktére tworzg rozwigzania tego uktadu. Postugujac sie terminologia zapozyczong w mechanice punktu materialnego, krzywe (4)
nazywaja tez czesto trajektoriami lub trajektoriami Fazowymi.
Przystepujemy do klasyfikacji punktéw stacjonarnych uktadu (3).

1. Przypadek, gdy wartosci wtasne A\, A, macierzy A sq rzeczywiste, rézne, dodatnie.
Niech na przyktad 0 < A; < A,.Wetedy punkt (0, 0) przestrzeni fazowe]j nazywa sie zrédtem. Wowczas da sie znalez¢ taka
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ze uktad ( 3) przybierze postaé
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Rozwigzaniem tego uktadu sg wéwczas funkcje

yp = CreMt, yp = Cy e,
W przypadku, gdy C; # 0, rozwigzanie to mozna przedstawi¢ w postaci réwnowaznej, przedstawiajac y, jako funkcje y; poprzez
wyrugowanie t:
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Portret fazowy uktadu (5 ) wyglada w tym przypadku tak, jak jest to pokazane na Rys. 1.



Rysunek 1: Portret fazowy uktadu (5)
Zwré¢émy uwage na to, ze osie wspétrzednych sg trajektoriami fazowymi uktadu. O$ pozioma odpowiada przypadku Cy, = 0, za$
0$ pionowa odpowiada przypadkowi osobliwemu C; = 0. Te dwie trajektorie fazowe nie s3 ujete we wzorze (6).
2. Wartosci wtasne A\, A, macierzy A sq rzeczywiste, rézne, ujemne.

Niech na przyktad Ay < A; < 0.Punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sie¢ wowczas zlewem. Podobnie jak w przypadku
poprzednim, istnieje liniowa zamiana zmiennych (£, ) — (y1, ¥») taka, ze w nowych zmiennych uktad (3) ma postaé
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Zauwazmy teraz, ze zamiana zmiennej niezaleznejt — 7 = —t odzworowuje uktad (7 ) w uktad
i|:y1:| _ [|/\1| 0 ] |:y1:| (8)
- b
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rownowazny uktadowi ( 5 ). Przeksztatcenie t — 7 = —t nazywa sie odbiciem zmiennej czasowej. Prowadzi ono do tego, ze ruch

wzdtuz kazdej trajektorii fazowej odbywa sie w przeciwnym kierunku. Poza tym portret fazowy pozostaje bez zmian. Wynika stad,
ze portret fazowy uktadu ( 7 ) bedzie taki, jak pokazano na Rys. 2.
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Rysunek 2: Portret fazowy uktadu (7)

3. Przypadek gdy wartosci wtasne A\;, Ay macierzy A sq rzeczywiste, niezerowe i maja rézne znaki.

Niech, na przyktad, A; > 0 > \,.Wtedy punkt (0, 0)

przestrzeni fazowej nazywa sig siodtem. Wéwczas istnieje liniowa zamiana zmiennych (€, ) — (y1, ¥») taka ze w nowych
zmiennych uktad (3 ) ma postaé
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Rozwigzanie tego uktadu dane jest wzorami

y = Cpeht, Y2 = Cy el

W przypadku, gdy C; # 0, rozwigzanie to mozna tez przepisa¢ w postaci rownowaznej, przedstawiajac ¥, jako funkcje y;
poprzez wyrugowanie zmiennej t:
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Portret fazowy uktadu (9 ) w tym przypadku wyglada tak, jak to jest pokazane na Rys. 3. Zwrdécmy uwage na to, ze osie
wspotrzednych sa réwniez trajektoriami fazowymi uktadu (10 ). O$ pozioma odpowiada przypadkowi C; = 0; 0$ pionowa
odpowiada przypadku osobliwemu C; = 0. Te dwie trajektorie fazowe nie s3 wyrazone poprzez wzér (9)
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Rysunek 3: Portret fazowy uktadu (9)

4. Przypadek gdy wartosci wtasne A\;, Ay macierzy A s3 czysto urojone i rézniq sie znakiem: Ay , = *iw.

W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sie $rodkiem. Istnieje liniowa zamiana zmiennych (£, ) — (y1, ¥2)
taka, ze w nowych zmiennych uktad (3 ) ma postac

d20-t )
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Rozwigzanie tego uktadu dane jest wzorami

y; = Acoswt + Bsinwt, Yy = w[Bcoswt — Asinwt]. (12)

Rozwigzania te s funkcjami okresowymi. W ptaszczyznie fazowej na rysunku Rys. 4 sg one przedstawione w postaci krzywych
(orbit) zamknietych.
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Rysunek 4: Portret fazowy uktadu (11)

5. Przpadek gdy wartosci wtasne A;, Ay macierzy A sg zespolone, czyli A o = a + i w.

W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sig ogniskiem niestabilnym w przypadku gdy o > 0

oraz stabilnym gdy o < 0.

Portret fazowy ogniska niestabilnego przedstawionno na Rys. 5. Portret fazowy ogniska stabilnego wyglada podobnie, przy czym
trajektorie sg tu skierowane do poczatku uktadu wspétrzednych.
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Rysunek 5: Obraz ogniska niestabilnego na ptaszczyZznie fazowej.

Zachodzi

Twierdzenie 1:

Charakter punktéw stacjonarnych oraz przebieg trajektorii w ich matym otoczeniu jako$ciowo nie zmienia sie przy dodaniu
cztondéw nieliniowych, odrzuconych pod czas przejsécia do uktadéw zlinearyzowanych, dla wszystkich wymienionych
przypadkéw za wyjatkiem Srodka.



UWAGA

Uwaga 1:

Klasyfikacje podobng do podanej dla przypadku n = 2, stosuje sie réwniez do zlinearyzowanego uktadu n-wymiarowego ( 2
). Analog sformutowanego wyzej twierdzenia méwi, ze uktad wyjsciowy oraz jego linearyzacja posiadaja podobne
jakosciowo portrety fazowe w matym otoczeniu punktu stacjonarnego, gdy macierz linearyzacji nie posiada wartosci
wtasnyh o zerowych czesciach rzeczywistych.
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