Wydzial Matematyki Stosowanej AGH
Wstep do réwnan rézniczkowych czastkowych

ZESTAW 1
Bedzie uzupetniany...

Rownania rozniczkowe czastkowe I rzedu

1. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym. Zat6zmy, ze funkcje ¢, : U — R, i = 1,....m
oraz F': R™ — R sy klasy C!. Definiujemy funkcje ) : U — R wzorem

="Fo(iy,...,10,).
Wykazac, ze 1,9y, ..., ¢, sa funkcyjnie zalezne w U.

2. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym. Dane sa funkcje ¢, ¢, : U = R, i =1,...,m, m <
n klasy C'. Wykazaé, ze jesli 1,1y, ..., v, sa funkcyjnie zalezne w otwartym podzbiorze
Uy C Uiy,..., 1, sa funkcyjnie niezalezne w Uy, to istnieje otwarty podzbior Uy C Uy i
funkcja F : R™ D 9, (Ug) x ... x 9,,(Uy) — R klasy C! taka, ze w Uy mamy

=Fo(iy,..10,).
A co bedzie, gdy m =nim >n?
3. Wyznaczy¢ rozwiazania ogolne réwnan:

3.1. 2uy + duy =0,

3.2. 2uy + duy + Tu, = 0,

3.3. 4yuy + Szu, = 0,

34. (x —y)uy + (x +y)u, =0,
3.5. (4 2)uy + xyzuy + zu, = 0.

Sprawdzi¢, ze znalezione funkcje rzeczywiscie sg rozwiazaniami.
4. Wyznaczy¢ rozwiazania ogélne réwnan:

4.1 up +uy =1,

4.2. uy +uy = vy,

4.3. uy +uy = u,

4.4. uy +u, = u?

4.5. zu, — yu, + (14 2%)u, = 2zu.

Zmalezione rozwigzania doprowadzi¢ do postaci jawnej i sprawdzi¢, ze znalezione funkcje
rzeczywiscie sg rozwigzaniami.

(Wskazéwka: 4.5. Zauwazy¢, ze 92 = W czyli 9 =
Yy T )

5. Wyznaczy¢ rozwiazania ogblne réwnan:

5.1. uy +uu, =0,



10.

11.

5.2. uy + (2y — u)u, = y + 2u,

5.3. zuu, — yuu, = y* — 22,

5.4. (y + zu)uy — (x + yu)u, = 2 — y?,
5.9, Up + Uly + U, =T — 2.
Znalez¢ (o ile istnieja) rozwiazania rownania
3yu, — 2xuy =0

przechodzace przez krzywa:

a) u=21% y=uz,
b) u=1, 2%+ 3y* =4,
u=uz, 2x°—3y*=4

Metodami catek pierwszych i krzywych charakterystycznych rozwiazaé¢ problem poczat-
kowy

{ Uy — ULy =0
u(z,0) = %
Zmalez¢ rozwigzanie rOwnania
(U= y)ue + (2 —wuy =y —x
spetniajace warunek poczatkowy:

v —4u* =3, y+u=0.

Zmalez¢ rozwigzanie rOwnania
3

TUz + YUy = U
przechodzace przez prosta:

r=2+s, y=1-—3s, u=4+43s.
Zmalez¢ rozwigzanie rOwnania
(x—yuy, +(y —z —wu, =u
przechodzace przez krzywa:
r=3s, y=3s, u=1.
Znalez¢ (o ile istnieja) rozwiazania réwnania
(z + y)uy + yu, = u+y'e

przechodzace przez krzywa:



12. Znalez¢ (o ile istnieja) rozwiazania réwnania
*ug, + y2uy = yu2
przechodzace przez krzywa:

a) r =2y, u=1,
b) zy=2x—y, u=1,
c) zy=x—y, u(l—Iny)=1.

13. Zmalez¢ rozwiazanie réwnania
YZUy + T2Uy + TYU, = TYZ
przechodzace przez powierzchnie dwuwymiarows:

w=3z>+y? =z=1

14. Wyznaczy¢ powierzchnie catkows réwnania
TUz + YUy + 2U, = U

taka, ze:
1
u= §(y—|—z) dla = =2.

15. Rozwazmy quasi-liniowe réwnanie czastkowe
Uy +uty =0

z warunkiem poczatkowym

w(0,y) = f(y),
gdzie
—1, Y < —%71'
f(y) =1 siny, —%ﬂ<y<%7r )
1, Yy = %ﬂ'

Wykazaé, ze problem ten ma rozwiazanie uwiklane u(x,y) na zbiorze (—1,1) x R i nie
ma rozwiazania na kazdym zbiorze (—1 —¢,1) x R dla e > 0.



