Wydzial Matematyki Stosowanej AGH
Wstep do réwnan rézniczkowych czastkowych

ZESTAW 2
Bedzie uzupetniany...

Rownania rozniczkowe czastkowe 11 rzedu

1. Okresli¢ typ réwnan:

L1 ugy + 2uyy — 3uyy + 2u, + 6u, =0,
1.2, Upy + 4Ugy + DUy + Uy + 2u, = 0,
1.3 Upy — 2Ugpy + Uyy + Uy +uy = 0,
L4, Upy + 4ty + 22Uy + 2Ug, + Uy — Uy + 2u = 0,
15, —Ugy — 4y — 2Uzy — 2Uypy — Uy + uy — 2u = 0,
1.6. Uy + Uyy + Usz + 2Ugpy + Uy + 3uy +u, =0,
L7 Upy + 2Uyy — Uzy + 2Ugy + uy +4u =0,
1.8. Uy — 2(cos )y, — (3 + sin® x)u,, — yu, = 0,
1.9. v ug, + 20yuyy, + 227Uy, + yu, = 0,
1.10. (tg*2)uzs — 2y(tga)usy + YPuyy + (tg*x)u, = 0,
1.11. yugs + uyy = 0,
1.12. 2%ugy + 22YyUyy — 3y*uy, — 22u, + dyu, + 16240 = 0,
113 (1 + 2%)uge + (1 + y*)uy, + zu, + yu, =0,
L.14. (8in® 2)Uyy — 2y(sin 2)uy, + y2uy, = 0.

2. Wykazaé, ze jesli macierz A € M? jest osobliwa, to jest ona nieujemnie lub niedodatnio
okreglona. Podaé¢ przyktad macierzy A € M3, ktéra jest osobliwa i nieokreslona.

3. Udowodni¢ twierdzenie 3.1 z wyktadu.
4. Udowodni¢ twierdzenie 3.2 z wyktadu.

5. Znalez¢ rozwigzania problemow poczatkowo-brzegowych:

5.1
Upp = Ugyy, x € (0,2m), t >0
w(0,8) =0, w(2m,t) =0, t>0
u(z,0) = sinz + sin 2x + sin 3z, z € [0, 27] ’
ug(x,0) = sin 5z + sin 10z, z € [0, 27]
5.2.
Up = Uz, zr e (0,2m), t>0
uw(0,t) =0, wu(2m,t)=0, t>0 ,
u(z,0) = sinx + sin 2x + sin 3z, z € [0, 27]
5.3.
U = Ugg, x e (0,m), t>0
u(0,t) =0, wu(m,t)=0, t>0
u(z,0) = =222 + 27w + 1 — cos 2z, z € [0, 7] ’
u(x,0) = sinz, z € [0,



5.4.

Up = Ugy, x e (0,m), t>0
u(0,t) =0, wu(m,t)=0, t>0
u(z,0) = —22% + 27rx + 1 — cos 2z, z € [0, 7]
5.5.
utt:4um, ZEE(O,].),t>O
u(0,t) =3, wu(l,t)=5, t>0
u(z,0) =2z + 3, x € [0,1] ’
u(2,0) = sin 7z, x € [0,1]
5.6.
Ut = Uy, S (0,271'), t>0
uz(0,8) =0, wu,(2m,t) =0, t>0
u(z,0) = cosx + cos 2z + cos 3z, x € [0, 27|
u(x,0) = cos bz + cos 10z, z € [0, 27]

Wykaza¢, ze odpowiednie szeregi sa jednostajnie zbiezne.

. Zmalez¢ rozwiazanie problemu poczatkowo-brzegowego

Up = Flgy, z € (0,7) x (1,2)
w(0,t) =0, w(mt)=0, tell,2] ,
u(z,1) = ¢(x), z € [0, 7]

o ile funkcja ¢ jest odpowiednio regularna.

. Znalez¢ rozwiazania (formalne) probleméw poczatkowo-brzegowych:

7.1.
t:4um, x € (0,1), t>0
u(0,t) = u(l,t) =5, t>0 :
u(z, ):293+3—|—s1n:v z € [0,1]
7.2.
U = 9 Uy, x e (0,1), t>0
w(0,8) =0, wu(l,t)=0, t>0
u(z,0) = z(l — x), z €[0,1] ’
u(x,0) = sin 7z, z € 0,1]
7.3.
Uy = Ugy + T, € (0,1), t>0
uw(0,t) =1, wu(l,t)=2, t>0
u(z,0) =z +1, z € [0,1] ’
u(2,0) = sin 7z, x € [0,1]
7.4.
Uy = Ugy + T, x€(0,2), t>0
w(0,) =3, w(2,t)=6, t>0
u(x,0) = 3z + 3, z € (0,2] ’
uy(2,0) = sin &, z € 10,2]
7.5.
Upp = Ugy + L, x e (0,m), t>0
uw(0,t) =4, wu(mt)=2, t>0
u(z,0) = 22z + 4, x € [0, 7] ’
u(z,0) = sinz, x € [0, 7]




7.6.

Uy = Ugyy + t2 cosh z, re (0,m), t>0
uw(0,t) =0, wu(mt)=0, t>0

u(z,0) = x, z € [0, 7]
u(x,0) = 23, z € [0, 7]

. Zmalez¢ rozwigzania rownania Laplace’a i Poissona z warunkiem brzegowym Dirichleta:

8.1.
Uge + Uyy = 07 (l',y) € (Oa 7T) X (07 1)
u(0,y) = u(m,y) =0, y €10,1] :
u(z,0) =sinz, u(z,1) =0, =€ [0,n]
8.2.
Upy + Uy = 0, (z,y) € (0,7) x (0, 00)
u(0,y) = u(m,y) =0, y €[0,00) :
u(x,0) = sin 3z, lim, . u(z,y) =0, x € [0,7]
8.3.
Ugy + Uy = 07 ((L’,y) € (077T) X (07 ]-)
u(0,y) = u(m,y) =0, y €0,1] :
u(z,0) =sinz +sin 2z, u(zx,1) =0, z € [0,n]
8.4.
Ugzy + Uyy = Oa (Ia y) S (07 1) X (Oa 1)
u(0,y) =u(l,y) =0, y€10,1] :
w(x,0) =2t —22% + 2, u(z,1) =0, z€]0,1]
8.5.
U + Uy = 0, (z,y) € (0,m) x (0,1)
u(0,y) = u(m,y) =0, y € [0,1] :
uw(z,0) =sinz, u(z,1) =sin2z, = € [0, ]
8.6.
Ugy + Uy = sin, (z,y) € (0,7) x (0,1)
w(0,y) = u(m,y) =0, y €[0,1] :
uw(z,0) =sinz, u(r,1) =0, z€[0,n]
8.7.
Ugy + Uy = sin 2z, (xz,y) € (0,7) x (0,1)
w(0,y) = u(m,y) =0, y €10,1] :
u(z,0) =sinz, u(z,1) =0, =€ [0,n]
8.8.
Ugy + Uy = sinz €Y, (x,y) € (0,7) x (0,1)
u(0,y) = u(m,y) =0, y € [0,1]
u(z,0) =sinz, u(r,1) =0, =€ [0,n]

Wykazaé, ze odpowiednie szeregi sa jednostajnie zbiezne.

. Réwnania sprowadzi¢ do postaci kanonicznej, korzystajac z metody charakterystyk. Na-
stepnie znalez¢ rozwigzania ogélne w przypadkach 9.1 1 9.2:

9.1.
Uy + Hgy + Uyy = 0,

9.2.
Ugg + 2Ugy + Uy = 0,
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9.3.
Ugg + Ugy + Uyy = 0.

10. Réwnania w zadaniu 1 (w przypadku dwéch zmiennych niezaleznych x i y) sprowadzi¢ do
postaci kanonicznej, korzystajac z metody charakterystyk. Nastepnie znalez¢ rozwigzania
ogblne w przypadkach hiperbolicznym i parabolicznym, o ile to mozliwe.

11. Réwnania sprowadzi¢ do postaci kanonicznej, korzystajac z metody charakterystyk. Na-
stepnie znalez¢ rozwigzania ogélne i rozwigza¢ problemy poczatkowe:

11.1.
Uy — SUyy + 2Uyy =0

u(z,0) = 322, wu,(z,0) =0,
11.2.

Uy — Uyy = ﬁ(uz + uy)

u(z,0) =0, wuy(z,0) =2,
11.3.

Ugy — Uyy = j(um + uy)

u(x,1) =0, wuy(r,1)=ux,
11.4.

T Uy + YUy — 27YUyy + TUL + YU, =0
U(Ly) :y27 UJE(lay) :2(y2+y)7
11.5.
Uy — (€OS® T )y, — 2(sin )y, — coszu, =0,

11.6.

T2 Uy + 20Y Uy — 3y2uyy + 22u, = 0.

12, a) Obliczy¢ Vu(1,2) dla u(z,y) = 2% + y>.

b) Obliczy¢ 9%(2,—2,1) dla u(z,y,2) =z +y + z i kuli B(0,3) C R®.

c) Wskazaé jakakolwiek funkcje u taka, ze Au(z,y) = x +y.
13. Zmalez¢ postaé operatorow Laplace’a

o? 0?

=53 + o
0? 0? 0?
=52 Top o

odpowiednio we wspotrzednych biegunowych i sferycznych.

A

14. Wykazac, ze rownanie Laplace’a
Au(z) =0, zeR"

jest niezmiennicze ze wzgledu na obroty, tzn. ze jesli A jest macierzg n X n ortogonalng
o wyznaczniku réwnym 1 i potozymy

v(Z) = u(Az), =z €R",
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

to
Av(T) =0, TeR"

Mozna dla uproszczenia zacza¢ analize od przypadku n = 2 i macierzy

coso sina
A:[

. 1 . a€l0,2m).
—sina cosa

Niech U C R", n € N bedzie obszarem ograniczonym z brzegiem OU klasy C*'. Wykazad,
ze jesli ¢ < 0, to problem brzegowy Dirichleta

{ Au+cu=f(z), ve€U
u(z) = ¢(x), x €U

ma co najwyzej jedno rozwiazanie u € C*(U). W przypadku ¢ > 0 poda¢ kontrprzyktad.

Niech U C R", n € N bedzie obszarem ograniczonym z brzegiem OU klasy C'. Wykazad,
ze jesli ¢ < 0, to problem brzegowy Neumanna

Au+cu= f(x), xe€U
%(w) = (), x €U

ma co najwyzej jedno rozwigzanie v € C?(U). W przypadku ¢ > 0 podaé¢ kontrprzyktady.

Niech U C R", n € N bedzie obszarem ograniczonym z brzegiem 0U klasy C'. Udowodnié,
ze kazde dwa rozwigzania u,v € C?(U) problemu brzegowego Neumanna dla réwnania
Poissona (o ile istnieja) réznia sie o stata.

Niech ¢ € R. Pokazaé, ze jesli u € C?*(U) jest rozwigzaniem problemu brzegowego Diri-
chleta w zadaniu 15, to

/U(f—cu)dx:/aUgZdJ.

Niech ¢ € R. Pokazaé, ze jedli u € C?(U) jest rozwigzaniem problemu brzegowego Neu-

manna w zadaniu 16, to
/(f—cu)dx:/ pdo.
U U

Wskaza¢ przyktady zaleznosci x od ¢ takie, ze

lim  ®(z,t) =«
(z,t)—(0,01)
TeR™
dla z gory zadanej « € [0, +00], gdzie funkcja ® jest rozwiazaniem podstawowym réwnania
u = Au.

Pokazac, ze
lim ®(z,t) =0

t—o00

jednostajnie wzgledem x € R", gdzie ® jest rozwigzaniem podstawowym réwnania u; =
Au (najpierw udowodnié¢ dla n = 1 i uogdlnié¢ dla n € N). Zwrdci¢ uwage, ze

lim [ ®(z,t)dx # | 0dx=0.
R”

t—oo Jrn

Dlaczego w tym przypadku twierdzenie o przejsciu granicznym nie dziata?
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22.

23.

24.

25.

Udowodnié, ze jesli funkcja ¢ € C'(R™) jest ograniczona, to rozwiazanie problemu poczat-
kowego dla réwnania ciepta

uy = Au, reR™ t>0
u(z,0) = p(x), = €R"

znalezione przy pomocy rozwigzania podstawowego ® réwnania u; = Awu jest ograniczone:

inf p(y) < wu(z,t) <supep(y), zeR" t>0.
yeR yEeR

Udowodnié, ze jesli funkcja ¢ € C'(R™) jest catkowalna, to rozwiazanie problemu poczat-

kowego
uy = Au, reR" t>0
u(z,0) = p(x), = e€R"

znalezione przy pomocy rozwigzania podstawowego ® réwnania u; = Awu jest zbiezne
jednostajnie po czasie wzgledem x € R" do zera:

Jim u(z,t) = 0.
Poda¢ przyktad funkeji ¢ € C(R™) ograniczonej, dla ktérej taka wlasnos$é nie zachodzi.

(:L’)— L—|z|, |z[ <1
P = 0, |z|>1

Dana jest funkcja

Wyprowadzi¢ wzér na rozwigzanie

x 2 T x— 2
u(z,t) = ﬁ (e_(jl_tl) —2@‘4% +@—( =+ >

NZa
x+1

1-— bW 1
+ xﬁi‘f{e’dey—l— +I/QﬁeyQaly, re€R, t>0
VT VT s

problemu Cauchy’ego

Up = Ugy, reR, t>0

u(z,0) = p(z), reR
Sprawdzi¢ przy pomocy elementarnych rachunkow, ze rzeczywiscie jest to rozwigzanie i
ue C(Rx[0,00))NC®(R % (0,00)) . Narysowaé wykres tego rozwiazania w chwili ¢ = 1,
w szczegblnosci uzasadnié, ze u(0,1) < 11iwu(1,1) >0, u(—1,1) > 0.

Dana jest funkcja

(z) = l—|z—1], |[x—1|<1
)= 0, z—1] > 1

Wyprowadzi¢ wzoér na rozwigzanie

22 _(@=1)? _ (@=2)?
u(:]j’t) = <€ % — Qe @ e a )

problemu Cauchy’ego

Up = Ugy, reR, t>0

u(z,0) = p(z), v€R
Sprawdzi¢ przy pomocy elementarnych rachunkow, ze rzeczywiscie jest to rozwigzanie i
ue CRx[0,00))NC®(R x (0,00)) .



26. Dana jest funkcja

-1, z< -1
pl)=1{ = |7[<1
1, z>1

Korzystajac z rozwigzania podstawowego ® réwnania u; = u,,, znalezé rozwigzanie pro-
blemu Cauchy’ego

Up = Ugy, reR, t>0

u(z,0) = p(z), z€R

Sprawdzi¢ przy pomocy elementarnych rachunkow, ze rzeczywiscie jest to rozwigzanie i
ue CR x[0,00)) NC®(R x (0,00)) .

27. Uzasadni¢, ze w zadaniach 24, 25 i 26 rozwiazanie jest ograniczone:
O<u(z,t)<1l, ze€R t>0

oraz
lim u(z,t) =0

t—oo

jednostajnie wzgledem x € R™.

28. Wyprowadzi¢ wzor na rozwiazanie

2

2 . 20 (3
u(z,t) = 6_4'54-\/17;/02\[6_3/2(11/, reR, t>0

t
NZs
problemu Cauchy’ego

Ut = Ugg, l’GR,t>0

u(z,0) =|z|, x€R
Sprawdzi¢ przy pomocy elementarnych rachunkow, ze rzeczywiscie jest to rozwigzanie i
u € C(Rx[0,00))NC®(R x (0,00)). Narysowaé¢ wykres tego rozwiazania w chwili ¢ = 1.
Wykazaé, ze:

2
0<u(r,t) < —=Vt+|z|, z€R, t>0,
7r

7

tli)rglo u(z,t) = oo

jednostajnie wzgledem z € R.
29. Niech u(z,t) = v (Z), 2 € R, t > 0.

a) Wykazaé, ze
Up = Ugy (1)

wtedy i tylko wtedy, gdy

V
=
»

A (y) + 2+ y)v'(y) =0, y

b) Wykazac, ze funkcja

Y s
v(y) = C’l/ e~is 2 ds + Co, y=20
0
jest rozwiazaniem ogélnym réwnania (2).

¢) Zrozniczkowaé v (3”72) wzgledem x (sprawdzi¢, ze ta pochodna tez spelnia réwnanie
(1)) i dobraé statg Cy tak, aby otrzymaé rozwigzanie podstawowe ® réwnania (1).
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Zmalez¢ rozwigzanie problemu poczatkowego

U = Uge + (), TER, t>0
u(z,0) =0, relR

gdzie funkcja f € C(]0,00)) jest dana.

Zmalez¢ rozwigzanie problemu poczatkowego

U = Uz + f'(t), zER, >0
u(z,0) =0, zeR

gdzie funkcja rézniczkowalna f : [0,00) — R jest dana.

Niech U C R", n € N bedzie obszarem ograniczonym z brzegiem OU klasy C'. Dla T > 0
potézmy Ur = U x (0,T] i 'y = Ur \ Up. Wykazaé, ze dla kazdego ¢ € R problem
poczatkowo-brzegowy Dirichleta

{ u = Au+cu+ f(z,t), (x,t)€Ur
u(z,t) = p(z,t), (x,t) e I'p

ma co najwyzej jedno rozwigzanie u € C%(Ur).

Niech U C R", n € N bedzie obszarem ograniczonym z brzegiem OU klasy C!. Dla T > 0
potozmy Ur = U x (0,T] i Ty = Ug \ Up. Wykazaé, ze dla kazdego ¢ € R problem
poczatkowo-brzegowy Neumanna

u = Au+cu+ f(z,t), (x,t) € Ur
Su(x,t) = (1), (z,t) €Tp, t >0
u(z,0) = ¢(x), vel

ma co najwyzej jedno rozwigzanie u € C%(Ur).

Znalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania
Ut = Ugg + —Ug.
x

Rozwiaza¢ problem poczatkowy
Ut = Ugy + 2T

u(z,0) = 2%, w(x,0) = 2.
Rozpatrzmy problem poczatkowy

U + cuy + a(z, )u = Uy, TER, >0
u(z,0) = p(x), r €R ,
u(x,0) = (), z€eR

gdzie ¢ = const € R i funkcje a, v, ¥ sa dane. Znalez¢ postac tego zagadnienia po zmianie
zmiennych ,
u(z,t) = w(z, t)e 2.
2

Rozwigza¢ ten problem, gdy a(x,t) = G - zwréci¢ uwage na efekt tlumienia, gdy
c > 0. Jesli ¢ > 0, to réwnanie rézniczkowe w tym zagadnieniu nazywane jest ttumionym
rownaniem falowym, rownaniem telegrafistow lub réwnaniem linii telegraficznej. A kiedy

w nowych zmiennych jest to rownanie Kleina-Gordona?
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37.

38.

39.

40.

41.

Ksztalt struny nieograniczonej wyznacza w chwili poczatkowej ¢t = 0 funkcja

(z) = l—|z—1], |[x—1|<1
P = 0, z—1]>1

Predkos$¢ poczatkowa 1(x) = 0. Narysowaé ksztalt tej struny w chwilach ¢ = 0, ¢ = %
it =1, zakladajac, ze a = 1 (wiadomo, ze odpowiedni problem poczatkowy ma jedyne
rozwiazanie).

Ksztalt struny potograniczonej zamocowanej w punkcie x = 0 wyznacza w chwili poczat-

kowej t = 0 funkcja
l—|z—1], |[x—1|<1
p(r) = 0 2> 9
L

Predkosé¢ poczatkowa () = 0. Narysowaé ksztalt tej struny w chwilach ¢ = 0, t = 3
it =1, zakladajac, ze a = 1 (wiadomo, ze odpowiedni problem poczatkowy ma Jedyn
rozwiazanie).

Niech f € CHR x [0,00)) i ¢ € C*(R), ¢ € C'(R). Wyprowadzi¢ wzér d’Alemberta

1 1 m+at z+a(t—s)
u(z,t) = 5 [o(z —at) + p(x + at)] + o /w y)dy + 7/ / s) dyds,

—at
x € R, t > 0, na rozwigzanie problemu Cauchy’ego

Ut = @ Uge + f(2,1), TER, t >0
u(z,0) = p(), z€R
ut(xvo):w(x)u IER

Sprawdzi¢, ze jest to rozwigzanie klasyczne, tzn. u € C?(R x [0, 00)).

Udowodni¢, ze jesli f € CY(R x [0,00)), ¢ € C*(R), v € C*(R) i f, ¢, sa ograniczone,
to istnieja state a, b, c > 0 takie, ze

lu(z,t)| < at® + bt +c,
gdzie u jest rozwigzaniem problemu poczatkowego dla réwnania struny

Uy = Uge + f(2,1), T ER, >0
u(z,0) = ¢(z), z€R
w(z,0) = $(z), sER

(Ekwipatrycja energii). Niech u € C?*(R x [0,00)) bedzie rozwigzaniem zagadnienia po-
czatkowego dla rownania struny

Utt = Ugz, $€R,t>0
u(z,0) =p(z), z€R
Ut(flf,O) = ¢($>, z€R

Przypusémy, ze ¢ € C%*(R), ¢ € C'(R) oraz noéniki funkcji ¢ i 9 sa zwarte. Energie
kinetyczna, potencjalng i catkowita definiujemy odpowiednio wzorami:

1 o)
K(t) = 5/ ul(z,t)dx, t>0,
P(t) = / >0,
(t) 2 t>0
+P() t>0.

Uzasadni¢, ze:



42.

43.

44.
45.

46.

47.

48.

49.

a) E(t) =const, t>0,
b) istnieje T' > 0 takie, ze K(t) = P(t), t>T.
Wykazaé, ze jesli funkcja f : R — R jest dwukrotnie rézniczkowalna i funkcja F' : R? — R
dana jest wzorem
F(z,t) = flzx +t)+ f(x —t), (x,t) € R?
to
Foo(x,t) = Fy(x,t), (z,t) € R
Sprawdzi¢ tez, ze jesli funkcja f jest rézniczkowalna i
Fa,t) = f(x+t)+ flx —t), (a,1) €R?,
to
Fi(z,0) =0, z€eR;
jesli zas
Flat) = fo+8) = fz—1), (2,t) €R?,
to
Fi(z,0) =2f'(2,0), x€R.
Niech f(z) = |2* — 1|, # € R. Obliczy¢ dystrybucje T} i T} oraz sprawdzi¢, czy sa
regularne.

Niech f(x) = |2*—1|, # > 0. Obliczy¢ dystrybucje T} i T} oraz sprawdzi¢, czy sa regularne.

Rozwazmy funkcje ®(z) = %sin |z|, + € R. Uzasadni¢, ze ® jest rozwiazaniem podsta-
wowym dla operatora P = % + 1. Jakim wzorem catkowym mozna wyrazi¢ rozwiazanie
roOwnania

u' +u=f(x), xeR,
gdzie f € C3°(R)?

Rozwazmy funkcje ®(x) = %e“’”', x € R. Uzasadni¢, ze ® jest rozwigzaniem podstawowym
2 . . ., . . , .
dla operatora P = j? —1. Jakim wzorem catkowym mozna wyrazi¢ rozwiazanie rownania

v —u=f(x), z€eR,
gdzie f € Cg°(R)?
Niech ¢ € C§°(R™), n € N. Uzasadnié, ze ciag transformacji Fouriera (@) jest zbiezny
punktowo w jednostkowej kuli otwartej o sSrodku w zerze, gdzie A" = Ao ...o A.

Zmalez¢ rozwigzanie problemu poczatkowo-brzegowego

Uy = Ugy + U, r € (0,m), t>0
uw(0,t) =0, w(mt)=0, t>0
u(z,0) = ¢(x), z € [0,7]

o ile funkcja ¢ jest odpowiednio regularna.

Zmalez¢ rozwigzanie problemu poczatkowo-brzegowego

uy = Ditg, + au + bu, z € (0,m), t>0
vy = Doy, + cu + dv, z e (0,m), t>0
u(0,t) =v(0,t) =0, wu(m,t)=uv(mt)=0, t>0 ’
u(z,0) = @(x), v(x,0)=1(x), x € [0, 7]

gdzie Dy, Dy > 0, a,b,c,d = const € R, o ile funkcje ¢ i ¢ sg odpowiednio regularne.
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