Zadania 3

1 Wykazaé, ze dla operatora f : [0,1] — R? f(z) := (2% 2% dla z € [0,1], nie jest
prawdziwy odpowiednik uogélnionego twierdzenia o wartosci sredniej.

2 Dana jest funkcja u : R? D (a,b) x (¢,d) — R klasy C* w pewnym otoczeniu punktu
(to, o) € (a,b) X (c,d). Dobraé¢ sensowne zalozenie na hg, h, aby

. w (to + ho, xo) — “eto=Mtuliozoth)
1m

= uy (Yo, To) -
(ho,h)—(0,0) ho t (to, o)

3 Rownanie ciepta
Uy = CL2 (u:m + Uyy) 5
gdzie a = const > 0, sprowadzi¢ do postaci kanonicznej. Na jaki zbior przeksztatcony zostanie

prostopadtoscian Q = [0, 7] x [~1,1]*?

4 Rozwazmy rownanie ciepta ze wspoélczynnikiem a = 1, z zadania 3. Niech () bedzie
zbiorem ograniczonym prostymi:

a) c+y=1,x+y=52—3y=2,2—3y =3,
b) z+y=1,z+y=5x+2y=2 2+ 2y =3.

Dokonujemy zamiany zmiennych: a« = z +y, b = x — 3y w przypadku a); a =z +y, b = x + 2y
w przypadku b). Znalezé wzory na rozwazane rownanie w nowych zmiennych. Przeanalizowaé
kwestie typu rownania oraz dominacji diagonali macierzy wspotczynnikow w starych i nowych
zmiennych. Sprawdzi¢, czy dla zagadnienia poczatkowo-brzegowego z warunkiem brzegowym
typu Dirichleta, przyjmujac, ze © = 0 dla ¢t = 0 i na brzegu walca €2, spetnione sa zalozenia
o problemie rézniczkowym oraz ograniczenia na kroki siatki w starych i nowych zmiennych.

5 Niech (a,), n € N U {0}, bedzie dowolnym ciagiem liczbowym (rzeczywistym) i niech
liczby a, hg > 0, b > 0 beda ustalone. Definiujemy iloraz réznicowy &g za pomoca wzoru

Soan = a”“hi_“” n € NU{0}.
0

a) Wykazaé, ze jesli ciag (a,) jest rozwiazaniem réznicowego problemu poczatkowego

doa, < aa, +b, n e NU{0},
CLQ:O,

to prawdziwe jest oszacowanie

an<2<e“h°"—1), n € N U{0}.

Znalez¢ podobne oszacowanie, gdy ag > 0.
b) Udowodni¢, ze ciag (an), a, = 2 (e“hO" - 1) ,n € NU{0}, jest rozwiazaniem zagadnienia
poczatkowego

doan, > aa, +b, n e NU{0},
CL():O

(b>0).



6 Niech F = [0,1] x (—1,1), Q = [0,1] x [—1,1]. Sprawdzi¢, ktéry funkcjonal f; : E x
C(Q,R) xR xR — R:

t x

a) f1(t,x,2,p,q) = q+pt {)’j z(s,y)dyds + z (t, x),
t 1

b) fo(t,w,2,p,q) = q+p+ [ [ 2(s,y)dyds + = (52, 1) + ta,
0-—-1

t 1
) Jat,2,p,0) = ¢+ o+ [ ] = (s,y)dyds + = (3,0)

jest typu Volterry. Ktéry funcjonat f;, ¢ = 1,2, 3, spelnia warunek Perrona wzgledem zmienne;j
funkcyjnej 2?7 OdpowiedZ uzasadnic.

7 Udowodnié¢ lematy o szybkosci aproksymacji funkcji u operatorami interpolacyjnymi Sy,
1Ty,



