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Streszczenie

Praca po$wiecona jest jednowymiarowemu nieliniowemu uktadowi Nernsta-Plancka
-Poissona rownan rozniczkowych czastkowych z warunkiem poczatkowym oraz nieli-
niowym warunkiem brzegowym na stezenia jonéw, ktory w szczegdlnosci moze by¢é
warunkiem Changa-Jaffé, i warunkiem Dirichleta na potencjal elektrochemiczny. Udo-
wodniono twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci i nieujemnosci lokalnych w czasie
stabych rozwigzan, tj. w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa. Twierdzenie o istnie-
niu rozwigzania wykazano przy pomocy twierdzenia Schaudera-Tychonoffa o punkcie
stalym.

Stowa kluczowe

Uktad paraboliczno-eliptyczny, istnienie, jednoznacznos¢, nieujemnosé, lokalne stabe
rozwigzanie, przestrzen Sobolewa, silne i stabe topologie, twierdzenie Schaudera-
Tychonoffa o punkcie statym



Abstract

We study in this paper the one-dimensional nonlinear Nernst-Planck-Poisson sys-
tem of partial differential equations with the initial condition and nonlinear boun-
dary condition on the concentrations of ions, which especially covers the Chang-Jafté
condition, and the Dirichlet condition on an electrochemical potential. Theorems on
existence, uniqueness and nonnegativity of local in time weak solutions are proved,
i.e., in suitable Sobolev spaces. The main tool used in the proof of the existence result
is the Schauder—Tychonoff fixed point theorem.

Key words

Parabolic-elliptic system, existence, uniqueness, nonnegativity, local weak solution,
Sobolev space, strong and weak topologies, Schauder-Tychonoff fixed point theorem



Wstep

Dyfuzja to jedno z najczeSciej wystepujacych zjawisk fizycznych w naturze. Na-
zwa pochodzi od stowa ,diffusio” czyli rozprzestrzenianie. Jest to proces samorzut-
nego rozprzestrzeniania i przenikania czasteczek lub energii w kazdym osrodku (np.
w gazie, ciele statym, cieczy, itd.) bedacy konsekwencja chaotycznych zderzen czaste-
czek dyfundujacej substancji miedzy sobg lub z czgsteczkami otaczajacego ja osrodka.
W przeciwienstwie do mieszania nie wymaga dostarczania dodatkowej energii z ze-
wnatrz uktadu.

Szczegdlnym przypadkiem dyfuzji jest elektrodyfuzja. Jest to proces taczacy dwa
zjawiska: transport dyfuzyjny masy oraz transport tadunku elektrycznego. Poniewaz
tadunki sa zlokalizowane na jonach, to te dwa procesy dato si¢ uwzglednié¢ przez odpo-
wiednia definicje strumienia masy i dotozenie réwnania na rozktad pola elektrycznego
lub potencjatu elektrycznego. Pierwszy model matematyczny opisujacy elektrodyfuzje
opracowali niezaleznie od siebie Nernst w 1889 roku i Planck w 1890 roku. Model
ten byl pdzniej badany przez Debye’a i Hiickela. W literaturze jest on nazywany
modelem Nernsta-Plancka-Poissona, modelem Poissona-Nernsta-Plancka lub czasami
modelem Debye’a-Hiickela. Transport i dyfuzja natadowanych elektrycznie czastek (jo-
now, elektronéw, dziur, koloidéw) odgrywa wazna role w wielu dyscyplinach nauki
i techniki, a szczegdlnie w elektrochemii, inzynierii elektrycznej i biomedycznej oraz
medycynie. Wartym podkreslenia jest fakt, ze Hodgkin i Huxley za odkrycia dotyczace
mechanizméw jonowych zwigzanych ze wzbudzaniem i hamowaniem w obwodowych
i centralnych czesciach btony komoérkowej nerwu otrzymali w 1963 roku Nagrode Nobla
w dziedzinie fizjologii i medycyny. Od wielu lat trwajg intensywne badania mechanizmu
transportu jonow réznych pierwiastkow w tzw. kanatach jonowych zlokalizowanych
w btonach komérkowych réznych komoérek zywych organizméw. Sztucznym jednowy-
miarowym odpowiednikiem biologicznych kanatéw jonowych sa np. jonowe selektywne
elektrody (ISE). Uklad Nernsta-Plancka-Poissona modelujacy elektrodyfuzje sklada
sie z réwnan ciggtosdci dla strumieni Nernsta-Plancka i réwnania Poissona na poten-
cjat elektrochemiczny. Jest to uktad paraboliczno-eliptyczny. Dodatkowo zadaje si¢
warunki poczatkowo-brzegowe.

W tej pracy udowodnimy twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci i nieujemnosci
lokalnych w czasie stabych rozwiazan, tj. w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa.
Twierdzenie o istnieniu rozwigzania wykazemy przy pomocy twierdzenia Schaudera-
Tychonoffa o punkcie statym. Wykorzystamy rowniez wiele nieréwnosci elementarnych



Wstep

i rézniczkowych, twierdzenia o ciggtym i zwartym zanurzeniu, twierdzenie Banacha-Ala-
oglu, twierdzenie Lebesque’a o zmajoryzowanym przejéciu granicznym, wtasnosci ope-
ratora Niemyckiego oraz lematy Gronwalla, Ehrlinga i Aubina-Lionsa. Praca zostata
napisana w oparciu o artykut L. Sapy, On local weak solutions to Nernst-Planck-Poisson
system [9]. Wiele twierdzen pomocniczych zostato zaczerpniete z monografii [3], [5],
7], 18], [11], [12], [13], [14], [16].

Warto podkresli¢, ze bedziemy rozwazaé nieliniowy warunek brzegowy na stezenia
jonéw, ktory w szczegdlnosci obejmuje warunek Changa-Jaffé [6], i warunek Dirichleta
na potencjal. Wprawdzie zajmiemy sie tylko sytuacja jednowymiarowa, ale rozwazane
warunki brzegowe sa bardzo fizyczne i dopuszczajg tzw. uktady otwarte. Przypadek
wielowymiarowy byt studiowany w [1], [2], [4], [10]. We wspomnianych artykutach stru-
mien na calym brzegu jest réwny zero lub na fragmentach brzegu zadane sg niektore
stezenia, co zdecydowanie utatwia analize matematyczng problemu rézniczkowego. Do-
dajmy jeszcze, ze wyniki z [9] zostaty uogélnione na przypadek wielowymiarowy w [15].

Praca podzielona jest na pie¢ rozdziatow. W pierwszym rozdziale sformutowano
niektore definicje, twierdzenia pomocnicze i lematy z analizy funkcjonalej. W rozdziale
drugim wprowadzono oznaczenia, zdefiniowano problem rézniczkowy i sformulowano
jego stabg posta¢. Najwazniejszy trzeci rozdziat dotyczy twierdzenia o istnieniu stabego
rozwigzania. Przedmiotem rozdzialu czwartego jest jednoznacznosé takich rozwiazan,
za$ w rozdziale piatym sformutowano twierdzenie o ich nieujemnosci.



Rozdziat 1

Elementy analizy funkcjonalnej

W tym rozdziale sformutujemy podstawowe defnicji, twierdzenia pomocnicze i le-
maty, ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci pracy.

1.1. Definicje

Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia unormowana. Bedziemy pisa¢ w skrécie X.

Definicja 1.1. Funkcjonat liniowy ¢ : X — R nazywamy ograniczonym, gdy istnieje
stata M > 0 taka, ze dla kazdego x € X zachodzi nieré6wnos¢

|o(2)] < Mz

Przestrzen wszystkich takich funkcjonaléw oznaczamy symbolem X* i nazywamy prze-
strzenia dualna.

Definicja 1.2. Norme liniowego ograniczonego funkcjonatu ¢ : X — R definiujemy
wzorem

@/l = inf{M >0 |p(z)| < Mllzl|, 2e X}

Definicja 1.3. Przestrzen unormowang X nazywamy przestrzenig Banacha, gdy jest
zupetna.

Definicja 1.4. Przestrzen unormowang X nazywamy przestrzenia o$rodkows, gdy
istnieje podzbior A C X przeliczalny i gesty w tej przestrzeni.

Definicja 1.5. Przestrzen Banacha X nazywamy refleksywna, gdy jej obraz w zanu-
rzeniu kanonicznym pokrywa si¢ z cata przestrzenia bidualng X™**.

Niech €2 C R™ bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, o mierze m(£2) > 0.
Kazde dwie funkcje okreslone i catkowalne w sensie Lebesgue’a na {2 uwazamy za
identyczne, gdy sa one rowne prawie wszedzie na (). Relacja réwnosci prawie wszedzie
jest relacja rownowaznosci.



1.1. Definicje

Definicja 1.6. Méwimy, ze przestrzen unormowana X jest przestrzenig Hilberta, gdy
jest zupelna, a norma jest generowana przez iloczyn skalarny.

Definicja 1.7. Symbolem LP(£2), 1 < p < oo oznaczamy przestrzen klas réwnowaz-
nosci relacji réwnosci prawie wszedzie funkcji u : 2 — R z norma

1
[ullze (@) = (/Q IU(x)Ipdm)” < 00.

Definicja 1.8. Przez L} (), 1 < p < oo rozumiemy przestrzeni funkcji v € LP(K)
dla kazdego mierzalnego w sensie Lebesgue’a podzbioru zwartego K C Q.

Definicja 1.9. Niech Q C R"™ bedzie zbiorem otwartym. Symbolem C§°(£2) oznaczamy
przestrzen funkcji u : 2 — R nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych o nosniku
zwartym w (2.

Definicja 1.10. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym. Przypu$émy, ze u, D%u €

L. (Q)ia=(a1,...,an), a; > 0,i=1,...,n, jest wielowskaznikiem, |a| = a; +...+

ay,. Méwimy, ze D%u jest « - staba pochodng w sensie Sobolewa funkcji u, gdy
/ uD®¢pdx = (—1) / D%updz
Q )

dla wszystkich funkcji probnych ¢ € C5°(Q).

Definicja 1.11. Rozwazmy liczbe rzeczywista p taka, ze 1 < p < oo oraz liczbe
catkowita m = 0,1,... Wéwczas przestrzen wszystkich funkcji v € LP(Q2) takich, ze
dla kazdego wielowskaznika «, |a| < m, staba pochodna D*u € LP(2) nazywamy
przestrzenia Sobolewa i oznaczamy symbolem W"P(). W szczegblnosei dla m = 0
otrzymujemy W%P(Q) = LP(Q). Ponadto dla p = 2 przyjmuje sie oznaczenie H™(§2) =
Wm™2(Q). Symbolem H}(Q) oznaczamy podprzestrzen przestrzeni H!(Q) zlozona

z funkcji zerujacych sie na brzegu 0€) w sensie Sladu.

Definicja 1.12. Norme w przestrzeni Sobolewa W™?(£), 1 < p < oo okreslamy

Wwzorem 1
lulny = ( [ ID"u(@)dr)”

la|l<m

Definicja 1.13. Mowimy, ze funkcja s : [0,7] — X jest prosta, gdy

gdzie kazdy ze zbioréw E; C [0, T jest mierzalnym podzbiorem, au; € X,i=1,...,m.

Definicja 1.14. Méwimy, ze u : [0,T] — X jest silnie mierzalna, gdy istnieje ciag
funkeji prostych s, : [0,7] — X taki, ze

sp(t) = u(t) dla pw. te(0,T).

Definicja 1.15. Symbolem LP(0,7;X), 1 < p < oo oznaczamy przestrzen funkcji
silnie mierzalnych w : [0,7] — X takich, ze

T 1
el = ([ () 7dt)” <



1.1. Definicje

Definicja 1.16. Niech u € L'(0,T;Y). Funkcja u™ € L'(0,T;Z) jest uogdlniona
pochodng n-tego rzedu funkcji u, gdy

T T
| ue@at = (=1 [ @t
0 0
dla wszystkich funkcji probnych ¢ € C5°(0,7).
Definicja 1.17. Trojka ewolucyjng nazywamy uktad trzech przestrzeni

VcHCV"

ktore spetniajag warunki:

(i) V jest rzeczywista, osrodkowsa i refleksywna przestrzenia Banacha,
(ii) H jest rzeczywista, osrodkowa przestrzenia Hilberta,
(iii) zanurzenie V C H jest ciagle, tzn. ze istnieje stala C' > 0 taka, ze

[ollr < Cllvlly, veV,

iV jest gesta w H.

Definicja 1.18. Niech V C H C V* bedzie trojka ewolucyjna. Symbolem W1?(0,T;
V, H) oznaczymy przestrzen funkcji u : [0,7] — V takich, ze u € LP(0,T;V) i us €
L%Qﬂvmgmm%+§=L1<Qq<m.

Definicja 1.19. Norme w przestrzeni WP(0,T;V, H),
definiujemy wzorem

+=>=1,1 < p,g < o0,

141
p q

lullwroorvm = llulleomvy + [lwl ooy,

gdzie w € W(0,T;V, H).

Definicja 1.20. Méwimy, ze ciag (x,)nen elementéw przestrzeni Banacha X jest stabo
zbiezny do x € X, gdy
z*(p) — z*(z)

dla kazdego ograniczonego funkcjonatu linowego x* € X*.

Definicja 1.21. Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. Operator F': X — Y jest
ciggowo stabo ciaggly, gdy dla dowolnego ciagu (z,)neny z X, jesli x,, — x stabo w X,
to F(x,) — F(z) stabo w Y.

Definicja 1.22. Niech X, Y beda przestrzeniami Banacha. Operator F' : X — Y
jest zwarty, gdy jest ciagly i dla dowolnego ciagu (z,)nen ograniczonego w X istnieje
podciag ciagu (F(xy,))nen zbiezny w Y.

Definicja 1.23. Niech X C Y beda przestrzeniami Banacha. Jesli operator identycz-
nosci 2 : X — Y jest ciagty, tzn. ze

Ve X |zlly < C|lz|x,

to méwimy, ze zanurzenie X w Y jest ciagte. Jesli operator identycznosci i : X — Y
jest zwarty, to mowimy, ze zanurzenie X w Y jest zwarte.



1.2. Twierdzenia pomocnicze i lematy

Definicja 1.24. Niech s € (0, 1). Przestrzen wszystkich funkcji u € L*(2) takich, ze

|u(z) — u(y)[*
TAL) = IV q2d
/QQ o — s xdy < 00

nazywamy utamkowa przestrzenia Sobolewa i oznaczamy symbolem H®(€2).

Definicja 1.25. Norme w przestrzeni H*(2), s € (O, 1) definiujemy wzorem

lu(z
(@) = [[ull 2 // ,ms dmdy) :

Definicja 1.26. Niech 2 C R" bedzie dowolnym zbiorem. Rozwazmy funkcje f :
Q) x R™ — R, ktora spetnia warunki Carathéodorego:

[l

1. f(z,u) jest ciagta wzgledem u dla p.w. x € Q,
2. f(z,u) jest mierzalna wzgledem z dla kazdego u € R™.

Niech ponadto u : £ — R™ bedzie dowolng funkcja z ustalonej przestrzeni. Operator

F(u)(x) == f(x, u(x))

nazywamy operatorem Niemyckiego.

1.2. Twierdzenia pomocnicze i lematy

Twierdzenie 1.27 (Schauder-Tychonoff). Niech X bedzie refleksywng przestrzenig
Banacha i niech C C X bedzie domknietym, ograniczonym, wypukliym i niepustym
zbiorem. Jezeli funkcja A : C'— C' jest ciggowo stabo ciggla, to ma punkt staly.

Twierdzenie 1.28 (Banach-Alaoglu). W refleksywnej przestrzeni Banacha X z kaz-
dego ciggu ograniczonego (T, )nen elementow przestrzeni X da sie wybraé podciqg stabo
zbiezny do pewnego elementu x € X.

Twierdzenie 1.29. Jesli cigg (un)nen elementow przestrzeni Banacha X ma podcigg
(Un, Jken stabo zbiezny do w € X i kazdy jego podcigg, ktory jest stabo zbiezny tez jest
stabo zbiezny do u, to cigg (un)nen jest stabo zbiezny do w.

Twierdzenie 1.30. Niech V C H C V* bedzie trojkg ewolucyjng ¢ niech 1 < p,q <
0, %—0—% = 1. Punkcja u™ € L9(0,T;V*) jest n-tq uogdlniong pochodng funkcji
w € LP(0,T; V) wtedy i tylko wtedy, gdy

/0 " ult), v)ge™ ()t = (—1)" /0 L™ @), vet)dt, veV, ¢ecE(0,T).

Uwaga 1.31. Z twierdzenia 1.30 i definicji 1.16 wynika, ze dla dowolnie ustalonego
veV
d (n)
o (u(t),0) = (W (t), o)y
Twierdzenie 1.32. Niech V C H C V™ bedzie tréjka ewolucyjna. Prawdziwa jest

tozsamosé

5 O = ), ()



1.2. Twierdzenia pomocnicze i lematy

Twierdzenie 1.33. Niech (2 C R™ ma miare Lebesque’a skonczong. Jesli 1 < p; <
P2 < 00, to:

i) L(Q) C L (),

. p2—P1
i) [ fller@) < (m(Q)) 22 [ | fl] o2 () -

Twierdzenie 1.34. Przestrzern WHP(0,T;V,H), 1 < p < oo, zanurza si¢ w sposéb
ciggly w przestrzeni C([0,T], H), tzn. Ze

ullcqorm < Clullwirorvmy, uwe€ W5 (0,T;V,H)

dla pewnej statej C' > 0.

Uwaga 1.35. Nieréwnos$¢ w twierdzeniu 1.34 rozumiana jest w nastepujacym sensie.
Jesli w € WHP(0,T;V, H), to istnieje doktadnie jedna ciggta funkcja u, : [0,T] — H
réwna prawie wszedzie na [0, 7] funkeji u, a ponadto

w1l cqor,my < Cllullwreorv,m)-

Twierdzenie 1.36 (O $ladzie). Niech 1 < p < 0. Istnieje dokladnie jeden ograni-
czony operator liniowy
T : W (Q) — LP(05)

taki, ze:

i) Tu = ulpq, gdy u € WH(Q) N C(Q),

i) || Tul| tra0) < Cllullwiro)
dla kazdej u € W'P(Q), przy czym stala C zalezy od p, n i Q.

Lemat 1.37 (Nieréwno$¢ Cauchy’ego z epsilonem). Dla dowolnych a,b € R i dla

dowolnego € > 0 zachodzi
2

b
bl < ea® + —.
lab| < ea” + P
Lemat 1.38 (Nier6wnosé¢ Cauchy’ego-Schwarza). W Przestrzeni unitarnej (X, (-, -))
@) <l lyll, 2,y e X.

Lemat 1.39 (Nier6wnosé¢ Holdera). Zaldimy, ze 1 < p,q < 00 i % +% = 1. Jesli
ferLr(@)ige LYQ), to

. 1£5lde <1 fllzrllgllne.

Twierdzenie 1.40. Przestrzenie H = L?(Q), V = HY(Q) i V* stanowiq tréjke ewo-
lucyjng.

Twierdzenie 1.41. Jezeli u, — u w LY (Q), 1 < p < oo, to istnicje g € LP(Q) taka,
ze |uy(z)| < g(z) dla pw. x € Q, n € N i podcigg (un, )ren taki, Ze u,, (r) — u(z) dla
p.w. x € €.

10



1.2. Twierdzenia pomocnicze i lematy

Twierdzenie 1.42 (Lebesque). Niech u, : [0,T] — R bedzie ciggiem funkcji calko-
walnych w sensie Lebesque’a. Jezeli:

1. un(t) — u(t) dla p.ow. t € (0,7,
2. |Jun(t)| < g(t) dla pow. t € (0,7), n € N i g jest funkcjg catkowalng w sensie
Lebesque’a,

to
T

T
lim [ un(t)dt = / u(t)dt.
Twierdzenie 1.43. Jezeli (2 C R, to zanurzenie jest:

1. HY(Q) C H*(Q), s € (3,1) zwarte,

2. H*(Q2) C L*(2), s € [0,1] ciggle,

5. H*(Q) c C(Q), s € (3,1] ciagle.

Lemat 1.44 (Gronwall). Niech u bedzie funkcjq nieujemnq, absolutnie ciggla na prze-
dziale [0,T). Zatozmy, ze dla p.w. t € (0,T) spelniona jest nieréwnosé réziniczkowa

u' () < a(t)u(t) + b(t),

gdzie a i b sq nieujemnymi funkcjami catkowalnymi na (0,T). Wéwczas
t t
u(t) < o ?9 (u(0) + / b(s)ds)
0

dla kazdego t € [0, 7.

Lemat 1.45 (Ehrling). Niech X C Y C Z bedg przestrzeniami Banacha. Jezeli za-
nurzenie X C Y jest zwarte v zanurzenie Y C Z jest ciggle, to dla dowolnego € > 0
istnieje stata C(€) taka, Ze dla kaZdego v € X

lzlly < ellzllx + Cle)llzl 2.

Lemat 1.46 (Aubin-Lions). Niech X CY C Z bedg przestrzeniami Banacha. Jezeli
zanurzenie X C Y jest zwarte i zanurzenie Y C Z jest ciggle, to zanurzenie W C
LP(0,T,Y) jest zwarte, gdzie

W ={ueLP(0,T;X):u, € LY0,T;2)},

1,1 _
];+5—1,1<p,q<oo.



Rozdziat 2

Ukltad Nernsta-Plancka-Poissona

W tym rozdziale zdefiniujemy problem rézniczkowy i sformutujemy jego stabg wer-
sje. Wprowadzimy réwniez stosowne zatozenia.

2.1. Problem roézniczkowy

Oznaczmy Q = (0,1) i niech 7' > 0 bedzie dowolne. Niech funkcje ug, vy : Q —
R, fi,0::[0,T] xR —=R, h;:[0,7] — Ristale oy, 3;,A >0 dla ¢=1,2 beda
dane. Rozwazmy nieliniowy uktad réwnan rozniczkowych czastkowych drugiego rzedu,
w ktorym dwa rownania sa typu parabolicznego i jedno réwnanie jest typu eliptycznego

u(t, ) = gy (t, ) — o (u(t, T) Py (t, x))x, (t,x) € [0,T] x Q,
vty @) = Prvaa(t, z) + B (v(t, 2)u(t, 7)) , (t,2) € [0,T] x Q, (2.1)
bue(t,w) = Mult, ) — v(t, ), (t,z) € [0,T] x Q,
z warunkami poczatkowymi
uw(0,2) = ug(x), ©v(0,2) =uvy(x), z €K (2.2)
1 nieliniowymi warunkami brzegowymi

a1ug(t,0) — azu(t, 0)¢,(t, 0) = 1( (t,0)
aluw( ) ) - Oé2u(t 1)¢9€< ) ) - ( 7u( ) )
Brog(t,0) + Bav(t, 0)¢.(t, 0) = g1 (¢, v(t,0))
ﬁlvx(tv )—{—ﬂﬂ](t 1)¢$( ) ) = 1(tav(t )

o(t,0) = ha(t), te
o(t, 1) = ho(t), t e [0,T].

]
]
) (2.3)
]
]

Warto podkresli¢, ze réwnania w uktadzie (2.1) sg silnie sprzezone, tj. przez ¢,,.. Cztery
pierwsze warunki brzegowe w (2.3) réwniez sa sprzezone przez ¢, i sa one nieliniowym
uogolnieniem warunku Robina.
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2.1. Problem rézniczkowy

Uwaga 2.1. Uktad (2.1) jest szczegélnym przypadkiem w pelni fizycznego n wymia-
rowego uktadu, tzn. z € Q C R”

= D. A . (c ) —
(ci)e = D’PQAC’J G (aVe)), i=1,...,m, (2.4)
Aqb = — Zj:l ZjCj.

€reg

Wystarczy potozy¢:

n=1m=2,21=—z, 20=2, (z€N), u=1c¢, v=cy,
F F F
a; =Dy, ag = —Diz

= Dy, By = Dozo—s, A=
51 252 QQRT

RT’ €60

gdzie ¢; oznacza stezenie i-tych jonow, ¢ - potencjal elektryczny generowany przez
wszystkie jony, D; - wspélczynniki dyfuzji, ' - stalg Faraday’a, R - stalg gazowa,
T - temperature, z; - wartoéci ladunkéw jonéw, e, €, - stala dielektryczna prozni
i wzgledng stala dielektryczna oérodka, odpowiednio, A = £~ - stalg Deby’a, za$

€0€r
F

RT"

o =

Uwaga 2.2. Uktad Nernsta-Plancka-Poissona (2.1) i warunki brzegowe (2.3) moga
by¢ zapisane w sposob bardziej fizyczny

Ut<t,l’) = _(Jl)x(t7$)7 (th) € [OaT] X Q>

vt z) = —(Ja).(t, z), (t,x) € 0,T] x Q, (2.5)

Gre(t,w) = Mult,z) —v(t,2)), (tx)€[0,T]xQ,
J1<t70> = _f1<t7u<t70>>7 te [OvTL
J1<t71> = _f2(t7u<t’1))7 te [OvTL
Jo(t,0) = —g1(t,v(t,0)), te€]0,T], (2.6)
JZ(ta 1) = _92(t7v(ta 1))7 te [O,T}, .
o(t,0) = hy (), t € [0,7],
o(t, 1) = ha(t), t€0,7],

gdzie Ji, J5 sa strumieniami Nernsta-Plancka postaci
J1 = —1Uy + Qaudy, Jy = = B1vg — Bovop,. (2.7)

Zauwazmy, ze warunki brzegowe (2.3) i (2.6) uogdlniaja dobrze znane w literaturze

warunki Changa-Jaffé (CJ)

1(t, 0) = a11 — (lglu(t, O),
18;, (1); = —a19 + aggu(t, 1), (28)
(¢, 1)

~ S~

9

2 = by — byyv(t,0),
= —by2 + byov(t, 1),

&

gdzie state a;j,b;; > 0 dlai,j = 1,2 sa dane [6].
Uwaga 2.3. Jezeli hy(t) #Z 0 lub hy(t) # 0, to podstawienie

o(t,x) = (ha(t) = ha(t))x + ha(t) + (¢, x)

13



2.2. Zatozenia i stabe sformutowanie problemu rézniczkowego

sprowadza problem (2.1)-(2.3) do postaci réwnowaznej z jednorodnymi warunkami na
. W celu unikniecia niewygodnych obliczen, w dalszej czesci pracy bedziemy roz-
wazaé tylko przypadek hi(t) = ho(t) = 0. Wyniki moga by¢ z tatwoscia uogdlnione
na przypadek dowolnych hy, hy € L?(0,T). Dodatkowo, z fizycznego punktu widzenia,
interesujg nas wartosci jonow z; < 01 zo > 0. Nasze wyniki mozna bez trudu rozszerzy¢
na taka ogélng sytuacje.

2.2. Zalozenia i stabe sformulowanie problemu rézniczkowego

W tej pracy wykorzystamy standardowe przestrzenie Sobolewa V = H'(Q) i H =
L*()). Woéwczas przestrzenie
VcCHCV”®

stanowia trojke ewolucyjna, w ktorej obydwa zanurzenia sg geste, ciagte i zwarte.
Symbolem H, oznaczmy zbiér nieujemnych funkcji z H,

Hi={ueH:ulx)>0 pw. w Q}

Stata C' > 0 bedzie oznacza¢ stata generyczng zalezna od danych w rozwazanym
zagadnieniu.

Przyjmijmy nastepujace zalozenia na warunki poczatkowe (2.2) oraz funkcje f;, ¢;
w warunkach brzegowych (2.3).

Zaltozenie H.

(HQ) ug € H, vy € H.

(Hy) fiy gi, © = 1,2 speliaja warunki Carathéodory’ego, tzn. ze funkcje fi(-,u),
g:(-,u) sa mierzalne, zas f;(t,-), g:(t,-) sa ciagte.

(Hy) Zachodza nastepujace warunki wzrostu

|fit, W] < aii + aglul,  [gi(t w)] < bii + azlul,

dla p.w. t € (0,T) oraz dla wszystkich u € R, ze stalymi ay;, as;, by, by > 0,
i=1,2.

(H3) Spehione sa jednostronne warunki Lipschitza:

filt,ur) = fi(t,uz) > =Ly,
gi(t,ur) — gi(t,ug) > —
fa(t,ur) — folt, ug
g1t ur) — ga(t, uz

~— —

dla p.w. ¢ € (0,7) i dla wszystkich uy,uy €
i=1,2.

Zalozenie H*.
(Hy) uwo € Hy, wo€ Hy.
(H{") Dla u < 0 oraz dla p.w. t € (0,7)

S
5
\YAWA
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2.2. Zatozenia i stabe sformutowanie problemu rézniczkowego

Uwaga 2.4. Zauwazmy, ze jesli rozwiazania u, v problemu (2.1)-(2.3) przypuszczalnie
sg nieujemne, to funkcje f;, g; mozna zmodyfikowa¢ bez wplywu na te rozwigzania, do
postaci:

filt,u) = fi(,0) 1 gi(t,u) = gi(t,0)
dlau < 0idlapw. te(0,T). A zatem zamiast (H;") mozna zalozy¢, ze

fl(tao) < 07 gl<t70> <0 oraz fg(t,O) > 07 92<t,0) >0

dla p.w. t € (0,7).
Uwaga 2.5. Z uwagi 2.4 wynika, ze Zalozenia H i H" sg spelione w przypadku
warunkéw brzegowych (CJ) postaci (2.8), gdyz mozemy potozyé
filt,u) = —an +agiu,  folt,u) = a2 — axu,
gi(t,u) = bt +baru,  ga(t,u) = b1z — baou,
dla wszystkich ¢t € [0,7] i u € R.

W dalszej czesci pracy bedziemy pisaé (uy, n)y«xy zamiast (ug, n)y dla podkreslenia,
ze mamy na mysli pare (uy, 7). Taka notacja jest wygodna ze wzgledu na wspdtczesna
analize funkcjonalng. Oryginalny problem poczatkowo-brzegowy (2.1)-(2.3) ma naste-
pujace stabe sformutowanie.

Problem PE. Znalezé u,v € L*(0,T;V) i ¢ € L*(0,T; H*(Q) N H}(Q)) takie, ze
ug, vy € L*(0,T;V*) idla p.w. t € (0,T) zachodza réwnosci

(e, Mv=xv + /Q(oqux — U, )N dT

(2.9)
= fo(t,u(t,1))n(1) — fi(t,u(t,0))n(0) dla kazdego n €V,
(v, vy + [ (Brve + Br06,)Gode 210
= go(t, 0( D)C(1) — g1t 0(£,0))C(0) dla kazdego C €V,
/ﬂ bubadar + A /Q (u—v)edz =0 dla kazdego € € HL(Q), (2.11)

i spelniony jest warunek poczatkowy (2.2).



Rozdziat 3

Istnienie slabego rozwigzania

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenie 3.6 o istnieniu stabego rozwiazania ba-
danego problemu rézniczkowego. Najpierw dowiedziemy cztery lematy.

Podzielmy Problem PE na dwa problemy pomocnicze: eliptyczny (Problem E) oraz
paraboliczny (Problem P).

Problem E. Dla ustalonych w, z € L*(0,T; V) znalez¢ ¢ € L*(0,T; H*(Q)) N H(2))
takie, ze dla p.w. t € (0,7T)

/Q Unlrda + A /Q (w—2)¢de =0 dla kazdego € € HL(Q). (3.1)

Problem P. Dla ustalonych w, z € L*(0,T;V) i¢ € L*(0,T; H*(Q) N H}(Q)) znalezé
u,v € L*(0,T;V) takie, ze us, vy € L*(0,T;V*) i dla p.w. ¢t € (0,T)

(ue, Myvexy + /Q(Oélux — autp, ) nda

(3.2)
= fa(t,w(t, 1))n(1) — fi(t,w(t,0))n(0) dla kazdego n €V,
* x T xd

(v, Q)v xv+/Q(5lv + Boviby ) Cod (3.3)

— ga(t, 2(,1))C(1) = ga(t, 2(£,0))C(0)  dla kazdego ¢ €V,

z poczatkowymi warunkami (2.2).
Zdefiniujmy przestrzen wektorowa dla dowolnego 7" > 0

X = {(u,v) € L*(0,T;V) x L*(0,T; V) : us,v; € L*(0,T;V*)} (3.4)
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Z norma

| (u, V)|l xr = lullz20,mv) + [Vl z20mvy + [lwell z2omv+) + [[vellzz 0.1+,

T T
lulfsorwy = [ @t il s = [ lu®)]

Bedziemy uzywac¢ dwdch topologii w tej przestrzeni, silnej oraz stabej.
Zdefiniujmy zbior

(3.5)
2. dt.

B = B(Ta QOa Qh Q27 R07 Rla RQ)
sparametryzowany przez czas T > 0 i state Qg, Q1, Q2, Ry, R1, Ry > 0
B={(w,z) € Xy : HwH%Q(O,T;H) < Qo; waH%Q(QT;H) < Q1
”ZH%Q(O,T;H) < Ry, HZ:EH%Z’(O,T;H) < Ry, (3.6)
||wt||%2(0,T;V*) < Qe ”ZtH%Q(O,T;V*) < Rof.

Zbior B jest wypukty i silne domkniety w X7, zatem jest tez stabo domkniety. 7 faktu,
ze jest tez silnie ograniczony wynika, ze jest stabo zwarty. Zdefiniujmy operator

Ap: B — L*(0,T; H*(2) N Hy(£2)),
ktory dowolnej parze (w,z) € B przyporzadkowuje jedyne rozwigzanie ¢ € L?(0,T;
H3(Q2) N H} () Problemu E oraz operator
A, : B x L*(0,T; H*(Q) N Hy () — X,

ktory dowolnej parze (w,z) € B i funkcji ¢ € L*(0,T; H*(2) N HY(Q)) przyporzad-
kowuje jedyne rozwiazanie (u,v) € Xr Problemu P. Skladajac te dwa operatory,
mozemy zdefiniowaé operator

A:B— Xp, Aw,z)=A,(w,z Ap(w,z)).

Rozwiazaniem Problemu PE jest (u,v,¢) wtedy i tylko wtedy, gdy (u,v) jest punk-
tem stalym operatora A oraz ¢ = Ag(u,v). Podamy kilka lematéw, ktére implikuja
poprawnos¢ definicji Ag, Ay, A 1 ktore beda przydatne przy wykazywaniu istnienia
rozwigzania Problemu PE.

Lemat 3.1. Problem E ma jedyne rozwigzanie i prawdziwe jest nastepujgce oszaco-
wanie

[0 2@ < CAl(w(t) — 2(8) |z dlapw. te€(0,T), C>0. (3.7

Dowdd. Istnienie dla p.w. t € (0,7") oraz jedynosé¢ stabego rozwiazania ¢ = ¢(t,-) €
H} () wynika z [8, rozdzial 6.2, twierdzenie 3]. Nastepnie z [8, rozdzial 6.3, twierdzenie
5] dla p.w. t € (0,T) ¥(t) € H*(Q2) oraz

1)) < CIA@(E) — (E) v dla paw. ¢ € (0,7). (3.5)

Zauwazmy, ze z mierzalnosci w, z wzgledem ¢, liniowosci rownania (3.1) i nieréwnosci
(3.8) wynika mierzalnosé ¢ wzgledem ¢. Stad

T T

| Iln@dt < [ Irw(t) - @)}t < oo (3.9
i w konsekwencji v € L?(0,T; H3(Q2) N H{(2)). Oszacowanie (3.7) wynika z [8, rozdzial
6.3, twierdzenie 4]. O
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Lemat 3.2. Jezeli zaloZenia (Hy), (Hy), (Hz) sq spelnione, to Problem P ma jedyne
rozwigzanie.

Dowéd. Zauwazmy, ze ¢, € L*(0,T; H*(Q)) oraz f;(-,w(-,0)), fi(-,w(-, 1)), g:(+, 2(+, 0)),
gi(+,z(+,1)) € L*0,T), i = 1,2 sg danymi funkcjami. Dowdd istnienia i jedynosci
rozwiazania probleméw liniowych postaci (3.2) i (3.3) jest standardowy i moze by¢
przeprowadzony na przyktad przy uzyciu metody Galerkina, analogicznie do dowodu
w [7, twiedzenie 11.7]. O

Lemat 3.3. Jesli zaloZenia (Hy), (Hy), (H2) sq spelnione, to istnieje T > 0 takie, Ze
A B(T,Qo, Q1,Q2, Ry, Ry, Ry) — B(T, Qo, Q1, Q2, Ro, Ry, Ro)

dla pewnych Qy, Q1, Q2, Ry, R1, Ry > 0.

Dowdd. Niech (w, z) € B(T, Qo, Q1,Q2, Ro, Ry, Rs), gdzie Qq, Ry sa dowolne, a T, 1,

()2, Ry, Ry zostana okreslone poézniej. Oznaczmy 1 = Ag(w, z) oraz (u,v) = A,(w, z,9).
Wyprowadzimy oszacowanie ,a priori” dla Problemu P, ktadac n = wu(t) w (3.2)
i¢=uv(t) w(3.3), otrzymamy

5 lu@)lF+enllua ()] — Oéz/Qu(t)%(t)ux(t)dx

= fot,w(t, 1)ult, 1) = fi(t, w(t, 0))u(t,0),
1d

5 OBl + Bz | vyin(Bvs(t)da 51D
= g2<t7 Z(ta 1)>U(ta 1) — 0 (t> Z(t, O))’U(t, O),
dla p.w. t € (0,7). Udowodnimy oszacowania:
||U'96||%2(0,T;H) < Q1(Qo, Ro),
2
[wllZ20.mm) < Qos (3.12)
||Ut||%2(o,T;V* < Q2(Qo, Q1(Qo, Ro), Ro).

(3.10)

Dowdd oszacowan:

||Ux”L2 (O,T3H) S R1(Qo, Ro),
HUHL2(0,TH < R,
”UtH%?(O,T;V* < Ra(Qo, R1(Qo, Ro), Ro)

pomijamy, gdyz jest analogiczny.

Najpierw wykazemy pierwsza nieréwnosé w (3.12). Zacznijmy od oszacowania wy-
razenia ag o [u(t), (t)u.(t)|dz w (3.10). Korzystajac z faktu, ze ¢,(t) € H'(Q)
7 cigglego zanurzenia HY(Q) C C() (zobacz twierdzenie 1.43) i nieréwnosci Cau-
chy’ego z epsilonem (zobacz lemat 1.37 ), mamy

s | ult)n(t)us(t)|de
< az [ (eun(®) + COL®) Pl ())da
< aze [ fua(t)Pd + azCOu(DlF vy [ [ut)Pd

Qg

= 7 e + Cllva®)llze @ lu®) 1
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po polozeniu € = 2. Poniewaz zanurzenie H'(Q) C C(Q) jest ciggle, otrzymujemy

az [ [u(®)a(Oun(®)lde < SHlua (Ol + Cllat) o )y
< ), + Ol (Ol Iu(t) I3

oraz z (3.7)

as /Q ()t (t)uq(t)|dz < %Huz(t)lﬁf + Cllw(t) — 2(&) 3 lu) |- (3.13)

Do oszacowania cztonéw brzegowych w (3.10), tj. prawej strony, ustalmy dowolne
5 € (%, 1). Zdefiniujmy Z = H*({2). Na podstawie twierdzenia 1.43 przestrzen ta jest
zanurzona w sposob cigglty w C(Q)). Rozwazmy trojke przestrzeni V C Z C H. Zanu-
rzenie V' C Z jest zwarte (zobacz twierdzenie 1.43) oraz zanurzenie Z C H jest ciagte.
Z lematu Ehrlinga (lemat 1.45) wynika, ze dla dowolnego ¢ > 0 mozemy znalezé
C(e) > 0 taki, ze

D] < Nyl < Cllyllms@) < ellyelln +Ce)llyla,
| < < ) <

ly(0)| < |lyllz=) < C|ly elyellz + C(e)ylla,

dla wszystkich y € V. Szacujemy teraz cztony brzegowe w (3.10). Z (H,), nieréwnosci
Cauchy’ego z € = 1, nieréwnosci Cauchy’ego i powyzszych nieréwnoéci otrzymujemy

|2t w(t, 1))u(t, V)| + [fi(t, w(t, 0))u(t, 0)]

HS

< (@12 + ag|w(t, 1)])[u(t, 1)] + (a1 + azi|w(t, 0)])[u(t, 0)]
< |u(t, 1)]? + Cag + age|w(t, 1)) + |u(t,0)]* + C(a1; + aoi|w(t,0))?
< Jut, DI + [u(t, 0)]” + 2C(aty + aze|w(t, 1)*) + 2C(at; + az [w(t, 0)[
< Jult, D +[ult, 0)]* + C + Clu(t, DI + Clu(t, 0)°
< ellus ()7 + COu®)lfy + C + ellwa ()l + Clen)llw(t)l7,
gdzie state €, €; sa dowolne. Wezmy € = %! w ostatnim oszacowaniu, co po uwzgled-
nieniu (3.13) w (3.10) i skorzystaniu z nieréwnosci Cauchy’ego daje nieréwnosé
d
@l + anllua (O]
ay
< @l + Cllwt) = 2Ol lu®)k (3.14)
aq
+ 7 el + Cllu@® + € + allw (Ol + Cle)llw@) I
i w efekcie

d
T @l + anlua(®)7

(3.15)
Clw®Nz + Izl + Dlu®lE + C + ellwa ()1 + Clen)llw(®) 13-
W szezegblnosei na podstawie (3.15) stwierdzamy, ze
Nl 1?

< Clw®Iz + 2@ + DIlw@®lz + C + allwa (@)l + Clen) w5
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Lemmat Gronwalla (lemat 1.44) implikuje, ze dla wszystkich ¢ € [0, T] mamy

lu(®)|? < <eJy CU@IB+12(5) I3 +1)ds

x [HUOH%+/0t(0+61\|wx(8)|!12q+0(61)Hw(8)\|?{)d81

< OT+C [; (I3 +=0l13)dt (3.17)
T
X [HUOII?{ + CT+/O (exlwa ()7 + C(el)llw(t)llé)dt}

< C(T+Qo+Ro) (HuoHqu +CT 4+ C(e)Qo + 61@1)-

Catkujac (3.14) od 0 do T, otrzymujemy

(T~ )y + e [l (o)t

< /OT Clw®lz + =1 + Dlw®E + C + ellwa ()]l + Clen) () [[Fdt,

T T
ar [ (Ot < Clluliorm [ (@l + 20 + Dat

! (3.18)
+CT + [ (ellwa (0)l + Clen) lw®))dt + ol

Korzystajac z nieréwnosei (3.17), po wykonaniu elementarnych przeksztatcen otrzy-
mujemy

“uﬂ&”%Q(OTH)
Clluoll + T + Ce1)Qo + €1Q1) (1 + (T + Qo + Rp)eCT+RotHo)y
610Q1(1 + (T + Qg + Ry)eCTHeotho))
+ CO(|uol|% 4+ T + C(e1)Qo) (1 + (T 4 Qo + Ry)eCTHQoFRo)y,

Bez straty ogolnosci mozemy zatozy¢, ze T' < 1, a stad

HUIH%Q(O,TH €1CQ1(1 + (1 + QO + R ) 1+Q0+R0))

+ C(Jluoll% + 14 C(e1)Qo) (1 + (1 + Qo + Ro)eClHRotRo), (3.19)
Ustalmy Qo, Ro > 0. Wezmy
1
€1 = 2C(1 + (14 Qo + Ry)eC(+Qo+Ro)) (3.20)
oraz
Q1 =20 (||luo|% + 1+ C(e1)Qo) (1 + (1 4+ Qo + Ry)eC+@o+Fo)y, (3.21)

Z nieréwnosci (3.19) wynika, ze

HuﬂfH%Q(O,T;H) < Q1
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Calkujac (3.17) po przedziale (0,7, otrzymujemy
HUH%Q(O,T;H) < CTeCTHHR)(Jlug |3 + T + Cle1)Qo + 1Qn). (3.22)
Uwzgledniajac, ze T' < 1, mamy
ull 20 7.0y < CTeC0FRoTR) (|lug |2 + 1+ Cle)Qo + €1Q1) = TF(Qo, Ro),

gdzie F'(Qo, Ro) nie zalezy od T, a tylko od Qo, Ry. Stad jesli wezmiemy 7" = min{1,
%}, to otrzymamy
2
||u||L2(O,T;H) < QO)
czyli druga nieréwnos¢ w (3.12).

Pozostato oszacowaé HutH%Q(O’T;V*) przez odpowiednie s, tzn. uzasadnié trzecig
nieréwno$¢ w (3.12). Niech n € L?(0;T;V) bedzie dowolne. Uwzgledniajac nieréw-
no$¢ Schwarza, zatozenie (Hs), ciagte zanurzenie H'(Q) C C(Q) i inkluzje L*(0,7T) C
LY(0,7T), mamy

[t n @)t [ [ @rn(e) (e (O (B
= [ [t wlt. (e, 1) — it wlt, 0)n(r, 0)]ar,

[ Gt n0)-vt]

<o [ [ Jua@ln@ldede+as [ [ @l om0l

4 [ ans + @bt DI D]+ ars + asloft, 0Dl 0

<ar [ Tl )l + [ Jonlt) o)l a0
[ (o + o+ G+ a0 o) ()

<ar [ Nue®llaln@lvd + oz [ 10u®)llo[u®llallnd)va

T
[ (e + Clam + aaa)l[w(®) v ) In(t) e

< anl|uell 220 10l 220,15y + c2llte || 220,700 () 11| oo (0,710 11| L2 0,75
+ Cilnllz20,mv) + Callwl| 20,07 17| 220,737

<

o [Jusllr2o,m;m) + c2l|¥allr20,r;n0 ) |ull Lo 0,500) + Ch

+ Collw| 220,70y | 10l 22 0,7y -

A stad

||utHL2(O,T;V*) < OélHUxHL?(o,T;H) + Oé2||¢m||L2(o,T;Loo(Q))HUHLOO(O,T;H)
+C + CZHwHLQ(O,T;V)-
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Na podstawie lematu 3.1 i ciagglego zanurzenia H'(2) C C'(Q2) wnioskujemy, ze
V2| (@) < Cllta ()l 0) < Cllv (@) n2@) < Cllw(t) — 2(8)||a,

[Vl 22075000 0)) < ClJwllL20m:m) + 2]l 20.73m0))-
Ponadto z (3.17) wynika, ze

1
Jullz oz < T+ gl + €T + Cle)Qo + 61 )
gdzie €1, )y dane sa wzorami (3.20), (3.21). W konsekwencji mozemy napisaé, ze

||ut||L2(O,T;V*) < G<T7 Q07 Qh RO)?

gdzie
G(T. Qo Q1. Ro) = 1Qf +azC(@Q + RYeA T+ (Jug |} + CT + Cler)Qo

+ 61@1)2 +C) + \/§CZ<Q§ + Q%)

Wystarczy polozy¢ Qy = G*(T, Qy, Q1, Ry), co koriczy dowdd lematu. O

Uwaga 3.4. Dowdd lematu 3.3 jest mozliwy bez uzycia lematu Ehrlinga, ale z do-
datkowymi silnymi ograniczeniami na state wystepujace w modelu, w szczegdlnosci na
wspotezynniki dyfuzji.

Niech B = B(T, Qo, @1, Q2, Ro, R1, R2) bedzie zbiorem skonstruowanym przy po-
mocy lematu 3.3.

Lemat 3.5. Jesli zalozenia (Hy), (Hy), (H2) sq spelnione, to operator A : B — B jest
ciggowo stabo ciggly.

Dowéd. Rozwazmy ciagi w, — w i z, — z stabo zbiezne w L?(0,T; V') oraz (w,); — wy
i (2,); — 2 stabo zbiezne w L?(0,T;V*), gdzie w,, z,,w,z € B. Niech (u,,v,) :=
A(wp, z,) 1 Yy, = Ap(wy, 2,). Musimy pokazaé, ze u, — u i v, — v sa stabo zbiezne
w L*(0,T;V) oraz (u,); — u; i (v,): — v; sa stabo zbiezne w L%(0,T;V*), gdzie
(u,v) := Aw, 2).

Jako, ze (u,,v,) € B i B jest zbiorem ograniczonym w X7, to istnieje podciag,
ktory dla uproszczenia oznaczmy znowu przez (u,,v,) taki, ze u, — w i v, — v
sa stabo zbiezne w L*(0,T;V). Co wiecej (un); — @ i (v,); — ¥ sa stabo zbiezne
w L2(0,T;V*) oraz & = u; oraz v = v;. Jesli uda nam sie pokazac, ze (u,v) = Aw, 2),
to po powtorzeniu rozumowania dla dowolnego innego stabo zbieznego podciagu ciagu
(tn, vy,) oraz skorzystaniu z lematéw 3.1, 3.2 o jednoznacznodci rozwiazania Probleméw
P i E i twierdzenia 1.29 dowd6d bedzie skonczony.

Dla dowolnych n € L*(0,T;V), ¢ € L*(0,T;V) oraz £ € L*(0,T; H}(Q)) zachodzi:

Awwmmmmwww+[fxmwm@—%%®wm@ﬁNMMt

., (3.23)
= [ (Faltwn(t. 0)n(t.1) = (2w (2. 0)n(t,0))dt,
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/OT<( n)i(t), € V*det+/ / (ﬁl U)o (t) + Bavn(t )(%)z(t))(m(t)dxdt
= / 2t 20 (t, 1))C(E 1) = gi(t, 2a(t,0))C(2,0))d,

//wnm )l dxdt+>\/ [ (walt) = 200 )€(0)datt = . (3.25)

Z lematu 3.1 mamy oszacowanie

(3.24)

||¢n||L2(0TH2(Q)) C(||wn||L2 (0,1;H) + |20l L2 OTH))

a stad ciag 1, jest ograniczony w L?(0,T; H?(2). Wobec tego istnieje podciag, ozna-
czony dla uproszczenia znowu przez i, taki, ze v, — ¢ stabo w L?(0,T; H*(2)).
Zauwazmy, ze dla ustalonego & € L?(0,T; H}(€2)) funkcjonaty

2O @) ep— [ /Q pe(D)E(t)dadt,

L2(0,T;V) Ep—>/ / #)dzdt

sg liniowe i ograniczone, gdyz

T
‘/0 /pr(t)fx(t)dxdt’ < &l e2o,mm 1Pl L2 0,712 (@)

T
[ ] pos@dedt] < Il Ipllzora

Mozemy wiec przejsé¢ do granicy w (3.25), co implikuje

/ /wm )€ (t dxdt+>\/ / ()dxdt—() (3.26)

a zatem ¥ = Ap(w, 2).

Pozostato przejsé do granicy w (3.23). Dla (3.24) dowdd jest analogiczny, wiec
go pomijamy. Przejécie do granicy w sktadnikach z pochodna po czasie i ze staty oy
wynika wprost ze stabej zbieznosci podciagu u,, — u oraz z liniowosci i ograniczonosci
odpowiednich funkcjonatéw catkowych po ustaleniu funkcji prébnych.

Teraz przejdziemy do granicy w sktadniku nieliniowym, tj. zawierajacym (1, ).
Mozemy napisaé

/ / (“n — u(t) . (t ))nx(t)dl'dt
B OT/Q (u" V) (t)n(t)dadt

- OT/Q(I/JHJC Ve )) (t)n.(t)dzdt (3.27)
Jo /Q( )2 (8)Ne(t)dadt
+ OT i 1Dn x dxdt_/ /1/% dxdt
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Ponownie korzystamy z lematu 3.1 i uzyskujemy oszacowanie
[l < C(Nwnllioam + lzall = )

A zatem ciag v, jest ograniczony w przestrzeni L>°(0,T; H*(2)), gdyz ciagi w,, 2,
sa ograniczone w L*(0,T; H) na podstawie twierdzenia 1.34. Istnieje zatem podciag
oznaczony dla uproszczenia przez v, taki, ze 1, — ¢ stabo w L>(0,T; H*(Q)). Za-
uwazmy, ze funkcjonal

L>(0,T; H*(Q 6p—>/ /px t)dadt

jest liniowy i ograniczony dla ustalonej funkcji probnej n. Istotnie,

’/ /px ). (t dxdt\
< [ Ipe®liiay o)l ()t

< Clull 20,2, |10l 20,7560 1P| o0 (0,712 (02))

dla dowolnego p € L>=(0,T; H*(Q2)). W konsekwencji na podstawie stabej zbieznosci
podciaggu v, stwierdzamy, ze

/ / U)o (Du(t)n (£)dudt — / / W (H)u(t)ng(t)dadt. (3.28)

Z twierdzenia Aubina-Lionsa (twierdzenie 1.46) o zwartoSci mamy
u, —u silniew L*(0,T; H).

Przypomnijmy, ze ciag 1, jest ograniczony w przestrzeni L>(0,T; H?(f2)). Zatem

[ mae) = ) @ 6) et

3.2
< [ 1Ol Ol 1) — () (329)
< HwnHL‘X’(O,T;H%Q)‘|772HL2(0,T;H)Hun - UHL?(O,T;H)
i w efekcie
/ / (un(t) = ut)) (W) (0o (0)|daedt — 0. (3.30)

W ten sposéb na podstawie (3.28) i (3.30) lewa strona w (3.27) zbiega do 0.
Musimy jeszcze przejsé do granicy w sktadniku brzegowym. Korzystajac z faktu,
ze operatory Niemyckiego

{y € L*(0,T;V) : y, € L*(0,T;V*)} 5y — y(-,0) € L*(0,T),
{y € L*(0,T;V) 1y € L*(0,T5V*)} 3y — y(-, 1) € L*(0,T)

sg zwarte, istnieja podciagi takie, ze

wy(+,0) — w(-,0), w,(-,1) — w(-,1) silniew L*(0,T).
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Warunek wzrostu (Hj) implikuje oszacowania:
| f1(t, wa(t, 0)| < ann + aaiwa(t, 0)],
| fo(t, wa(t, 1)| < arg + age|wa(t, 1)],
dla p.w. t € (0,T). Na podstawie twierdzenia 1.41 istnieja podciagi takie, ze
wy(t,0) — w(t,0), wy(t,1) — w(t,1) pw.w(0,7T)

oraz
wn(t,0)] < g(t),  [wat, )] <A(t) p.w.w(0,T),

gdzie g,h € L*(0,T) C L'(0,T). Zatem
|f1(t, wa(t,0)] < an +ang(t) pw.w(0,7),
| fo(t,wn(t,1)| < aa + agh(t) p.w. w (0,7).

7 ciggtosci funkcji fi, fo wzgledem drugiej zmiennej wnioskujemy, ze:
fi(t,w,(t,0)) — fi(t,w(t,0)) p.w.w (0,7),

fo(t,w,(t,1)) — fo(t,w(t, 1)) p.w.w (0,7T).

Przejscie graniczne

T
| (ol wat, 1)n(, 1) = £t wa(t, 0D, 0)at
T
= [l wl ))n(t,1) = filt wlt, 0)n(t,0)de
jest bezposrednig konsekwencja twierdzenia Lebesque’a o zmajoryzowanym przejsciu

granicznym (twierdzenie 1.42). W ten sposéb dowéd lematu zostal zakoniczony. ]

Twierdzenie 3.6. Niech zalozenia (Hy), (H1), (Ha) bedg spelnione. Wtedy istnieje
T > 0 takie, Ze Problem PE ma rozwigzanie.

Dowdd. Dowdd wynika wprost z twierdzenia Schaudera-Tychonoffa 1.27 oraz lematéw
3.1, 3.2, 3.313.5. O



Rozdzial 4

Jednoznacznos$¢ stabych rozwigzan

W tym rozdziale pokazemy, ze Problem PE ma co najwyzej jedno rozwiagzanie. Po-
niewaz niektore nieréwnosci uzasadnia si¢ analogicznie jak w pierwszej czesci dowodu
lematu 3.3, pewne szczegoty techniczne pomijamy.

Twierdzenie 4.1. Niech Zatozenie H bedzie spelnione. Wtedy Problem PE ma co
najwyzej jedno rozwigzanie na przedziale [0, T] dla dowolnie ustalonego T > 0.

Dowdéd. Ustalmy dowolne 7" > 0. Przypu$émy, ze Problem PE ma dwa rozwiazania
(w1, v1,¢1), (ug, v2, @) na [0, T]. Pokazemy, ze sg one réwne. Oczywiscie na podstawie
(2.9), (2.10), (2.11) mamy

(v + [ (o) = agu(é0)onede

(4.1)
= fa(t,ui(t,1))n(1) — fi(t, ui(t,0))n(0) dla kazdego n €V,
(1), Qvexv + /Q(ﬂl((vl)x + Bov1(¢1)2)Cpd 43
= ga2(t, v1(t,1))C(1) — g1 (t, v1(¢,0))C(0)  dla kazdego ( €V,
/Q(m)wémdx + A /Q (u1 —v1)édz =0 dla kazdego & € H(€), (4.3)
(o) mhvesy + [ (@1(u), = aguala). s "
= oty unlt, D)n(1) — it us(t,0)n(0)  dla kaidego 7€V,
((v2)e, Qvexv + /9(51((1)2)95 + Bova(d2)4)Cpdr @5

= ga(t, va(t, 1))C(1) — g1(t,v2(¢,0))¢(0)  dla kazdego ( €V,
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/Q (62)aad + A /Q (us — vp)édz =0 dla kazdego € € HY(Q).  (4.6)
Wprowadzamy sztuczne zero:

—u1(91)z + u2(P2)e = —u1(1)e + ui(P2)e — ur(P2)e + u2(P2)s,

V1(01)z — v2(¢2)s = V1(d1)z — vi(P2)e + V1(P2)z — v2(P2)e-

W ten sposéb po odjeciu stronami (4.1) i (4.4) oraz (4.2) i (4.5) dostajemy tozsamosci

(= )by + [ o —up)ome = [ wn(ér = d)meda

—a [ (@2)u(ur —windr = (Lt w D) = hltwE 1)y @)

— (At ur(t,0)) = fi(t, ua(t,0)))n(0)  dla kazdego n €V,

<(Ul - UZ)ta C>V*><V + /ﬂﬁl (Ul - U2)x§r + 62 /Q U1 (¢1 - ¢2)1‘<§Cd$
+ 6 [ (@2)a(v1 = v)Godr = (ga(t, 01(, 1)) = go(t, 2, 1)) (438)
— (91(t,01(t,0)) = g1 (£, v2(t,0)))¢(0)  dla kazdego ¢ € V.

Kladziemy 7 := u(t) — ua(t), ¢ := vi(t) —ve(t) w (4.7), (4.8), odpowiednio i otrzymu-
jemy

ld 2 2
5l = w2 O + el (e =)o (1)
=0y [ n(t)(61 = 62)2(0)(tn — wa)(1)dr
(4.9)
= [ (62)a(0) = w2) ()1 — w)o(t)da
= (falt, wn (8, 1)) = folt. ua(t, 1)) (1) = ua(t, 1)
= (At (£,0) = fi(t a8, 00)) (1 (£,0) = (8, 0)),
1d 9 9
Sl = w) Ol + Bill (0 = ) (D
+ 8 [ 0161 = 2)ut) (01 = v2)a(t)da
(4.10)
4By [ (62)() (0 = va) ()01 = v (B)dr

= (92(t, v1(t, 1)) = ga(t, va(t, 1)) (02 (¢, 1) = (1))
— (92(t,01(¢,0)) = g1 (¢, v2(¢, 0))) (01 (£, 0) — va(t, 0)),

dla p.w. t € (0,7"). Réwnanie

/Q bubada + A /Q (w1 — us) — (v — w))Edz =0 dla kazdego € € HI(Q) (4.11)
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ma jedyne rozwiazanie ¢ = ¢1 — ¢ € L*(0,T; H*(2) N HJ(Q2)) (zobacz (4.3) i (4.6)),
a ponadto

(@1 = 2) D) 2() < CA[(wr = ug)(t) = (1 =v2) (D) dla pw. L€ (0,T), (412)

co uzasadnia si¢ tak samo jak lemat 3.1. Analogicznie
l62llize) < CAl(uz — v2)B)llw dla paw. ¢ € (0,7). (4.13)

Postepujac podobnie jak w dowodzie lematu 3.3, po skorzystaniu z (4.12) i (4.13),
otrzymujemy nastepujace oszacowania calek oraz warunkéw brzegowych w (4.9):

0 | (£)(01 — 02), (1) (1 — o) (1) d
< Tl = w2)o ()15 + Clhus (1161 = 62) (1) o
= )0+ Clen () = wa) (1) + 0 = 2) (0.

%H(Ul — ) (1) 5 + Cl(d2) (1) 3721 (1 — ug) (1) ||
< %H(Ul u2) ()7 + C(lua ()17 + o2(8) 1) 1 (ur — u2) (0) )17,

(fo(t,ua(t, 1)) = fa(t ua(t, 1)) (ui(t, 1) — ua(t, 1))
< Ly, (ui(t,1) — ug(t, 1))? (4.14)
< %H(Ul — un)o () I3 + Cll(ur — u2) (8) |17,

(f1(t,ui(t,0)) — fi(t, ua(t,0)))(ui(t,0) — uz(t, 0))
< Ly, (ur(t,0) — us(t,0))?
< %H(Ul — u2)o(t)| 5 + Cll(ur — ug) (1)[|%-

W konsekwencji otrzymujemy

CclltH(ul —u) )l < Cllua@lf + w7 + o217 + 1)

(4.15)
X (1 (ur = u2) ()][7 + 11 = v2) (O)1I7).
Podobnie szacujac wyrazenia w (4.10), mamy
i||(Ul — )OI < Clua@®IF + NorIF + llv2(0)[[7 + 1)
dt " " " " (4.16)

< (| = u2) ()77 + 1(v1 = v2) () 7)-
Dodajac stronami (4.15) i (4.16), otrzymujemy

d 2 2
dt(ll(ul — ) ()7 + (I (v1r = 02) (@) )

Cllua @7 + lua @z + o1 (D17 + el +1)
X (Hu1 —u) @)l + l(vr = v2) (D7) dlapw. te(0,7).

28



A stad lemat Gronwalla implikuje, ze dla wszystkich ¢ € [0, T
1wy = uz) ()15 + [ (01 — v2) ()5
efOT C([lur )|1F+Hlu2 (O F+vi (O +llv2 (|7 +1)dt (4.17)

1(ur = u2) (O)I[% + [I(vr — v2)(0) [ 7)-

Prawa strona w oszacowaniu (4.17) jest réwna zero, gdyz u1(0) = u3(0), v1(0) = v5(0).
Wobec tego u; = uy , v1 = ve. Z jedynosci rozwiazania réwnania (4.11) wynika, ze

¢1 = Pa. O

<
X



Rozdziat 5

Nieujemnos¢ stabych rozwigzan

W niniejszym rozdziale udowodnimy nieujemnosé stezen w(t), v(t) dla t € [0, 7]
ip.w. x €, oile warunki poczatkowe ug, vy sa nieujemne dla p.w. x € (2.

Twierdzenie 5.1. Niech Zalozenia H, H' bedg spetnione. Wtedy dla wszystkich t €

[0,T], dla ktérych istnieje rozwigzanie Problemu PE na przedziale [0,T], mamy, Ze

Dowdéd. Rozwazmy problem pomocniczy, ktéry od Problemu PE rézni sie tym, ze
zamieniamy wu,v na ut,v" w czlonach nieliniowych reprezentujacych silty elektroche-
miczne w (2.9), (2.10), gdzie ™ = max{u, 0}, v" = max{v, 0}.

Problem PET. Znalezé u,v € L*(0,T;V) i ¢ € L*(0,T; H*(Q) N H}(Q)) takie, ze
ug, vy € L*(0,T;V*) oraz dla p.w t € (0,T)

(ug, Myvesy + /Q(alux — aut ¢y )n,da
= fa(t,u(t, 1))n(1) — fi(t,u(t,0))n(0) dla kazdego n €V,

(5.1)

<Ut; <>V*><V + A(ﬁlvx + ﬂ2v+¢x)<mdx
= g2(t, v(t,1))C(1) — g1(t, v(¢,0))C(0)  dla kazdego ¢ €V,

/Q ool + A /Q (u—v)edx =0 dla kazdego ¢ € H(Q), (5.3)

z warunkami poczatkowymi (2.2).

(5.2)

Problem PE* ma lokalne w czasie stabe rozwigzanie (u, 7, ¢) na pewnym przedziale
[0, Ty]. Uzasadnienie tego faktu jest analogiczne jak dowdd twierdzenia 3.6.

Wykazemy, ze Problemy PE™ i PE sg réwnowazne, tzn. ze dowolne (u,v, @) jest
rozwiazaniem Problemu PE* na zadanym przedziale [0, 7] wtedy i tylko wtedy, gdy
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jest rozwigzaniem Problemu PE na tym przedziale. Ponadto zauwazymy, ze kazde
rozwigzanie (u, v, ¢) Problemu PE' ma te wlasno$é, ze u(t), v(t) € H, dlat € [0,T].

Zalézmy, ze (u,v,¢) jest rozwiazaniem Problemu PET na [0,7]. Pokazemy, ze
u(t) € Hy i v(t) € Hy dla wszystkich ¢t € [0,7], a w konsekwencji (u,v, @) jest
rozwigzaniem Problemu PE na [0, T]. Rozumowanie przeprowadzimy tylko dla u, gdyz
dla v jest ono analogiczne. Zauwazmy, ze u = u™ —u~, gdzie v~ = — min{u, 0}. Biorac
n:=u"(t) w (5.1), otrzymujemy

1d, _ _ _ -
—5 2l Ol = ealluz (Ol = folt, u(t, D))u™ (1) = filt, u(t, 0)u™(¢,0)
dla p.w. t € (0,T). Z zatozenia (H;") prawa strona w powyzszej tozsamosci jest nie-
ujemna, co implikuje nieréwnosé

Ld

S O+ aalluz (B <0

dla p.w. t € (0,7"). Po scatkowaniu na przedziale (0,t) otrzymujemy

1, Lo I, _
SO + o [Nz ()13 < Slla ()13

dla p.w. t € (0,7, co oznacza, ze u~(t) = 0 dla wszystkich ¢ € [0,7], gdyz v~ (0) =0
z zalozenia (Hy ). A stad u(t) = u™(t), ¢t € [0,T] i wobec tego u spelnia réwnanie (2.1)
w Problemie PE. Zauwazmy, ze pokazalismy réwniez, ze kazde rozwigzanie Problemu
PE™ jest takie, ze u(t) € Hy i v(t) € H, dla wszystkich t nalezacych do przedziatu,
na ktorym to rozwiazanie istnieje.

Zatézmy teraz, ze (u,v, ¢) spetnia Problem PE na przedziale [0, T]. Jak juz weze-
$niej zauwazyli$my, istnieje rozwiazanie (u, 0, ) Problemu PE* na pewnym przedziale
czasowym [0, Ty]. Z rozumowania powyzej wynika, ze (@, v, $) musi réwniez spetniaé
Problem PE na tym przedziale. Jezeli T' < Ty, to z twierdzenia 4.1 o jednoznacznosci
rozwigzania Problemu PE stwierdzamy, ze (u, v, ¢) = (u, v, ¢) na [0, 7], a tym samym
(u, v, @) jest rozwiazaniem Problemu PE™ na [0, T7.

Jezeli jednak Ty < T, to do uzasadnienia, ze (u, v, ¢) jest rozwiazaniem Problemu
PE™ na [0, 7] uzyjemy metody bariery. Oznaczmy zatem przez Ty supremum wszyst-
kich Ty takich, ze (1,7, @) jest rozwigzaniem Problemu PET na [0, Ty] (moze sie zda-
rzyé, ze Ty = +00). Jezeli Ty > T, to rozumowanie sprowadza sie do poprzedniego
przypadku T < Ty. Pokazemy teraz, ze przypadek Ty < T prowadzi do sprzeczno-
éci. Zauwazmy, ze (4, v, ¢) musi réwniez spetniaé Problem PE na kazdym przedziale
[0, Ty — €], co z jednoznaczno$ci rozwigzania Problemu PE implikuje, ze (4,7, ¢) =
(u,v, ¢) na przedziale [0, Tp). Poniewaz u,v € C([0,T]; H), mamy lim,_ 5, ||a(t)||xz =
lim, 7, [[u() |z = ||w(To)l|ln < oo, lim; g, [|0() | = lim; g, [Jo(®)[|m = [Jo(To)l[n <
oo i mozemy przedtuzyé rozwiazanie (u,v,¢) Problemu PET zaczynajac od Ty, co
prowadzi do sprzecznosci z tym, ze T} jest supremum.

Pokazaliémy, ze Problemy PE™ i PE sa rownowazne i ich rozwigzanie jest takie,
ze u(t) € Hy iv(t) € Hy dla wszystkich t € [0, T], co konczy dowdd. O
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