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Streszczenie

Praca dotyczy badania istnienia, jednoznacznosci, regularnosci oraz ciagtej za-
leznoéci od warunku poczatkowego i prawej strony stabych rozwigzan, w przestrze-
niach Sobolewa, liniowych parabolicznych réwnan rézniczkowych czgstkowych dru-
giego rzedu z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym Dirichleta. Zagad-
nienie rozwazone jest w przypadku wielowymiarowym. W dowodzie odpowiedniego
twierdzenia wykorzystuje si¢ teori¢ réwnan wariacyjnych i metode Galerkina. W szcze-
g6lnosci udowodniono twierdzenie pomocnicze o istnieniu, jednoznaczno$ci i wlasno-
Sciach rozwiazan wariacyjnych rownan rézniczkowych pierwszego rzedu z warunkiem
poczatkowym.

Stowa kluczowe

Paraboliczne rownanie rozniczkowe, rownanie ciepta, warunek Dirichleta, rownanie
wariacyjne, metoda Galerkina.



Abstract

The paper concerns the study of existence, uniqueness, regularity and continuous
dependence on the initial condition and the right-hand side of weak solutions in the
Sobolev spaces to linear parabolic second-order partial differential equations with the
initial condition and the boundary Dirichlet condition. The problem is considered in
the multidimensional case. In the proof of the suitable theorem the theory of wa-
riational equations and the Galerkin method are used. In particular, the auxiliary
theorem on existence, uniqueness nad properties of solutions to first-order wariational
differential equations with initial condition is proved.

Keywords

Parabolic differential equation, heat equation, Dirichlet condition, wariational equ-
ation, Galerkin method.



Wstep

Teoria réwnan rézniczkowych, zwyczajnych i czastkowych, réznych typow bazuje
czesto na metodach osrodkowych przestrzeni Hilberta. Rownania z dodatkowymi wa-
runkami, poczatkowym, brzegowym lub poczatkowo-brzegowym, przeksztatcane sa
na rownania operatorowe w przestrzeniach Hilberta. Rozwiazania takich zagadnien
operatorowych nazywane sg uogoélnionymi lub stabymi rozwigzaniami oryginalnych
probleméw rézniczkowych. Nasze badania bedziemy prowadzi¢ w przestrzeniach So-
bolewa bedacych przestrzeniami Hilberta.

Bardzo waznym zagadnieniem w teorii réwnan rézniczkowych jest kwestia ist-
nienia, jednoznacznosci i regularnosci rozwigzan. Przedmiotem tej pracy jest dowdd
twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci, regularnosci i ciagtej zaleznosci od prawej
strony stabych rozwiazan, w przestrzeniach Sobolewa, liniowych parabolicznych réw-
nan rézniczkowych czastkowych drugiego rzedu z warunkiem poczatkowym i warun-
kiem brzegowym Dirichleta. Dokladniej, rozwazamy réwnanie ciepta. Problem bada
sie w przypadku wielowymiarowym. Dowod wspomnianego twierdzenia oparty jest na
teorii réwnan wariacyjnych i metodzie Galerkina. W szczegdlnosci udowodniono twier-
dzenie pomocnicze o istnieniu, jednoznacznosci i wlasnosciach wariacyjnych réwnan
rozniczkowych pierwszego rzedu z warunkiem poczatkowym. Istotng role w przepro-
wadzonych badaniach odgrywa pojecie tzw. trojki ewolucyjnej. Wynika to z faktu, ze
problemy rézniczkowe rozwazane sa w dwoch przestrzeniach Hilberta V' i H.

Rozwazane zagadnienia paraboliczne opisuja zwykle fizyczne zjawiska ewolucyjne,
takie jak przeptyw ciepta lub dyfuzje masy.

Praca napisana jest na podstawie rozdzialu 23 w monografii [7]. Wykorzystano
rowniez wiele twierdzen z teorii rownan rézniczkowych, rownan wariacyjnych i analizy
funkcjonalnej podanych w [1], [2], [3], [6], [8], [10]. Badanym zaganieniom po$wigcone
sa réwniez monografie [4], [5], [9].

Praca podzielona jest na cztery rozdzialy. W rozdziale pierwszym sformutowano
podstawowe definicje i twierdzenia pomocnicze. W rozdziale drugim zdefiniowano pro-
blem rézniczkowy. Rozdzial trzeci poswiecony jest istnieniu, jednoznacznosci, regu-
larnosci oraz ciagtej zaleznosci od warunku poczatkowego i prawej strony rozwigzan
wariacyjnych rownan rézniczkowych pierwszego rzedu z warunkiem poczatkowym.
Dowdéd odpowiedniego twierdzenia oparty jest na metodzie Galerkina. W rozdziale
czwartym udowodniono twierdzenie o istnieniu, jednoznacznosci, regularnosci oraz cia-
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glej zaleznosci od warunku poczatkowego i prawej strony stabych rozwiazan réwnania
ciepta z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym typu Dirichleta. Wyko-
rzystano w tym celu wspomniane twierdzenie o réwnaniach wariacyjnych pierwszego
rzedu. W tym rozdziale przedstawiono tez wyniki eksperymentéw numerycznych.



Rozdziat 1

Oznaczenia, podstawowe definicje
i twierdzenia pomocnicze

W tym rozdziale sformutujemy podstawowe defnicje i twierdzenia pomocnicze,
ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci pracy.

1.1. Podstawowe definicje

Przestrzen wektorowa (X,+,R,-) nad R bedziemy oznaczaé krotko przez X. Sym-
bolem R, oznaczamy przedzial [0, 00).
Niech X bedzie przestrzenia wektorows nad R.

Definicja 1.1. Przeksztatcenie ¢ : X — R nazywamy formag liniows, gdy dla dowol-
nych x,y € X oraz «, 8 € R zachodzi

Plax + By) = ag(x) + Bo(y).

Definicja 1.2. Przeksztatcenie ¢ : X x X — R nazywamy forma dwuliniows, gdy
jest liniowe ze wzgledu na pierwsza zmienng, tzn. ze

¢lax + Py, 2) = ad(z, z) + Be(y, )

oraz liniowe ze wzgledu na druga zmienna, tzn. ze

o(z, 0z + By) = ag(z,z) + (2, y)
dla dowolnych z,y,z € X oraz «, 8 € R.

Definicja 1.3. Forme dwulinowa ¢ : X x X — R nazywamy symetryczng, gdy dla
wszystkich x,y € X zachodzi warunek

o(z,y) = d(y, ).

Definicja 1.4. Przeksztalcenie ||-|| : X — R, nazywamy norma, gdy dla wszystkich
x,y € X oraz dla dowolnej statej a € R zachodzi:

1. [jz]| =0 & z =0,
2. ||az|| = |o||]],
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3. |z +yll < l=[| +[lyll
Definicja 1.5. Pare (X, || - ||) nazywamy przestrzenig unormowana.
Niech (X, || - ||) bedzie przestrzenia unormowana.

Definicja 1.6. Forme liniowg ¢ : X — R nazywamy ograniczong, gdy istnieje stata
d > 0 taka, ze dla kazdego x € X zachodzi nieréwnosé

|6(2)] < dlfx]].

Definicja 1.7. Norme liniowej ograniczonej formy ¢ : X — R definiujemy wzorem
1]l = (M > 0: |6(x)] < Mllall, =€ X},

Definicja 1.8. Forme dwuliniowa ¢ : X x X — R nazywamy ograniczona, gdy istnieje
stata d > 0 taka, ze dla dowolnych z,y € X zachodzi nieréwnosc¢

|0z, ) < dl[z]]l|yl]-

Definicja 1.9. Forme dwuliniowg ¢ : X x X — R nazywamy silnie dodatnio okre-
slong, gdy istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla kazdego x € X zachodzi nieréwnosé

¢z, ) > cflz]|*.

Definicja 1.10. Ciag (u,) elementéw z przestrzeni X nazywamy zbieznym do ele-
mentu v € X, gdy dla kazdego € > 0 istnieje ng € N takie, ze dla kazdego ng < n € N

|wn — ul] < e

Definicja 1.11. Ciag (u,) elementéw z przestrzeni X nazywamy ciagiem Cauchy’ego,
gdy dla kazdego € > 0 istnieje ny € N takie, ze dla kazdego no < n,m € N

[|un — uml|| < e

Definicja 1.12. Przestrzen unormowana (X, || - ||) nazywamy przestrzenia zupeina,
gdy kazdy ciag Cauchy’ego elementow z przestrzeni X jest zbiezny do elementu nale-
zacego do X.

Definicja 1.13. Przestrzeii unormowana (X, || - ||) nazywamy przestrzenia Banacha,
gdy jest zupelna.

Definicja 1.14. Przestrzen unormowanag (X, ||-||) nazywamy przestrzenia osrodkowa,
gdy istnieje podzbior A C X przeliczalny i gesty w tej przestrzeni.

Definicja 1.15. Przeksztalcenie (-, ) : X x X — R nazywamy iloczynem skalarnym,
gdy dla wszystkich z,y, 2z € X oraz statych «, 8 € R zachodzi:

L (az + Py, 2) = a(z, 2) + B(y, 2),
2. (z,2) 20, (z,2)=0&2=0,
3. (z,y) = (y, @)

Definicja 1.16. Pare (X, (-, -)) nazywamy przestrzenig unitarna.
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Definicja 1.17. Méwimy, ze (X, (-, -)) jest przestrzenia Hilberta, gdy jest przestrzenia
unitarna, ktéra jest zupelna z norma indukowang przez iloczyn skalarny, tj. ||z|| :=
(z,2)2, z € X.

Definicja 1.18. Przestrzen Banacha X nazywamy refleksywna, gdy jej obraz w za-
nuzeniu kanonicznym pokrywa sie z cata przestrzenig bidualng X**.

Niech G C RY bedzie zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, o mierze m(G) >
0. Kazde dwie funkcje okreslone i catkowalne w sensie Lebesgue’a na G uwazamy za
identyczne, gdy sa one réwne prawie wszedzie na GG. Relacja rownosci prawie wszedzie
jest relacjg réwnowaznosci.

Definicja 1.19. Symbolem LP(G), 1 < p < oo oznaczamy przestrzen klas réwnowaz-
nosci relacji réwnosci prawie wszedzie funkcji u : G — R z norma

oy += ( [, lu(a)dm)” < oo,

Definicja 1.20. Przez L} (G), 1 < p < oo rozumiemy przestrzen funkcji v € LP(K)

loc
dla kazdego mierzalnego w sensie Lebesgue’a podzbioru zwartego K C G.
Definicja 1.21. Niech G C R bedzie zbiorem otwartym. Symbolem C5°(G) ozna-
czamy przestrzen funkcji u : G — R nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych
o noéniku zwartym w G.

Definicja 1.22. Niech G C R¥ bedzie zbiorem otwartym. Przypuéémy, ze u, D% €

L. (G)ia=(ay,...,ay), a; = 0,i=1,..., N, jest wielowskaznikiem, || = a; +

...+ ay. Mowimy, ze D%u jest o - staba pochodng w sensie Sobolewa funkcji u, gdy
/ uD®¢dz = (—1)l / D udda
e} a

dla wszystkich funkcji probnych ¢ € C5°(G).

Definicja 1.23. Rozwazmy liczbe rzeczywista p taka, ze 1 < p < oo oraz liczbe
catkowita m = 0,1,....Wébwczas przestrzen wszystkich funkcji v € LP(G) takich, ze
dla kazdego wielowskaznika «, |a| < m, staba pochodna D*u € LP(G) nazywamy
przestrzenia Sobolewa i oznaczamy symbolem W™P(G). W szczegdlnosci dla m = 0
otrzymujemy WOP(G) = LP(G). Ponadto dla p = 2 przyjmuje sie oznaczenie H™(G) =
Wm2(@G).

Definicja 1.24. Norme w przestrzeni Sobolewa W™P(G), 1 < p < oo okre$lamy

WZzZOorem )
ullmp = (3 /G,Dau(x)|pdx)p.

laj<m

Definicja 1.25. Méwimy, ze funkcja s : [0,7] — X jest prosta, gdy
s(t) =>_ xg,(t)u;, tel0,T],
i=1

gdzie kazdy ze zbioréw E; C [0,T] jest mierzalnym podzbiorem, a u; € X, i =
1,...,m.
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Definicja 1.26. Méwimy, ze u : [0,7] — X jest silnie mierzalna, gdy istnieje ciag
funkeji prostych s, : [0,T] — X taki, ze

sp(t) = u(t) dla pw. te(0,T).

Definicja 1.27. Symbolem LP(0,7;X), 1 < p < 0o oznaczamy przestrzen funkcji
silnie mierzalnych w : [0,7] — X takich, ze

T 1
o = ([ lu()IPat)” < oo.

Definicja 1.28. Niech v € L'(0,T;Y). Funkcja u™ € L'(0,T;Z) jest uogdlniona
pochodng n-tego rzedu funkeji u, gdy

[ us e = (-1 [ u @)ty

dla wszystkich funkcji probnych ¢ € C5°(0,T).

Definicja 1.29. Tréjka ewolucyjna nazywamy uktad trzech przestrzeni
VCcHCV"

ktore spetniajg warunki:

(i) V jest rzeczywista, osrodkowa i refleksywna przestrzenia Banacha,
(ii) H jest rzeczywista, osrodkowa przestrzenia Hilberta,
(iii) zanurzenie V' C H jest ciagle, tzn. Ze istnieje stata C' > 0 taka, ze

ollg < Cllvllv, veV,

iV jest gesta w H.

Definicja 1.30. Niech V C H C V* bedzie trdjka ewolucyjna. Symbolem W1r(0, T
V, H) oznaczymy przestrzen funkcji u : [0,7] — V takich, ze v € LP(0,T;V) i v €
L9(0,T; V™), gdzie % + % =1,1<p,q<o0.

Definicja 1.31. Norme w przestrzeni W'P(0,T;V, H),
definiujemy wzorem

1,1 _
};+a—1,1<p,q<oo,
ullwrsomv,m = |[ulleryy + W] Lamve,

gdzie w € WP(0,T;V, H).

Definicja 1.32. Zbior B={ey, e, ...} elementéw rzeczywistej przestrzeni unormowa-
nej X nazywamy baza Schaudera tej przestrzeni, gdy dla kazdego x € X istnieje
doktadnie jeden ciag liczb rzeczywistych (o, )nen taki, ze

)
xr = Z Q.
n=1
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Definicja 1.33. Operator A : V — V™ jest silnie dodatnio okreslony, gdy
< Au,u >v= Cllully, weV

dla pewnej statej C' > 0.

Definicja 1.34. Méwimy, ze ciag (z,)neny elementéw przestrzeni Banacha X jest
stabo zbiezny do x € X, co symbolicznie zapisujemy

Tp — X,

gdy
" (z,) = x*(x)

dla kazdego ograniczonego funkcjonatu linowego z* € X*.

1.2. Twierdzenia pomocnicze

Twierdzenie 1.35. Ciag (u,) elementéw z przestrzeni X jest zbiezny do elementu
u € X wtedy i tylko wtedy, gdy

n—oo
Twierdzenie 1.36. Jesli ¢ : X — R jest formg liniowq ograniczong, to
(9| < [|9]l]|z]l, =€ X.

Twierdzenie 1.37. Forma liniowa ¢ : X — R jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy
jest ograniczona.

Twierdzenie 1.38. KaZda przestrzen Hilberta jest refleksywna.

Twierdzenie 1.39. Przestrzen Hilberta jest osrodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy ma
baze Schaudera.

Twierdzenie 1.40 (Banacha-Alaoglu). W refleksywnej przestrzeni Banacha X z kaz-
dego ciggu ograniczonego (x,)nen elementéw przestrzeni X da sie wybraé podcigg stabo
zbiezny do pewnego elementu x € X.

Twierdzenie 1.41. Niech V. C H C V* bedzie trojkg ewolucyjng @ niech 1 < p,q <
5 + = 1. Funkcja u™ € L9(0,T;V*) jest n-tg uogdlniong pochodng funkcji
u € LP(O T V) wtedy i tylko wtedy, gdy

/OT( (1), v)mo™ / <u™(t),v >y ¢(t)dt, veV, ¢eCP0,T).

Uwaga 1.42. 7 twierdzenia 1.41 i definicji 1.28 wynika, ze dla dowolnie ustalonego

veV
dTL

dtn
Uwaga 1.43. Jesli V ma skonczony wymiar, to

(u(t),v)g =< u™(t),v >y .

(u™(t),v)g =< u™(t),v >y, veEV.



1.2. Twierdzenia pomocnicze 11

Twierdzenie 1.44. Niech G C RY ma miare Lebesque’a skoriczong. Jesli 1 < p; <
Py < 00, to:

i) LP(G) C L (G),

p2—P1

@) ([ fller @) < (m(G)) 222 || fl| ez ) -

Twierdzenie 1.45. Przestrzern W20, T;V,H), 1 < p < 0o, zanurza si¢ w sposéb
ciggly w przestrzeni C([0,T], H), tzn. Ze

ulleqor,m < Cllullwieoryvm, we W' (0,T;V,H)

dla pewnej statej C' > 0.

Uwaga 1.46. Nierownos¢ w twierdzeniu 1.45 rozumiana jest w nastepujacym sensie.
Jesli u € WHP(0,T;V, H), to istnieje doktadnie jedna ciagta funkcja u; : [0,T] — H
réwna prawie wszedzie na [0, 7] funkcji u, a ponadto

uilleqo,m < Cllullwirorv,m)-

Twierdzenie 1.47 (O catkowaniu przez czesci). Niech u,v € WHP(0,T;V, H),1 <
p < oo. Wowczas

(w(t),v(&) g — (u(s),v(s)y = /St ( <d(7),0(1) >v + < V'(1),u(r) >v )dT

dla 0 < s <t <T. Przez u(t),u(s),v(t),v(s) rozumiemy wartosci ciggtych funkcji
u,v:[0,T] — H w sensie twierdzenia 1.45.

Twierdzenie 1.48. Jesli cigg (x,)nen elementéw przestrzeni Banacha X jest zbiezny
do x € X, to jest stabo zbieiny do x. Kazdy cigg stabo zbieiny jest ograniczony.
Ponadto jesli x,, — x, to

el < Timinf 12|

Twierdzenie 1.49. Jesli cigg (u,)nen elementow przestrzeni Banacha X ma podcigg
(Un, Jken stabo zbieiny do u € X @ kazdy jego podciqyg, ktory jest stabo zbiezny tez jest
stabo zbiezny do u, to cigg (u,)nen jest stabo zbieiny do w.

Lemat 1.50 (Nieréwnosé Cauchy’ego z epsilonem). Dila dowolnych a,b € R i dla

dowolnego € > 0 zachodzi
2

b
bl < ea® + .
|ab ea—|—46

Lemat 1.51 (Nieréwno$¢ Cauchy’ego-Schwarza). W Przestrzeni unitarnej (X, (-, ))

@ o)l < ll=ll llyll, 2y € X,

Lemat 1.52 (Nieréwno$é Holdera). Zalézmy, ze 1 < p,q < o0 i % —1—% = 1. Jesli
felP(G)ige LIG), to

[ 1fgldz <111 llv@llgl oo
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Niech X bedzie przestrzeniag Banacha i niech funkcja F' : [0,7] x X — X oraz
punkt o € X beda zadane. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

y'(t) = F(t,y(t) dla pw. te(0,7T),
(1.1)
y(0) = yo.
Lemat 1.53. Przypusémy, zZe:
i) F jest silnie mierzalna wzgledem t dla kazdego y € Y,

ii) F spelnia lokalny warunek Lipschitza wzgledem y dla p.w. t € (0,T),

iii) F spelnia warunek wzrostu typu liniowego, tzn. Ze istnieje o € L, .(0,T) taka, ze
dla pow. t € (0,T) i dla kazdegoy € Y

1E® Yl < e+ ly])-

Woéwczas problem (1.1) ma jedyne absolutnie ciggle rozwigzanie na [0,T).

Twierdzenie 1.54 (o $ladzie). Niech 1 < p < oo. Istnieje dokladnie jeden ograni-
czony operator liniowy

T: WY (G) — LP(0G)
taks, ze:

Z) Tu = U’|5G7 gdy u € WLP(G> N 0(6)7

it) [|Tul[Lroc) < Cllullwise)
dla kazdej u € WIP(Q), przy czym stala C zalezy od p, N i G.

Twierdzenie 1.55. Przestrzenie H = L*(Q), V = H}(G), V* stanowiq tréjke ewo-
lucyjng, gdzie H}(G) jest podprzestrzeniq przestrzeni H'(G) funkcji zerujacych sie na
0G w sensie sladu.

Twierdzenie 1.56. W przestrzeni Sobolewa H} (G)

N 1
lo|lv = (/GZ Dau(e)Pdz)?, veV
i=1

jest normg réwnowazng normie ||v||; 2.



Rozdziat 2

Paraboliczne réwnania rozniczkowe
drugiego rzedu

Niech G C RY bedzie zbiorem otwartym i niech 0 < 7' < oo bedzie ustalone.
Definiujemy zbiér @ = G x [0, T]. Oznaczmy dla uproszczenia: D; = %, D =_2

iy 6Zj8$i’
,7=1,...,N.

Definicja 2.1. Kwadratowa symetryczna macierz liczbowa A jest potokreslona do-
datnio, gdy wszystkie jej warto$ci wtasne sg nieujemne.

Definicja 2.2. Niech funkcje a;;,b;,¢c,f : @ — R, 4,7 = 1,..., N beda zadane.
Roéwnanie rézniczkowe czastkowe drugiego rzedu

N N

w(z,t) = Y ai(z, t)Dinu(x,t) + > bi(x, t)Diu(z, t) + c(z, t)u(z, t) + fz,t) (2.1)
ij=1 i=1

jest paraboliczne (w sensie Waltera), gdy macierz A(z,t) = [a;(z,t)]Y,_; jest pol-

okreslona dodatnio w zbiorze Q).

Naszym gltownym celem jest dowdd twierdzenia o istnieniu, jednoznacznosci i wia-
snosciach stabych rozwiazan, w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa, liniowego réw-
nania parabolicznego drugiego rzedu szczegdlnej postaci, a mianowicie

w(x,t) = Au(z, t) + f(x,t), (x,t) €Q (2.2)

z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym typu Dirichleta. Ponadto wyka-
zemy pomocnicze ogolne twierdzenie o istnieniu i wlasnosciach jedynego rozwigzania,
w odpowiednich przestrzeniach Sobolewa, wariacyjnego liniowego réwnania réznicz-
kowego pierwszego rzedu postaci

jt(u(t),v)H +a(u(t),v) =<b(t),v >y, veV (2.3)
dla p.w. ¢t € (0,T), z warunkiem poczatkowym
w(0) = up € H, (2.4)
gdzie
VcHCV"

13
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jest trojka ewolucyjna, zas
a:VxV-=R

jest forma dwuliniowg oraz

b:[0,T] — V™.

Symbol (-, )y oznacza iloczyn skalarny w H, a symbol < b(t),v >y oznacza warto$é
formy b(t) € V* na elemencie v € V. Wykorzystamy w tym celu aproksymacyjna
metode Galerkina dla zagadnien wariacyjnych.

Dla zobrazowania metody wariacyjnej rozwazmy jednowymiarowe réwnanie (2.2)
z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym Dirichleta

u(x,t) = Dyu(z, t) + f(x,t), (x,t) € (0,1) x [0,T],
uw(z,t) =0, (z,t)€{0,1} x[0,T], (2.5)
uw(z,0) = ug(x), z€(0,1),

gdzie f € L*((0,1) x (0,T)) i ugp € H sa zadane; V = H}(0,1), H = L?*(0,1). Szu-
kamy rozwiazania v € W12(0,T;V, H) problemu (2.5), gdzie W12(0,T; V, H) oznacza
przestrzeri Sobolewa funkcji v € L*(0,T;V) takich, ze u; € L*(0,T;V*) i zerujacych
sie na koncach przedziatu G = (0,1) w sensie Sladu. Przyjmijmy na chwile, ze dla
p.w. t € (0,T) funkcja u € L*(0,T;Cs(0,1)) taka, ze u; € L2(0,T;Cg°(0,1)) spetia
problem rézniczkowy (2.5) i pomnézmy réwnanie rézniczkowe w (2.5) przez gladka
funkcje probnag v € C§°(0,1), a nastepnie scatkujmy to réwnanie po G. Wykonu-
jac jedno catkowanie przez czesci wzgledem = czltonu Dyju(z, t)v(x) i uwzgledniajac
warunek brzegowy, otrzymujemy tzw. rownanie wariacyjne

1 1 .
/ u(z, t)v(z)d +/ Dyu(z,t)Dyv(z)dx = / fla,o(z)dz, veCE(0,1)
0 0 0
i réwnowaznie
ccilt/ol u(z, t)v(z)de + /01 Dyu(x,t)Dyv(x)dr = /01 f(z,t)yv(z)dz, ve C5(0,1),

dla p.w. t € (0,T). Aproksymujac funkcjami gtadkimi, przekonujemy sie, ze powyzsza
tozsamosé zachodzi nie tylko dla funkcji v € C§°(0,1), ale w istocie dla wszystkich
v € V; co wiecej, otrzymana réwnos¢ ma sens nawet wowczas, gdy wiadomo jedynie,
ze u € WH2(0,T;V; H). Mozna bowiem udowodni¢ wprost z definicji, ze

d 1
< u(t),v >y= %/0 u(z, t)v(z)de, vevV,

gdzie u; € L*(0,T;V*). Oczywiscie pozostate dwie calki réwniez maja sens dla takich
przestrzeni, gdyz iloczyn dwéch funkcji nalezacych do L?(0, 1) jest funkcja catkowalna.
Przez rozwigzanie stabe albo inaczej w wogdlnionym sensie oryginalnego problemu
rézniczkowego (2.5) bedziemy teraz rozumieé¢ funkcje u € W12(0,T; V, H) spetiajaca
dla p.w. t € (0,7) réwnanie wariacyjne

d

a(u(t),v)H + /01 Dyu(z, t)Dyv(x)dr = /01 flz,t)v(z)dz, veV (2.6)
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i warunek poczatkowy
uw(0) = ug(x), =z € (0,1). (2.7)

Wybieramy przestrzen V = H; (0, 1), aby uwzgledni¢ warunek brzegowy.
Zdefiniujmy forme dwuliniowsg

1
a(u,v) :/ Dyu(z)Dyv(x)dx, u,v eV
0
oraz forme liniowa
1
< b(t),0 >p= / fla,t(z)dz, veV.
0

Roéwnanie wariacyjne (2.6) mozemy teraz zapisa¢ w postaci

d

%(u(t),v)g + a(u(t),v) =< b(t),v >y, veV.

W dalszej czeéci pracy bedziemy zaktadaé, ze G C RY jest obszarem ograniczo-
nym.



Rozdziat 3

Wariacyjne réwnania rézniczkowe
pierwszego rzedu. Metoda (alerkina

Niech 0 < T' < oo bedzie ustalone. Niech ponadto V' C H C V* bedzie tréjka
ewolucyjna. Rozwazmy dowolne odwzorowania:

a:VxV =R,

b:[0,T] — V™.
Problem P. Znale$¢ v € W12(0,T;V, H) takie, ze dla p.w. t € (0,T)

d

%(u@)’ U)H + a(u(t), U) =< b(t), v >y, UE Vv (31)

i spetniony jest warunek poczatkowy
u(0) = uy € H. (3.2)
Przyjmujemy nastepujace zatozenia.

Zalozenie Z
(Zy) V. H C V* jest tréjka ewolucyjna, dim V = oco. Przestrzenie V i H sa
osrodkowymi przestrzeniami Hilberta.
(Z3) Forma a : VxV — R jest dwuliniowa, ograniczona, symetryczna i silnie dodatnio
okreslona:
a(u,u) > cluly, eV, (3.3)

gdzie ¢ > 0. Ponadto, ug € H i b € L*(0,T;V*).
Niech {wy,wy, ...} bedzie baza Schaudera przestrzeni V, za$ (u,) ciagiem elemen-
téw przestrzeni V,, := span(wy, ..., wy) takim, ze
Uno — Uy w H (n— 00).

Uwaga 3.1. Jesli Zalozenie Z jest spelnione, to istnienie bazy Schaudera {wy, ws, ...}
wynika wprost z twierdzenia 1.39. Z kolei istnienie ciagu u,o jest konsekwencja faktu,
ze V =U,en Va 1 gestosci V w H.

16
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Problem G. Znale$¢ u,, € WH2(0,T;V,,, H) absolutnie ciagte na [0,T) postaci
un(t) = 301 ckn(t)wy, t € [0, T takie, ze dla p.w. t € (0,7T)

d .
%(un(t)ij)H"i_a(un(t)ij) =< b(t>7wj >v, )= L...,n (34)
i spetniony jest warunek poczatkowy

Un(0) = upg € V. (3.5)

Problem G nazywany jest problemem Galerkina. Korzystajac z liniowosci pochod-
nej oraz dwuliniowosci iloczynu skalarnego i formy a, uklad (3.4) mozna sprowa-
dzi¢ rownowaznie do uktadu liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego
rzedu na wspotezynniki cg,, k=1,...,n:

(jt( zn: Ckn(t)wk’wj>H T a(Xn: Ckn(t)wkywj) =<b(t),w; >y, j=1,...,n,
k=1 k=1

> [Ci(ckn(wwk,wj)H +a(cw(tywr,wy)| =< b(t),w; >y, j=1,....n,

k=1

zn: [c;lt (Ckn(t)(wk,wj)H) + Ckn(t)a/(wk,wj)} =< b(t),w; >y, j=1,...,n,

k=1

M=

[ (D) (Wi, w)) 11 + Cn(B)a(wr, wy)| =< b(t),w; >v, j=1,...,n.  (3.6)

B
Il
—

Przyjmijmy oznaczenie d;,(t) =< b(t),w; >y, j = 1,...,n. Uktad (3.6) mozemy
zapisa¢ w postaci macierzowej

/

(w,w)g .. (Wp,w1)g Cin(t) a(wy,wy) ... a(wy,,w;) C1n(t)
: n .
(wi,wy)g - (Wp,wn)H Crn (1) a(wy,wy) ... alwy,,w,) Crn (1)
din(t)
= : . (3.7)
(1)

Zauwazmy jeszcze, 7e
un(0) = cn(0)wy,
k=1

oraz istnieje dokladnie jeden wektor (v, ..., a,,) € R™ taki, ze

n

Upo = Z Opn Wy -
k=1
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A stad
ckn(0) = apn, k=1,... n. (3.8)
Macierz
(wi,w)g .. (Wn,w)g
W, = : : (3.9)
(wla wn)H CIE (wTH wn)H

nazywana jest macierzg Grama lub macierzg sztywnosci. Zauwazmy, ze jest ona nie-
osobliwa. Wprowadzamy jeszcze oznaczenia:

a(wy,wy) ... a(wy,wr)

a(wy,wy) ... a(wy, wy,)

dn(t) = (c1n(t), ..., can(t)T.

Definiujemy operator A : V — V* wzorem
< Au,v >y=a(u,v), u,veV. (3.10)

Uwaga 3.2. Jedli spelnione jest zalozenie Z, to operator A jest dobrze okreslony,
liniowy, ciagty i silnie dodatnio okreslony. Dobra okreslonos¢ i liniowos¢ sa oczywiste.
Cigglosé wynika z nieréwnodci:

| < Au,v >v=[a(u, v)] < Cllullvllollv, wo eV,
Al

ve S C’||U’||V7u ev,
za$ silnie dodatnia okreslonosé z nierdwnosci
< Au,u >y=a(u,u) > c||ul]>, ueV.

Lemat 3.3. Jesli spetnione jest Zatozenie Z, to Problem P jest rownowazny w klasie
funkcji w € WH2(0,T;V, H) operatorowemu zagadnieniu poczgtkowemu

u'(t) + Au(t) = b(t) dla pw. te(0,T), (3.11)

u(0) = up. (3.12)

Dowdéd. Niech v € W2(0,T;V, H). Przyjmijmy, ze u spetnia Problem P. Z uwagi
1.42 wynika, ze dla p.w. t € (0,7):

<u(t),v >y + < Au(t),v >y=<b(t),v >y, vEV,

< (t) + Au(t) — b(t),v >y=0, veV.

A stad
u'(t) + Au(t) = b(t) =0 dla pw. te(0,T),

czyli u spetnia problem (3.11), (3.12).
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Zatézmy teraz, ze u jest rozwiazaniem zagadnienia (3.11), (3.12). Korzystajac
z faktu, ze u/(t), Au(t), b(t) € V* dla p.w. t € (0,T), mozemy napisac:

<u'(t)+ Au(t),v >y=<b(t),v >y, vEeEYV,

< (t),v >y + < Au(t),v >y=<b(t),v >y, veYV,

dla p.w. t € (0,7). W konsekwencji uwaga 1.42 implikuje, ze u jest rozwigzaniem
Problemu P. O

Twierdzenie 3.4. Jesli Zalozenie Z jest spelnione, to:

(1) dla kazdego n € N Problem G ma dokladnie jedno rozwigzanie u,,
(i) Problem P ma dokladnie jedno rozwigzanie u,
(iii) istnieje stata D > 0 taka, ze dla dowolnego ug € H i b € L*(0,T,V*) zachodzi
nierownosc
ullwr 202,y < D(l[uollm + [[6]|2200v4)), (3.13)

gdzie u jest rozwigzaniem Problemu P, tzn. Ze odwzorowanie
H x L*(0,T;V*) 3 (ug,b) = u € W-*(0,T;V, H) (3.14)

jest ciggte,
(v) a) up, >u w C(0,T],H) (n— o0),
b) uy, wu w L*0,T;V) (n— o0).

Dowdd. Najpierw udowodnimy punkt (i).

Ustalmy dowolne n € N. Zauwazmy, ze Problem G ma jedyne rozwiazanie wtedy
i tylko wtedy, gdy uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych (3.7) z warunkiem po-
czatkowym (3.8) ma jedyne rozwiazanie absolutnie ciagte ¢, = (c11, . - ., Can)? 1 [0, T] —
R™. Do udowodnienia tego faktu skorzystamy z lematu 1.53. Uktad (3.7) mozna za-
pisa¢ w postaci rownowaznej

) =W, Ape,(t) + W, d,(t) dla pw. te€(0,7T), (3.15)

n

gdyz macierz W, jest nieosobliwa. Niech normy w R" i w przestrzeni macierzy kwa-
dratowych M™ " beda zdefiniowane nastepujaco:

||z|| = Z.Erl1axn|x,~|, r=(x1,...,2,) € R,

=1,...,

Al = max Slagl, A= foglfyy € M7
7777 j:1
Definiujemy funkcje F : [0,7) x R" — R" wzorem
F(t,y) = —W, Ay + W, d,(2).

Funkcja F' jest oczywiscie silnie mierzalna wzgledem ¢ dla kazdego y, poniewaz b €
L?(0,T;V*). Ponadto funkcja ta spelnia warunek Lipschitza wzgledem y dla p.w.
t e (0,7):

1F(ty) — Ft, )l = W, Anly = 9)ll < WAl Ny = 9ll, - v € R™
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Z twierdzenia 1.36 wynika nastepujaca nieréwnos¢ dla p.w. ¢t € (0,7)

|din(®)] = | < b(t), w; >v | < [[b(2)]

A wiec d;, € L*(0,T) i stad ||d,|| € L*(0,T) C L},.(0,T), gdyz norma jest ciagla.
Wobec tego funkcja F' spelnia rowniez warunek wzrostu typu liniowego wzgledem y
dla p.w. t € (0,1):

V* 1Uij, j ::1,...,n.

EE I < W Al Tyl + T dn (1]

< max{||[[W, AL W d @1+ [lyl]), v € R™

Lemat 1.53 implikuje istnienie jedynego absolutnie ciagtego rozwiazania c, problemu
(3.7) z warunkiem poczatkowym (3.8).

Wykazemy punkt (ii).

Najpierw sprawdzimy jednoznaczno$é¢. Przypus$émy, ze istnieja dwa rozwigzania
uy,uy € WH2(0,T;V, H) Problemu P. Zatem na podstawie lematu 3.3 mamy:

uy(t) + Aug(t) = b(t) dla pw. te€(0,T),

U = Up

oraz

uy(t) + Aug(t) = 0(t) dla pw. te(0,T),
U2 = Up.

Potézmy u := uy — uy. Odejmujac stronami powyzsze rownania, otrzymujemy
u'(t) + Au(t) =0 dla pw. te€(0,T), (3.16)

u(0) = 0. (3.17)

Pokazemy, ze
u(t)=0 dla pw. te(0,T).

Z postaci réwnania (3.16) wynika w szegdlnosci, ze

u'(t) + Au(t),u(t) >y=0 dla pw. te(0,7T).

Catkujemy obustronnie i otrzymujemy

T
/ < (t),u(t) >y dt = / < Au(t), u(t) >y dt.
0

7 twierdzenia 1.47 o calkowaniu przez czesci mozemy napisac

[ < @) ute) >v de = (T~ (O]
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A stad
1 T
S == [ < Au(t),u(t) >v dt,
0
gdyz ||u(0)||z = 0 na podstawie (3.17). Ponadto zatozenie (Z3) i uwaga 3.2 implikuja
nieré6wnos¢

T T
—/ < Aut),u(t) >y dt < —c/ u(t)|[2dt.
0 0

Wobec tego

1 T

S+ [l <o,
czyli

r 2
| lu®lfdt =o.

Z tego wynika, ze
u(t)=0 dla pw. te(0,T).
Teraz udowodnimy istnienie rozwigzania.

W pierwszym kroku znajdziemy oszacowanie a priori rozwigzan problemu Galer-
kina G postaci

unl20m0y < (K + Bl F2mam), nEN, (3.18)

gdzie K jest stala niezalezng od n. Mnozac (3.4) przez c;,(t) oraz sumujac po j,
otrzymujemy
1d

5 77 Wn(t), un(t)) + a(un(t), un(t)) =< b(t), un(t) >v,

d 9 B
g [Unllr + 2a(un(t), un(t)) = 2 < b(t), un(t) >v .

Catkujac od 0 do T oraz korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego z epsilonem dla € := £

(zobacz lemat 1.50), twierdzenia 1.37 i ograniczonosci formy liniowej b(t), mamy

[\

DIy = OV +2 [ alun(®), ()t =2 [ < b(t), ualt) >

T T
(T +2¢ [ lun @It < fun (O +2 [ 1101 vl a0l
2 T 2 -1 r 2
<)l + [ @It + 7 [ (03

T T
[ Mun (@)1t < llunol B+ [ o)1 at

1 ostatecznie

T T
[ i < (lwalfos e [Mola). @)
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Ostatnia nieréwnos¢ i silna zbieznos$¢ ciagu u,o w przestrzeni H, a zatem jego ogra-
niczonos¢, implikuja oszacowanie (3.18).

W drugim kroku wykazemy, ze ciag u,, jest stabo zbiezny w przestrzeni L*(0,T; V),
a jego granica u jest rozwigzaniem Problemu P.

Z (3.18) wynika, ze ciag rozwiazan Galerkina u, jest ograniczony w L?(0,T;V).
Twierdzenie Banacha-Alaoglu 1.40 implikuje istnienie podciggu stabo zbieznego

Unp,

—~u w L*0,T;V). (3.20)

k

Dla uproszczenia zapisu bedziemy dalej uzywac oznaczenia u,, zamiast u,,, . Pokazemy,
robigc przejscie graniczne, ze u jest rozwigzaniem Problemu P. Na podstawie lematu
3.3 wystarczy wykazaé, ze u jest rozwiazaniem zagadnienia (3.11), (3.12).

Ustalmy dowolna funkcje ¢ € C*([0,7],R) taka, ze ¢(T) = 0. Mnozymy obu-
stronnie réwnania Galerkina (3.4) przez ¢, calkujemy po czasie na przedziale [0, 7]
i otrzymujemy tozsamosc¢

T

AT<1Q@ij>V¢@Mt+%fauhﬁﬁw»¢@ﬁﬁ:ié < b(t),w; >y (), (3.21)

7 = 1,...,n. Korzystajac z twierdzenia 1.47 o catkowaniu przez czesci, uwagi 1.43
i symetrii iloczynu skalarnego, mamy

/OT < up(t), wip(t) >y dt + /OT < w;@ (t), un(t) >y dt
= (), 06T — (1 (0), w,6(0)) .
[ @0, w3) 0yt = = [ (un0) ) ()t~ (0 0),107)16(0),

j=1,...,n. A stad tozsamo$¢ (3.21) mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej

~(n 0), ) 6(0) — [ (un(0), w) e O+ [ alun(t) w00t (322

T
:/ < b(t),w; >y ()dt, j=1,...,n.
0

Zrobimy teraz przejécie graniczne w (3.22) z n — oo. Na podstawie zbieznosci
ciagu uyg do ug w H i ciaglosci iloczynu skalarnego stwierdzamy, ze

(un(0), w;) mp(0) = (uo, w;)pep(0), n — oo. (3.23)

Chcemy jeszcze zrobié przejscie graniczne w drugim i trzecim cztonie réwnania (3.22)
z n — oo . Zdefiniujmy funkcjonat

Flp) = [ (0w (e, p € 20,5V

Funkcjonat F) jest oczywiscie liniowy. Ponadto jest on réwniez ograniczony, gdyz na
podstawie lematu 1.52 i twierdzenia 1.44 mamy

F ) < [ 160, w)ud @lde < [ o)Ll sl 01t
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</O PO v [w;[|m |6 ()|t

T 1
< Ol||wj||H||¢,||L°°(O,T)(/O lpOIdt)* = (Callew;|[al¢/]| 0.1 ) 1Pl 207
dla kazdego p € L*(0,T;V). A stad Fy, € L*(0,T; V™), czyli
T T
| w0, wp)ud (dt = [ (), w)ud'0dt, 000, (324)
0 0

na podstawie (3.20). Zdefiniujmy teraz funkcjonat

Rl = [ alplt), w)o(dr, pe 20,5V

Funkcjonatl ten jest liniowy. Jest on réwniez ograniczony, gdyz

B < [ 1alp(). w)o)ldt < O [ p0llvl vl

< CoCslwglv 18]l <o /0 Hp(t))\\%dtf = (CoCsllwsllv ]Il zo:m)) [Pl ooy
dla kazdego p € L*(0,T;V). Zatem F, € L*(0,T;V*). Wobec tego

/0 " aun(t), wy)6(t)dt — Ji " a(u(t), wy)e()dt, n — oo, (3.25)

na podstawie (3.20). Korzystajac z (3.22) i przejsé granicznych (3.23), (3.24), (3.25),
otrzymujemy, ze

—(u(0), ;)1 (0) — /0 L (), w;) ) (£)dt + /0 " au(t), wy)(t)dt (3.26)

T
:/ < b(t), w; >v S(t)dt, jeN.
0
Ustalmy dowolne v € V. Dzieki zatozeniu (Z;) istnieje ciag vy, taki, ze
U — v w V,

gdzie vy, € V,,, , tzn. ze vy, = 311 ayw; dla pewnych a; € R. Mnozac (3.26) przez a;
oraz sumujac po j od 1 do m, otrzymujemy

_ fjl a;(uo, w;) p(0) — iai /OT(U(t), w;)ud (t)dt + i@j /OT afu(t), wy)(t)dt
= iaj /OT < b(t),w; >y ¢(t)dt
— (0, vm) 1 $(0) — /OT(u(t),vm)ch’(t)dt+ /0 a(u(t), ) (t)d (3.27)

- /0 L b(t), v >y B(t)dt
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J € N. Zrobimy teraz przejscie graniczne w (3.27) z m — oo . Na podstawie zbieznosci
ciagu v,, do v w V, a wiec i w H oraz ciagtosci iloczynu skalarnego stwierdzamy, ze

(w0, Vi) #(0) = (w0, v)pd(0), m — oo. (3.28)

Chcemy jeszcze zrobi¢ przejécie graniczne w trzech pozostalych cztonach réwnania
(3.27) z m — o00. Zdefiniujmy funkcjonat

Gilbl = [ () pud' (), pEV.

Funkcjonal G jest oczywiscie liniowy. Ponadto jest on réwniez ograniczony, gdyz

G < [ 1) p)d e < [ 1)l llpllnlo 0

< [ 1l Il o)

T 1
< Culldllamin ([ Ilu®lEa)*llly = (Col6 ol Iy
dla kazdego p € V. A stad Gy € V*, czyli

J " wlt), o) ()dE — / (), 0)nd (O)dt, m — oo, (3.29)

gdyz v,, = v w V zgodnie z twierdzeniem 1.48. Zdefiniujmy teraz funkcjonat
T
Galp = [ alult).p)o(t)dt, peV.
Funkcjonal ten jest liniowy. Jest on réwniez ograniczony, gdyz
T T
Ga()| < [ latu(t), o0t < Cs [ Iluo)llvlIpllvIo()]ds

T 1
< CsCillollimon ([ Iu@)IIEdt)* llplly = (CsCallollimom lul o)) lplly
dla kazdego p € V. Zatem G5 € V*. Wobec tego

/0 " a(ut), va)o(t)dt — /0 o), v)Bdt, m— oo (3.30)

Zdefiniujmy jeszcze funkcjonat

Golpl = [ <b(0)p>v o)t peV.

Funkcjonal ten jest linowy. Jest on réwniez ograniczony, gdyz
T Tl di)
Galpl] < ol [ BOIIv-lipllvar < Cllgllimon ([ IIEdt) 1l

= (1@l =@ 1Bl ooz ) lIpllv
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dla kazdego p € V. Stad G35 € V*, a wiec

AT<Mwwmmwwmp%AT<mmv>vww@ m — oo, (3.31)

Wzér (3.27) oraz przejscia graniczne (3.28), (3.29), (3.30) i (3.31) implikuja tozsamosé
catkowa

T T

(a0, 0)6(0) — [ (u(0), V) Ot + [ alule),v)o(de = [ < b(e),0 >y ple)dr

(3.32)

Rozwazmy funkcje ¢ € C*°([0,T],R) takie, ze ¢(0) = 01 ¢(T") = 0. Dla takich
funkeji wzor (3.32) jest oczywiscie prawdziwy i przyjmuje postaé

—/ 0 ud (¢ dt+/ < Au(t),v >y ¢(t)dt = /()T<b(t),v>v¢(t)dt

i dalej

T T T
—/(mmﬂommﬁ+/'<¢@Ammv>vﬁ—/'<¢@mmv>vﬁ:a
0 0 0
Definiujemy operator

<u(t)g'(t),v >v:= (u(t)d' (t),v)y, veV (3.33)

dla dowolnie ustalonej funkcji ¢ i dla dowolnego ¢ € (0,7T). Zauwazmy, ze jest on
liniowy i ograniczony, gdyz

| <u(®)¢'(t),v >v | < |lu®)e'Ollallvlla < |lu@)e' (Ol allvllv

dla kazdego v € V. Wykorzystujac operator (3.33), mozemy napisaé¢

—AT<MWMﬂm>Vﬁ+[f<¢®Ava>vﬁ—/$<¢@Mﬁv>vﬁza

0

—/ < u(t U>Vﬁ+/ Au(t) = b(£))(t), v >y dt =0
1 ostatecznie
<—ATMQ$@ML+A?AMQ—b@»dwﬁﬂ§v:0

dla kazdego v € V. Wobec tego

~ [Fut e+ [ Au) — bt =0,

/OT u(t)¢'(t)dt = — /OT —(Au(t) — b(t))d(t)dt

dla kazdej ¢ € C§°(0,T"). Na podstawie definicji stabej pochodnej stwierdzamy, ze dla
pw.te (0,7)
u'(t) = —(Au(t) — b(t)),
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W () + Au(t) = b(t), (3.34)

dla p.w. t € (0,T). Oczywiscie u € L?(0,T;V) jako slaba granica ciagu w tej prze-
strzeni.
Z uwagi 3.2 wynika, ze

|| Au(t)]

ve < Ollu(t)]]v

Po podniesieniu do kwadratu i scatkowaniu dostajemy nieréwnos¢

T T
Ao ullEagray = [ lAu@®)fdt < C* [ lu@lfdt = Cllullfaoryy  (335)

Stad Aowu € L*(0,T;V*). Poniewaz b € L*(0,T;V*), wiec v’ € L*(0,T;V*). Lemat
3.3 implikuje, ze u jest rozwiazaniem (3.1) w problemie P.

Poniewaz u € W12(0,T;V, H) C C([0,T], H) na podstawie twierdzenia 1.45, wiec
mozemy zastosowaé twierdzenie 1.47 o catkowaniu przez czesci

T
(w(T), (T)v)ar — (u(0), $(0)v) i = /0 < u'(t), p(t)v >v + < ¢ (t)v,u(t) >v dt
(3.36)
dla kazdej ¢ € C'([0,T],R) i dla kazdego v € V. Zatézmy dodatkowo, ze ¢(0) = 1
i ¢(T) = 0. Dla takich funkcji ¢ tozsamosé (3.32) oczywiscie zachodzi. Korzystajac
z (3.32), (3.33), (3.34) i (3.36), mamy ciag réwnosci

~ul0). 0 = [ (< (0,000 >y + < S Ov.u(t) >v)de

= /OT (< b(t) — Au(t), p(t)v >v + < ¢’ (t)v,u(t) >v)dt
= [ (<000 5w 6(0)— < Au(t),0 > 9{8) + (D), V) (1)

= [ (< ble)0 > 9l6) — alult), v)o(t) + (), v} (1)) di
= —(up,v) g
dla kazdego v € V. A stad
(u(0) —ug,v)g =0, vevV,
i dalej z gestosci V' w H i liniowosci iloczynu skalarnego mamy
(u(0) —ug,v)g =0, wveH.

Z tego wynika, ze
u(0) —up € H- = {0}

i ostatecznie otrzymujemy, ze spetniony jest warunek poczatkowy (3.2) w Problemie
P

u(0) = up.
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Udowodnimy teraz punkt (iii).
Wystarczy wyprowadzi¢ nier6wnosé (3.13), gdyz ciagto$é odwzorowania (3.14) wy-
nika z tej nieréwnosci. Staba zbieznos¢

u, ~u w L*0,T;V)
i twierdzenie 1.48 implikuja oszacowanie
ullLoo.rvy < Hmuinf {|ug ||, 0.1v)-
Pierwiastkujac oraz przechodzac z n — oo w oszacowaniu (3.19), otrzymujemy

1
. . _1 — 2
lsn nf |20 ) < litm e ([ un (O)1F + 7 bl 0 r0y)

=

_1 _
= 2 (|Juol [} + ¢ 1Bl 320,24 -

Zatem )
_1 _ b
ull L2070y < €72 (HUOH%I +c 1\|b!|iz(omw>)2- (3.37)
Z (3.34), (3.35) i uwagi 3.2 wynika, ze
[/ L20,25v+) < 1Bl 220wy + [[Au]| 220,750+ (3.38)

< 6]l z20,m3v+) + Cllul| L2003

(NI

_1 —
< bllzz vy + Ce2 (Jluollyy + ¢ 1Bl 2 r) -

Na podstawie (3.37) i (3.38) otrzymujemy ciag nieréwnosci
2
|l [frs2 0 v,y = (HU||L2<0,T;V) + HU'HL%o,T;V*))

<220,y + 1120004))
_ _ _1 _ 1\2
< 2|e (Ifuol e 1Bl 22024 )+ (bl 2020 +Ce™2 (ol ¢ 1Bl [Z20,7:0))?) |

< 2] (Iuoll + 1Bl 200+ + 2(11bl1 20,70+ + C2e™ (Hluol I3 + 1Bl F20,m0+)) )
< (27 +4C% T [Juol [ + (2672 + 4 +4C% )b L2010 -
Potozmy
D? := max{2c™! +4C%c ", 2¢7% + 4 4 4C%c 2.
A stad
||UH%/VL2(O,T;V,H) < DQ(HUOH% + Hb||2L2(0,T;V*))

1 ostatecznie

[N

llullw20z.m) < D(Iluollr + 18117, 0.0 (3.39)

< D(JJuolls + 1Bl oo v )
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W dalszej czesci udowodnimy podpunkt a) punktu (iv), tzn. ze
|[tn — ul|cqo,r),m) — 0. (3.40)
Z dowodu punktu (ii) wynika, ze u,,u € W12(0,T;V, H). Wiadomo, ze zbiér wielo-

miandéow
m

p(t) :=> ta;, t€[0,T], meN (3.41)
i=0
o wspoOlezynnikach a; € V jest gesty w W0, T;V, H). Z uwagi 3.1 wiemy, ze
V = U>XV,. Wobec tego w WH2(0,T;V, H) gesty jest réwniez zbiér wielomianéw
postaci (3.41) o wspétezynnikach a; € V,,n € N. Zatem istnieje ciag wielomianéw
pn 2 [0,T] — V,,n € N taki, ze

pn—u w WH0,T;V, H).

Przypomnijmy, ze
W2(0,T:V, H) € C([0,T), H)

w sposé6b ciagly (zobacz twierdzenie 1.45). Konkludujac,
|pn = ulleqory,my < Cllpn — ullwrzomv,m — 0. (3.42)

Teraz udowodnimy, ze
[t — Pullco.r),m) — 0. (3.43)

Odejmujemy stronami tozsamosci:
u'(t) + Au(t) = b(t),

ul, (t) + Au,(t) = b(t)

i obliczamy
Uy, (1) = u'(t) + Au(t) — un(t)).

Prawdziwy jest ciag réwnosci
laa(®) = P @)1, o = pa )1 (3.49)
=2 [ <ui(s) = pis)unls) — puls) >v ds
=2 [ <u() + AQuls) = () = pils)s (uals) = u(s)) + (uls) = pas)) >y ds

_» /Ot [ < w(5) + AQuls) = un(s)), un(s) — u(s) >v
+ < u'(s) + A(u(s) — un(s)), u(s) — pu(s) >v

— < P(8)sun(s) = u(s) > = < puls), uls) = pals) > |ds

= 2/0t [ <u'(8) + A(u(s) — un(s)), un(s) >y — < u'(s) + A(u(s) — un(s)),u >v
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+ < U(s),u(s) — pu(s) >v + < A(u(s) — un(s)), u(s) — pa(s) >v
— < pL(8), un(s) — pu(s) >v }ds
= Q/Ot [ < U (8),un(s) >y + < A(u(s) — un(8)), un(s) >y — < u'(s),u(s) >y
— < Au(s) = un(s)),u(s) >v + < u'(s),u(s) — pu(s) >v

+ < A(u(s) = un(5)),u(s) = pals) >v = < P(8), un(s) = pals) >v |ds

= 2/0t [ < U (8),un(s) —u(s) >y — < A(u(s) — un(s)), u(s) — un(s) >v
+ < d/(s),u(s) — pu(s) >v + < A(u(s) — un(s)), u(s) — pa(s) >v
- < p'/n(s)7 un(s) - pn(s) >v }ds

=9 Ot [ < U (8),un(s) — pu(s) >v — < A(u(s) — un(s)), u(s) — un(s) >v

+ < A(u(s) = un(5)),u(s) = pals) >v = < Ph(8), un(s) = pals) >v |ds

=2 [ [< () = Pls)un(s) = pa(s) >v = < A(uls) = un(s)), uls) = un(s) >v

+ < A(u(s) — un(s)), u(s) — pu(s) >v }ds.

Uwaga 3.2 implikuje nierownosé
< A(u(s) — up(s), u(s) — uy(s) >y = 0. (3.45)
Korzystajac z (3.44) i (3.45) i nier6wnosci Schwarza, mamy ciag nieréwnosci
[lun(t) = pa ()17 < Nuno — pa(0)I[3 (3.46)
+2 /Ot [ < w/(s) = Pu(s), un(s) = puls) >v + < A(u(s) = un(s)), u(s) — pa(s) >v |ds
< o = pu(0)|[

12 [ |u(s) — 9l (5)

ve|[un(s) = pn(s)[lvds

+2 | | A(u(s) = un(s)llv-lluls) = puls)llvds
< funo = pa(0)|I3
+2||u" = poll2orv)[un — pallrzry) + 2[lAu — Augll 20,70 |[u — pallL2.r,v)
< luno = pa(0)[1
+2[|u" = P[00 (HunHLQ(O,T;V) + HanL2(0,T;V))
+2|[u = pull 20wy (14Ul 20z + [ Aunl |20 )

Ze stabej zbieznosci u, — v w L*(0,T;V) i twierdzenia 1.48 wynika, ze ciag u,, jest
ograniczony w L?(0,T;V), za$§ na podstawie silnej zbieznosci p, —
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w Wh2(0,T;V, H) stwierdzamy, ze ciag p, jest ograniczony w L?(0,T;V). Ponadto
cigg A ow, jest ograniczony w przestrzeni L?(0,T; V™), gdyz

|| Aun (1) |lv

[ 1Aun(5)1Bds < AN ey [ ()12,

[|A o un||r20,7v+) < [|A] |L(V,V*)

< Allzevo lun(@)]lv,

(0,75V)
na podstawie uwagi 3.2 i (3.18). Zatem korzystajac z (3.46), nieréwnosci trojkata oraz
ograniczonosci ciggow uy,, pn, A o u,, mozemy napisac

[ (t) = Pa(O)I[5 < [[ttno = Pa(O)lIFr + Cllw = pullwrzrvim

< 2 ([funo — oll3; + o — pa(0)[[3) + Cllu = pallwrzo vy

i w efekcie
[tn = PallE o) < 2 (im0 — wol 3 + ||t = pa(0)]13;) + Cllu = pullwr 2,y = 0,
gdyz u,o — ug w H z zalozenia oraz

[luo = Pn(O)|[m < [fu = pulloqoaymy =0,

[ = pallwrzorv,my — 0

na podstawie (3.42). W ten sposéb udowodnili$my wzér (3.43).
Nieréwnos¢ tréjkata oraz wzory (3.42), (3.43) implikuja

|[wn — ulleqor,m < [|un — palleqor,m + lpn — ulleqor,m — 0,

co konczy dowéd zwiazku (3.40).
Pozostato udowodni¢ podpunkt b) punktu (iv), a wiec silng zbiezno$é metody
Galerkina w L2(0,T; V), tzn. ze u, — u w L*(0,T; V).
Staba zbiezno$é¢ u,, — u w L*(0,T;V), gdy n — oo implikuje
Aou, =~ Aou w L*0,T;V). (3.47)
Poniewaz A : L*(0,T;V) — L*(0,T;V*) jest liniowe i ciagte, wiec:

T T
/ < Au, (1), u(t) >y dt — / < Au(t),u(t) >v dt, n— oo, (3.48)
0 0

/OT < b(t), un(t) >v dt — /OT < b(t), un(t) >y dt, 1 — oo. (3.49)

Korzystajac z (3.47), (3.48) i (3.49), mozemy napisaé, ze
T
/ < b(t) — Aun(t),u(t) >y + < b(t) — Au(t), un(t) >v dt

_/ (< b(t), u(t) >v — < Aun(t), u(t) >v + < b(t), un(t) >v
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— < Au(t),u,(t) >v)dt

R z/OT < (L), u(t) >y — < Aut), u(t) >y dt

_9 /0 U b(t) — Au(t), u(t) >v dt.

Wiemy z juz udowodnionego punktu (iv) a), ze u € C([0,7], H). A stad

/OT < b(t)—Auy,(t),u(t) >y + < b(t)—Au(t), un(t) >v dt—(un(T), w(T)) g+ (tno, wo)

%2/ < b(t) — Au(t), u(t) v dt — |u(T)|[} + lluoll}
Z faktu, ze v/ (t) = — Au(t) i z twierdzenia 1.47 o catkowaniu przez czesci wynika,
ze

2 [ < b(t) — Auft), u(t) v dt — (D) + ol =0, (350)

Stosujac twierdzenie 1.47 o catkowaniu przez cze¢sci do funkcji w — u,, i ©— u,, oraz
U, 1 u, odpowiednio, otrzymujemy nastepujace zaleznosci

[u(T) = un ()7 = [0 — wnol[7 (3.51)
_ Q/OT < W (t) — il (1), ult) — un(t) >v dt

— Q/OT < b(t) — Aut) — il (1), u(t) — un(t) >v dt

oraz

(un(T),w(T)) i — (tno, wo) g = /OT <up(t),u(t) >y + < u'(t),u,(t) >v dt  (3.52)

- /OT < (), u >y + < b(t) — Au(t), un(t) >v dt.

Ponadto z silnie dodatniej okreslonosci formy a mamy
< A(u(t) —un (1), ut) —un(t) >v=a(u(t) —u,(t), u(t) —u,(t)) = c|lu—u,|[;- (3.53)

Tozsamo$¢ (3.53) implikuje
2 T 2
cllu = tnl iz = ¢ [ Ilu(t) = un(0)| [t
T
< / < A(u(t) — un(t)), ul(t) — un(t) >v di
0

< /OT < AQu(t) = un(t)), u(t) = un(t) >y dt + 27 u(T) — un(T)]|2.

Obliczamy ||u(T) — u,(T)||% ze wzoru (3.51), wstawiamy do powyzszej nieréwnosci
i otrzymujemy
cllu — up| |%2(0,T;V) (3.54)
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< /OT < Ault) — un (1)), u(t) — wn(t) >v dt + 27 up — o[
+ /0 U b(t) — Ault) — ol (1), u(t) — un(t) >v dt
= 27|y — wpol[% + /OT < b(t) — Aun(t) — (), u(t) — un(t) >v di
= 27! |ug — wnol| + /OT < b(t) — Aupn(t) — oy (1), u(t) >y dt
- /0 U b(t) — Aun(t) — o (1), wn(t) >y dt
— 27w — tno|% + /OT < b(t) — Aun(t) — ol (£), u(t) >y dt
—/OT <0, un(t) >y dt

T
= 27 |ug — wno|| + /O < b(t) — Aun(t) — (1), ult) >y dt.

Dalej korzystajac z (3.54), (3.52) i (3.50), wnioskujemy, ze

T
ellu = unl[Z20 ) < 27 o — ol +/0 < b(t) — Aup(t), u(t) >y dt

- /OT <l (B),ult) >y dt
= 27 ug — uno |3 + /OT < b(t) — Auy(t), u(t) >y dt
—I—/OT < b(t) — Au(t), un(t) >v dt — (un(T), w(T) g + (Uno, uo) g

= 27 Y ug — uno|3 + /OT(< b(t) — Au,(t),u(t) >v
< b(t) = Au(t), un(t) >v)dt — (un(T), w(T)) i + (uno, o) i1
~2 [ <b(t) = Au(t), u(t) > dt— (D) + ol = 0.

A stad
lu = wnllZ20 70y = 0,

gdyz ¢ > 0. W ten sposdéb dowdd twierdzenia zostal zakonczony.
]

Uwaga 3.5. W dowodzie twierdzenia 3.4 rozwigzanie u Problemu P jest staba granica
pewnego podciagu u,, ciagu u, (zobacz 3.20). Rozwazmy teraz dowolny podciag u,,
ciggu u, stabo zbiezny do uw w przestrzeni L*(0,T;V). Powtarzajac rozumowanie
z dowodu tegoz twierdzenia, wnioskujemy, ze u réwniez jest rozwigzaniem Problemu
P. 7Z jednoznaczno$ci rozwiazania Problemu P wynika, ze v = uw. Twierdzenie 1.49
implikuje, ze

u, =~u w L*0,T;V). (3.55)

Fakt ten jest wazny ze wzgledu na obliczenia numeryczne.



Rozdzial 4

Istnienie, jednoznacznos¢ i wlasnosci
rozwigzan réwnania cieptla
z warunkiem Dirichleta

W tym rozdziale udowodnimy istnienie, jednoznaczno$é i wtasnosci stabych rozwia-
zan w przestrzeniach Sobolewa rownania przewodnictwa cieplnego z warunkiem po-
czatkowym i warunkiem brzegowym typu Dirichleta. Dowody przeprowadzimy
w oparciu o twierdzenie 3.4. Problem rozwazamy w przypadku wielowymiarowym,
tj. w obszarze Q = G x [0,T], gdzie G C RY, N € N jest obszarem z brzegiem 0G
lipschitzowskim. Zaprezentujemy tez wyniki eksperymentéw numerycznych.

4.1. Istnienie, jednoznaczno$¢ i wlasnosci rozwigzan

Przyjmijmy, ze V = H}(G), H = L*(G). W przestrzeni V wprowadzamy norme

N 1
o]y = (/GZ|Diu(gg)|2dI)2’ vev
i=1

(zobacz twierdzienie 1.56). Niech f € L?(Q) i up € H beda zadane. Rozwazmy réw-
nanie ciepta z warunkiem poczatkowym i warunkiem brzegowym Dirichleta

w(z,t) = Au(x,t) + f(z,t), (z,1) € Q,
u(z,t) =0, (z,t) € 0G x [0,T], (4.1)
u(x,0) =ug(x), = €G.

Rozumujac analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym w rozdziale 2, otrzy-
mujemy réwnanie wariacyjne

C;i(u(t),'u)H+/(;;Diu(x,t)Div(x)dx—/Gf(x,t)v(x)dx, veV (4.2)

dla p.w. t € (0,T) z warunkiem poczatkowym
u(z,0) = up(x), z€G. (4.3)
Szukamy rozwiazania u € W'2(0,T;V, H) problemu (4.2), (4.3).

Twierdzenie 4.1. Problem wariacyjny (4.2), (4.3) ma dokladnie jedno rozwigzanie
uwe W20, T;V, H). Ponadto
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(1) istnieje stala D > 0 taka, Ze

[ullwrzo,rv,m) < D(||uol g + 116]|z20,0v+)), (4.4)

gdzie
<b(t),v >y= /Gf(x,t)v(:c)dx, veV (4.5)

dla p.w. t € (0,T),
(i) uw e C(0,T], H).

Dowdd. Teze twierdzenia udowodnimy, korzystajac z twierdzenia 3.4. 7Z twierdzenia
1.55 wnioskujemy, ze zalozenie (Z;) twierdzenia 3.4 jest spetnione.
Definiujemy forme a : V x V' — R wzorem

a(u,v) = /GZDiu(x)Div(x)d:p, u,v € V. (4.6)

Sprawdzimy teraz, ze forma a jest dwuliniowa, ograniczona, symetryczna i silnie do-
datnia. Symetria wynika wprost z definicji (4.6):

a(u,v) = /GzDiu(x)Div(x)dx = /G;Div(x)Diu(x)dx =a(v,u), u,veV.

Poniewaz a jest symetryczna, wiec wystarczy pokazac liniowos¢ wzgledem na przyktad
pierwszej zmiennej. Ustalmy dowolne u,v,w € V i a € R. Obliczamy:

a(u+w,v) = /G ; D;(u+ w)(z)Dv(x)dr = /G ; (Dlu(:v) + Diw(x))Div(x)dx
= /G ; Dyu(x)Dyv(x)dz + /G Zl Dyw(x)Dyv(z)dx = a(u,v) + a(w, v),
alou,v) = /G;Di(au)(a:)Div(a:)dx = /G;aDiu(:c)Div(a:)da:

= /Gazzleiu(x)Div(x)dx = oz/Giz:lDiu(m)Div(x)dx = aa(u,v).

Zatem a jest dwuliniowa. Nastepnie sprawdzamy, ze a jest ograniczona. 7Z wtasnosci
catek wynikajg nieréwnosci

la(u,v)| = ’/GZDZu(x)DZU(x)dx’ < /G‘;Dlu(x)Dlv(x)‘da:

N
< Z/G ‘Diu(x)Div(x)‘dac, u,v € V.

Nastepnie korzystajac z nieréwnosci Holdera dla catek i nieréwnosci Schwarza (zobacz
lematy 1.52, 1.51) zastosowanej do przestrzeni euklidesowej RY, mamy

> [ D) Datde <30 ( IDyu(w)dz) / IDyo(x))|2dz)
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1

1 N 1
EQ/wu ) (3 [ Dw(@)Pda)* = lullvllellv, wve V.
=1

Zatem
la(u, v)| < [[ullv|v]lv, w,veV.

Pozostato wykazac¢ silng dodatnios¢ formy a. Whasnoéé¢ ta wynika wprost z definicji
(4.6):

N
a(u,u) = /GZ |Dyu(z)*dz = ||ull}, ueV.
i=1

Kladziemy wiec ¢ = 1 w definicji (3.3).

Pokazemy teraz, ze b € L?*(0,T;V*). Przeksztatcenie b(t) dla p.w. t € (0,7)
jest liniowe oraz ograniczone. Liniowo$¢ wynika z liniowosci catki. Ograniczonos$é zas
wykazujemy, korzystajac z nierownosci Schwarza,

| < b(t),0 >y | = |/Gf(x,t)v(x)dx|

< fOllallolle < CIfOallvlly, veV
dla p.w. t € (0,7, gdzie C > 0 jest pewna stata. A stad dla p.w. ¢t € (0,7)

[1o(®)v

< Ol a,

co implikuje oszacowanie

[ Ib@1-de < [ Cllr@de < Il < oo,

gdyz f € L*(Q). A zatem b € L*(0,T;V*). Czyli zalozenie (Z,) réwniez zachodzi.
Teza twierdzenia 4.1 wynika wprost z twierdzenia 3.4. [
4.2. Eksperymenty numeryczne

W tym rozdziale przedstawimy obliczenia numeryczne dla problemu poczatkowo-
brzegowego (4.1). Niech G = (0,1) i T" = 1. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami
Q = (0,1) x [0,1]. Potézmy

f(z,t) = 2ta* — 2tz — 212,
up(z) = 0.
Nietrudno sprawdzi¢, ze funkcja u(t,z) = t?z(z — 1) jest analitycznym rozwigza-
niem (4.1).

Do przyblizonego rozwiazania problemu (4.1) wykorzystamy metode Galerkina
opisang w rodziale 3. Niech n € N bedzie dowolnie ustalone i zdefiniujmy wezty

xj=jh, 7=0,...,n+1,
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gdzie h = n%rl jest krokiem przestrzennym. Definiujemy funkcje

(n—i—l)(x—%), T € [zj_1, 7],
wi(@) = —(n+1)(z - 25), 2 € frj,250], (4.7)
0, z€[0,1]\ [zj-1,2541],

Jj =1,...,n. Funkcje w; sg sklejeniem funkcji afinicznych, ktére wyznacza si¢ metoda
interpolacji Lagrange’a. Uktad {wy, ws, ...} jest baza Schaudera przestrzeni V.

W celu przeprowadzenia obliczen numerycznych wyznaczymy teraz macierze W,
i A, oraz funkcje d;, i stale aj,, w problemie rézniczkowym (3.7), (3.8) generowanym
przez problem (4.1). Dla uproszczenia przyjmijmy, ze

its
x]‘i‘% = n+17 j:l) 7n'
Obliczamy:
Lo
(wj, wj)w = /Owj(x)dx
B zj 9 J—1\2 Tj41 5 g+ 1\2
- /le(n+1) (x—n+1> dx+/mj [—(n+1)] (x—n+1) dx
1 j—l 3£Ej 1 j+1 3Zj+1
3(n+ )(x n+1) Ij71+3(n+ )(x n+1) N
1 1 1 1
= = 2. — 4 = 1)2. ——
3D o T3 T
_ 2
 3(m+1)’
1
(wjs1,wj)m = /Owj+1(x)wj(x)d:c
_ Yitd 2 J J+1
B _/xj (n+1) (I_n~|—1)(x_n+1)dx
Tj+1 J Jg+1
_ 12 _ _ d
m;(n+ Plo— )l o)
rl 1 25+1 (741 T,
- —(n+1)2 71‘3—7. ‘]+ .I‘Q ](]+ ).7)} J+%
1, 1 2j+1 (G +1) e
—(n+1)*z2® - = g1, JU )x} +
L3 2 n+1 (n+1)2 Je
Lyj+is 1 25+1,5+52 4G+1) j+3
- _(n+1)2,<] 2)_7,‘7 (J 2) JjU+1) J+3
L3\n+1 2 n+lin+1 n+1)?2 n+1
_1< J )’ 1.2J+1< j )Q_j(j+1). j |
3\n+1 2 n+l'\n+1 n+1)2 n+1
Loj+1y3 1 2j+1,j+1\2 ji+1) j+1
- 12| = —Z. .
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_1<]'+§)3 1_2j+1<]'+§)2_j(j+1)‘3'+§}
3\n+1 2 n+1in+1 (n+1)?2 n+1
1 3243 +1 1 (2j+1)% j§(G+1)
3 (n+1P 2 (n+1)p (n—i—l)?’}

L 23243+ 1) - 325+ 1)+ 6§ + 1)

= —(n+17]

6(n+1)
B 1
~ 6(n+1)’
alwswy) = [ (Dywy(a))Pds
= [C et [T )P
9 1
= 2(n+1)"- ]
= 2(n+1),

1
a(wji1, wy) = /()Dleﬂ(ﬂf)Dle(ﬂﬁ)dﬂf

i Ti+d
= 2n+1)? !
B 2(n+1)
= —(n+1),
j=1,...,n. A stad:
_ 9 1 -
3(n1+1) 6(n2+1) )
6(n+1) 3(n+l) 6(n+1)
W, — : o , (4.8)
1 2 1
6(n+1) 3(n1+1) 6(n2+1)
L 6(n+1) 3(n+1) |
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Ponadto:

djn(t)

7=1,....n

/01(275:1:2 — 2t — 2t*)w;(v)dx (4.10)

/ ’ (2tz* — 2tz — 2t*)(n + 1)($ _J )dm
Tj—1

n+1

(E]' 1 ] ]_
—/w ’ (2tz? — 2tz — 2t*)(n + 1)(1: — flil)dx

2 2 2 2 2 2
—(Gtay_y — Stad = St%a? ) - (th;%ﬂ - 3tx§’+1 S 2?,,)

—x; 1(; — —tx - 2t2x]) + 1z 1(215% . gm?l - 2t21:j,1>
+xj+1(2 b1 2t2xj+1> — T (;m? — ;m? — 2t2xj)},
ajn =0, (4.11)

Problem poczatkowy (3.7), (3.8) z wyznaczonymi powyzej W, Ay, djn, ajn, rOzWig-
zujemy przy pomocy jawnej metody roznicowej Eulera. Niech m € N bedzie dowolnie
ustalone i zdefiniujmy wezty

ty=1k, 1=0,...m+1,

gdzie k = ﬁﬂ jest krokiem czasowym. Oznaczmy jeszcze przez €y,qz, Earytm Maksimum
i srednig arytmetyczng modutéw bledéw w chwili ¢;, w weztach x; odpowiednio. W

tablicy 1 podajemy wartoSci €maz, Earytm dla h = 107'i k=1073.

tl Emaz garytm

0.1 4.86 x 10°° 3.0l x 10°°
0.2 1.24 x 104 7.59 x 107
0.3 2.10 x 1074 1.27 x 1074
0.4 2.99 x 1074 1.81 x 1074
0.5 3.90 x 1074 2.35 x 1074
0.6 4.81 x 1074 2.90 x 10~*
0.7 5.73 x 10~* 3.45 x 1074
0.8 6.65 x 104 4.00 x 1074
0.9 7.56 x 104 4.55 x 1074
1.0 8.48 x 1074 5.10 x 1074

Tablica 1. Bledy metody numeryczne;j.



Spis symboli i oznaczen

R,N
RN
CY(G)

C=(G)
0 (@)
(@)

v
V*

H

Fy, F5,Gy,Gy, G
a,b

Wi, A,

Di,ij

D>y

('7')H

< s>y
s Jo
G,Q
oG

Wt2(0,T,V, H), W'*(G)
Az 1 s [ zea)
1K ;‘WLP([O,T];V,H)a |- Nlwrre

-1l

- zbiory liczb rzeczywistych i naturalnych

- iloczyn kartezjanski N zbioréw R

- przestrzen funkcji rozniczkowalnych z pierw-
szymi pochodnymi czastkowymi ciaglymi

- przestrzen funkcji rézniczkowalnych niesko-
nczenie wiele razy w sposob ciggly

- przestrzen funkcj C*°(G) o nosniku zwartym
w G

- przestrzen funkcji catkowalnych z p-tg po-
tega

- refleksywna osrodkowa przestrzen Banacha

- przestrzen dualna do przestrzeni V

- o$rodkowa przestrzen Hilberta

- funkcjonaty

- forma dwuliniowa, forma liniowa

- macierze kwadratowe n X n

- pochodne czgstkowe

- « -ta staba pochodna Sobolewa

- iloczyn skalarny

- wartos¢ formy liniowej

- catki

- obszary ograniczone

- brzeg zbioru G

- przestrzenie Sobolewa

- normy

- normy w przestrzeniach Sobolewa

- norma w R"”

- norma w przestrzeni macierzy kwadratowych

- norma liniowej ograniczonej formy

- §lad

- dopetnienie ortogonalne przestrzeni H

- operator Laplace’a
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