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Zadania z MATEMATYKI

ZESTAW 1

Logika, indukcja matematyczna
1. Wykazać, że nast ↪epuj ↪ace formuły s ↪a tautologiami:

a) (p ∨ q)⇐⇒ (q ∨ p) - prawo przemienności alternatywy,

b) (p ∧ q)⇐⇒ (q ∧ p) - prawo przemienności koniunkcji,

c) [(p ∨ q) ∨ r]⇐⇒ [p ∨ (q ∨ r)] - prawo ł ↪aczności alternatywy,

d) [(p ∧ q) ∧ r]⇐⇒ [p ∧ (q ∧ r)] - prawo ł ↪aczności koniunkcji,

e) [(p ∧ q) ∨ r] ⇐⇒ [(p ∨ r) ∧ (q ∨ r)] - prawo rozdzielności alternatywy wzgl ↪edem ko-
niunkcji,

f) [(p ∨ q) ∧ r]⇐⇒ [(p ∧ r) ∨ (q ∧ r)] - prawo rozdzielności koniunkcji wzgl ↪edem alter-
natywy,

g) (p⇐⇒∼ q) =⇒ (∼ p =⇒ q).

2. Sprawdzić, czy poniższa formuła jest tautologi ↪a

[(p ∨ q) ∧ (p =⇒ q)] =⇒ (q =⇒ p) .

3. Zaprzeczyć zdaniom logicznym:

a) Anka jest ładna lub Baśka nie jest biedna,

b) 4 > 2 ∧ 7 ¬ 5,

c) Jeśli b ↪ed ↪e miał pieni ↪adze to pójd ↪e do kina,

d) ∀x ∈ R ∃y ∈ R ∃z ∈ Z x = y =⇒ x+ y + z > 1,

e) ∀x ∈ R ∀y ∈ N (x > 0 ∨ y ¬ 0) =⇒ x+ y = 3.

4. Czy poniższe zdania s ↪a zdaniami logicznymi? Jeśli tak to zapisać je przy pomocy kwan-
tyfikatorów:

a) Każda liczba naturalna jest wi ↪eksza od zera,

b) Żadna liczba naturalna nie jest mniejsza od zera,

c) Istnieje taka liczba naturalna, od której żadna inna liczba naturalna nie jest mniejsza,

d) Czy Ala ma kota?

5. Stosuj ↪ac zasad ↪e indukcji matematycznej, udowodnić:

a) 1 + 2 + ...+ n = n(n+1)
2 , n ∈ N,

b) 12 + 22 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 , n ∈ N,

c) n! > 2n−1, n > 2,

d) 2nn! < nn, n > 5,

e) Dla dowolnego n ∈ N liczba 13n − 7 jest podzielna przez 6,
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f) (1 + a)n ­ 1 + na - nierówność Bernoulliego, a jest dowolnie ustalon ↪a liczb ↪a rzeczy-
wist ↪a, a > −1, n ∈ N (udowodnić t ↪e nierówność również dla a ∈ [−2,−1]).

Rachunek zbiorów, dziedzina funkcji
1. Udowodnić nast ↪epuj ↪ace równości zbiorów:

a) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) - prawo rozdzielności iloczynu wzgl ↪edem sumy,

b) (A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) - prawo rozdzielności różnicy wzgl ↪edem sumy,

c) (A ∩B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C) - prawo rozdzielności różnicy wzgl ↪edem iloczynu,

d) (A \B) \ C = A \ (B ∪ C).

2. Sprawdzić, czy prawdziwe s ↪a równości:

a) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∪ (A \ C),

b) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∩ (A \ C),

c) (A \B) \ C = A \ (B \ C).

3. Dane s ↪a zbiory A = {−1, 5, 7, 10, 15} i B = {2, 5, 8, 11, 15}. Wyznaczyć: A ∩ B, A ∪ B,
A \B, B \ A, A×B, B × A.

4. Podać interpretacj ↪e geometryczn ↪a zbiorów A×B, B ×A, gdzie A = {a ∈ R : −1 ¬ a ¬
3}, B = {b ∈ R : 0 ¬ b < 2}.

5. Uzasadnić, że podane liczby s ↪a niewymierne:
√

5,
√

2−√3, log23.

6. Wyznaczyć dziedziny naturalne funkcji:

a) f (x) = 5x+3
1−|x| +

√−2x2 + x+ 1,

b) f (x) = x2−x−1√
2|x|−6

−√x2 + 3x− 4,

c) f (x) = x+1√
|x−3
x+4 |−2

+ x2+2x+1
| x
x+5 |−1

,

d) f (x) =
√

3−
∣∣∣x+2
x−1

∣∣∣− x−2√
|x−1|−4

,

e) f (x) = 2x−5
4x−2x+1−3 ,

f) f (x) = loglog 1
3

(sin 2x) + 1
1√
2
−√cos x ,

g) f (x) =
√
x4 − 5x2 + 6.
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