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ZESTAW 5

Pochodna funkcji, interpretacja fizyczna i geometryczna
1. Obliczyć pierwsz ↪a pochodn ↪a funkcji:

1.1. f (x) = 4x7 − 2x4 + x3 − 5x+ 1,

1.2. f (x) = 3
√
x− x5 + 2 4

√
x3 − x−2,

1.3. f (x) = (x+ 1)2010 (x− 1)2011,

1.4. f (x) = 5x+2
x−4 ,

1.5. f (x) = x2+x+1
x2+x+2 ,

1.6. f (x) = x2+1
(x−1)5(3x+2)7 ,

1.7. f (x) =
√

3x2 + x− 2,

1.8. f (x) =
√
x+

√
x+
√
x,

1.9. f (x) = cos2
√

1
x

+ sin2√x,

1.10. f (x) = cos4 (x2 + x)− sin 2x,

1.11. f (x) = 4x
x4 + ln sin2 5x,

1.12. f (x) = 2
x2+1
x2−1 − arc sin log (2x− 1),

1.13. f (x) = log2 (arc cos (x+ 2)− 1) + 25x−3,

1.14. f (x) = arc sin
√

1− x2 + arc cos ln (1 + x2),

1.15. f (x) = arctg
√

1−x
1+x ,

1.16. f (x) = arcctg
√

1+x2−1
x

,

1.17. f (x) =
√

1−arc sinx
1+arc cosx ,

1.18. f (x) = xsinx,

1.19. f (x) = tg ctg xx,

1.20. f (x) =
(
1 + 1

x

)x
,

1.21. f (x) = (sin x)cosx,

1.22. f (x) = logx ln x,

1.23. f (x) = 22x + (2x)2x .

2. Korzystaj ↪ac z definicji, zbadać różniczkowalność funkcji (ewentualnie tylko jednostronn ↪a):

2.1. f (x) = x3,

2.2. f (x) = cos x,

2.3. f (x) = |x− 1|,
2.4. f (x) =

√
2x− x2.
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3. Zbadać różniczkowalność funkcji:

3.1. f (x) =





x2, x ¬ 0
x+ 1, x ∈ (0, 2)√
2x2 + 1, x  2

,

3.2. f (x) =
{
x sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0
.

4. Wykazać, że funkcja

f (x) =
{
x2 sin 1

x
, x 6= 0

0, x = 0

jest różniczkowalna w punkcie x0 = 0, ale jej pierwsza pochodna nie jest w tym punkcie
ci ↪agła.

5. Zależność drogi s od czasu t w pewnym ruchu wyraża si ↪e wzorem s (t) = t2 − 2t − 8.
Wyznaczyć pr ↪edkość średni ↪a od chwili t1 = 4 do chwili t2 = 4 + h, a nast ↪epnie pr ↪edkość
w chwili t1 = 4. Porównać otrzymane wyniki.

6. Napisać równanie stycznej do krzywej y = x2−1
x2+1 w punkcie x0 = 3.

7. Obliczyć, w jakim punkcie styczna do krzywej y = x3 − 3x2 − 9x + 2 jest równoległa do
osi 0x. Czy istnieje punkt, w którym styczna do tej krzywej jest równoległa do osi 0y?

8. Znaleźć k ↪at, jaki tworzy styczna do paraboli y = x2−3x+8 w punkcie x0 = 0 z dodatnim
kierunkiem osi 0x.

9∗. Pod jakim k ↪atem przecinaj ↪a si ↪e krzywe: y = x2, y =
√
x?

10∗. Udowodnić, że jeśli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie x0, to

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0 − h)
2h

= f ′ (x0) .

Podać przykład wskazuj ↪acy, że z istnienia powyższej granicy nie wynika różniczkowalność
funkcji f w punkcie x0.

11∗. Udowodnić, że funkcja f (x) = x2D (x), gdzieD jest funkcj ↪a Dirichleta, jest różniczkowalna
tylko w punkcie x0 = 0.

Reguła de l’Hospitala, asymptoty funkcji
1. Obliczyć:

1.1. lim
x→0

ex−e−x
x

,

1.2. lim
x→0+

lnx
ln sinx ,

1.3. lim
x→π

2

(
x− π

2

)
tg x,

1.4. lim
x→π

2

1−sinx+cosx
sin 2x−cosx ,

1.5. lim
x→1

(
1

lnx − 1
x−1

)
,
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1.6. lim
x→∞

[
x− x2 ln

(
1 + 1

x

)]
,

1.7. lim
x→−∞ xex,

1.8. lim
x→0+

xx,

1.9. lim
x→0+

(
1 + 1

x

)x
,

1.10. lim
x→π

2
−

(tg x)tg 2x,

1.11. lim
x→0

[ln (1 + x) + 1]
1
x ,

1.12. lim
x→0+

(arc sin x)x.

2. Wyznaczyć asymptoty funkcji:

2.1. f (x) = x
1−x2 ,

2.2. f (x) = x2

1+x2 ,

2.3. f (x) = x3

1−x2 ,

2.4. f (x) = (x+1)3

x2 ,

2.5. f (x) = e−
1
x ,

2.6. f (x) = ex

x+1 ,

2.7. f (x) = xex,

2.8. f (x) = 1
lnx + x,

2.9. f (x) = x− 2arctgx,

2.10. f (x) = x+
√

1 + x2,

2.11. f (x) = x ln 2x
x−2 ,

2.12. f (x) = x ln
(

1
x

+ e
)
.
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