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Zastosowania całek oznaczonych
1. Obliczyć pola obszarów ograniczonych krzywymi:

1.1. y = x2, y = x3,

1.2. y = x2, y2 = x,

1.3. y2 = 8x, 8y = x2,

1.4. y = x2, y = 3x2, y = 5,

1.5. y = x2 − 4, y = −6x2 + 3x,

1.6. y = x2, y = 5x+ 6,

1.7. y = x2 − 4p2, y = 7
2p (x+ p) i osi ↪a 0x (x ¬ −p, p = const > 0),

1.8. y = x3 + x2 − 2x, x = −2, x = 2 i osi ↪a 0x,

1.9. y = x
√

1− x2 i osi ↪a 0x,

1.10. y = sin x, x = −π, x = π i osi ↪a 0x,

1.11. y = ex, x = 1 i osiami 0x, 0y,

1.12. y = ln x, y = ln2 x,

1.13. y = ln (1 + x2), x = 0, x = 1 i osi ↪a 0x.

2. Obliczyć pola obszarów ograniczonych p ↪etlami krzywych:

2.1. y2 = x (x− 1)2,

2.2. y2 = (1− x2)2,

2.3. y2 = x2 − x4,

2.4. (y − arcsinx)2 = x− x2.

3∗. Obliczyć pole obszaru ograniczonego krzyw ↪a y = x
x4+1 i osi ↪a 0x.

4. Obliczyć długości krzywych:

4.1. y = 2x
√
x, x ∈ [0, 2],

4.2. y = x4

4 + 1
8x2 , x ∈ [1, 3],

4.3. y = arc sin x+
√

1− x2, x ∈
[
−1

2 ,
1
2

]
,

4.4. y =
√
x− x2 + arc sin

√
x, x ∈

[
1
2 , 1

]
,

4.5. y = ln x, x ∈
[√

3, 2
√

2
]
,

4.6. y = 1
2x

2 − 1
2 ln x, x ∈ [1, e],

4.7. y = ln sin x, x ∈
[
π
3 ,

π
2

]
,

4.8. y = 1− ln cos x, x ∈
[
0, π4

]
,
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4.9. y = ln ex+1
ex−1 , x ∈ [1, 2],

4.10. y = 1
2a
(
e
x
a + e−

x
a

)
, x ∈ [0, 4], a = const > 0.

5. Obliczyć obj ↪etości brył powstałych z obrotu dookoła osi 0x krzywych:

5.1. y = x2, x ∈ [0, 1],

5.2. y = e−x, x ∈ [0, 1],

5.3. y = e−x
√

sinx, x ∈ [0, π],

5.4. y = sin x, x ∈ [0, π],

5.5. x2

a2 + y2

b2
= 1, a, b = const > 0,

5.6. 4x2 + 9y2 = 36,

5.7. y =
√

arctgx, x ∈ [0, 1],

5.8. y = lnx
x

, x ∈ [1, e2],

5.9. y = 1
x
, x ∈ [1,∞].

6. Obliczyć obj ↪etości brył powstałych z obrotu dookoła osi 0x figur ograniczonych krzywymi:

6.1. y = x2, y = x,

6.2. y = x2, x = y2,

6.3. y = ex, y = e−x, y = 1
2 .

7. Obliczyć pola powierzchni bocznych brył powstałych z obrotu dookoła osi 0x krzywych:

7.1. x = y2, x ∈ [0, 1],

7.2. 3y − x3 = 0, x ∈ [−1, 1],

7.3. y = 1
x
, x ∈ [1, 2],

7.4. y = cos x, x ∈ [0, π].

8∗. Wyprowadzić wzory na obj ↪etość i pole powierzchni kuli.

Całki oznaczone niewłaściwe
1. Obliczyć nast ↪epuj ↪ace całki niewłaściwe lub wykazać, że s ↪a one rozbieżne:

1.1.
5∫
0

dx
(x+1)(x−3) ,

1.2.
1∫
0

dx
x(x−1) ,

1.3.
∞∫
1

dx√
x
,

1.4.
∞∫
0

dx
x2 ,

1.5.
∞∫
−∞

xdx
x2+1 ,

1.6.
1∫
0

dx√
1−x2 ,
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1.7.
2∫
1

xdx√
x−1 ,

1.8.
1∫
1
2

dx√
1−x2 arc sinx

,

1.9.
∞∫
1

dx
x lnx ,

1.10.
∞∫
0
x3e−x

2
.

2∗. Udowodnić, że całka niewłaściwa
1∫

0

dx

e
√
x − 1

jest zbieżna.
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