Wyktad 5

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego (II)

5.1 Metoda Fouriera dla preta ograniczonego

5.1.1 Pierwsze zagadnienie brzegowe dla preta ograniczonego

Poszukujemy rozwiazania réwnania przewodnictwa
Uy = @*Ugy + f(x,t) dlaz € (0;1), t >0, (5.1)
spetiajacego warunki brzegowe
w(0,t) =a(t),u(l,t)=0() dlat >0 (5.2)
i warunek poczatkowy
u(z,0) =p(z) dlaxz € (0;1). (5.3)

Rozwiazanie zagadnienia ((5.1])-(5.3]) mozna znalezé metoda Fouriera, podobnie jak w przypad-
ku struny skonczonej.
Podstawienie

u(z,t) = v(x,t) + w(x,t), gdzie
T

a(t) + [6(t) — at)] -

w(z,t) l

sprowadza problem do przypadku jednorodnych warunkéw brzegowych, tak wiec wystarczy umieé
rozwiazaé zadanie dla « (t) =0, B (t) = 0.
Przedstawiamy szukang funkcje v w postaci

v(z,t) = v (z,t) + ve(x, t),
gdzie vy 1 vy 83 rozwigzaniami zagadnien

(v1), = a®(v1),, dlaxe€ (0;1),t>0,
v1 (2,0) = (z) —w(z,0), vy (0,t) = v, (I,t) =0

oraz

(v2), = a* (v2),, + [ (x,t) —w; (z,t) dlaz e (0;1),t>0,
vy (2,0) =0, v2 (0,¢) =wve (I,t) = 0.
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Przedstawiajac vy (z,t) = X (x)T (t) i rozdzielajac zmienne, po przeprowadzeniu dyskusji
wartosci wlasnych odpowiedniego zagadnienia Sturma-Liouville’a, otrzymujemy wzér na postaé
funkeji vy (z,t)

—+00

n\2
vy (z,t) = chef(T) L gin nl—ﬁx, gdzie (5.4)
n=1
) l
Cn =7 / [o(s) —w(s,0)]sin nl—ﬂsds, n=12... (5.5)
0

Analogicznie, jak w przypadku struny, otrzymujemy przedstawienie funkcji v, w postaci szeregu

+oo
vo(z,t) = Z d,(t) sin W%, gdzie (5.6)
n=1
) ¢ !
d,(t) = 7/6_“") a*(t=) /[f(s,T) — w,(s,7)]sin nl—ﬂsds dr, n=12, .. (5.7)
0 0

Zalozenia, ktére nalezy przyjaé¢ o funkcjach danych sg analogiczne do zatozen dla odpowied-
niego zagadnienia dla struny skonczone;j.

Przyktad 1
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1,1 =1, f(x,t) =0, a(t) =0, B(t) =0,
¢(x) = 1 (chlodzenie preta o ustalonej jednorodnej temperaturze poczatkowe;j).

Z przedstawionych warunkow wynika, ze

+oo
w(z,t) =0, vy(x,t) =0, v(x,t)= che_’Tz”Qt sin mnx,
n=1
gdzie
21— (=" dlan=1,2
n=—I[1—-(— an=12 ..
™m
zatem
+oo
2R~ (=) .,
=23 L e .
u(z,t) - Z - e sin mnx

n=1

Nastepny rysunek przedstawia zmiany wykresu temperatury preta w czasie t = 0,001, ¢ = 0,01,
t=0,1,t=1.
Najnizszy wykres przedstawia temperature w punkcie sSrodkowym preta dla z = 0, 5.
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W miare uptywu czasu nastepuje obnizenie temperatury we wszystkich punktach preta.

Przyktad 2
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1,1 =1, f(z,t) =0, a(t) =0, B(t) =0,
o(x) =22(1 —z).

7, warunkow zadania wynika, ze

+oo
w(z, t) =0, vy(x,t) =0, vi(x,t)= che_ﬂzn% sin mnz,
n=1
gdzie
5 "l
Cp = ) 1—(=1)"] dlan=1,2,..
zatem
8 x=l—(—1)"
u(z,t) = 3 ; %6”2”% sin mne.

Nastepny rysunek przedstawia zmiany wykresu temperatury preta w czasie t = 0,001, ¢t = 0, 01,
t=0,1,t =1 oraz temperature w punkcie srodkowym preta.
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Przyktad 3
Rozwiazaé powyzsze zagadnienie poczatkowe dla a = 1,1 =1, f(x,t) =0, a(t) =0, B(t) =1,
¢(x) = 0 (podgrzewanie preta od prawego konca).

7, warunkow zadania wynika, ze

+o0
w(z,t) =z, vo(x,t) =0, vi(z,t)= che_WQ”Qt sin mnz,
n=1
gdzie
2 n
epn=—(1" dlan=1,2,..,
™m
zatem
+oo
—1)"
u(z,t) =x+ — (=1) e~ ™ " sin mna
Ti= n

Nastepny rysunek przedstawia zmiany wykresu temperatury preta w czasie t = 0,001, t = 0,01,
t=0,1,t =1 oraz temperature w punkcie srodkowym preta.
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W miare uptywu czasu temperatura zbliza sie do wartosci funkcji liniowej y = x we wszystkich
punktach preta.

5.1.2 Zasada maksimum dla ré6wnania przewodnictwa

Zatézmy, ze u (z,t) jest rozwiazaniem jednorodnego réwnania przewodnictwa
U = a*uy, dla0 <z <l,0<t<T. (5.8)
Zachodzi nastepujace twierdzenie zwane zasadg maksimum dla rownania przewodnictwa cieplnego.

Twierdzenie (zasada maksimum)

Jedli funkcja u (x,t) okreslona i ciagta w obszarze 0 <t < T, 0 < x < [ spelnia jednorodne
réwnanie przewodnictwa (5.8) w punktach obszaru 0 < ¢t < T, 0 < x < [, to osiaga ona swoje
kresy w chwili poczatkowej ¢ = 0 lub dla x = 0 lub dla = = [.

]

Sens fizyczny tego twierdzenia jest nastepujacy: jesli temperatura na brzegu preta nie przekra-
cza pewnej wartosci M i poczatkowa temperatutra takze nie przekracza M, to wewnatrz preta,
przy braku zrédel ciepta, nie moze pojawic sie temperatura wyzsza niz M.
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5.1.3 Jednoznaczno$¢ rozwigzania pierwszego zagadnienia brzegowego

Niech uy (x,t) 1 us (z,t) beda dwoma rozwiazaniami pierwszego zagadnienia brzegowego
(5.1)-(5.3). Wowezas funkcja

v(z,t) =uy (z,t) — ug (z,1)

spetnia jednorodne réwnanie oraz jednorodne warunki brzegowe v (0,¢) = v (l,t) = 0 i po-
czatkowe v (z,0) = 0. Z zasady maksimum wynika wiec, ze kres gérny i dolny funkcji v (z,t)
sa rowne zero. Oznacza to, ze v (z,t) = 0, a zatem wuy (z,t) = g (z,t), tzn. zagadnienie jest
jednoznacznie rozwigzalne.

5.1.4 Stabilnos$¢ rozwigzania pierwszego zagadnienia brzegowego
7 zasady maksimum wynika bezposredno nastepujacy wniosek.

Wniosek

Jesli uy (x,t) 1 ug (x,t) sa dwoma rozwiazaniami réwnania (5.1]) i spetnione sa warunki

uy (x,0) <wug (z,0) dlaz € 0;]
Uy (O,t) < U2 (O,t) , U (l,t) < U9 (l,t) dlat € [O,T] y

to dla dowolnych z € [0;1], ¢t € [0;T] zachodzi nier6wnosé
Uy (xat) S U2 (J],t) :

Dowod
Rozwazajac funkcje v (z,t) = ug (x,t) — uy (z,t) stwierdzamy, ze spelia ona réwnanie (5.8)),
a ponadto warunki

v (z,0) >0, v(0,t) >0, v(l,t) >0.

7 zasady maksimum wynika, ze v (z,t) > 0 dla wszystkich (x,t) z rozwazanego obszaru, zatem
Uiy (l’7t) S Uz ('Tu t)
[

Twierdzenie
Jesli uy (x,t) 1 ug (,t) sa rozwiazaniami réwnania (5.1)) takimi, ze warunki brzegowe i poczat-
kowy spelniajg nierownosé

lug (x,t) —ug (x,t)| <e dlat=0,x =0,z =1, (5.9)
to
|ug (z,t) — ug (x,t)| < e dla wszystkich (z,t) € [0;1] x [0;7]
(powyzsza nieréwnosé oznacza stabilno$¢ rozwiazania pierwszego zagadnienia brzegowego).

Dowéd
Warunek (5.9) mozna zapisa¢ w postaci

—e <wuy (z,t) —ug (z,t) <e dlat=0,2 =0,2 = [.

Oznaczajac vy (x,t) = —e, vo (2,t) = uy (x,t) — ug (x,t) i stosujac wniosek otrzymujemy nie-
réowno$é —e < wuy (x,t) — ug (x,t) dla wszystkich (z,t) € [0;1] x [0; 7.
Podstawiajac z kolei vy (x,t) = wuy (z,t) — ug (2,%) 1 vy (x,t) = € otrzymujemy nieréwnosé

uy (z,t) —ug (x,t) < e co konczy dowdd twierdzenia.
]
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5.2 Przyklady radialnego rozkladu ciepta w walcu

5.2.1 Zagadnienie ostygania walca

Rozwazamy walec o promieniu a, ktérego osia jest Oz. Niech u = u(r,t) oznacza temperature
punktu walca oddalonego od jego osi o r, w chwili ¢. Funkcja ta spelnia rownanie przewodnictwa
(we wspohrzednych biegunowych) postaci

1 1
Upp + —Up = Tt dlar € [0,a),t>0, k> 0. (5.10)
r

Zalbézmy, ze powierzchnia boczna walca utrzymywana jest w temperaturze 0, a wiec spelniony jest
jednorodny warunek brzegowy

u(r,t) =0 dlar=a, t > 0. (5.11)
Zaktadamy réwniez spetnianie osiowosymetrycznego warunku poczatkowego
u(r,0) = p(r) dla0 <r <a, (5.12)

gdzie ¢ jest funkcja dang, ktéra moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu Fouriera - Bessela.
Stosujac metode Fouriera (rozdzielenia zmiennych) dla w(r,t) = R(r)T(t) otrzymujemy dwa
roOwnania

R/,(T)—F%R/(T) B T/(t) B _
R0r) = W) —\ = const.

7 warunku brzegowego wynika, ze staly parametr A moze przyjmowaé¢ wartosci
2
A=A =2 dlan=1,2,..,
a
gdzie (x,) jest ciagiem dodatnich zer funkcji Bessela Jy. W takim razie funkcja

up(r,t) = Cpdo <$n£> e CB) R glapn = 1,2, ...
a

i dowolnej statej C), jest rozwiazaniem rozwazanego réwnania speliajacym jednoczesnie jedno-
rodny warunek brzegowy u, (a,t) = 0.

Pelnym rozwiazaniem zagadnienia ([5.10)-(5.12)), spelniajacym takze warunek poczatkowy, jest
funkcja u(r, t) okreslona jako suma szeregu

u(r,t) = f CnJo (mn£> 67(%)2“ (5.13)

gdzie state C), wyznaczone sg za pomoca wWzorow

a

2 r
o) /TQD(T)JO (xna> dr, dlan=1,2,.... (5.14)

C,=———
a?J3(
0
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Przyktad
2

Rozwiazaé zagadnienie ostygania walca dla a = 1, p(r) = 1 —r°.

Zgodnie za wzorem ([5.14))

1
2
() /7"(1 — 1) Jo(x,r)dr dlan =1,2,...
0

Cn =

Korzystajac z wtasnosci funkcji Bessela oraz stosujac wzor na catkowanie przez czesci otrzy-
mujemy ostatecznie

") addi(z,)

a zatem zgodnie ze wzorem ([5.13)) rozwiazanie u (r,t) zagadnienia wyraza si¢ wzorem

+o0o
1 ey
'LL(T’, t) = S;WJ()(LL}LT)G .

Ponizszy rysunek przedstawia wykresy temperatury wu(r,t) dla ¢t = 0, t = 0.1, ¢ = 0.5. W miare
uptywu czasu nastepuje obnizenie temperatury we wszystkich punktach walca.

0.5
0.1

05T

i 1)

5.2.2 Zagadnienie nagrzewania powierzchni bocznej walca

Rozwazamy walec o promieniu a, ktérego osia jest Oz. Niech v = wu(r,t) oznacza temperature
punktu walca oddalonego od jego osi o r, w chwili ¢. Funkcja ta spetnia rownanie przewodnictwa

postaci ((5.10).

Zatézmy, ze powierzchnia boczna walca utrzymywana jest w temperaturze V4, a wiec spelniony
jest warunek brzegowy

u(r,t) =V, >0 dlar=a,t>0. (5.15)
Zaktadamy rowniez spetnianie jednorodnego warunku poczatkowego
u(r,0) =0 dla0 <r <a. (5.16)

Niech Y'(r, s) bedzie transformata Laplace’a funkcji u(r, t) wzgledem zmiennej t. Wtedy Y (r, s)
spelnia rownanie

1
Y, -2y =o (5.17)

Y;'r -
+7“ k
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Warunek brzegowy ((5.15) implikuje réwnosé

Y (a,s) = %. (5.18)

Rozwiazaniem réwnania (5.17) spelniajacym jednocze$nie warunek brzegowy (5.18)) jest funkcja
Vo Jo(qr)
s Jo(qa)’

Odwracajac transformate Laplace’a np. za pomoca twierdzenia o residuach, otrzymujemy osta-
tecznie wzér na rozwigzanie zagadnienia

Y(r,s) =

gdzie g = [/ —

™ »

u(r,t) =Vy |1 2+§ Me(T)th] , (5.19)

n—1 ‘Tn(]l (:En)
gdzie (z,,) jest ciagiem dodatnich zer funkcji Bessela Jy.

Przyktad
Rozwiaza¢ powyzsze zagadnienie dlaa =1, k=1, Vj = 1.

Na podstawie wzoru (5.19) mozemy napisaé, ze

JOxn 7,5
rt—l—zzwl% .

Linie w kolorze niebieskim sa wykresami funkcji w (r,t) dla ¢t = 0, t = 0,2, ¢t = 0,1, za$ linia
czerwona jest wykresem temperatury jako funkcji czasu w punkcie potozonym na osi walca (z = 0).
W miare uptywu czasu nastepuje wzrost temperatury do wartosci V5 = 1 we wszystkich punktach
walca.
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5.3 Zadania

1. Rozwigzaé¢ réwnanie
ou 0%
— —a"— =0, O0<x <!, t>0
ot Ox?
przy warunkach

z dla 0<x§%l

w00 =0 u() 0w = {7 G0 NS
2 .

2. Rozwiazac¢ réwnanie

przy warunkach

3. Rozwigza¢ rownanie

ou 0%

— —a"— =0, 0 I, t>0
5 gm0 0<z<l t>

przy warunkach

uw(0,t) =0, u(l,t) =0, u(z,0)= Azx.

4. Rozwiaza¢ rownanie

ou  ,0%
— —a = = [, t
5% % 9.2 0, 0<zx<l, t>0
przy warunkach
0
T0,4) =0, u(l,t) =0, u(z,0)=A(—1z).
Ox
5. Rozwigza¢ rownanie
ou 0%
——a"— =0, 0 [, t>0
5 oz =0 0<z<l t>
przy warunkach
0 0
6—2(0,15) =0, a—Z(l,t):O, u(z,0) =U = Const.
6. Rozwiaza¢ rownanie
ou 0%
——a-==0, 0<z<l, t>0
ot T2 T TS

przy warunkach

w(0,t) =T, u(l,t)=U, u(x,0)=0.

7. Rozwigzaé¢ zagadnienie ostygania walca dla a =1, p(r) =1 —r.
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