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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Podstawowe pojecia

Definicja 1.1. Réwnaniem r6zniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu nazywamy zwiagzek
F(t,o(t), 2 (), ...,2™(t)) =0, (1.1)

gdzie F: R x R"" 5V — R jest dang funkcjg, ¢ zmienng niezalezng, a x funkcja szukang.

Definicja 1.2. Réownaniem rézniczkowym zwyczajnym n-tego rzedu w postaci normalnej na-
zywamy zwiazek
2™(t) = f (t2(t),20(1), ., 2"V @) (1.2)

gdzie f: R x R" D U — R jest dana funkcja, ¢ zmienng niezalezna, a x funkcja szukana.

Jesli n = 1, to piszemy zwykle 2’ = f(t,x). Jesli zas n = 2, to piszemy 2" = f(¢,z,2'), itd.
Czasami mowi sie, ze réwnanie rézniczkowe zwyczajne to takie réwnanie, w ktorym wystepuje
nieznana funkcja lub jej pochodne i ewentualnie zmienna niezalezna. Taka definicja nie jest
precyzyjna, gdyz np. réwnania postaci: 2'(t) = z(z(t)), 2'(t) = (t — 1), 2'(t) = [5 2(y) dy nie
s3 rownaniami rézniczkowymi w sensie definicji 1.1 i 1.2. Sa to tzw. rownania rézniczkowo-
funkcyjne lub réwnania rézniczkowo-funkcjonalne. Teoria takich rownar jest o wiele bardziej
skomplikowana niz teoria réwnan rézniczkowych.

Dalsze definicje sformultujemy dla rownan w postaci normalnej (1.2). Definicje dla rownan
w postaci uwiklanej (1.1) sa analogiczne.

Definicja 1.3. Rozwiazaniem (catka) rownania (1.2) okreslonym w przedziale I C R nazywamy
funkcje ¢ : I — R rozniczkowalna n-krotnie i taka, ze dla kazdego t € I:

1) (10, 90(1), ... o 7(1)) € U,

2) 9" (t) = f (t0(t), @V (), .. o V().
Wykres rozwiazania nazywamy krzywa catkowa lub trajektoria.

Definicja 1.4. Rozwiazaniem og6lnym réwnania (1.2) nazywamy funkcje © = ¥ (¢;C1, ..., C))
taka, ze dla dowolnie ustalonych parametrow C4, ..., C), nalezacych do okreslonych zbioréw jest
ona rozwiazaniem rownania (1.2). Takie rozwiazanie nazywa sie szczegdélnym. Rozwiazanie ogol-
ne moze by¢ tez dane w postaci uwikltanej @ (¢, z; Cy, ..., C,) = 0.

Definicja 1.5. Rozwiazaniem osobliwym réwnania (1.2) nazywamy takie jego rozwiazanie,
ktorego nie da sie otrzymac z rozwigzania ogolnego dla zadnych wartosci parametrow C1, ..., C,,.
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4 ROZDZIAL 1.

Przyklad 1.1. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu
' =1.

Catkujac obustronnie to roéwnanie po ¢:

/ 2 (t) dt = / dt,

otrzymujemy jednoparametrowg rodzine rozwigzan
x(t)=t+C, CeR.

W uproszczeniu bedziemy pisaé
r=t+C, CeR.

Przyklad 1.2. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu

"
x = 1.

/ﬂ@ﬁ:/@

.I/:t—FCl,

/ﬁﬁﬁﬁ:/@+00ﬁ

otrzymujemy dwuparametrowsa rodzine rozwigzan

Po dwukrotnym scatkowaniu, tzn.:

1
$:§t2+01t+02, Cl,CQGR.

Przyklad 1.3. Rozwiazac¢ réwnanie rozniczkowe pierwszego rzedu

Tr = X.

WPROWADZENIE

(1.3)

(1.4)

(1.5)

Tutaj obustronne scatkowanie po t jest nieefektywne, gdyz generuje rownanie catkowe. Roz-

wazmy dwa przypadKki.
1° Widzimy, ze funkcja x(t) = 0 jest rozwiazaniem.

2° Poszukajmy rozwiazan x(t) # 0 w kazdym punkcie okreslonosci. Korzystamy z definicji

rozniczki zupelnej pierwszego rzedu, catkujemy i otrzymujemy:

dr _
dt

d
e-fa
T
Injz|=t+Cy, O €R,
2] = Coe!, Oy =e“" >0,
T = Cget, 03 = j:CQ 7& 0.

z,

Finalnie taczac przypadki 1° i 2°, rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci

r=Ce, CeR.

Kwestie catkowalnosci lewej strony po x i prawej strony po t w przypadku 2° wyjasnimy w
dalszej czesci, jak bedziemy analizowaé¢ rownania o rozdzielonych zmiennych.
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Przyklad 1.4. Rozwiaza¢ rownanie rézniczkowe pierwszego rzedu
xr' +t=0. (1.6)

Widzimy, ze z(t) = 0 nie moze by¢ rozwiazaniem. Przyjmijmy, ze x(t) # 0 w kazdym punkcie
okreslonosci. Postepujac analogicznie jak w przyktadzie 1.3, otrzymujmy rozwiazanie w postaci
uwiktanej

2 4+t2=C, C>0.

Definicja 1.6. Zadanie polegajace na znalezieniu rozwiazania rownania (1.2) z warunkami
.’L’(to) = To1, $(l)(t0> = T2y -+ l’(n_l)(to) = Zon, (17)

gdzie punkt (tg,z¢) € U, 9 = (Zo1,...,Ton) jest dany, nazywamy problemem Cauchy’ego,
zagadnieniem Cauchy’ego, problemem poczatkowym lub zagadnieniem poczatkowym. Warunki
(1.7) nazywamy warunkami poczatkowymi. Zagadnienie to mozna zapisa¢ nastepujaco

{ 2O () = £ (t,2(t), 2D (t), ...,z V(b)) 18)

z(to) = w1, W (o) = o2, ..., 2V (to) = Top.

Uwaga 1.1. Znane sa definicje rozwigzania ogoélnego i osobliwego, ktore nie sa réwnowazne
definicjom 1.4, 1.5. W szczegdlnosci zada sie dodatkowo, zeby problem Cauchy’ego w kazdym
punkcie trajektorii rozwigzania ogbélnego miat doktadnie jedno rozwiagzanie i zeby nie miat on
tej wlasno$ci w zadnym punkcie trajektorii rozwiazania osobliwego.

Do podstawowych zagadniei w teorii rownan roézniczkowych zaliczamy:
1. Istnienie rozwiazania problemu Cauchy’ego (co najmniej jedno rozwiazanie).
2. Jednoznacznosé rozwiazan problemu Cauchy’ego (co najwyzej jedno rozwigzanie).
3. Jedynosé¢ rozwigzania problemu Cauchy’ego (doktadnie jedno rozwiazanie).
4. Dziedzina rozwiazania (lokalnosé, globalnosc).
5. Ciagla zaleznoéé¢ rozwiazania problemu Cauchy’ego od prawej strony réwnania i warunku
poczatkowego.
6. Wlasnosci asymptotyczne rozwiazania (stabilnosé).

1.2 Interpretacja fizyczna

Przyklad 1.5. Rownanie ruchu
s'(t) = v(t) (1.9)
orzeka, ze predkos¢ chwilowa v(t) (w skrocie nazywana predkoscia) jest rowna pierwszej pochod-
nej polozenia s(t) po czasie t. Zaznaczmy, ze v(t) i s(t) sa wielkosciami wektorowymi. Rownanie
rozniczkowe (1.9) opisuje tor ruchu punktu materialnego, gdy znana jest jego predkosé. Zatem
wektor predkosci jest styczny do toru ruchu.
Zatozmy, ze predkoSé jest stata: v(t) = v. Po scatkowaniu réwnania ruchu od chwili poczat-

kowej to do chwili ¢:
t t
/ s'(r)dr = / vdr
to to

s(t) = slto)

otrzymujemy, ze

v =
t—t,
Prawa strona w tym wzorze definiuje predkosé srednig
As

Vgr =

Eu
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gdzie As = s(t) — s(tg), At =t — tg. Oczywiscie predkosé¢ srednia tez jest wektorem, gdyz As

jest wektorem. Stad wniosek, ze jesli w przedziale czasowym od ty do ¢ predkosé jest stala, to

jest ona réwna predkodci sredniej. W sytuacji ogdlnej predkosé w chwili ¢y jest rowna predkosci

$redniej w granicy czasu t zdazajacego do tg. W fizyce zwykle przyjmuje sie, ze ty = 0.
Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego

s'(t)=v, s(0)=sg

jest funkcja afiniczng s(t) = so + vt, ktorej wykresem jest prosta. Taki ruch ze stala predkoscia
nazywany jest ruchem jednostajnym prostoliniowym z potozeniem poczatkowym sg. Zgodnie z
I zasada dynamki Newtona jezeli na ciato nie dziala zadna sita lub dzialajace sity sie rowno-
waza, to cialo porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym lub pozostaje w spoczynku.
Wprawdzie fizyka méwi nam, jaki to bedzie ruch, ale to dopiero matematyka pozwala wyznaczy¢
analitycznie jednoznaczny tor tego ruchu.

Przyktad 1.6. Przy$pieszenie chwilowe a(t) (w skrocie przyspieszenie) jest zmiana predkosci
v(t) w czasie t, co mozna wyrazi¢ rownaniem rézniczkowym

V'(t) = al(t). (1.10)

s"(t) = a(t). (1.11)

Rownanie rozniczkowe (1.11) opisuje tor ruchu punktu materialnego, gdy znane jest jego przy-
$pieszenie. Wyprowadzenie zaleznosci miedzy przy$pieszeniem i przyspieszeniem Srednim jest
analogicznie, jak uzasadnienie zwigzkéw miedzy predkoscig i predkoscig érednia w przyktadzie
1.5, wiec je pomijamy.

Przypusécmy, ze przyspieszenie jest stale: a(t) = a. Funkcja kwadratowa s(t) = so+vot + %,
ktorej wykresem w przypadku jednowymiarowym jest parabola, rozwiazuje problem poczatko-
wy

s'"(t) =a, s(0)=sy, §(0)=uwp.

Taki ruch ze stalym przys$pieszeniem nazywany jest ruchem jednostajnie przys$pieszonym (a >
0) lub ruchem jednostajnie opoznionym (a < 0) z polozeniem poczatkowym so i predkoscia
poczatkowa vy. I1 zasada dynamiki Newtona mowi, ze przyspieszenie jest wprost proporcjonalne
do dzialajacej sity F(t) i odwrotnie proporcjonalne do masy ciata m, czyli

a(t) = ——~. (1.12)

Wobec tego jesli sita dziatajaca na cialo jest stata (niezerowa), to przyspieszenie rowniez jest
state (niezerowe) i cialo porusza sie ruchem jednostajnie przyspieszonym lub jednostajnie op67-
nionym.

Przyklad 1.7. Opiszemy i przeanalizujemy matematyczny model rozpadu promieniotworczego.
Predkosé rozpadu pierwiastka promieniotworczego v(t) jest ujemna i proporcjonalna do masy
substancji m(t), ktora w danej chwili jeszcze sie nie rozpadla. Wspotezynnik proporcjonalnosci
k > 0, bedacy wielkoscia charakterystyczna dla danej substancji, jest staly i nie zalezy od czasu.
Wyznaczy¢ zalezno$¢ masy substancji od czasu .

Predkos¢ rozpadu jest zmiang masy w czasie. Poniewaz zmiana danej wielko$ci w czasie jest
zawsze pierwszg pochodng tej wielkosci wzgledem czasu, wiec
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Z przedstawionego modelu fizycznego mamy informacje, ze

ot)
m(t) b

Te dwie relacje implikujg rownanie rézniczkowe
m/(t) = —km(t) (1.13)

nazywane rownaniem rozpadu promieniotworczego. Przyjmijmy, ze masa poczatkowa substancji
jest rowna my, tzn. ze
m(0) = my. (1.14)

Postepujac tak samo, jak w przyktadzie 1.3, otrzymujemy rozwigzanie
m(t) = Ce™™, C >0,

a po uwzglednieniu warunku poczatkowego (1.14)

m(t) = mge ™.

7 postaci uzyskanych krzywych catkowych wnioskujemy, ze przebywajac w poblizu wybuchu
jadrowego najbardziej jesteSmy narazeni na napromieniowanie bezposrednio po tym wybuchu. Z
biegiem czasu tempo napromieniowania eksponencjalnie, a wiec szybko, maleje. Ponadto bardzo
duzy wplyw na napromieniowanie ma masa poczatkowa.

Przyktad 1.8. Jednowymiarowym oscylatorem harmonicznym jest kazdy uktad fizyczny, kto-
rego zachowanie mozna opisa¢ réwnaniem zwanym réwnaniem oscylatora harmonicznego

a(t) +wiz(t) =0, (1.15)

gdzie a(t) oznacza przyspieszenie zalezne od czasu ¢, x(t) - polozenie, zas wy - stala czestosé
kotowa drgan oscylatora (w tej teorii polozenie oznacza si¢ zwykle symbolem z zamiast s). Ko-
rzystajac z rownania (1.11) w przykladzie 1.6, zwiazek ten mozna zapisa¢ jako liniowe réwnanie
r6zniczkowe drugiego rzedu

2" (t) + wiz(t) = 0. (1.16)

Model opisywany rownaniem (1.16) nazywa sie tez czasem prostym oscylatorem harmonicznym.
Rozwiazanie rownania oscylatora harmonicznego (1.16) jest postaci

x(t) = Acoswyt + Bsinwyt,

gdzie A, B to stale zalezne od warunkow poczatkowych. Okres drgan T (czas jednego pelnego
drgania) wynosi
2

b
Wo

T

natomiast czestotliwos¢ drgan v (liczba pelnych drgan w jednostce czasu) jest rowna

Wo

V= )
2

Oscylator harmoniczny charakteryzuje sie staloscia amplitudy drgan w czasie (maksymalne
wychylenie od potozenia rownowagi) i niezaleznoscia okresu drgan od amplitudy - te ceche
nazywamy izochronizmem.

Przyktadem oscylatora harmonicznego jest cialo o masie m przymocowane do sprezyny i
poruszajace sie bez tarcia i oporu powietrza po poziomej powierzchni, o ile amplituda drgan
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nie przekracza zakresu sprezystosci sprezyny. Sita sprezystosci F'(t) jest skierowana przeciwnie
do wychylenia ciala od polozenia rownowagi z(t) i proporcjonalna do minus tego wychylenia

F(t) = —ka(t),

gdzie k > 0 jest wspotczynnikiem sprezystosci. Stad, na podstawie 11 zasady dynamiki Newtona
opisanej rownaniem (1.12) w przykladzie 1.6, otrzymujemy zwiazki:

ma(t) = —kx(t),

M@+Zﬂ@:a

a po uwzglednieniu relacji (1.11) mamy réwnanie rozniczkowe
! k
2" (t) + —x(t) = 0. (1.17)
m
Tutaj czestosé kotowa wg = \/g jest wielkoscig fizyczng $Scisle powigzang z masg ciala i wia-
sno$ciami sprezyny.

Dla ciezarka o masie m wiszacego na sprezynie w jednorodnym polu grawitacyjnym i wyko-
nujacego drgania pionowe, czestosé¢ kotowa ma taka sama warto$¢ jak poprzednio rozpatrywa-
nego obciaznika, a charakter ruchu jest dokladnie taki sam. Jedyne co sie zmienia to polozenie
rownowagi.

Innym przykladem oscylatora harmonicznego jest wahadlo matematyczne dla matych katow
wychyleni 6 z polozenia rownowagi. Jest to punkt materialny (ciezarek) o masie m zawieszony
na cienkiej, niewazkiej i nierozciagliwej nici o dtugosci [, poruszajacy sie po okregu w ptasz-
czyznie pionowej w jednorodnym polu grawitacyjnym. Sitami dziatajacymi na mase m sa sity
grawitacji mg i naprezenia nici N, gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie. Site mg rozkladamy
na sktadowa normalng (radialna) i styczna. Skladowa normalna jest rownowazona przez naciag

nici N, za$ sktadowa styczna
F(t) = —mgsin0(t)

przywraca rownowage ukladu i sprowadza mase m do polozenia rownowagi (stad znak minus).
Moment sity F'(t) dany jest wzorem

M(t) = LF(t),
a moment bezwtadnosci punktu materialnego o masie m wzgledem nici [ jest réwny
I =ml>

IT zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego daje nam zaleznosc¢

gdzie £(t) jest przyspieszeniem katowym. W rezultacie otrzymujemy zwiazek
ml®e(t) = —Imgsin 0(t)

a po uproszczeniu

£(t) + %sm a(t) = 0, (1.18)

co mozna napisa¢ w formie dosé skomplikowanego nieliniowego réwnania rézniczkowego

0" (t) + %sin o(t) = 0. (1.19)
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Dla malych katow 6, sin 6 ~ 0. Wowczas ogolne rownanie ruchu wahadta (1.19) mozna uprosci¢
do postaci rownania oscylatora harmonicznego

0" (t) + %G(t) ~0, (1.20)

gdzie wy = \/% Zauwazmy, ze czestosé nie zalezy tutaj od masy. Wahadla matematyczne wyko-
rzystuje sie np. w zabytkowych zegarach i do ustalenia do$wiadczalnie wartosci przyspieszenia
ziemskiego.

W rzeczywistosci przedstawiony powyzej model oscylatora harmonicznego jest sytuacja wy-
idealizowang, gdyz w uktadzie fizycznym zazwyczaj wystepuja sity tarcia, oporu lub innego
rodzaju tlumienie proporcjonalne do minus predkosci oscylatora, ktére powoduja strate ener-
gii. Réwnanie oscylatora harmonicznego ttumionego ma postac

a(t) + 28v(t) + wiz(t) = 0, (1.21)

a po uwzglednieniu relacji (1.9) w przykladzie 1.5 1 (1.11) w przykladzie 1.6 mozna go napisa¢
w formie rownania rézniczkowego

2" (t) + 282 (t) + wiz(t) = 0, (1.22)

gdzie B > 0 jest wspotezynnikiem tltumienia. Jesli f < wy, co oznacza, ze ttumienie jest stabe,
to pomimo strat energii zachowany zostaje oscylacyjny charakter ruchu. Wéwczas rozwiazanie
rownania (1.22) jest postaci

x(t) = e P (Acoswt + Bsinwt),

gdzie A, B sa stalymi zaleznymi od warunkow poczatkowych, zas w = (/w3 — 32 jest czestoscia
drgan ttumionych. Widzimy, ze opér zmniejsza zaréwno amplitude jak i czestos¢ drgan, czyli
powoduje spowolnienie ruchu. Jesli 8 > wy, czyli ttumienie jest duze, to ruch przestaje by¢
oscylacyjny, a cialo wychylone z polozenia réwnowagi powraca do niego asymptotycznie tzw.
ruchem pelzajacym (aperiodycznym). Teraz rozwiazaniem réwnania (1.22) jest funkcja

z(t) = AePHV IOt L Bel=A—V/ =)t

Szczegblny przypadek odpowiada sytuacji, gdy 5 = wy. Mowimy wtedy o ttumieniu krytycznym.
Ruch réwniez nie jest oscylacyjny, a rozwigzanie rownania (1.22) dane jest wzorem

x(t) = Ae P + Bte .

Przeanalizujmy ttumienie na przyktadzie ciata o masie m przymocowanego do sprezyny i po-
ruszajacego si¢ po poziomej powierzchni. Sita oporu F,,,.,(t) ma zwrot przeciwny do predkosci
i jest proporcjonalna do minus tej predkosci

Foporu(t) = =70(1),

gdzie wspolezynnik v > 0. Uwzgledniajac site sprezystosci i site oporu oraz zaleznosé (1.9) w
przyktadzie 1.5 1 (1.12) w przyktadzie 1.6, otrzymujemy zwiazki:

ma(t) = —kx(t) — ya'(t),

a(t) +
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i ostatecznie biorac pod uwage (1.11), réwnanie oscylatora harmonicznego ttumionego mozemy
zapisa¢ w postaci rozniczkowe;j

z"(t) + 202" (t) + Tl;x(t) =0, (1.23)

gdzie 3 = 51wy = \/%.
Oscylator harmoniczny moze by¢ pobudzany sitami zewnetrznymi. Stata sita nie zmienia
drgan oscylatora, zmienia jedynie jego poltozenie réwnowagi. Sita wymuszajaca o charakterze

oscylacyjnym zmienia czesto$¢ drgan oscylatora. Rownanie takiego oscylatora ma postac

a(t) +28v(t) + wiz(t) = f(1), (1.24)
a w formie rozniczkowej

2" (t) + 282 (t) + wiz(t) = f(t), (1.25)

gdzie f(t) jest wspomniang sila. Zmienna okresowa sile wymuszajaca mozna przedstawic¢ jako
sume funkcji coswst. Dlatego analize rownania (1.25) mozna ograniczy¢ do réwnania

2" (t) 4 202" (t) + wiz(t) = Acoswst, (1.26)

gdzie wy jest czestoscig sity wymuszajacej, zas A - amplituda przyS$pieszenia (sity na jednostke
bezwtadnosci) wymuszajacego. W przypadku, gdy A = 0 uzyskuje sie rownanie oscylatora
harmonicznego 7 thumieniem (1.22), a gdy dodatkowo zalozy sie, ze 5 = 0 - r6wnanie oscylatora
prostego (1.16).



Rozdziat 2

Podstawowe typy rownan rézniczkowych
calkowalnych

2.1 Rownanie o zmiennych rozdzielonych

Rownaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy réwnanie

2 = f(t)g(x). (2.1)

gdzie funkcje f:R DT — R, g: R D J — R sa dane; I, J sa przedziatami.

Ponizej przedstawimy metode rozwiazywania rownania (2.1), wyjasniajac jednoczesnie dla-
czego w przyktadach 1.3, 1.4 i 1.7 wolno byto scatkowaé lewa strone po z, a prawa strone po ¢.
Rozwazmy dwa przypadki.

1° Niech g(z¢) = 0 dla pewnych zq € J. Oczywiscie kazda funkcja stata z(t) = zo, t € [
jest rozwiazaniem.

2° Przypus$émy, ze g(x) # 0 dla kazdego x € J i f, g sa ciggle. Oznaczmy przez F' dowolnie
ustalong funkcje pierwotna funkcji f, a przez G dowolnie ustalong funkcje pierwotna funkcji é,
czyli X

F(t) / fodt, G) / el

Roéwnanie (2.1) mozemy zapisa¢ w postaci rGwnowaznej

— f(t), tel (2.2)

oy = 20

dt(G )(t) (@)’ tel
Wobec tego

d d

%(Gox)(t):ﬁF(t), tel

lub réwnowaznie

d
~l(Gon)®) - F(t)] =0, tel

Poniewaz [ jest przedzialem, wiec po obustronnym scalkowaniu powyzszej tozsamosci po t
mamy

(Gox)(t)—F(t)=C, tel, (2.3)

11
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gdzie C jest dowolng stala rzeczywistg. Na podstawie przeprowadzonego rozumowania stwier-
dzamy, ze rownanie rozniczkowe (2.2) i rownanie funkcyjne (2.3) sa rownowazne w klasie funkeji
rozniczkowalnych w I.

Rozwazmy rownanie algebraiczne

Gx)—-F(t)=C, tel, xeJ (2.4)

Jesli z tego zwiazku potrafimy wyznaczy¢ z jako funkcje ¢ (by¢ moze tylko lokalnie), tzn. ze
x = x(t) i jest ona rézniczkowalna, to jest to rozwiazanie rownania (2.3), a wiec (2.2) i (2.1).
Wzor (2.4) okredla zatem rozwiazanie rownania (2.1) w postaci uwiklanej.

Jesli w przypadku 2°, g(x) # 0 dla = € J C J, gdzie J jest przedzialem, to rozumowanie
jest analogiczne.

Zauwazmy, ze rownanie (2.4) mozna zapisa¢ w rownowaznej postaci catkowej

/ga(li) = /f(t) dt, (2.5)

gdyz (2.5) to w istocie rownanie
G(x)+ Cy = F(t) + Cy,
gdzie C} i Cy sa dowolnymi stalymi rzeczywistymi. A zatem
G(z)—F(t)=Cy— Cy

i mozemy przyja¢, ze C = Cy — C;. To samo mozna uzyska¢, korzystajac z definicji réznicz-
ki zupetnej tak, jak w rozdziale 1. Przy czym teraz podaliSmy w pelni formalne uzasadnienie
odno$nie catkowania. Jest to praktyczny sposéb szukania rozwigzan rownan o zmiennych roz-
dzielonych.

Przyklad 2.1. Rozwiaza¢ réwnanie
= (t+1)(z—2). (2.6)
Rozwazmy dwa przypadki.

1° Funkcja g(z) = x — 2 zeruje sie, gdy x = 2. Zatem x(t) = 2 jest rozwiazaniem.
2° Niech g(z) # 0, czyli © # 2. Poszukajmy rozwiazan z(t) # 2 w kazdym punkcie okreslo-

no$ci. Obliczamy:
dz
= 1
/x 5 /(t + 1) dt,

1
1n|x—2|:§t2+t+0.

2.2 Roéwnanie jednorodne

Rownanie rozniczkowe postaci

o= f (‘7”) , (2.7)

t

gdzie funkcja f: R D U — R jest dana, nazywamy réwnaniem jednorodnym.
Aby rozwiaza¢ rownanie (2.7), stosujemy podstawienie
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Rozniczkujemy:
T =1y,
¥=y+ty
i otrzymujemy rownanie
y+ty = fy),

a po przeksztatceniu réwnanie o zmiennych rozdzielonych

— — —
y = t(f(y) y)- (2.8)
Przyklad 2.2. Rozwiaza¢ réwnanie
, t+z (x) 2
= - . 2.9

Po przeksztatceniu otrzymujemy réownanie jednorodne

T A
()
T +t+t

Robimy podstawienie y = 7 i mamy

y+ty =1+y+y,

a po uproszczeniu i rozdzieleniu zmiennych

Stad po scatkowniu
arctgy = In [t| + C

lub réwnowaznie
y = tg (In|t|+ C).

Finalnie, w zmiennych wyjsciowych, rozwigzanie ma posta¢

r=ttg(In|t| + C).

2.3 Rownanie wymierne

Rownanie rozniczkowe postaci

,I‘, _ f (&1t+blx—|—cl> (210)
CI,Qt + bg[L‘ + Co
gdzie funkcja f : R D U — R i stale a;,b;,¢;, i = 1,2 sa dane, nazywamy rownaniem wymier-
nym.
Rozwazmy dwa przypadki.
1° Rozpatrzmy przypadek, gdy ¢; = ¢ = 0. W rownaniu (2.10) dzielimy licznik i mianownik
przez t i dostajemy réwnanie jednorodne

’ a1+b1%
= — . 2.11
o f <a2+b2f> ( )
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2° Przeanalizujmy teraz przypadek, gdy ¢; # 0 lub ¢ # 0. Musimy zbada¢ dwa przypadki
ze wzgledu na warto$¢ wyznacznika macierzy wspotczynnikow a;, b;, @ = 1, 2.
1) W pierwszym przypadku niech

ar b
— 0.
A to oznacza, ze
(llt blx . aq b1 .
agt bQI tx a9 bg =0

dla dowolnych ¢,z € R. Stad wektory (ait,b;x) i (ast, bex) sa liniowo zalezne, co oznacza, ze
istnieje A € R taka, ze A(ait,b12) = (ast, bex) lub w formie skalarnej

Aait = aot
)\bliL' = bQ.I' '
Jesli wiec potozymy y = a1t + by, to po dodaniu stronami réwnan w powyzszym ukladzie

mamy, ze \y = ast+box. Przyjmijmy, ze y jest funkcja zmiennej ¢. Obliczamy pierwsza pochodna
Yy = a;+b12" i w efekcie otrzymujemy szczegolny przypadek rownania o zmiennych rozdzielonych

y+a
"=a;+0b . 2.12
(1 1+ b1f ()\y n 02) (2.12)
2) Niech teraz
aq b1
a4y by #0.

Ten przypadek jest najtrudniejszy. Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, ze uktad réw-
nan algebraicznych

(]Jlt—i‘bll’—f—cl =0

a2t+b2$+62 =0

ma dokladnie jedno rozwiazanie, ktore oznaczamy przez (t,z) = (a, ). Wprowadzamy nowe
zmienne za pomoca wWzorow:
t=u+a, x=v+0,
du

gdzie v = v(u). Na podstawie twierdzenia o rézniczkowaniu zlozenia i zaleznosci ¥ = 1,
prawdziwe sa réwnosci

de _dv_dv du_dv
dt dt  du dt  du’

Zauwazmy jeszcze, 7e

at+br+c=a(u+a)+b(v+8)+a
= a1u + blv + (CllOé + blﬁ + Cl)
= au + bl’U

i po analogicznym rachunku
ast + box + co = asu + byv.
W konsekwencji dochodzimy do réwnania
@ _ (alu + bw)
du as + byv |’
a po podzieleniu licznika i mianownika przez u do réwnania jednorodnego

vy (al +b15> . (2.13)

du 7 \ag+by?
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(2.14)

Przyklad 2.3. Rozwiaza¢ rownanie
t+x
T = :
t— 2z

Sprawdzamy, ze ¢; = co = 0. Dzielimy licznik i mianownik prawej strony przez t, co prowadzi

do réwnania jednorodnego
7 = Lty
1—2%
Podstawiamy
x
V=7
i otrzymujemy réwnanie
I+y
ty' =
ytt =15
a po przeksztatceniu réwnanie o zmiennych rozdzielonych
;12241
YT Ty
Obliczamy:
1—2y " dt
dy = B
J 29?2 +1 t

1 dy 1 4y
5./ 2 (1 2_2./2y2+1:1n|t|’
v+ (%)

2 1
~arctg(V2y) — 3 In(2y*+ 1) =Int| + C.

—arctg(\@%) —; In

V2
(2.15)

(2(5)’+1) = It + C.

Przykltad 2.4. Rozwiagzaé¢ réwnanie
, t+x
r =
3t+3xr—4

11 .
3 3 | = 0. Podstawiamy

Tym razem ¢y =0, co = —4#01
y=t+ux
i dochodzimy do zredukowanego réwnania o zmiennych rozdzielonych
/ — 1 _'_ y ’
Y 3y —4
ktore po przeksztalceniu ma postac

—1

y =4 Y .

3y —4

zeruje sie, gdy y = 1. Zatem funkcja y(t) = 1 jest rozwiazaniem

_ Y
3y—4

Rozwazmy dwa przypadki.
1° Funkcja g(y) —1
powyzszego rownania, a wiec t + x = 1 jest rozwigzaniem rownania (2.15).
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2° Niech g(y) # 0, co oznacza, ze y # 1. Poszukajmy rozwigzan takich, ze t + © # 1. Po
prostych obliczeniach mamy:
/ Ay — [

d / — 4
3/y y—1 ;

—Inly — 1| =4t + C,
3t+z)—In|t+x—1] =4t +C.

Przyklad 2.5. Znalez¢ rozwigzanie réwnania

T+ 2 2
’:2() . 2.16
v t+x—1 ( )

Mamy: ¢; =2 # 0, 0 = -1 #01i

(1) 1 | = —1 # 0. Para (o, 3) = (3,—2) jest jedynym

rozwiazaniem ukladu réwnan
r+2=0
t+x—-1=0 "

Wykonujemy podstawienie:
t=u+3, xz=v-—2.

W nowym zmiennych badane réwnanie ma postac

()
du " \u+wv/) "’

a po podzieleniu licznika i mianownika przez u otrzymujemy réwnanie jednorodne
()
du I+

Yy=—,
u

Robimy kolejne podstawienie

gdzie y = y(u). Nastepnie rozniczkujemy i wstawiamy do rownania:

v =uy,
dv dy
do VT
dy 2y
YT T U+
dy _ 2y° —y(1+y)?
du 1+y)?

dy  1y(l+y?)
du  u (1+y)?
Rozwazmy dwa przypadki.
1°. Funkcja g(y) = ((11:%2) zeruje sie, gdy y = 0. W zwiazku z tym funkcja y(u) = 0 jest
rozwigzaniem tego rownania. A to jest rownowazne temu, ze v(u) = 0 i w efekcie z(t) = —2
jest rozwigzaniem rownania wyjsciowego.




2.4. ROWNANIE LINIOWE 17

2°. Niech g(y) # 0, czyli y # 0. Poszukajmy rozwiazan takich, ze x(t) # —2. Rozdzielenie
zmiennych, rozktad na utamki proste i scatkowanie prowadzi nas do celu:

1 2
/dey__ du
y(1+y?) u
dy dy du
<l 2/ dy = — [
/y * 1+y? Y u’
In|y| + 2arctgy = — In|u| + C,

T+ 2
t—3

In

2
’+2arctgf+3:—1n|t—3|+0.

2.4 Ro6wnanie liniowe

Roéwnanie réozniczkowe

' = a(t)x + b(t), (2.17)

gdzie funkcje a,b : R D I — R sa dane, nazywamy rownaniem liniowym. Gdy b(t) =0, t € I,
to moéowimy, ze (2.17) jest rownaniem liniowym jednorodnym (RLJ)

' = a(t)r, (2.18)

w przeciwnym razie - rbwnaniem liniowym niejednorodnym (RLN). Jesli (2.17) jest réwnaniem
niejednorodnym (RLN), to (2.18) nazywamy rownaniem jednorodnym (RLJ) z nim skojarzo-
nym.

Twierdzenie 2.1. Jesli funkcja a : R D I — R jest ciggta, to rozwigzanie ogdlne RLJ dane
jest wzorem

x(t) = Celo a(s)ds, tel, (2.19)

gdzie to € I jest dowolnie ustalone, C' € R, 1 sq to wszystkie rozwigzania tego réwnania na I.

Dowo6d. Zauwazmy najpierw, ze kazda funkcja okreslona wzorem (2.19) zalezy od parame-
tru C' € R i jest rozwiazaniem réwnania (2.18), gdy ustalimy C'. Rzeczywiscie,

2(t) = Celo "% o) = a()e(t), tel.

Pokazemy teraz, ze kazde rozwiazanie ¢ rownania (2.18) w przedziale I jest postaci (2.19),
tzn. ze istnieje stala C' € R taka, ze

o) = Celo™™@® e, (2.20)

Niech ¢ bedzie rozwiazaniem réwnania (2.18) w przedziale I, réznym od zera w kazdym
punkcie t € I. Wobec tego

P(t) =a(t)e(t), tel,

a po podzieleniu przez ¢(t) i po scatkowaniu

ot / ot
L4 <s)ds = / a(s)ds, tel,
to SO(S) to
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gdzie ty € I jest dowolnie ustalone. Biorgc pod uwage wtasnosé Darboux dla funkcji cigglych,
mamy:

t
In|(t)] = In|p(to)| + | als)ds, tel.

t
o(t) = plte)eo % teT.

Kladziemy C := ¢(ty).
Jesli p(t) =0, t € I, to kladziemy C := 0.
Zauwazmy jeszcze, ze rozwigzania zerowego nie mozna sklei¢ w zadnym punkcie t; € [ z

t
jakimkolwiek rozwigzaniem niezerowym o(t) = @(to)efto a(s)ds, gdyz wtedy musialyby zachodzi¢

‘1 als)as .
rownosci 0 = limy_,, p(t) = go(to)efto ()¢ , a tym samym @(tg) =01 p(t) =0, t € I, co przeczy
niezerowosci . Oczywiscie jakiegokolwiek rozwigzania dodatniego i ujemnego tez nie mozna
sklei¢ ze soba w zadnym punkcie, rozumujac jak wyzej, co koriczy dowod.

Whiosek 2.1. Jesli funkcja a : R D I — R jest ciagla, to zbior rozwiazan RILJ z dziataniem
dodawania funkcji i mnozenia ich przez liczby rzeczywsite jest jednowymiarowa przestrzenia
wektorowa nad ciatlem liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 2.2. Jesli x; jest rozwigzaniem ogdlnym RLJ skojarzonego z RLN okreSlonym
na przedziale I C 1, za$ x, Jest jakims$ rozwiqzaniem szczegdlnym RLN okreslonym na I, to
rozwigzanie ogolne RLN na I dane jest wzorem

T =x;+ T, (2.21)

it 8q to wszystkie rozwigzania tego rownania na I.

Dowdéd. Zalézmy, ze rozwigzania x; i x istnieja na przedziale I ¢ I. Kazda funkcja postaci
(2.21) zalezy od parametru C' € R i jest rozwiazaniem RLN po ustaleniu C, gdyz

P = a(t)a(t) + b(t) = a(t) (2;(t) + 2.(£))+b(t) = a(t)a;(t) + (a(t)zs(t) + b(2))
= 2i(t) +2i(t) = (1 +2.) () =2'(t) = L, tel.

Niech teraz ¢ bedzie dowolnym rozwigzaniem RLN okreslonym na przedziale I. Zapropo-
nujmy z; := ¢ — x,. Istotnie, tak zdefiniowane z; jest rozwigzaniem RLJ skojarzonego z RLN,
poniewaz

a po odjeciu stronami

L=dt)=(p—2.) (t) = ¢(t) - 24(t) = a(t)(p — z.)(t) = a(t)z;(t) = P, tel.

Zatem ¢ = x; + x, 1 dowdd jest skoriczony.

Uwaga 2.1. Czasami rozwigzanie ogbélne réwnan liniowych RLJ lub RLN definiowane jest jako
zbior wszystkich ich rozwigzan.
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Pojawia sig naturalne pytanie: Jak wyznaczy¢ rozwiagzanie szczegdlne xy RLN? Jednym ze
sposobow jest metoda uzmienniania stalej. Zat6zmy, ze funkcje a,b: R D I — R sa ciagte.
Na podstawie twierdzenia 2.1 wnioskujemy, ze

;(8) = Celo ™ e, (2.22)

Zaproponujmy
t

() = C(t)eo ™@® e, (2.23)

gdzie C' : I — R jest funkcja klasy C, a nie stala, jak we wzorze (2.22). Stad tez nazwa metody.
Czy taka funkcja C(t) istnieje, a jesli tak, to jak ja efektywnie wyznaczy¢? Zrozniczkujmy zg
ze wzoru (2.23)

t

2 (1) = C'(t)edo °)

t

it C’(t)effo a(s)dsa(t), tel

i wstawmy do rownania RLN

t t
Cl(t)efio a(s)ds + C’(t)efﬁo a(s)
Po uproszczeniu

¢ a(s)ds

C'(1)edo O —p), e
i w efekcie

t T
<xa:/bumﬁwmﬁm,teL

to
Regularno$¢ funkcji C'(t) wynika z twierdzenia Newtona-Leibniza.

Uwaga 2.2. W praktyce wygodnie jest korzystaé¢ ze wzordw:
z;(t) = Cel a(t)dt

z,(t) = C(t)e) O,
C/(t)ef a(t)dt _ b(t)7
gdzie przez symbol [ a(t)dt rozumiemy tutaj jakas jedna funkcje pierwotna funkeji a.

Przyklad 2.6. Wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne liniowego réwnania niejednorodnego
z' = (tgt)x + cost. (2.24)

Najpierw znajdzmy rozwiazanie ogoélne skojarzonego z nim roéwnania jednorodnego
' = (tgt)z. (2.25)

Obliczamy:

T = Cveftgtdt — Cefln\cosﬂ —

, CeR,
| cost|

1
xj:C—, CeR
cost



20ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE TYPY ROWNAN ROZNICZKOWYCH CALKOWALNYCH

(zamiast pisa¢ £C pozostawilismy C, bowiem jest to stala dowolna). Rozwiazanie szczegdlne
roOwnania niejednorodnego bedzie mie¢ postac

gdzie szukana funkcja C(t) spetnia zwiazek

1
C'(t) i t
oS

czyli

C(t) = /cothdt.

Powyzsza catke mozna bez trudu obliczy¢, korzystajac z elementarnych wzoréw trygonome-
trycznych:

/(c082t+sin2t) dt = /dt =t+C,
1
/(COSZt — sin? t) dt = /cos 2t dt = 3 sin 2t + C,
a po dodaniu stronami i podzieleniu przez 2 mamy
1 1
/COSQtdt = Et + ZsinZt +C

(i znowu zamiast pisa¢ odpowiednio Cy, Cy i % napisalismy po prostu C, bo jest to stala
dowolna). Poniewaz potrzebujemy jednej funkcji C(t), przyjmujemy np. C' = 0 i otrzymujemy

1 1

Zatem

Ty = (;t + isin 2t>

cost
i funkcja

T = (C’—F;t—i—isin%)

cost
jest rozwiazaniem ogolnym réownania (2.24).

2.5 Roéwnanie Bernoulliego

Rownanie rozniczkowe

' =a(t)r + b(t)z®, (2.26)

gdzie funkcje a,b: R D I — Ristata o € R\{0, 1} sa dane, nazywamy rownaniem Bernoulliego.
Jesli a > 0, to funkcja x(t) =0, t € I jest rozwiazaniem réwnania (2.26).
Poszukajmy rozwiazan x(t) # 0 dla kazdego ¢t € I. Rownanie (2.26) mnozymy przez x~*:

'x = a(t)z' ™ + b(t).

Nastepnie podstawiamy
obliczamy pochodna

i otrzymujemy réwnanie liniowe

v = (1= a)a(t)y + (1 — a)b(t).
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Przyklad 2.7. Rozwiaza¢ réwnanie

4
= P taz, (2.27)
Rozwazmy dwa przypadki.
1° Funkcja z(t) = 0 jest rozwiazaniem.
2° Poszukajmy rozwigzan x(t) > 0. Po pomnozeniu przez 72 mamy

x'x”

NI
NI

1 +1
= -z .
t

Podstawienie

[N

y=x

sprowadza badane réwnanie do niejednorodnego réwnania liniowego

/72 _|_}t
y=3yTaon

Calka ogolna skojarzonego réwnania jednorodnego jest funkcja
Y; = Ct2, C eR.

Znajdzmy catke szczeg6lng rownania niejednorodnego, uzmienniajac stala, tj.

1
C'(t)t* = 3
a stad
Ct) = S .
2
Zatem
bo = 5l

i calka og6lna réwnania niejednorodnego ma postac
1 2
y:(0+2mm)u CeR.
Uwzgledniajac podstawienie, funkcja
1 2
xr = (C+2ln]tl> t', CeR

jest rozwigzaniem rownania wyjsciowego.
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2.6 Roéwnanie zupelne. Czynnik calkujacy

Roéwnanie rézniczkowe
P(t,z) + Q(t,z)x’ = 0, (2.28)

gdzie P,Q : R?> D D — R sg zadanymi funkcjami okres§lonymi w obszarze D, nazywamy
roOwnaniem zupetnym, gdy istnieje funkcja F' : D — R taka, ze jej r6zniczka zupelna pierwszego
rzedu jest postaci

dF = P(t,z)dt + Q(t, x)dz.

Inaczej mowiac, oznacza to, ze pole wektorowe (P, () jest potencjalne, tzn. ze istnieje pole
skalarne F': D — R takie, ze
VF = (P,Q),

lub réwnowaznie w zapisie skalarnym

OF (t,x
{ Iit2) _ p(t, )

OF (t,x

(2.29)

dla (t,x) € D. Funkcje F nazywa sie potencjatem pola (P, Q) i jest to uogolnienie pojecia funkcji
pierwotnej funkeji jednej zmiennej. Rownanie (2.28) zapisuje sie czesto w postaci rozniczkowe]

P(t,x)dt + Q(t, z)dx = 0.

Mowimy wtedy, ze rownanie to jest zupelne, gdy jego lewa strona jest rézniczka zupelna pierw-
szego rzedu funkcji F'.
Rozwiazanie rownania zupelnego (2.28) dane jest w postaci uwiklane;

F(t,z)=C. (2.30)

Rzeczywiscie, po wyznaczeniu funkcji uwiktanej z = z(t) z rownania (2.30) i zrézniczkowaniu
wyrazenia F'(t,z(t)) = C wzgledem zmiennej ¢, otrzymujemy tozsamos¢

OF (t,x(t)) | OF(t, (1)

ot or () =0.

Uwzgledniajac zwiazek (2.29), funkcja  jest rozwiazaniem réwnania (2.28).

Twierdzenie 2.3. Jesli D jest obszarem jednospdjnym i P,Q € CY(D), to réwnanie (2.28) jest
zupetne wiedy 1 tylko wtedy, gdy

OP(t,z)  0Q(t, )

=S (ta) e D. (2.31)

Dowdéd. Najpierw udowodnimy, ze jesli rownanie (2.28) jest zupelne, to prawdziwa jest
tozsamos¢ (2.31). Przypusémy wiec, ze rownanie (2.28) jest zupelne. A to oznacza, ze istnieje
funkcja F, ktora spelnia uktad rownan (2.29). Rozniczkujac pierwsza rownosé w (2.29) wzgle-
dem z, a druga wzgledem ¢, otrzymujemy

a <8F(t,x)> _oP(tx) 0 <8F(t,x)> _ 0Q(t,z) (t.z) € D.

Ox ot or | Ot O ot

Ale 7 zalozenia P,QQ € C'(D), dlatego F € C?(D). Na podstawie twierdzenia Schwarza o
rownosci pochodnych mieszanych lewe strony sa réwne, zatem i prawe strony sg réwne, czyli
wzor (2.31) zachodzi.
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Teraz uzasadnimy implikacje w druga strone. Zalézmy, ze spelniona jest rownosé (2.31). Ob-
szar jednospOjny D na plaszczyznie ma te wlasnos¢, ze jesli dowolna krzywa zamknieta zwykta
[ (inaczej krzywa zamknieta Jordana), tj. krzywa zamknieta kawatkami gladka bez punktow
wielokrotnych, zawiera sie w tym obszarze, to i obszar wewnetrzny D, nig ograniczony zawiera
sie w tym obszarze. Wtasnosé te mozna uwazaé za definicje jednospdjnosci na plaszeczyznie.
Niech [ bedzie dowolng krzywa zamkniety zwykla zawartg w D. Na podstawie twierdzenia Gre-
ena i wzoru (2.31) catka krzywoliniowa skierowana z pola wektorowego (P, Q) po krzywej [ jest
rowna zeru:

f. P(t,x)dt + Q(t, x)dx :// (%Cf — gi) dtdx = 0.
l D;

Stad wynika, ze calka krzywoliniowa skierowana

jl{ P(t,z)dt + Q(t,z)dx =0
]

po kazdej krzywej zamknietej kawatkami gtadkiej [ zawartej w D, gdyz kazda taka krzywa
mozna rozbi¢ na skonczenie wiele krzywych zamknietych zwyklych kawatkami gltadkich. Zatem
pole wektorowe (P, () jest potencjalne w obszarze D, co jest rGwnowazne temu, ze rownanie
(2.28) jest zupelne.

Przyklad 2.8. Rozwiaza¢ réwnanie

+ sin t)dt + ( + sin x)d:p = 0. (2.32)

(0052 tx cos? tx

Poltozmy

P(t,z) = + sin .

+sint, Q(t,z) =

cos?tx cos? tx

Sprawdzamy, ze

OP(t,x) 0Q(t,x)  cos’tx + twsin 2tz

or ot cost tz

Zatem rownanie (2.32) jest zupelne w dowolnym obszarze D C R?\ {(t,z) € R? : tzx =
5+ km, k € Z} na mocy twierdzenia 2.3. Szukamy funkcji F' spelniajacej uklad réwnan

{BF(t,x): t L sint

8F8€ ) cos? tx
tz) — _t 4 sing

(2.33)

Or ~ cos?tx

dla (t,z) € D. Calkujac wzgledem ¢ pierwsze rownanie w (2.33), otrzymujemy
F(t,xz) = tgtx — cost + p(z).

Nastepnie z drugiego rownania w (2.33) mamy

cos?tx

A stad

i po scatkowaniu
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Zatem
F(t,z) = tgtx — cost — cos z,

a szukane rozwiazanie rownania (2.32) mozna zapisa¢ w postaci uwiklane;
tgtr — cost — cosx = C.

Oczywiscie to samo mozna uzyskaé, catkujac wzgledem x drugie réwnanie w (2.33), przy czym
©(x) zastepujemy wtedy przez o(t), ktore obliczamy z pierwszego réwnania w (2.33).
Warto zwrocié uwage, ze zar6wno réwnanie

dr  x+sintcos®tx

dt  t+sinzcos?tz’
jak i réwnanie

dt  t+sinzcos’tx

dr  x +sintcos?tz

generowane przez (2.32) sa trudne i w zasadzie nie wiadomo w jaki sposéb mozna by je rozwia-
zac.

Jesli rownanie (2.28) nie jest zupelne, to mozna probowac je przeksztalci¢ w sposob roéwno-
wazny do rownania zupelnego, mnozac obustronnie przez odpowiednia funkcje.

Definicja 2.1. Czynnikiem calkujacym réwnania (2.28) nazywamy funkcje p : D — R,
wu(t,z) # 0 dla (t,x) € D, taka, ze rownanie

u(t,2) P(t,2) + plt, 2)Q(t, 2)a = 0 (2.34)
jest zupetne.

Czesto udaje sie znalez¢ czynnik catkujacy nie w obszarze D, ale w jakim$ mniejszym
obszarze D; C D.

Przedstawimy teraz sposob wyznaczania czynnika catkujacego p. Niech D bedzie obszarem
jednospojnym i P,Q € C'(D). Szukamy p € C'(D). Na mocy twierdzenia 2.3, rownanie (2.34)
jest zupetlne wtedy i tylko wtedy, gdy

OuP)(t,x) _ O(uQ)(t, )

5 = 5 , (t,z) e D.

Po zrozniczkowaniu otrzymujemy trudne réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu z
funkcja niewiadoma p

(t2) + 2202,

@
ox

OP(t,x)  Ou

Plto)+ =57 =%

ktore po pogrupowaniu przyjmuje postac

o

P
ax (t’ x)

op 0Q(t,x) OP(t,x)
T (t’:’“"):“< ot oa >

Zaproponujmy jaka$ funkcje w € C'(D,R) i poszukajmy (u o w)(t,x). Wowczas

(- ) (200



2.6. ROWNANIE ZUPEELNE. CZYNNIK CALKUJACY 25

a po podzieleniu

’ oQ(t,x)  OP(t,x)
v at Dz .
poo 2L p(y gy — LD (1 )

Jesli prawa strona w powyzszej relacji jest funkcja zmniennej w, tzn. gdy funkcja

oQ(t,x)  OP(t,x)

V(w) = ot O (2.35)

ow(t,x ow(t,x
P Pt x) - 250 Q(t, )

jest dobrze okreslona, to czynnik catkujacy pow istnieje. Wtedy wystarczy rozwigzac¢ rownanie
rozniczkowe zwyczajne

= U(w), (2.36)

/(if :/\I/(w)dw,

| = [ Ww)dw,

p(w) = Cel Ywidv 4,

czyli:

Najprostsza jest sytuacja, gdy w = t lub w = x. Pociaga to za soba redukcje funkcji ¥
odpowiednio do postaci:

0Q(t,x)  OP(t,z)

U(t) = O Q(t,x)dx , (2.37)

0Q(t,x)  OP(t,z)

U(x):= 6tP(t,x)dx : (2.38)

Przyktad 2.9. ZnaleZ¢ rozwigzanie rownania

(2® + 2)dt + (£%2% — t)dw = 0. (2.39)
Potézmy
P(t,z) =t*2" + 2, Qt,z)=t'2*—t.
Poniewaz OP(t. ) 90(t. )
t,x t,x
0T =3 41, T =3t —
Ox S ot o ’

wiec rownanie (2.39) nie jest zupelne w zadnym obszarze D C R?. Rownanie to nie ma czynnika
catkujacego p zaleznego tylko od jednej zmiennej, gdyz ktadac w = t, mamy

9Q(t,x)  9P(tz) _9
at—Q(t,g:?x = Zweopn 7 Y0
a ktadac w = z, mamy
9Q(t,x)  9P(tz) _9
ot Oz # U(x).

P(t,z) R
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Zaproponujmy w = tx. Teraz otrzymujemy, ze

8Q{(t7x) _ 8P(t,I) _2 1
Qw(t,x) - Bwa(?,x) - ot - T = \I/(w),
Ox P(t,ﬂf) - ot Q(tax) X w
co oznacza istnienie czynnika catkujacego
aw 1
p(w) = Ce 1% = Cem vl = cﬁ, C #0.
w

Potézmy p = é Po pomnozeniu rownania (2.39) przez taka funkcje p otrzymujemy réwnanie
zupelne

(t:cz + 1)dt + (th — i)dw =0

w dowolnym obszarze D C R?\ {(t,z) € R? : tx = 0}. Postepujac analogicznie jak w przy-
ktadzie 2.8, znajdujemy jego rozwiazanie, a wiec i rozwiazanie rownania wyjsciowego (2.39), w
postaci uwiktane;j

1
§t2x2 +Injt| —In|z| = C.

2.7 Rownanie Clairauta

Roéwnaniem Clairauta nazywamy réwnanie
x=tx' + g(a'), (2.40)

gdzie funkcja g : R D I — R jest dana.

Zatozmy, ze rownanie (2.40) ma rozwiazanie z, ktore ma druga pochodna z” i funkcja g jest
rozniczkowalna. Aby je znalezé¢, zrozniczkujmy to rownanie wzgledem t. Wéowcezas otrzymujemy
roOwnanie

o =1+t + ¢ ()",
a po redukcji
2 (t+4'(2") =0.
Chcemy rozwigzaé¢ uktad rownan
0

(2.41)

{ 2"t +g'(2)) =
r = ta' + g(2’)

Uktad ten rozpada sie na dwa prostsze uktady

{ =0 , (2.42)

r = ta' + g(2’)
t+4g'(2)=0
{ r=tz'+g(a') (2:43)

W uktadzie (2.42) z pierwszego rownania obliczamy z’ = C, podstawiamy te wielkosé¢ do dru-
giego rownania i otrzymujemy jednoparametrowa rodzine prostych

v =Ct +g(C) (2.44)
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z parametrem C, ktore sa rozwiazaniami (2.40). Z uktadu (2.43) uzyskujemy rozwiazanie row-
nania Clairauta w postaci parametrycznej

{ Hp) = —9'(») (2.45)

z(p) = —g'(p)p + 9(p)

7 parametrem p, ktory jest efektem podstawienia 2’ = p. Rozwigzanie to jest osobliwe i takie,
ze problem Cauchy’ego zwykle nie ma jednoznacznosci rozwigzania w kazdym punkcie jego
wykresu. Ma to miejsce np. wtedy, gdy jego wykres jest tzw. obwiednig jednoparametrowe;j
rodziny prostych (2.44).

Definicja 2.2. Krzywa [ nazywamy obwiednia rodziny krzywych ®(¢,z;C') = 0, gdy jest ona
styczna w kazdym swoim punkcie do co najmniej jednej krzywej z tej rodziny i kazda krzywa
7 tej rodziny jest styczna do [ w jakims$ punkcie.

Twierdzenie 2.4. Jesli w réwnaniu (2.40) pochodna g"(p) jest statego znaku i g"(p) Z 0, to
krzywa parameytryczna (2.45) jest obwiedniq jednoparametrowej rodziny prostych (2.44).

Dowo6d. Poniewaz ¢” ma staly znak i nie jest tozsamosciowo rowna zeru, wiec ¢’ jest silnie
monotoniczna, a co za tym idzie ¢’ jest réznowartosciowa. Krzywa parametryczna (2.45) jest
generowana przez uktad (2.43), z czego wnioskujemy, ze

i rozwazang krzywa mozna zapisa¢ jawnym wzorem
z(t) = t(g) (=) + g((g) 7 (—1)).

Ustalmy dowolny punkt (¢g, z(f9)) nalezacy do krzywej x(t). Poszukajmy prostej z rodziny
(2.44) stycznej do tej krzywej w tym punkcie. Korzystajac ze znanego wzoru na styczna

x=12'(to)(t — to) + z(to),
mamy w naszym przypadku:
r=(g) " (—to)(t — to) + to(g) " (—t0) + 9((¢) (1)),

v =(g) " (~to)t + 9((9) " (~t0))-
Wystarczy potozyé
C = () (~to)-

Teraz ustalmy dowolna prosta z rodziny (2.44) i znajdzmy punkt (¢o,x(fp)) nalezacy do
krzywej x(t), w ktorym ta prosta jest do niej styczna. Zaproponujmy

to ;== —¢'(C).

A stad
C = ()" (~to).

Zatem zadana prosta mozemy zapisa¢ wzorem
v =(g) " (~to)t +9((g) " (—t0)).

Rozumujac jak wyzej, wnioskujemy, Ze jest ona styczna do krzywej x(t) w punkcie (tg, z(g))-
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Przyklad 2.10. Rozwigza¢ réwnanie

x = tr' + (2')> (2.46)
Rozniczkujac rownanie (2.46) wzgledem ¢, otrzymujemy rownanie
2" (t +22") = 0.
Zatem
=0 lub t+22'=0. (2.47)

Z pierwszego rownania w (2.47) wynika, ze 2/ = C, a wiec rozwiazaniem (2.46) jest jednopara-
metrowa rodzina prostych

x=Ct+ C?.

Poszukajmy obwiedni tej rodziny. Ktadac 2’ = p w drugim réwnaniu w (2.47), mamy

t=—2p

Rugujemy parametr p, obliczajac z pierwszego réwnania p = —%t i wstawiajac to do réwnania
drugiego w powyzszym ukladzie. W ten sposob znajdujemy obwiednie postaci
1
r=—-t
4

Zwroémy uwage, ze g(p) = p?, a wiec pochodna ¢”(p) = 2 jest stalego znaku tak, jak zalozono w
twierdzeniu 2.4. Nietrudno sprawdzi¢, ze krzywa catkowg bedzie rowniez kazda krzywa powstata
z tuku tej paraboli i stycznej do niej, dana wzorem

—5t%, t< o
Ta = Lot 1102 ¢
—5at + a7, > o
oraz

—lat+1ia? t<a
Lo = %2 7 )
—Zt, t>Oé

gdzie a € R jest dowolnie ustalona.
Przyklad 2.11. Rozwigza¢ réwnanie

r=tr' + (2/)? — cos . (2.48)
Postepujac analogicznie jak w przyktadzie 2.10, mamy

2"(t 4+ 22" +sinz’) = 0.

Zatem jednoparametrowa rodzina prostych i krzywa parametryczna dane sa odpowiednio wzo-
rami:

z=Ct+ C? —cosC,

Y

t=—2p—sinp
xr = (—2p—sinp)p + p® — cosp

gdzie po uproszczeniu

t=—2p—sinp
x = —p? —psinp —cosp

Na podstawie twierdzenia 2.4 krzywa parametryczna réwniez jest obwiedniag jednoparametrowej
rodziny prostych, gdyz g(p) = p? — cosp i pochodna ¢”(p) = 2 + cos p jest stalego znaku.
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Do réwnania Clairauta dochodzimy zawsze, gdy poszukujemy krzywej na podstawie wia-
sciwosci jej stycznej, nie zalezacych od punktu stycznosci. Przy tym, z geometrycznego punktu
widzenia, najbardziej interesujace jest rozwigzanie osobliwe.

Przyklad 2.12. Znalez¢ wszystkie krzywe, do ktorych styczna tworzy z osiami wspotrzednych
trojkat o stalym polu S. Zakladamy, ze krzywe i trojkat leza w tej samej ¢wiartce uktadu
wspotrzednych.

Bez straty ogolnosci ograniczymy sie do pierwszej ¢wiartki uktadu wspotrzednych. Oznacz-
my szukang krzywa przez x(t). Styczna do z(t) w dowolnie ustalonym punkcie ¢y dana jest
wzorem

x=a'(to)(t — to) + (to).

Przecina ona osie wspotrzednych odpowiednio w punktach

ZE(to)
ZE’(to) ’

t= to - Tr = SL’(to) - tol’/(to).

Wnosimy stad, ze

5=t~ :f(g;))) (w(to) — tor’ (1))

W dalszym ciagu bedziemy pisa¢ t, z, 2’ zamiast to, x(tg), 2'(t9) 1 wielkosci te bedziemy trak-
towa¢ jako zmienne. Przeksztalcajac powyzsze rownanie, mamy

—252" = (v — ta')2.

Pierwiastkujemy

|z —ta'| = V25V -1’

i finalnie otrzymujemy réwnanie Clairauta
=tz + V25V -1/, (2.49)

bo ' < 0, co pociaga x — tx’ > 0. Po zrozniczkowaniu i redukcji dochodzimy do réwnania

n(,_ V28
x (t— 27\/—_x’): 0.

Podobnie jak w poprzednich przyktadach rozwigzaniami sa odpowiednio jednoparametrowa

rodzina prostych
x=Ct+VvV25v-C (2.50)

t= 28
2p

i krzywa parametryczna

r=1tp+V25y/=p

ktorg mozna napisa¢ w postaci

t= 25
Qﬁ .
v =Y3/=p

V28

5 1 wstawiamy do

Aby wyrugowaé parametr p, obliczamy z pierwszego réwnania /—p =
rOwnania drugiego, co daje nam jawny wzor na zadang krzywa

S

(2.51)
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Jest to réwnanie hiperboli rownoosiowej. Znang wtasnoscig dowolnej hiperboli jest stalo$¢ pola
zawartego miedzy asymptotami (tutaj osiami wspotrzednych), a styczna do hiperboli. Zauwaz-
my, ze rowniez tutaj hiperbola jest obwiednia rodziny prostych, bo g(p) = V28 V-p,p<0i
J"(p) = 4;/\37% < 0. Dodajmy, ze kazda prosta (2.50) tez ma zadana wlasnos¢. A skoro tak, to

kazda krzywa

S
= t <«
—J 2w
oraz
S S
- V- S
%:{ Cat b t<a (2.53)
9% t>«
gdzie a > 0 jest dowolnie ustalona, tez ja ma. Sa to wszystkie szukane krzywe.
2.8 Rownanie Lagrange’a
Zwiazek postaci
r = tf(') + (). (2.54)

gdzie funkcje f,g : R D I — R, f nie jest identycznoscig, sa dane, nazywamy réwnaniem
Lagrange’a.

Podobnie jak w przypadku réwnania Clairauta (2.40), zalézmy, ze rownanie (2.54) ma roz-
wigzanie x, ktore ma druga pochodng z” i funkcje f, g sa rozniczkowalne. W celu znalezienia
tego rozwigzania, na poczatku postepujemy tak samo, jak w przypadku réwnania Clairauta,
czyli rézniczkujemy to rownanie wzgledem t. Mamy wiec

x/ — f(xl) + tf'/(xl)m// +g/(x/)m//.
Chcemy rozwiazac¢ uktad rownan

o = f@) + () + g ()
{ = 1f(2) + g(x). (2:55)

Podstawmy
' =p, p=pt).

7 pierwszego réwnania otrzymujemy réwnanie nieliniowe

dp

p= 1)+ 7L+ o ()

= (2.56)

z funkcja niewiadoma p(t). Jesli uda nam sie to rownanie rozwiaza¢ i dodatkowo uzyska¢ jawny
wzor na p(t), to rozwiazanie ogblne réwnania (2.54) wyrazi sie wzorem

z=tf(p(t)) + g(p(t)). (2.57)

Jesli jednak nie potrafimy tego zrobi¢, to mnozymy réwnanie (2.56) obustronnie przez j—; i

otrzymujemy réwnanie liniowe z funkcja niewiadmoma (p),

(p— f(p))fll; = f'(p)t+4'(p). (2.58)
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Rozwazmy dwa przypadki.
1° Niech f(po) = po dla pewnych liczb pg € I. Wowcezas kazda prosta

x = pot + g(po) (2.59)

jest rozwigzaniem réwnania (2.54). Sa to rozwigzania osobliwe i takie, ze problem Cauchy’ego
zwykle nie ma jednoznaczno$ci rozwigzania w kazdym punkcie ich wykresu.

2° Zalozmy, ze f(p) # p dla kazdego p € I. Po podzieleniu rownania (2.58) przez (p — f(p))
dochodzimy do réwnania liniowego w postaci normalnej

e f'(p) 9'(p)
dp_p—f(p)Hp—f(p)' (2:60)

Rozwiazanie ogolne rownania (2.60) mozna zapisa¢ wzorem

t(p) = Ca(p) +b(p), CeR.

Jesli potrafimy z tego zwiazku wyznaczy¢ p(t), to rozwiazanie ogolne rownania (2.54) przyj-
mie posta¢ (2.57). W przeciwnym razie szukane rozwigzanie mozemy przedstawi¢ w postaci
jednoparametrowej rodziny krzywych catkowych

t(p) = Ca(p) + b(p)
{ z(p) = [Ca(p) + b(p)] f(p) + 9(p) (2.61)

z parametrem C' € R, z ktorych kazda sparametryzowana jest parametrem p.
Przyklad 2.13. Wyznaczy¢ rozwigzanie rOwnania
z=t+ (') - 32" (2.62)
Roézniczkujac wzgledem ¢, otrzymujemy
v’ =1+3(2')%" — 32",

Podstawmy
a'=p, p=pt).
Whnosimy stad, ze

dp ., dp
=14+3p2= 3%
L T TS
a po przeksztatceniu
30— 1)L = p—1
dt '

Jest to na tyle proste réwnanie, ze mozemy je efektywnie rozwigzaé. Rozwazmy dwa przypadki.
1°Jeslip=1,tox=t+1—3, czyli z =1t — 2 jest rozwigzaniem.
2° Niech p # 1, co oznacza, ze szukamy rozwigzan z(t) # t — 2 w kazdym punkcie okreslo-
noéci. Rozwiazujac réwnanie o zmiennych rozdzielonych
dp

3/(p+1)dp:/dt,
3

§p2+3p:t—|—C.

mamy:
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Obliczamy p(t):

2

2

[2
/2

(Zamiast %C’ | %C—F 1 pozostawilismy C, bo jest to stala dowolna). Wstawiajac tak wyznaczone
funkcje p(t) do rownania wyjsciowego (2.62), otrzymujemy rozwigzanie

3
P (i,/§t+0—1) —3<i,/§t+0—1), CeR.

Przyklad 2.14. Rozwigza¢ réwnanie
z=t(1+2)+ (2')° (2.63)
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie zrézniczkujmy wzgledem t:
' =1+ +ta" + 3(2')a".
Podstawmy
o' =p, p=p@).

A stad otrzymujemy trudne nieliniowe réwnanie

d
0=1+(t+3p2)d—]t’

wzgledem p(t), ktore staje sie bardzo tatwym réwnaniem liniowym

;i; = —t—3p°
wzgledem ¢(p). Obliczamy t(p):
tj =Ce" S — Ce™®,
ts = C(p)e””,
C'(p)e” = =3p”,
C(p) = —3/p26p dp = —3p°e” + 6peP — 6e?,
ty = —3p° + 6p — 6,
t=Ce? —3p*+6p— 6.

Widaé, ze tym razem nie jesteSmy w stanie wyznaczy¢ p(t). Szukane rozwiazanie mozemy jednak
wyrazi¢ w postaci parametrycznej, wstawiajac ¢t do rownania wyjsciowego (2.63)

t=Ce™®—3p>+6p—6
CeR
{IZ(CGP—3PQ+6P—6)(1+p)+p3 CEEE
a Po uproszczeniu
t=Ce™?—3p*+6p—6
{:c:C’(1+p)6_p—2p3+2p2—6’ CeR.
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2.9 Rownanie Riccatiego

Rownanie réozniczkowe

v’ = a(t)z® + b(t)w + c(t), (2.64)

gdzie funkcje a,b,c : R D I — R sa dane, nazywamy réwnaniem Riccatiego, od nazwiska
wloskiego matematyka Jacopo Riccatiego. Widaé, ze jesli ¢(t) = 0, t € I, to jest to réwnanie
Bernoulliego z wykltadnikiem o = 2, za§ w przypadku a(t) =0, t € I jest to rownanie liniowe.
Nie istnieje ogolny analityczny sposob scatkowania réwnania Riccatiego, co spowodowane
jest sktadnikiem c. W zastosowaniach fizycznych reprezentuje on zrodlo i jest nazywany cztonem
reakcyjnym. Jezeli jednak znamy jakie$ rozwigzanie szczegdlne x1, to przez podstawienie

u=x—x, u=u(t)
mozna to réwnanie sprowadzi¢ do rownania Bernoulliego z wyktadnikiem o = 2 postaci
o = (2a(t)x1(t) + b(t))u +a(t)e?, (2.65)

a takie réwnanie sprowadzamy za pomoca podstawienia

do réwnania liniowego

v = = (2a()0:(0)+ b(0) )y - a), (2.66)

zgodnie z analiza przeprowadzong w poprzednim rozdziale. Rownanie liniowe (2.66) mozna tez
uzyskaé¢ bezposrednio, podstawiajac

1
$:$1+§7 y=y(t).

Poniewaz postaé¢ liniowa jest wygodna przy rozwiazywaniu konkretnych zadan, skupimy sie
teraz na jej wyprowadzeniu. Rozniczkujac powyzsze podstawienie:

i wstawiajac do réwnania (2.64), otrzymujemy rownosé

2
1 1
xh(t) — y—2 = a(t) <:C1(t) + ) + b(t) (:cl(t) + ) + c(t)
Y Y
1 1 1
=a(t)2x3(t) + 2a(t)x1(t)§ + a(t)? + b(t)z (t) + b(t); + c(t).
Poniewaz x; jest rozwiazaniem réwnania (2.64), po redukeji mamy

/

L= (2attym () +50)) . +alt)

Yy y?

a po pomnozeniu przez —y? - rownanie (2.66).
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Przyklad 2.15. Wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne réwnania
v =2 (2t + D+t + 1, (2.67)

znajac jego rozwiazanie szczegélne x(t) = t. Podstawiajac

1
r=1t+—,
Yy

otrzymujemy réownanie o zmiennych rozdzielonych (jest to tez rownanie liniowe niejednorodne)
y=y—1,
ktorego rozwiazaniem jest funkcja
y=Ce' +1, CeR.

Zatem rozwiazanie ogblne réwnania wyjsciowego jest postaci

=t+——, (CeR
¢ * Cet +1
Twierdzenie 2.5. Rownanie Riccatiego
b c
/ 2
_ z - 2.68
¥ =ax® + S + Y (2.68)
gdzie a,b,c € R, a # 0, ma rozwigzanie szczegdlne postaci x1(t) = %, d € R wtedy 1 tylko wtedy,
gdy (b+1)? > 4ac.
Dowo6d. Wstawiamy x; do réwnania (2.68) i mamy
d d? d 1
—tjzatfz‘i‘btfz‘FCtz,
a po pomnozeniu przez t*:
—d = ad® 4 bd + c,
ad®* + (b+1)d+c=0.
Teza twierdzenia wynika ze wzoru
A= (b+1)* — 4ac.
Przyklad 2.16. Rozwigza¢ réwnanie
2
fzx?—ﬁ. (2.69)

Na podstawie twierdzenia 2.5 stwierdzamy, ze mozna znalez¢ rozwiazanie szczegolne x;(t) =
%. Po podstawieniu do réwnania mamy

d d* 2
BT
a stad
d*+d—2=0.

Zatem dl = ]_, d2 = -2
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Potézmy
1
z1(t) = -
(1) =
i podstawmy
1 n 1
xT=-4—.
t oy
Otrzymujemy liniowe rownanie niejednorodne
2
/
=—y—1
Y ty

Rozwigzaniem og6lnym skojarzonego z nim réwnania jednorodnego jest funkcja

1
yj = Ctj, C € R,
za$ rozwigzaniem szczegblnym jest funkcja
Ys = 3

i w efekcie rozwigzanie ogolne tego rownania dane jest wzorem
1 1
=C—=—=t, CelR
VTR T3
Uwzgledniajac podstawienie, rozwigzaniem réwnania wyjsciowego jest funkcja
1
T 1y
Cz—3t

$2

1

Pokazemy teraz, ze kazde rownanie Riccatiego (2.64) takie, ze funkcja a jest roézniczkowalna

ia(t)#0,t el mozna przez podstawienie
z = o(t)y +(t)
sprowadzi¢ do réwnania Riccatiego
y =y +al). (2.70)
Rzeczywiscie, zrozniczkujmy podstawienie:
o' = @'ty +et)y + (1)
i wstawmy do roéwnania (2.64):
&'ty + @)y + () = alt) (p(t)y + ©(8)” +b(t) (p(D)y + (1)) + c(t),

Py + o)y + (1) = alt)e* ()y* + 2a() () (t)y + a(t)y* () + b(t)p(t)y + b(t)1(t) + c(t).

Nastepnie ostatni zwiazek pomnoézmy przez a(t) i odpowiednio pogrupujmy sktadniki, co im-
plikuje tozsamos¢

(a0e(0))y' =(alD(0)) 32 + (202(0)p(0)0(0) + aHD(D) — at) D))y
+ (000 + abO() +alt)elt) - al)y'(1)).
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Rozwazmy uktad réwnan rézniczkowo-algebraicznych

W rownaniu (2.70) kladziemy

ci(t) = a* ()P (1) + a(®)b(t)v(t) + a(t)e(t) — a(t)y/(t).

Ponizej sformutujemy i uzasadnimy algorytm rozwiazywania rownania Riccatiego (2.70) w
przypadku, gdy ci(t) = at™, « € R, k= 55 € Z, m # 0im # —2.
1. Podstawiamy:

y:% u=t""? (z=2z(u), u=u)),

co w istocie generuje zaleznos¢
2(u(t)) = ty(t).

Po jej zrozniczkowaniu, wstawieniu do réwnania (2.70), pomnozeniu przez ¢ i podzieleniu przez
m + 2 otrzymujemy kolejno zwiazki:

Jul =y +ty,
(m 42" =y + t(y* + at™),
(m+2)uz’ =z + 2* + au,

, 1 1, e}
uz — z— z¢ = u.
m 4+ 2 m 4+ 2 m 4+ 2
Biorac pod uwage tozsamosé ﬁw = % — ki ktadac By = k — %, Yo = [o, 00 = —afy, mamy
rOwnanie
uwz + Boz + Y02% = dou. (2.71)

2. Jedli By < —%, to robimy ciag n € N podstawien:

u 1+ 0
— R A; = 5 (v; = vi(1), Vi = vig1(u)),

Vo =2, U

z ktorych kazde prowadzi do réwnania postaci
UUZI'H + Bit10iq1 + %’+1U¢2+1 = 0i+1U, (2.72)

gdzie B;11 = 0;+1,1=0,...,n — 1, az uzyskamy réwnanie z (3, = —
ciag n € N podstawien:

. Jesli By > —%, to robimy

N

U i
vo=1z2, vi=A+ , A= & (vi = vi(u), vig1 = viga(u)),
Vit1 Vi
z ktorych kazde prowadzi do réwnania (2.72), gdzie ;41 = 3; — 1,7 =0, ...,n — 1, az uzyskamy
roOwnanie z 3, = —%.
3. Podstawiamy
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rozniczkujemy
1
/ /
- w4+ 7
Un = 3 \/aw Vuw
wstawiamy do réwnania (2.72) i dochodzimy do prostego rownania o zmiennych rozdzielonych
1
W' = —(—yw® +dy). 2.73
Tt +6,) (273
Przyklad 2.17. Rozwigza¢ réwnanie
1
7' =2 + e (2.74)
Roéwnanie to jest postaci (2.70), gdzie ¢;(t) = t%, a = 1, m = —4, przy czym funkcja szukana
jest x zamiast y. A stad £ = 1 i mozemy skorzysta¢ z algorytmu opisanego wyzej. Najpierw
podstawmy
z
r=o, u= t72 (2= z(u), u=u(t)).
Wykonujac elementarne obliczenia, otrzymujemy réwnanie
1 1

1
uz' + 57+ §z2 = —5u. (2.75)

Poniewaz [, = %, wiec teraz podstawmy
u
z=—-1+— (v1 =v1(u)).
U1
Wstawiajac do réwnania (2.75), po prostych przeksztalceniach otrzymujemy rownanie
1 1 1
! 2
P — —_—— p——_ . 2-76
uvy = Sur = U = U (2.76)
Widaé, ze (6, = —% i mozemy podstawié
U1 = \/aw (w = w(“))a
co prowadzi do réwnania

! 1 2
w = ﬁ(w + 1). (2'77)

Rozdzielamy zmienne i catkujemy:

/ dw du
w241 ) 2/’
arctgw = vu + C,
w=tg (vu+C).

Zgodnie z podstawieniami obliczamy:

(%1

NG tg (vVu+C),

v = Vutg (Vu+C),
L~ Vutg (Vu+C),

z+1
z=Vuctg(Vu+C)—1,
tr =Vt2cetg(Vt24+C) -1,
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Przyklad 2.18. Rozwigza¢ réwnanie

7 =2+ 5. (2.78)
Analogicznie jak w przyktadzie 2.17, réwnanie to jest postaci (2.70), gdzie ¢;(t) = 5 a=1,
m = —%, przy czym funkcja szukang jest x zamiast y. Zatem k = —2 i znowu mozemy skorzystac
z zaproponowanego wyzej algorytmu. Podstawiajac
z
r= u=ti (2= x(u), u=u(t),
otrzymujemy roéwnanie
, O 5,5, D (2.79)
uz — =z —=z"= =u. .
2 2 2
Poniewaz [y = —%, wiec teraz podstawmy
u
z2=—— (v =v1(u)).
i (=nw)

Po wstawieniu do réownania (2.79), w wyniku prostych przeksztatcen dochodzimy do réwnania

3 5 5
uvy — Juit ivf =—gu (2.80)
Skoro (3 = —%, to podstawmy jeszcze raz
u

v = (Uz = Uz(u)),

B % + Vo
wstawmy do réwnania (2.80), a to implikuje rownanie
1 ) 5
vl — S0~ 51}% = U (2.81)

Tym razem (5 = —% i mozemy podstawic
v =V (w = w(w)),
co prowadzi do réwnania
w = i(w2 +1). (2.82)

2\/u

Rozdzielamy zmienne i catkujemy:
dw 5du

Jwi= o

arctgw = 5v/u + C,

w = tg (5v/u + O).
Uwzgledniajac wszystkie podstawienia, ostatecznie

5 (5Vttg (57 +C) +1)

o 5Vt (59t — 3tg (51 +C)) — 3V

jest rozwiazaniem.

Uwaga 2.3. Rownanie

2
/2
nie ma rozwigzania postaci x; = % (poréwnaj z (2.69)). Ponadto nie mozna go rozwiazaé przy
pomocy powyzszego algorytmu, bo m = —2. Z tego samego powodu réwnania (2.69) rowniez

nie mozna rozwigzac, uzywajac tegoz algorytmu. Dodajmy, ze rownania (2.74) i (2.78) nie maja
rozwiazan r; = %l.
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2.10 Roéwnania drugiego rzedu sprowadzalne do réwnan
pierwszego rzedu

I Najprostszy jest przypadek

2" = f(t). (2.83)
Wtedy po prostu dwukrotnie catkujemy.
Przyklad 2.19. Rozwiaza¢ rownanie
" =t. (2.84)
Po scatkowaniu mamy réwnanie
i ;tQ + Oy,

ktore znowu catkujemy, otrzymujac rozwigzanie
1
r = 6t3 +Olt+02

IT Teraz niech
F(t,a',2") = 0. (2.85)

Zr6bmy podstawienie

A stad
" =4
i rownanie (2.85) sprowadza si¢ do rownania
F(t,y,y") = 0. (2.86)
Przyklad 2.20. Rozwigza¢ réwnanie
v" = t(2)? (2.87)

Zgodnie z powyzszym podstawieniem réwnanie to przechodzi w réwnanie o rozdzielonych zmien-
nych postaci

y =ty
ktorego rozwiazaniami sa funkcje:
1
t) =0, = -
y(t) y I¥Ea)
Dalej musimy rozwiaza¢ rownania:
1
=0 2=-—F—
2+ C

Po elementarnych obliczeniach otrzymujemy:

x=0C,

2
CL’:*—’—CQ, gdy 01:07

t
2 arct t + C! dy C; >0
r=— retg——-
\/a g\/?1 29 gay 1 )
1 t—+/—C}
= — C! dy (7 <O.
z = n‘t+ . + Co, gdy 1

(Zamiast 2C napisalismy C1, bo jest to dowolna stala).
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III Rozwazmy przypadek
F(z,2',2") =0. (2.88)

Zr6bmy trudniejsze podstawienie niz poprzednio

Zatem

i rownanie (2.88) sprowadza si¢ do rownania

F(r,y,yy') =0, (2.89)
w ktorym x jest zmienng niezalezng.
Przyklad 2.21. Rozwigza¢ réwnanie
xva'z” — (o)) — (2)* = 0. (2.90)

Podstawiajac jak wyzej, otrzymujemy réwnanie
v’y —y’ =y’ (y)* = 0.
Rozwazmy dwa przypadki.
1° Funkcja y(z) = 0 jest rozwiazaniem, co pociaga =’ = 0 i ostatecznie z = C, C' € R jest

rozwiazaniem réwnania (2.90).
2° Niech y # 0. Rownanie (2.90) sprowadza sie do rownania Clairauta

y=uxy —(y)*

Postepujac analogicznnie jak w przyktadzie 2.10, znajdujemy odpowiednio jednoparametrowa
rodzine prostych i ich obwiednie:

1
y=Cw=Cr oy =a”

Uwzgledniajac podstawienie, musimy jeszcze rozwiaza¢ réwnania:

1
v =Cuax—C? o= 13:2.

Przyjmijmy, ze C, # 0, bo wtedy rozwigzaniami sa funkcje state znalezione juz w pierwszym
przypadku. Z tego samego powodu pomifimy rozwigzanie z(t) = 0 w drugim rownaniu. Szuka-
nymi rozwiazaniami sa:

4

1n|$—01|201t+027 'T:—Hic

IV Zbadajmy sytuacje ogoblna
F(t,xz, o' 2") = 0. (2.91)

Definicja 2.3. Funkcje F' zmiennych ¢, uq, us, us nazywamy jednorodna wzgledem zmiennych
Uy, Uz, ug stopnia m € N, gdy

F(t,ruy, rug, rug) = r"F(t,uy, us, uz), r € R.

Jesli F' jest jednorodna wzgledem zmiennych uy, ug, us stopnia m, to rownanie (2.91) nazywamy
jednorodnym wzgledem x, 2’, " stopnia m.
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Pokazemy, ze rownanie (2.91) jednorodne wzgledem xz,2’, 2" stopnia m mozna przez pod-
stawienie

o' =zy, y=y)
sprowadzi¢ do rownania pierwszego rzedu. Rzeczywiscie, uwzgledniajac pochodna
2" =a'y +ay =2y’ +y),
otrzymujemy
F(t,z,xy, x(y* +y)) = 2" F(t,1,y,9> +¢),

a tym samym po podzieleniu przez x™, relacja
F(t,1,y,9° +y) =0 (2.92)

jest zadanym réwnaniem. Oczywiscie wezesniej zauwazamy, ze x(t) = 0 jest rozwiazaniem.

Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze rownanie (2.90) w przykladzie 2.21 nie jest jednorodne
wzgledem z, 2", 2", poniewaz nie w kazdym sktadniku suma wyktadnikow funkcji x i jej po-
chodnych jest taka sama. Jest ona réwna odpowiednio trzy, trzy i dwa.

Przyklad 2.22. Rozwigza¢ rownanie
trrr” = (v — ta')?. (2.93)

Aby sie przekonad, ze jest to rownanie jednorodne wzgledem x, 2/, " stopnia dwa, wystarczy
podnie$¢ prawa strone do kwadratu,

trwa” = 2 — 2tz + 13 (2)?

i zauwazy¢, ze w kazdym sktadniku suma wykltadnikéw funkcji x i jej pochodnych jest réwna
dwa.
Wykorzystujac zaproponowane podstawienie, mamy

(g +y) = 2* = 2ty + P2%y* = 0.

Rozwazmy dwa przypadki.

1° Funkcja z(t) = 0 jest rozwigzaniem.

2° Zalozmy, ze x # 0. Dzielimy ostatni zwigzek przez x?, nastepnie redukujemy, dzielimy
przez t? i otrzymujemy réwnanie liniowe

, 2 n 1
J T
Obliczamy:
1
Y = Cre 2] % = Cye 2l = 01?2’
1
Ys = Cl(t)ﬁ’
1 1
/
1(t)t72 = t727
Q@:/ﬁ:u
1
Ys = 7
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Rozwiazujac réwnanie

znajdujemy rozwigzanie rownania (3.3)

1
hl’fl}‘ :—Clg—Fln‘t’—FCg, Cl,CQGR.

2.11 Zadania

1. Rozwiazaé¢ réwnania o rozdzielonych zmiennych:

1.1, 2/ =2+t + 1,
1.2, o/ =tgt+t* -1,
1.3. ' = 3t + 5,

1.4. o =4? -9,

1.5. 2’ = 3t + 6,

1.6. 2/ = (2t + 3) ,

1.7. 2/ = (1ft)w,
1.8. 2/ = 2
1.9. 2/ = 2tz — ta?,
1.10. 2’ = z*e?,
111, (32 — 8x — t* + 8) 2’ = —x — 2 + t?x + %22,
1.12. ' =zsinlnt + xcoslnt + x,
1.13. (14 2?) (e* —e®a’) — (1 + )2’ = 0.

2. Rozwiaza¢ réwnania jednorodne:
2.1 o' =7+ %,
2
22. ' =2 — (%),
2
23. ' =142+ (%),
24. 2’ = + %,

in2%
sm2t

[y

/x4t
25 «x 3

7 24 2tx—a?
2.6. 242tz —12"

2.7. to' =t? — 4x? +
2.8. to' —x = (t+x)In =22,
29. t' =2 (1+1nz —Int),
2.10. o' = ¢e*t + 2,
211, to’' —x =ttg 7,

2.12. t (v +tx')cos { = x (to' — x)sin 7.
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3. Rozwiagza¢ réwnania wymierne:

3.1 2 = (8t +2z+1)%

_ 1
3.2. x’ = T
3.3. 2/ = 10+,

3.4. 2’ =sin(t — x),
3.5. o/ = 23

3.6. ' = &t
r—t

/. —=3t=3x+1
3.7. af = S-Skl

/__ _ t—2x2+5
3.8. 1" = —55

/o x4t-2
3.9. ' = -,

2
3.10. 2/ = (1+51),
301 2/ =(t+x+ 1)’ +5(t+ax+1)° —t—z—T.

4. Rozwiaza¢ rownania liniowe:

4.1. o' = %x + t? sin 5t,

4.2. 7' =tx + 13,
4.3. ' = %x +t,
4.4. o' =2+ (e' — 1),

4.5. 2’ = — (sint) x + sint,

46. ¢’ = (t+2)z+1+2,

4.7. ' = =2z + ¥,

48. o' = —lx + VA,

4.9. (1422 — 2tz = (1 +12)%,
4.10. ' + x cost = sint cost,
4.11. o' + xtgt = sin 2t
4.12. o + 2tz = 2te ",

4.13. o' — 2L = cost — -2 sint,

t2+t+1 t24+t+1
/ 2 __ sin%¢
4.14. x sithx " cost’

4.15. ' + 2z = t?e3 + sin 2t,
4.16. tx' +x =Int + 1,
4.17. o' +xtgt = L

cost?

4.18. 2’ +tgx = = (wskazowka: zastosowaé odpowiednie podstawienie).

5. Rozwiaza¢ rownania Bernoulliego:

5.1. o' +tx = ta3,

/] 1 1,.3
5.2. ' = —jx + 527,

5.3. 22’ cost = xsint — 3,

54. o/ — %x =2
x
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5.5. ' +2xtgt = 22 ctgt,

5.6. (1+t*) 2 — 2t = 4\/@ arctgt,
5.7. (1 —t*) 2’ —tox —tz* =0,

5.8. x — a'cost = x?cost (1 — sint),

5.9. ' =x — /x,

5.10. to' +x = 2% Int.
6. Rozwiagza¢ rownania zupelne:

6.1. zdt + (t — 1) dz = 0,

6.2. (3t* + 6ta?) dt + (6t°x + 42*) dz = 0,

(t+2z)dt+axdr
6.3, (L20disds )

+sint) dt + (L

6.4. ( + sin ZL‘) dr =0,

x
cos? tx cos? tx

6.5. (22 4 ¢) dt + (w — “) dx = 0,
6.6. (1+ex)dt+es (1—1)dr=0.
7. Rozwigzaé¢ réwnania z czynnikiem catkujacym:
71 (2t —x)dt + (2* +t+x)dx =0,
72, (L4 1)dt+ (L =1)dz =0,
(¢!
e

7.3. (' —sinz)dt + cosxzdx = 0,

74. € (t+1)dt + (ze® —te')dx =0,

75. (tsinz + x)dt + (t*cosx + tint) dr = 0,
7.6. (t —tx)dt+ (z +t*)dzx =0,

77t (44 gl ) dt —x (4— zts) do =0,

7.8. (2x+ )dt—i—(Bx—l—t—l— )dx—O

(t+ (t+x)

Wskazowka: W zadaniach 7.1-7.6 czynnik caltkujacy zalezy tylko od jednej zmiennej,
a w zadaniach 7.6-7.8 jest on jednej z postaci: p = pu (tx), p = p(t +z), p = p(* — 2?),
po=p(t?+a?).

8. Rozwiaza¢ rownania Clairauta:
8.1. 2za’ — 2t(2')* — 1 =0,
8.2. x =tz + (2')*,
83. z=ta' + /1 — (a)?,
84.t=2%+ iy

9. Rozwiaza¢ rownania Lagrange’a:
9.1. z2’ —t(2')* -1 =0,
9.2. 2ta' —x + /14 (2/)? =0,
9.3. x =t+ta' + (a')?
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94. x =2'Ina/,
9.5. v =ta' — tm,
9.6. x = 2tz’ + (/)3
. Rozwigza¢ réwnania Riccatiego:
10.1. @' = 2° + jo + 4,
10.2. o/ = £oH1

2t2 9
10.3. 2’ = —2® +t* + 1 (uwaga: wynik zawiera calke nieelementarna).

. Rozwigza¢ réwnania, wiedzac, ze maja jedno rozwigzanie szczegblne postaci 1 = at + b,
gdzie a, b sa stale:

11.1. 2’ = 2% — ta — ¢,
11.2. to! = 2? — (2t + 1)z + * + 2t.
Rownanie
T = et(ZL’,)Q
nie jest rownaniem Lagrange’a. Rozwiaza¢ je taka metoda jak rozwiazuje sie réwnanie
Lagrange’a.
Sprawdzi¢, czy zbior rozwiazan okreslonych na R RLJ
' =sgn(t) x

z dzialaniami dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez liczby rzeczywiste jest jedno-
wymiarowg przestrzenia wektorowa nad R.

Wykazaé, ze robwnanie
' = ax + b(t),
gdzie a = const € R\ {0}, zas b : R — R jest funkcja ciagla i okresowa, ma doktadnie

jedno rozwigzanie okresowe o tym samym okresie. Znalez¢ to rozwigzanie.

Dana jest funkcja ¢ € C1(R,R), p(t) # 0 dla t € R. Rozwiaza¢ réwnanie

/t_2
L af) -

o(t)

Sprowadzi¢ réwnanie
' +a(t) = b(t)e™,

gdzie m = const € R\ {0}, do rownania Bernoulliego.

Dane sg funkcje a,b: R D I — R i zalézmy, ze a jest ciggta. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne
rownania liniowego
' = a(t)x + b(t),

jesli znane sa jego dwa rozne rozwigzania szczegolne x1, xo (wynik podaé bez calki).

Dane sg funkcje a,b,c : R D I — R i zalézmy, ze a, b, c sa ciagle. Znalezé rozwiazanie
ogb6lne réwnania Riccatiego

r' = a(t)z® + b(t)z + c(t),

jesli znane sa jego trzy rozne rozwiazania szczegolne x1, o, x3 (wynik podaé bez calki).
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19. Dane sg funkcje a,b,c : R D I — R i zalézmy, ze a,b, c sa ciggte. Wykazaé, ze kazde
cztery rozne rozwigzania rownania Riccatiego spetniaja zaleznosé

(21 — @2) (23 — 24)
(21— 23)(T2 — 74)

= const.

20. Zmnalez¢ taka krzywa, ze odcinek stycznej do niej poprowadzonej, zawarty miedzy osiami
wspotrzednych ma stata dtugosé a.

21. Znalez¢ krzywe, dla ktorych iloczyn odleglosci stycznych od dwoch zadanych punktow
Fy = (—¢,0), F5 = (c,0) jest staly.

22. Znalez¢ krzywe, dla ktorych trojkat, utworzony przez o$ rzednych 0x, styczna i wektor
wodzacy punktu stycznodci, jest rownoramienny.

23. Znalez¢ krzywe, dla ktorych stosunek odcinka odcietego styczna na osi rzednych Ox oraz
odcinka odcietego na osi odcietych 0t jest réwny dwa.

24. Rozwiagzaé¢ réwnania, sprowadzajac je do rownan pierwszego rzedu:

24.1. 2" = arctgt,
24.2. 2" = (¢/)* + 12’ + 3,
24.3. ta" = ZL’/(IIIZE/ —Int),
24.4. 222" 4+ ez’ — 223 (') = 0,
24.5. 2zz” + (2/)* + (2/)* = 0,
24.6. 42’ = 4ta" — (2)?,
24.7. za'a" = (/) + (2")?,
24.8. 2" = tsin’t,
24.9. 1" = & (x — ta')?,
24.10. xa" + ( ? = ('),
24.11. — 3(2')? = 4a?,
24.12. — (2/)? = 2%/,
24.13. 2" + (2/)? = 2e77,
24.14. t*za" = (z + t2')?,
24.15. 2zz" — 3(x')? = 4a?.

/



Rozdzial 3

Problem poczatkowy

3.1 Istnienie i jednoznaczno$é¢é rozwigzan problemu Cau-
chy’ego

Zaczniemy od sformutowania elementarnego twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno$ci roz-
wiazania problemu poczatkowego dla rownan o rozdzielonych zmiennych.

Twierdzenie 3.1. Jesli f:R DI —-Rig:R D J— R sq cigglte oraz g(x) # 0 dla x € J,
gdzie przedziaty 1, J sq otwarte, to dla dowolnego punktu (to,zo) € I x J problem Cauchy’ego

o' = f(t)g(x), =(to) = xo (3.1)
ma jedyne rozwigzanie.
Dowd6d. Z réwnania algebraicznego (2.4) wynika, ze
G(zo) — F(ty) = C, (3.2)

gdzie F'i G sg dowolnie ustalonymi funkcjami pierwotnymi odpowiednio funkeji f i %. A stad
otrzymujemy roéwnanie algebraiczne

G(z) — F(t) = G(zo) — F(ty), tel, ze (3.3)
Zdefiniujmy funkcje H : I x J — R okreslona wzorem

H(t,z) = G(x) — F(t) — G(xo) + F(to), (t,x)elxJ

ox
o funkcji uwiktanej wnioskujemy istnienie jedynej funkcji uwiktanej z : I D I —J roznicz-

kowalnej i takiej, ze H(t,z(t)) = 0 dla t € I, gdzie I jest przedzialem otwartym, t, € I
i x(ty) = xo. A tym samym

Funkcja H jest klasy C', H(to,z0) = 0 oraz 2L (tg, 2g) = 25 (z) = @ # 0. Z twierdzenia

G(z(t)) — F(t) = G(zo) — F(to), tel, (3.4)
co oznacza, ze funkcja x jest jedynym rozwiazaniem zagadnienia (3.1).

Uwaga 3.1. Rozwiazanie problemu poczatkowego (3.1) w twierdzeniu 3.1 mozna wyznaczy¢

jawnym wzorem. Wystarczy zauwazy¢, ze funkcja G jest roznowartosciowa. Wiemy, ze ﬁ =
G'(x) dla x € J. Z whasnosci Darboux dla funkcji ciagtych wnioskujemy, ze funkcja ﬁ dla

x € J ma staly znak, gdyz w przeciwnym razie musialaby sie zerowa¢ w jakim$ punkcie z

47
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przedziatu J, co jest niemozliwe. A stad G’ ma staly znak, co implikuje silng monotonicznosé
G i w konsekwencji réznowartosciowosé GG. Zatem

x(t) = G 1 (F(t)+ G(x) — F(ty)), tel. (3.5)

Jesli {F(t) + G(xg) — F(to) : t € I} C {G(x): x € J}, to korzystajac z roznowartosciowosci
G istnienie jedynego rozwiazania danego wzorem (3.5) problemu (3.1) i to globalnego, tzn. ze
I = I, wynika tez wprost ze zwiazku (3.3). Inkluzja ta nie jest oczywiscie warunkiem koniecznym
istnienia dokladnie jednego rozwigzania (lokalnego) zagadnienia (3.1).

Przyktad 3.1. Znalez¢ wszystkie rozwigzania problemu Cauchy’ego

v =2%  x(0)=1. (3.6)
Wykonujac elementarne obliczenia:
dx
[a=]
1
——=t+C,
x
C=-1,
znajdujemy rozwiazanie
1

Na podstawie twierdzenia 3.1 jest to jedyne rozwigzanie. Wystarczy polozyé: [ = R, J =
(0,00), f(t) =1dlat eI, g(z) =a*dlaz € J.

Warto zwroci¢é uwage na fakt, ze nie jest to rozwiagzanie globalne, tj. okreslone na I. Prze-
sledzmy te sytuacje, nawiazujac do uwagi 3.1. Mamy: F(t) =tdlat € I, G(z) = —% dla xz € J.
Zwiazki (3.2), (3.3) prowadza do relacji

1
S=t—1,
X

co wymusza zalozenie: t < 1, gdyz —% < 0. Zauwazmy, ze R = {F(t) + G(1) = F(0): te I} ¢
{G(z): z € J} =(—00,0).

Przyklad 3.2. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania problemu poczatkowego

v = —tz®, x(0)=1. (3.7)
Po elementarnych obliczeniach:
dr p
=
1 1
-~ =—2t*+C
T 2 T
C=-1
otrzymujemy rozwigzanie
2 teR
r=—=-— )
242’

7 twierdzenia 3.1 wynika, ze jest to jedyne rozwigzanie. Aby sie o tym przekonaé, ktadziemy:
I=R,J=(0,00), f(t)y=—tdlatel, g(z)=2*dlaz e J.
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W przeciwienstwie do przyktadu 3.1 widzimy, ze znalezione rozwigzanie jest globalne, czyli
okreslone na I. Znowu przeanalizujmy te sytuacje, nawiazujac do uwagi 3.1. Mamy: F(t) = —%t2
dlat e, G(z) =—1 dlax e J. Zwiazki (3.2), (3.3) implikuja relacje

1 1
——=—t’-1
T 2 ’
a to juz nie wymusza zadnego zalozenia na t, jak to mialo miejsce w przykladzie 3.1. Zwr6¢my
uwage, ze tym razem prawdziwa jest inkluzja (—oo,—1] = {F(t) + G(1) — F(0) : t € I} C
{G(z): v € J} =(—00,0).

Przeanalizujemy teraz kilka waznych przyktadow, gdy zatozenia twierdzenia 3.1 nie sg spel-
nione.

Przyklad 3.3. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania problemu Cauchy’ego

¥ =/|z], x(0)=0 (3.8)
okreslone na R.
Widzimy, ze
z(t) =0, teR (3.9)
jest takim rozwigzaniem.
Poszukajmy dodatnich rozwiazan z(t) > 0 rownania 2’ = ,/|z|. Obliczamy:

dx

— = [ dt

\/5/’
2y/r=t+C, t+C >0,

ﬂﬂ:i@+0ﬂ t+C > 0. (3.10)

Zdefiniujmy funkcje
0, t<0

z1(t) = { i(t+c)2’ +>0 (3.11)

bedaca sklejeniem w punkcie ¢y = 0 rozwiazan (3.9) i (3.10). Dobierzmy taka stata C, o ile to
mozliwe, zeby x1(t) byta ciagta w to = 0. Wystarczy obliczy¢

1 1
0= lim z;(f) = lim Z(t +C)? = 102,

t—0t+ t—0t+

a stad C' = 0. Sprawdzmy, czy funkcja (3.11) z tak dobrana C, tj. funkcja

0, t<0
o t>0

jest rozwiazaniem problemu (3.8). Trzeba pokazaé, ze x;(t) jest rézniczkowalna w punkcie
to = 0, spelia rownanie rozniczkowe ' = |/|z| w tym punkcie i spelnia warunek poczatkowy.

Rzeczywiscie:
21(0) = 0 = y/[z1(0)],
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Powyzsza konstrukcja sugeruje mozliwo$é tworzenia nieskoriczenie wielu rozwigzan problemu
(3.8), sklejajac w sposob ciagly w punkcie ¢y = « rozwiazania (3.9) i (3.10), gdzie o > 0 jest
dowolnie ustalona. Otrzymamy w ten sposob rodzine funkcji

0, t< «
xa(t)—{ i(t—a)Q, fs o (3.13)

Kazda funkcja z tej rodziny rozwiazuje problem (3.8), gdyz:
To(o) = 0= /|za()],
24(0) = 0.
Rozumujac podobnie, sprawdzamy, ze kazda funkcja

_ Ly 3)2
xﬂﬂz{ A%f%’igg (3.14)

dla dowolnie ustalonej 3 < 0 tez jest rozwigzaniem naszego problemu.
Nietrudno zauwazy¢, ze kazda funkcja

Tap(t) = 0, B<t<a (3.15)
1t — ), t>a

dla dowolnie ustalonych § < 0 < a réwniez jest rozwiazaniem tego zagadnienia. Funkcje (3.9),
(3.13), (3.14) i (3.15) wyczerpuja zbior rozwiazan (3.8) okreslonych na R.

Zwrocémy uwage, ze funkcja g(z) = +/|z|, x € J = R nie spehia zalozen twierdzenia 3.1, bo
9(0) = 0.

Przyklad 3.4. Uzasadni¢, ze zagadnienie Cauchy’ego
' =sgn(t), x(0)=0 (3.16)

nie ma rozwiazania. Przypus$émy, ze x jest rozwigzaniem (3.16) okreslonym na jakim$ prawo-
stronnym otoczeniu punktu ¢ty = 0. Niech ¢ > 0 nalezy do tego otoczenia. Wowczas:

2'(0) = sgn(0) = 0,

2/ (t) = sgn(f) = 1.
Z twierdzenia Darboux dla pochodnej wynika, ze 2’/ przyjmuje na przedziale [0,?] wszystkie
wartosci z przedziatu [0, 1]. A to jest sprzeczne z definicja funkeji signum. Analogicznie dochodzi
sie do sprzecznosci na dowolnym lewostronnym otoczeniu punktu ¢g = 0.
Podkreslmy, ze funkcja f(t) = sgn(t), t € I = R nie spelnia zalozen twierdzenia 3.1, bo nie
jest ciagta w tg = 0.

Przyklad 3.5. Sprawdzi¢, ze zagadnienie Cauchy’ego
' =sgn(z), x(0)=0 (3.17)

ma doktadnie jedno rozwigzanie.
Funkcja
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jest rozwiazaniem (3.17), poniewaz:
#/(t) = 0 = sgn(0),

z(0) = 0.
Przypusémy, ze z(t) # 0 tez jest rozwiazaniem (3.17). Ustalmy ¢ # 0 takie, ze x(t) # 0.

Jesli z(t) > 0, to
2'(t) = sgn(z(t)) = 1,
a jesli z(t) < 0, to
2'(t) = sgu(x(t)) = —1.
Oczywiscie
2'(0) = sgn(z(0)) = sgn(0) = 0.

Uwzgledniajac twierdzenie Darboux dla pochodnej, 2” przyjmuje na przedziale [0,¢], gdy ¢ > 0
albo na przedziale [t, 0], gdy ¢ < 0, wszystkie wartosci z przedziatu [0, 1] lub [—1, 0], stosownie
do znaku z(t). I mamy sprzecznosé z definicja funkcji signum.

Zwrocémy uwage, ze funkcja g(x) = sgn(z), € J = R nie spelia zatozen twierdzenia 3.1,
gdyz nie jest ciagta w zy = 0.

Zauwazmy, ze ciaglo$¢ prawej strony réwnania rézniczkowego w zagadnieniu poczatkowym
nie implikuje jednoznaczno$ci rozwigzania, co wiecej problem ten moze mie¢ wtedy nawet nie-
skoniczenie wiele rozwigzan tak, jak w przyktadzie 3.3. Ale ciaglo$¢ nie jest warunkiem ko-
niecznym istnienia, a nawet jednoznaczno$ci rozwigzan, na co wskazuje przykltad 3.5. Jednak
niecigglo$é¢ prawej strony moze by¢ przyczyna braku rozwigzania, jak to ma miejsce w przykta-
dzie 3.4.

Rozpatrzmy problemy poczatkowe:

=z x(0)=0, (3.18)
' =2% x(0) =0, (3.19)
o = \J|z], 2(0)=0. (3.20)

Mimo ze réwnania w tych zagadnieniach sa rownaniami o rozdzielonych zmiennych, twierdzenia
3.1 o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwiazan nie mozna tutaj zastosowaé, gdyz odpowiednie
funkcje g(z) = z, g(x) = 2% i g(x) = \/m nie sg rozne od zera w kazdym przedziale otwartym
J, do ktorego nalezy xy = 0. Zmierzamy w kierunku twierdzenia Picarda, ktore rozstrzygnie
istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan problemow Cauchy’ego (3.18), (3.19), oraz twierdzenia
Peano, z ktorego wyniknie istnienie rozwiazania probleméw Cauchy’ego (3.18), (3.19) i (3.20).
Twierdzenia te sformulujemy w wersjach lokalnej oraz globalnej.
Rozwazmy problem Cauchy’ego

o= f(t,x), xz(ty) = xo (3.21)

i roOwnanie calkowe

x(t) = zo + /tj f(s,z(s)) ds. (3.22)

Twierdzenie 3.2. Jezeli funkcja f jest ciggla, to (3.21) i (3.22) sq rownowazne w nastepujacym
sensie: kazde rozwigzanie x € C' zagadnienia poczgtkowego (3.21) jest rozwigzaniem réwnania
catkowego (3.22) oraz kazde rozwigzanie v € C rdwnania cathowego (3.22) jest rozwigzaniem
problemu poczgtkowego (3.21).
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Dowéd.

Zalozmy, ze x € C' jest rozwigzaniem (3.21). Po obustronnym scalkowaniu réwnania roz-
niczkowego w (3.21):

t t
/ r'(s)ds = / f(s,x(s))ds
to to
i uwzglednieniu warunku poczatkowego w (3.21) widzimy, ze = spelnia (3.22).

Niech teraz x € C bedzie rozwiazaniem (3.22). Na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza
prawa strona w tozsamosci calkowej (3.22), a wigc i jej lewa strona, jest klasy C'. Rozniczku-
jemy obustronnie (3.22) i stwierdzamy, ze x spelnia rownanie rozniczkowe w (3.21). Spelnienie
warunku poczatkowego w (3.21) jest natychmiastowe po potozeniu t =ty w (3.22).

Uwaga 3.2. Z dowodu twierdzenia 3.2 wynika, ze kazde rozwiazanie x € C' problemu (3.21)
jest rozwiazaniem rownania (3.22) nawet jesli f nie jest ciagta. Wystarczy zatozy¢, ze f jest
calkowalna (w sensie Riemanna). Ale przy takim uproszczonym zalozeniu implikacja w druga
strone nie jest prawdziwa nawet dla x € C*.

Definicja 3.1. Funkcja f : R? D U — R spelnia warunek Lipschitza (jest funkcja lipschitzow-

ska), gdy
AL >0Vz,z €U |f(z) — f(2)] < Ll|lz — z|.

Najmniejsza wartosc¢ statej L, dla ktorej zachodzi powyzsze oszacowanie, nazywamy stata Lip-
schitza.

Definicja 3.2. Funkcja f : R? D U — R spelnia lokalny warunek Lipschitza (jest funkcja
lokalnie lipschitzowska), gdy

Vo € U 3U(x0) LW (a0)) > 0V, 7 € Ulzo)  |f(x) — (@)] < LU o))z — 7|
Symbol U(zg) oznacza otoczenie otwarte punktu .

Definicja 3.3. Funkcja f : R? D U — R spelnia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmien-
nej, gdy
AL > 0VY(t,x),(t,z) e U |f(t,z)— f(t,2)| < L|x — Z|.

Definicja 3.4. Funkcja f : R2 D U — R spehnia lokalny warunek Lipschitza wzgledem drugie;
zmiennej, gdy

Y(to, xo) € U AU (tg, z0) AL(U(tg,x0)) = 0 V(t, ), (t,Z) € Ulto, o)
£t x) = f(t,2)] < L(U(to, z0))|z — ZI.
Symbol U(ty, ) oznacza otoczenie otwarte punktu (o, xo).
Funkcja f(z) =z, z € R spelnia warunek Lipschitza, bo dla kazdych =,z € R
lz —z| <1-|z—Z|
Ale funkcja f(x) = 2?, z € R nie spelnia warunku Lipschitza, gdyz dla dowolnych x,7 € R
2

|2 — 22| = |z + 7| - |2 — 7|

i czynnik |x 4 Z| jest nieograniczony. Oczywiscie funkcja ta spetnia lokalny warunek Lipschitza,
co wiecej spetnia ona warunek Lipschitza na kazdym przedziale ograniczonym I C R.
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Z kolei funkcja f(z) = /x, x > 0 nie spelnia nawet lokalnego warunku Lipschitza ze
wzgledu na punkt xg = 0. Przypu$émy bowiem, ze ten warunek jest spelniony. Wobec tego w
szczegblnodci istnieje stata L > 0 taka, ze dla odpowiednio matych z > 0

lVz — V0| < Llz —0].

A stad
1
— < L.
NS

Przechodzac do granicy

1
+00 wlg(ﬁ Tz <L,

otrzymujemy sprzecznosc.
Warto dodaé, ze funkcja niekoniecznie musi by¢ rozniczkowalna, zeby by¢ lipschitzowska.
Przyktadem jest f(z) = |z|, x € R, dla ktorej prawdziwa jest nier6wnosé

| |z| —|z| | < |z —2zZ|, =z,z€R.

Dwa elementarne twierdzenia utatwiaja sprawdzanie odpowiednio warunku Lipschitza i lo-
kalnego warunku Lipschitza, gdy funkcja jest rézniczkowalna.

Twierdzenie 3.3. Niech funkcja f : R D I — R bedzie rdzniczkowalna. Wowcezas [ spetnia
warunek Lipschitza wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest ograniczona.

Dowé6d. Zalézmy najpierw, ze f spelmia warunek Lipschitza. Ustalmy dowolne zy, € I.
Niech x € I bedzie dowolny i r6zny od x,. Mamy

|f(x) = f(wo)] < Llz — 0],
a po podzieleniu

< L.

‘f(x) — (o)

r — X9

Przechodzac do granicy, otrzymujemy, ze

o @) = flwo)

T—T0 T — X

f(@) — f(@o)

Tr — XTg

= lim

T—T0

< L.

/' (zo)| =

Wobec tego f’ jest ograniczona z dowolnosci xg.

Przypus$émy teraz, ze f’ jest ograniczona. Z twierdzenia Lagrange’a o wartoSci Sredniej
wynika, ze dla dowolnych dwoch réznych punktow x, z € I istnieje punkt posredni & € I taki,
7e

[f(x) = f@)] = [f(@)] |z — 2| < M|z — |,
Zatem f jest lipschitzowska, bo ktadziemy L := M.

Twierdzenie 3.4. Jesli funkcja f : R D I — R jest klasy C', to spetnia lokalny waruneck
Lipschitza.

Dowéd. Ustalmy dowolne xy € 1. Niech f(xo) C I bedzie przedzialem domknietym, do kto-
rego nalezy xo. Rozwazmy dowolne dwa rézne punkty z,z € I (o). Uwzgledniajac regularnosé
f, wprost z twierdzenia Lagrange’a o wartoéci Sredniej wnioskujemy, ze istnieje punkt posredni
i € I(xo) taki, ze .

[f(z) = f@)] = 1f'(@)] |z — 2] < M(I(x0))]x — .

A to implikuje, ze f jest lipschitzowska, gdyz mozemy polozy¢ L(I(zq)) := M(I(z)).
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Whiosek 3.1. Z dowodu twierdzenia 3.4 wynika, ze jesli funkcja f: R D I — R jest klasy C!,
gdzie I jest przedzialem domknietym, to spetnia warunek Lipschitza.

Whniosek 3.2. Zalozmy, ze funkcja f : R2 D I x J — R, f = f(t,z) jest rozniczkowalna
wzgledem drugiej zmiennej x. Wowczas f spelnia warunek Lipschitza wzgledem z wtedy i
tylko wtedy, gdy % jest ograniczona. Jegli f jest klasy C! wzgledem z, to spelnia lokalny
warunek Lipschitza wzgledem x. Jesli f jest klasy C' wzgledem x, gdzie I, J sa przedzialami
domknietymi, to spelnia warunek Lipschitza wzgledem x.

Lemat 3.1. Niech (x,,) bedzie ciggiem funkcji x,, : R D [a,b] — R takim, Ze
|Tp41(t) — 2n(t)] <y, t€a,b], neN.

Zatozmy, ze szereg liczbowy Y00 | o, jest zbiezny. Wowezas cigg (x,,) jest jednostajnie zbiezny
w przedziale [a, b]. Jesli ponadto funkcje x,, sq ciggle, to granica tego ciggu rowniez jest funkcjq
ciqgtq.

Lemat 3.2. Niech [ : |, (] X [a,b] — R bedzie funkcjq cigglq. Niech ponadto (x,) bedzie
ciggiem funkcji ciggltych x, : o, 5] — |a,b], n € N zbieznym jednostajnie w przedziale [, 5] do
funkcji x. Wowcezas

lim /tf(s,xn(s)) ds = /tf(s,x(s))ds, t e a,f].

n—aoo Jq o

Dowody lematow 3.1 i 3.2 Czytelnik znajdzie w [Myjak|, str. 10, 11.

Twierdzenie 3.5 (Picard, lokalne istnienie i jednoznacznos¢ dla prostokata). Niech f : P — R,
gdzie P = {(t,z) e R? : |t —to| < a, |v — z0| <D}, a,b > 0, bedzie funkcjq cigglq, spetniajacq
warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x ze statg L > 0. Wowczas problem Cauchy’ego

o= f(t,x), x(ty) = xo (3.23)

ma doktadnie jedno rozwigzanie (lokalne) w przedziale [to — o, to+ o, gdzie a < min {a, %, %},
M = max{|f(t,z)| : (t,z) € P} > 0.

Dowéd. W dowodzie wykorzystamy indukcje matematyczna, rownanie catkowe (3.22), le-
maty 3.1, 3.2 i twierdzenie 3.2.

Najpierw wykazemy istnienie rozwigzania metoda Picarda.

1. Stosujac indukcje matematyczna, skonstruujemy cigg kolejnych przyblizen Picarda, tj.
ciag (x,) funkcji x, : [to — o, to + a] — R, n € Ny okreslonych wzorem rekurencyjnym

C(Zo(t) =x9, tE [to —a,ty+ Oé], (324)

t
Tnp1(t) =x0+ | f(s,x,(8))ds, tE€E [to— a,ty+ al, n € Ny. (3.25)

to
Dla uproszczenia dowodu, bez straty ogélnosci, ograniczymy sie do przedziatu [tg, to+ a]. Wyka-
zemy indukcyjnie, ze ciag (z,) jest dobrze okreslony, tzn. ze z,, sa ciagle w przedziale [to, to+ ]
i 2,(t) € [xg — b, x0 4+ b] dla t € [t, to + ], n € No.
1° W pierwszym kroku indukcyjnym niech n = 0. Oczywiscie zo(t) jest ciagta jako funkcja
stata i
|J]0(t)—l'0| :0<b, t e [to,t0+a].

2° W drugim kroku indukcyjnym ustalmy dowolne n € Ny i zalézmy, ze z,, jest ciagla w
[to,to + ] 1 |z,(t) — 0| < b dla t € [ty,to + «]. Pokazemy, ze x,41 jest ciagta w [to, to +
i |21 (t) — zo] < bdlat € [to,to + af. Ciagltosé z,,1 wynika z zalozenia indukcyjnego o
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ciagtosci z,, ciaglosci f i twierdzenia Newtona-Leibniza. W nastepnej kolejnosci, korzystajac z
ograniczonosci f, uzyskujemy oszacowanie

|Tna(t —x0|—‘/ (s))ds| < /]fsxn s))|ds

<MM b, tE[to,to—i‘Oé],

co konczy dowdd indukeyjny.
2. Znowu korzystajac z indukcji matematycznej, uzasadnimy prawdziwos$¢ nieréwnosci

MLn(t _ to)n—H

(n + 1)' , LE [to,to + Oé], n € Np. (326)

o1 (t) — 2 ()] <
1° Niech n = 0. Dzieki ograniczonosci f mamy oszacowanie

<M(t—t0>, te [to,to‘i‘O&].

(t) = ao(®)| = | [ Fls,0)ds

2° Ustalmy dowolne n € Ny i zalozmy, ze

ML™(t — ty)" !
(n+1)!

|Zpi1(t) — 2n(t)] < , t € [to,to+ ).

Sprawdzimy, ze

MLn+1 t—1 n+2
’xn+2(t) — l’n+1(t)| < (TL(—I- 2)'0) , te [to,to + Oz].

Warunek Lipschitza dla f wzgledem z i zalozenie indukcyjne implikuja cigg nieréwnosci

rasat) = 20a8)] = | [ 15, 001(5)) = Fls. ()] ds
< [ 1F501(5)) = f(svm(s))] ds
< [ Llawials) = wufs)l ds

MLt

CE] /to(s — 1) ds
B MLn+1 (t _ t0)n+2
S (n+1D)! n+2

B ML”'H(t _ t0>n+2

(n+2)!

t € [to,to + @,

a to koriczy dowod indukcyjny.
W konsekwencji nieréwnosci (3.26) otrzymujemy oszacowanie

ML o+

|xn+1(t) — ZL’n(t)| < W, t e [to,to + OZ], n € Ng. (327)

Na mocy kryterium d’Alemberta szereg liczbowy

i MLn n+1 % o0 aL)n—H
(n+1 L
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jest zbiezny, gdyz
(al)"2(n+1)! I al

- ~ 0.
ntoo (n + 2)l(aL)n+  ntoo 42

W efekcie, biorac pod uwage lemat 3.1, ciag (z,,) jest jednostajnie zbiezny w przedziale [to, to+«/]
i jego granica, ktora oznaczymy przez z, jest funkcjg ciggta.

3. Zauwazmy, ze ciag (,41) tez jest jednostajnie zbiezny do = w przedziale [to, to + o, jako
podciag ciagu (x,,). Przechodzac we wzorze (3.25) z n do nieskonczonosci i uwzgledniajac lemat
3.2 o przejsciu granicznym, stwierdzamy, ze funkcja ciaglta x spelia réwnanie catkowe (3.22).
Zgodnie 7 twierdzeniem 3.2, funkcja = spelnia rowniez zagadnienie poczatkowe (3.23).

Pozostalo wykaza¢ jednoznacznosé rozwiazania. Przypusmy, ze z,y : [to,to + @] — [xg —
b, ro + b] sa rozwiazaniami problemu (3.23). Znowu postugujac sie twierdzeniem 3.2, wniosku-
jemy, ze x,y sa rozwiazaniami rownania catkowego (3.22):

t

2(t) =zo+ [ fls,2(s))ds, y(t) ::L‘o—i—/tjf(s,y(s))ds.

to

Odejmujac te réwnosci stronami oraz korzystajac z warunku Lipschitza dla f i definicji «,
otrzymujemy oszacowanie

/tt [f(s,2(s)) — f(s,y(s))] ds

0
"t

< Lf(sx(s)) = f(s,y(s))| ds

to

<L¢]ﬂ@—%ﬁm5

t
<L|]:c—y||/t ds
0

= Lz —y||(t —to)
<alLllz—yl, telty,to+al,

gdzie symbol || || oznacza norme maksimum w przestrzeni wektorowej skalarnych funkcji cia-
glych okreslonych na przedziale t € [tg, to + af;

[l = yll = max{lx(t) —y(t)] - € [to,to + al}.
Poniewaz prawa strona w powyzszej nieréwnosci nie zalezy od t, wiec mozemy napisac
2 —yll < aLllz -y

Wobec tego
(1—aL)z -yl <o.

Ale 7 zatozenia 1 — oL > 0, wiec || — y|| = 0, czyli = y. Dowod jest kompletny.
Nietrudno obliczy¢, rozdzielajac zmienne, ze funkcja x(t) = €', t € R jest rozwiazaniem

problemu Cauchy’ego
=z z(0)=1. (3.28)

Pokazemy teraz, ze zagadnienie to mozna réwniez efektywnie rozwiaza¢ przy pomocy ciagu

Picarda:
Zo (t) = 17

Tpp1(t) =14 /Ot z,(s)ds.
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Obliczmy kilka pierwszych elementow tego ciagu:
l’o(t) = 1,
t
xl(t)zl—i—/ ds =1+t,
0

¢ 1
xg(t):1+/()(1+s)ds:1+t+§t2,

t 1 1 1

Widzimy, ze n-ty jego element jest postaci

ntk:

To(t) =) —.
= k!

Zatem (x,,) jest ciagiem sum czastkowych szeregu potegowego > 72, %, ktorego suma jest rowna
z(t) = €', a promien zbieznosci R = oc.

Ale formalnie, postugujac sie twierdzeniem 3.5, wynik w kontekscie rozwiazania (3.28) uzy-
skalismy tylko dla matego przedziatlu [—«, o, gdzie @ < min {a, b%l} Oczywiscie, wstawiajac
znaleziong funkcje z(t) = e’ do rownania rozniczkowego w (3.28), stwierdzamy natychmiast, ze
jest ona rozwigzaniem dla t € R.

Twierdzenie 3.6 (Picard, lokalne istnienie i jednoznacznos¢ dla zbioru otwartego). Zatdzmy,
ze f:R?2 D U — R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcjq ciggla, spetniajgcq lokalny
warunek Lipschitza wzgledem zmiennej x. Wowczas dla dowolnego punktu (to, xo) € U problem
Cauchy’ego

= f(t,z), x(to) =m0 (3.29)

ma doktadnie jedno rozwigzalnie (lokalne).

Dowdéd. Ustalmy punkt (¢g, z9) € U. Poniewaz U jest zbiorem otwartym, wiec istnieje oto-
czenie U(ty, zo) C U punktu (¢g, zo), w ktorym funkcja f spelia warunek Lipschitza wzgledem
x. Dobieramy prostokat P C Ul(tg, zo) i stosujemy twierdzenie 3.5.

Przyklad 3.6. Problemy poczatkowe:

¢’ =sin (2% + %), x(0) =0, (3.30)
v’ =sin (z + %) + |z, 2(0) =0, (3.31)
g’ = sin (2* + *) + |z|, z(0)=0 (3.32)

maja doktadnie jedno rozwigzanie.
Sprawdzmy to dla pierwszego problemu (3.30). Rozwazmy funkcje f : R? — R okreslona
wzorem
f(t,x) =sin (2* +t%), (t,x) € R%

Funkcja ta jest ciagta i lokalnie lipschitzowska wzgledem zmiennej x, poniewaz pochodna

gi(zﬁ, z) =2z cos (z° +t%), (t,x) € R?

jest ciagla (zobacz wniosek 3.2). Istnienie jedynego rozwiazania wynika z twierdzenia 3.6.
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Definicja 3.5. Niech funkcje p : R DI — Rivy:R D J — R beda rozwigzaniami problemu
Cauchy’ego
= f(t,z), xz(ty) = zo. (3.33)

Zatozmy, ze p(t) = (t) dlat € INJ. Jezeli I C J, to rozwiazanie ¢ nazywamy przedluzeniem
rozwigzania . Rozwigzanie ¢, ktore nie ma przedtuzenia wltasciwego nazywamy wysyconym.

Powstaje naturalne pytanie: kiedy istnieje maksymalny przedzial istnienia i jak jest on duzy?
OdpowiedZ na to pytanie daje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.7 (Maksymalny przedzial i osigganie brzegu; tw. pierwsze). Zatdzmy, zZe f :
R2 D U — R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcjq cigglq, spetniajgcq lokalny warunek
Lipschitza wzgledem zmiennej x i ograniczong. Wowczas dla dowolnego punktu (tg,zo) € U
problem Cauchy’ego

= f(t,z), x(ty) =m0 (3.34)

ma doktadnie jedno rozwigzanie (lokalne). Ponadto rozwigzanie to mozna jednoznacznie prze-
dtuzyé w prawo tak, aby byto okreslone w przedziale [ty, +00) albo, aby osiggato brzeg OU. Podob-
nie rozwigzanie to mozna jednoznacznie przedtuzyé w lewo tak, aby byto okreslone w przedziale
(—o0, to] albo, aby osiggato brzeg OU.

Dowdd. Istnienie jedynego rozwiazania w malym przedziale [ty — a, o + o] wynika wprost
z twierdzenia 3.6.
Teraz pokazemy, ze rozwigzanie to mozna odpowiednio przedtuzyé¢ w prawo. Zdefiniujmy

t, = sup {t > to : problem (3.34) ma jedyne rozwiazanie w przedziale [to,t]}.

Takie t, < oo istnieje, gdyz zbior, ktorego supremum obliczamy jest niepusty. Z definicji supre-
mum wynika, ze problem (3.34) ma jedyne rozwiazanie w przedziale [to, t,). Oznaczmy je przez
x. Rozwazmy dwa przypadki.

1° Jedli t, = 00, to dowdd jest zakonczony.

2° Przypusémy, ze t, < co. Wykazemy, ze

lim z(t) € R. (3.35)

t—t,
W tym celu sprawdzimy najpierw, ze x jest funkcja lipschitzowsks, tzn. ze
th,tg € [to,t*) \x(tl) - :U(tQ)‘ < M’tl — tg‘, (336)

gdzie M = sup{|f(t,x)|: (t,z) € U} < oo. Ustalmy dowolne t1,t2 € [to,t.). Na podstawie
twierdzenia 3.2 stwierdzamy, ze x spelnia réwnanie catkowe (3.22), a wiec w szczegdlnosci:
t1
r(ti) =z0+ [ f(s,z(s))ds,
to
to
2lts) =30+ [ f(s,2(s))ds.
to

Odejmujac stronami powyzsze réwnosci, otrzymujemy nieréwnosci

o(t) — a(t2)| = | [ s, x ds| < | [ (s, xlo)]ds| < Mits —

a z dowolnosci t1,ty - zwiazek (3.36). Teraz skorzystamy z definicji Heinego granicy funkcji w
punkcie. Niech (¢,,) bedzie dowolnym ciagiem zbieznym do t, 7 lewej strony. Stad wynika, ze (¢,)
jest ciagiem Cauchy’ego, a wobec (3.36), (z(t,)) tez jest ciagiem Cauchy’ego. W konsekwencji
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(z(t,)) jest zbiezny do granicy wtasciwej, poniewaz (R, | |) jest przestrzenia Banacha. Granica ta
nie zalezy od wyboru ciagu (t,). Rzeczywiscie, niech dla dowolnych ciagow (¢,,), (s,) zbieznych
do t, 7 lewej strony, ciagi (x(t,)), (z(s,)) zmierzaja odpowiednio do g; i go. W rezultacie (3.36)
mamy oszacowanie

"%(tn)_x(Sn)‘ <M‘tn_5n‘a n € N.
Przechodzac z n do nieskonczonosci otrzymujemy, ze

’91 - 92‘ < 0.

A zatem g; = go. W ten sposob udowodnilismy wtasnos¢ (3.35). Potézmy x, = lim, - x(t).
Rozwazmy dwa przypadki.

a) Jesli (t.,x,) € OU, to teza twierdzenia jest spelniona.

b) Przypusémy, ze (t.,x,) € U. Wowezas problem Cauchy’ego

o= f(t,x), z(t.) =,

ma, na podstawie twierdzenia 3.6, jedyne rozwiazanie w pewnym przedziale [t, — §,t. + 5]. A
stad problem (3.34) ma jedyne rozwiazanie w przedziale [to, t. + (], co jest sprzeczne z definicja
[

7 punktow 1° i 2° wynika, ze t, = oo lub (t,,z,) € OU.

Przedtuzanie rozwiazania w lewo uzasadnia sie analogicznie, co koriczy dowod.

Uwaga 3.3. W twierdzeniu 3.7 zalozenie ograniczonosci f jest istotne. Bez niego rozwiazanie
zagadnienia poczatkowego moze by¢ jedyne, ale nie musi ani osigga¢ brzegu, ani by¢ przedtu-
zalne do +oo i —oo. Tak sie dzieje w przykladzie 3.1, przyjmujac np., ze U = (—o00,a) X R,
a> ;5 albo U =R2

Zarowno w teorii, jak i ze wzgledu na zastosowania bardzo wazne jest istnienie i jednoznacz-
no$¢ rozwigzan problemu Cauchy’ego w calym przedziale, do ktorego nalezy zmienna niezalezna
t. Takie rozwiazania nazywane sa globalnymi. Podamy teraz trzy twierdzenia dotyczace roz-
wigzan globalnych.

Twierdzenie 3.8 (Picard, globalne istnienie i jednoznaczno$¢ dla f ograniczonej). Niech f :
[to — a,to +a] x R = R, a > 0 bedzie funkcjq cigglq, spetniajgcq lokalnie warunek Lipschitza
wzgledem zmiennej x ¢ ograniczong. Wowczas problem Cauchy’ego

= f(t,x), x(to) = wo, (3.37)
gdzie vo € R, ma doktadnie jedno rozwigzanie (globalne) w przedziale [ty — a,to + al.

Dowoéd. Potozmy U = (tg — a,to + a) x R. Twierdzenie 3.7 implikuje istnienie jedynego
rozwiazania = zagadnienia poczatkowego (3.37) osiagajacego brzeg tego pasa, czyli okreslonego
w przedziale otwartym (to—a, to+a). Pokazemy, ze rozwiazanie to mozna przedtuzy¢ na przedzial
domkniety [ty — a,to + a]. Polozmy x1 := limy_,—q)+ 2(t) € R 1 29 1= limy_ o140~ () € R.
Zdefiniujmy funkcje

x(t), te (to—a,to+a)
i’(t): xy, t=1%t—a
Ty, t=ty+a
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Aby wykazaé, ze T spelnia (3.37) w [ty — a, to + a], wystarczy rozwazy¢ punkty tg — a ity + a.
Oczywiscie 7 jest w tych punktach ciagta. Wykonujemy elementarne obliczenia:

lim Z'(t)= lim 2'(¢t)= lim " ft,z(t)) = f(to — a,x1),

t—>(t0—a)+ t—>(t0—a)+ t—>(t0—a
lim Z'(t)= lim 2'(¢)= lim t,z(t)) = f(to+a,x
t—(to+a)~ ( ) t—(to+a)~ ( ) t—(to+a)~ f( ( )) f< 0 2)

i mamy:
j,(to — CL) = f(t() — a, {E'l) = f(t() — a, {Z‘(to — a)),
f’(to + CL) = f(t() + a, Iz) = f(t(] + a, i’(to + CL)),
co nalezato dowies¢.
W twierdzeniu 3.8 przyjeto bardzo mocne zalozenie o ograniczonosci funkcji f. Dla przy-
ktadu rownania 2’ = sinx i 2’ = sin (2% + t?) spelniaja to zalozenie, ale proste rownanie liniowe
a2’ = x juz nie spelia. Nizej sformulujemy twierdzenie bez tego zalozenia, ale z kolei lokalny

warunek Lipschiza wzgledem x wzmocnimy, przyjmujac warunek Lipschitza wzgledem x. Takie
uogolnienie dopuszcza juz wspomniane rownanie x’ = .

Twierdzenie 3.9 (Picard, globalne istnienie i jednoznacznosé¢ dla f lipschitzowskiej). Niech
filto—a,to+al xR — R, a > 0 bedzie funkcjq cigglq i spetniajgcq warunek Lipschitza
wzgledem zmiennej x ze stata L > 0. Wowcezas problem Cauchy’ego

= f(t,x), x(to) = xo, (3.38)
gdzie xoy € R, ma doktadnie jedno rozwigzanie (globalne) w przedziale [ty — a,ty + al.

Dowdd. Istnienie rozwiazania x(t) mozna udowodni¢ metoda Picarda. Wystarczy zmody-
fikowaé definicje liczby M w dowodzie twierdzenia 3.5, ktadac M = max {|f(¢,z0)|: t € [to — a,
to + al}. Jednoznacznos$é rozwiazan wynika z twierdzenia 3.5 zastosowanego do zagadnienia po-
czatkowego

= f(t,x), x(t;) =z,

gdzie (t1, 1) jest dowolnym punktem z trajektorii naszego rozwigzania x(t).

Rozwazmy rownanie ¥’ = sin (22 + %) + |x|. Funkcja f(¢,z) = sin (2% + t?) + |z| generujaca
to rownanie nie jest ani ograniczona, ani lipschitzowska wzgledem x. Jest ona tylko lokalnie
lipschitzowska wzgledem z. Spelnia jednak warunek wzrostu liniowego:

Ft,2) <2l +1, (t7) € R
I wiasnie w kierunku takich wtasnosci funkeji f uog6lnimy teraz twierdzenie 3.9.

Twierdzenie 3.10 (Picard, globalne istnienie i jednoznaczno$¢ dla f o liniowym wzroscie).
Niech [ : [to — a,to +a] x R = R, a > 0 bedzie funkcjq ciggta, spetniajgcq lokalnie warunek
Lipschitza wzgledem zmiennej x, ktora ma lintowy wzrost:

f(t.2)] <alz[+ 8, [t—t<a, z€R
dla pewnych o, 3 > 0. Wowczas problem Cauchy’ego
= f(t,x), x(to) = wo, (3.39)

gdzie vo € R, ma doktadnie jedno rozwigzanie (globalne) w przedziale [ty — a,to + al.
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Twierdzenie 3.11. Jesli funkcja f: R? D I x R — R, gdzie I jest przedziatem domknictym,
jest ciggta @ spetnia warunek lipschitza wzgledem drugiej zmiennej, to spetnia warunek wzrostu
lintowego

|f(t,z)| < alz|+ 6, (t,z)elxR

ze statymi o, 3 > 0.
Dowd6d. Niech € R bedzie ustalony. Dla dowolnego t € I i x € R prawdziwe sg nierow-
nosci:
1£(t,2)| = 1£(t,2)]|< L]z — 7],
(&, 2)| < Lz — 2| + |f(t,2)] < Ll + (Llz| + | £(£, 2)]).

Kladziemy:
a:=1L (:=Ll7|+ n;lalx|f(t,f)|.
S

Uwaga 3.4. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, na co wskazuje przyktad funkcji f(z) =

|z|, x € R. Funkcja ta spelnia warunek wzrostu liniowego

Wiell< el +1, zeR,

ale nie jest nawet lokalnie lipschitzowska (porownaj rozdzial 3.1).

Uwaga 3.5. Twierdzenia 3.8 i 3.9 sg szczegdlnymi przypadkami twierdzenia 3.10. W twierdze-
niu 3.10 zalozenie liniowego wzrostu f jest wazne. Je$li wzrost jest silniejszy, to rozwiazanie
zagadnienia poczatkowego moze by¢ jedyne, ale nie musi by¢ przedtuzalne na caly przedziat
[to — a,to + a]. Ma to miejsce w przykladzie 3.1, biorac dowolne a > %

Przyktad 3.7. Zagadnienia poczatkowe (3.30), (3.31) i (3.32) w przykladzie 3.6 maja doktadnie
jedno rozwiazanie, ktore jest przedtuzalne na R.

Sprawdzmy to dla pierwszego problemu (3.30). Ustalmy dowolne a > 0. Rozwazmy funkcje
f:[—a,a] x R — R okreslong wzorem

ft,x) =sin(z® + %), (t,z) € [~a,a] x R,

Funkcja ta jest ciagla i ograniczona oraz speinia lokalny warunek Lipschitza wzgledem zmiennej
x, poniewaz pochodna

gi(t,x) = 2xcos (2 +t?), (t,x) € [~a,a] xR

jest ciagla (zobacz wniosek 3.2). A stad twierdzenie 3.8 (twierdzenie 3.10 oczywiscie tez) im-
plikuje istnienie jedynego rozwigzania okreslonego na przedziale [—a,a]. Poniewaz a > 0 jest

dowolne, wiec rozwiazanie to jest przedtuzalne na R. Warto jeszcze zwrdci¢ uwage na fakt, ze

% nie spetnia warunku Lipschitza, wiec nie mozna zastosowaé twierdzenia 3.9.

3.2 Istnienie rozwigzania problemu Cauchy’ego
Definicja 3.6. Ciag (z,) funkcji z,, : R D [, 5] — R, n € N jest wspolnie ograniczony, gdy
M >0Vn e NVt e [a,5] |z,(t)] < M.

Definicja 3.7. Ciag (z,) funkcji z, : R D [a, 3] — R, n € N jest rownociagly (jednakowo
ciagly), gdy

Ve>03d0 >0VneN \V/tl,tz < [Oé,ﬂ] ’tl — t2| <) = ’In(t1> — ZE”(tQ)| < €.
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Z definicji 3.7 wynika natychmiast, ze jesli ciag (z,) jest rownociagtly, to funkcje z,, n € N
sa jednostajnie ciagte.

Uwaga 3.6. Jak nietrudno zauwazy¢ jesli wszystkie funkcje x,, n € N spelniaja warunek
Lipschitza ze wspoélng stala L > 0, to ciag (x,) jest rownociagly. Dla kazdego t1,ty € [, (]
mozemy napisac

Vn e N |z, (t1) — x,(te)| < Lty — tof.

Wystarczy dla zadanego € > 0 polozy¢ ¢ := . Jesli za$ funkcje x,, n € N sg rézniczkowal-
ne i ciag (z!) jest wspolnie ograniczony, to ciag (x,) jest rownociagly. Jest to bezposrednim
wnioskiem z twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej, gdyz dla dowolnych dwoch réznych
punktow t,ts € [, f] mamy wtedy

gdzie t € [, 3] jest punktem posrednim. Dla zadanego & > 0 kladziemy 6 := =.
Lemat 3.3 (Arzela-Ascoli). Z kazdego ciggu (x,,) funkcji x, : [o, 8] — R, n € N, ktdry jest
wspdlnie ograniczony i réwnociqggly mozna wybraé podcigg (x,,) jednostajnie zbieiny w [« 3.

Czytelnik znajdzie dowod lematu 3.3 w [Myjak], str. 20.

Twierdzenie 3.12 (Peano, lokalne istnienie dla prostokata). Niech f : P — R, gdzie P =
{(t,z) e R?*: |t —to| < a, |z — x| < b}, a,b > 0, bedzie funkcjq cigglq. Wéwczas problem Cau-
chy’ego

= f(t,z), x(ty) =m0 (3.40)

ma co najmniej jedno rozwigzanie (lokalne) w przedziale [ty — o, to + @, gdzie o« = min {a, ﬁ},
M = max{|f(t,z)|: (t,z) € P} > 0.

Dowéd. Twierdzenie wykazemy metoda lamanych Eulera. W dowodzie wykorzystamy
indukcje matematyczna, rownanie catkowe (3.22), lemat 3.3 i twierdzenie 3.2.

1. Stosujac indukcje matematyczna, skonstruujemy ciag (x,) funkeji ciagtych z,, : [to —
a,to+a] — R, n € N, tzw. tamanych Eulera. W celu uproszczenia dowodu, bez straty ogélnosci,
ograniczymy sie do przedziatu [to,ty + «]. Ustalmy dowolne n € N. Zdyskretyzujmy przedzial
[to,to + a], definiujac punkty ¢ = to + id,, i = 0,...,n, gdzie §, = < jest krokiem siatki.
Rozwazmy jeszcze punkty z,(t!') okreslone wzorem rekurencyjnym

577.

o (teSZ oo (3.41)

{ mn(t;;l)ixn(t?) = f(tz,l)xn(t?)% 7 = 07 e, — 17

Zwroémy uwage, ze rownania w dyskretnym zagadnieniu poczatkowym (3.41) powstaly w wy-
niku aproksymacji pochodnej 2’ w rézniczkowym problemie poczatkowym (3.40), ilorazem roz-
nicowym. Kazde dwa punkty (¢, z,(t7)), (¢7.1, zn(t},,)) taczymy odcinkiem i otrzymujemy w
ten sposob krzywa (famana Eulera), ktora jest wykresem funkeji ciaglej x,, : [to,to + o] — R
okreslonej wzorem

Tn (t?-i-l) — Tn (t?)
On

Tn(t) = 2o () + (t—17), telt ], i=0,..n—1.

Uwzgledniajac (3.41), mozemy napisaé

Ty (t) =z, (t7) + f(&], 2 (87))(t = t7), te [t t),], i=0,...,n—1 (3.42)
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Definicja (3.42) jest poprawna, o ile x,(t) € [vg—b, z9+b| dla t € [ty, to+a]. Fakt ten wykazemy
indukcyjnie ze wzgledu na ¢, ¢ = 0, ...,n, gdzie n jest dowolnie ustalone.
1° W pierwszym kroku indukcyjnym niech ¢ = 0. Mamy

b
\xn(t) — .1'0‘ = ’f(to,i[}o)l(t — to) < M« < MM = b, t e [to,t?]

2° W drugim kroku indukcyjnym ustalmy dowolne i = 0, ..., n—1 i zalozmy, ze |z, (t)—xo| < b
dla t € [ty,t}]. Pokazemy, ze |z, (t) — zo| < b dla t € [tf,t!,]. Dzieki zatozeniu indukcyjnemu
wystarczy zaciesni¢ si¢ do przedziatu [t}, 17, ,]. Zauwazmy, ze

Tn(t) = 2o + f(to, m0)0n + .. + f(t 1, 2a(ti1))0n + (1, 2a(80))(E — 87), L€ [tF,82].
(3.43)

Aby sie o tym przekonaé, przeanalizujmy postaé¢ funkcji x,, dla ¢ = 0,1. Jesli ¢ = 0, to wprost
z definicji (3.42) mamy

xn(t) :$0+f(to,$o)<t—t0), te [to,t?]
W szczegdlnosci
Tn(t)) = w0 + f(to, 20)dn.
Dla i = 1 na podstawie definicji (3.42) i obserwacji powyzej widzimy, ze
() = 2n(t7) + F(EF, 20 (80)) (€ — 1) = o + f(fo, 0)0n + f (Y, 2 (7))t — 1) £ € [T, 13].

Korzystajac ze wzoru (3.43), stwierdzamy, ze

|20 (t) — w0l = | f (0, ¥0)0n + - + f(E 1, Tn(t1))0n + f(E 2u () (= 17|

b
<M(i+1)6, = M(i+1)2 < Ma < Moz =b, tet ],
n

co koriczy dowod indukceyjny.
2. Ustalmy dowolne n € N. Rozwazmy funkcje schodkowa 1, : [to, to+a] — R dana wzorem

_ ) f(to,mo), T € to, t7],
w) = { e

Na podstawie definicji (3.42) wnioskujemy, ze rownosé (3.43) jest prawdziwa dla kazdego i =
0,...,n — 1. A to implikuje zwiazek

o (t) = zo + /tt Un(s)ds, t € [ty,ty+ al. (3.44)

Przesledzmy bowiem te sytuacje, gdy ¢ = 0, 1. Jesli ¢ = 0, to

t t
x0+/t Dn(s) ds:xg—l—/t Flto, o) ds = w0 + f(to, 20)(t — to) = an(t), t € [to, 7).
0 0
Ajeslii=1, to

t 24 t
vo+ [ Ua()ds = a0+ [ n(s)ds+ [ wn(s)ds
0 0 1

0 t
= o+ [ fltowo)ds+ [ f(E () ds
1

to

= o+ f(lo, w0)0n + (8, 2 (1)) (t — 17) = x(t), € [}, 13].
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Korzystajac z formutly (3.44), sprawdzimy, ze ciag (x,) jest rownociagly w [to, 1o + @, gdyz
kazda funkcja x,, jest lipschitzowska ze wspolna, tj. niezalezna od n, stata. Rzeczywiscie

to
2n(tr) — n(ts)] = ’/ W (s) ds < Mty —ta], t1,ts € [to,to+ 0], n € N,
t1

<|[" sl as

Ciag ten jest rowniez wspolnie ograniczony w [to, to + o], bo
| |en(®)] = |zo| | < |xn(t) — 20| < b, tE [to,to+ ], n €N,
a w konsekwencji
|z, ()] < |zo| +0, € [to,to+a), neN.

Z lematu 3.3 wynika, ze istnieje podciag (x,,) jednostajnie zbiezny w przedziale [to,to + o] i
jego granica, ktéra oznaczymy przez x, jest funkcja ciggla.
3. Wzor (3.44) dla podciagu (z,,) mozemy zapisa¢ w postaci

Ty (1) = 0 + t:f(s,x(s))ds—l—/t;(zpnk(s)—f(s,x(s))) ds, € [to, to+ al. (3.45)

Pokazemy, ze druga catka w (3.45) zbiega do zera, gdy k zmierza do nieskoniczonosci. Zdefiniujmy
dwa pomocnicze ciagi funkeji schodkowych v, : [to, to + a] — R i z, : [to, to + o] — R:

_ to, le [t07t711]7
yn(t) _{ tnote(trr,), i=1,..,n—1,

xn(t0>7 te [t07t?]7
Zn(t) B { xn(t?) 3 € (tznat?+l]7 i: 17 ey T — 1'

Dla dowolnie zadanego ¢ > 0 istnieje N; € N takie, ze
Iy — id)| = max{|t? — | : t € {7, 67,], i=0,.on—1}=6,= > <¢
n

dla n > Ny, co znaczy, ze y, = id (n — o0) w [t,tp + «|. Poniewaz x,, =% = (k — o) w
[to,to + ] i x,, sa ciagle, dla dowolnie zadanego € > 0 istnieje N, € N takie, ze
2, — | = maxc{ |, (£7%) — 2()] : ¢ € [7*, 651, i = 0,.ymp — 1}
< max{|an, (t%) = 2o, ()] + [2n, (£) — 2(8)] : £ € [ 875), i =0, onp — 1)< e

dla n > N, czyli z,, = x (k — o0) w [to, to + «]. Biorac pod uwage uogélniona wersje lematu
3.2 na przypadek dwoch ciagow zbieznych jednostajnie, stwierdzamy, ze

. t t

lim f(ynk(s), znk(s)) ds = / f(s,z(s)) ds,

k—oo Jt, to

a tym samym

k—o0

lim t:(%k(s) ~ f(s,2(s)))= 0.

A wiec po wykonaniu przejscia granicznego, funkcja ciagla = spetnia rownanie catkowe (3.22).
Zgodnie z twierdzeniem 3.2, x spelnia réwniez zagadnienie poczatkowe (3.23).
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Twierdzenie 3.13 (Peano, lokalne istnienie dla zbioru otwartego). Zatdzmy, ze f : R? D
U — R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcjqg ciggtq. Wowczas dla dowolnego punktu
(to, z0) € U problem Cauchy’ego

= f(t,x), x(to) = o (3.46)
ma co najmniej jedno rozwigzanie (lokalne).

Dowdéd. Ustalmy punkt (tg,zo) € U. Poniewaz U jest zbiorem otwartym, istnieje otoczenie
Up C U punktu (tg, zo). Dobieramy prostokat P C Uy i stosujemy twierdzenie 3.12.

Podobnie jak wczes$niej, postawmy sobie pytania o maksymalny przedzial istnienia i je-
go wielkos¢ dowolnego rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego, a takze o istnienie rozwigzania
w calym przedziale, do ktérego nalezy zmienna niezalezna t, gdy nie mamy zagwaratowane
jednoznacznosci.

Twierdzenie 3.14 (Maksymalny przedzial i osiaganie brzegu; tw. drugie). Zaldzmy, zZe f :
R?2 > U — R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcjq cigglq i ograniczong. Wowczas dla
dowolnego punktu (to,zo) € U kazde rozwigzanie problemu Cauchy’ego

= f(t,x), x(to) = o (3.47)

mozna przedtuzyé w prawo tak, aby byto okreslone w przedziale [ty, +00) albo, aby osiggato brzeg
OU. Podobnie kazde rozwigzanie tego problemu mozna przedtuzyé w lewo tak, aby bylto okreslone
w przedziale (—oo, to] albo, aby osiggato brzeg OU.

Dowéd. Uzasadnienie tego twierdzenia jest doktadnie takie samo, jak dowod twierdzenia
3.7. Trzeba tylko zmodyfikowaé¢ definicje ¢, w nastepujacy sposob:

t. =sup{t >ty : problem (3.47) ma rozwiazanie w przedziale [to, t]}.

Twierdzenie 3.15 (Peano, globalne istnienie dla f ograniczonej). Niech f : [to—a,to+a] xR —
R, a > 0 bedzie funkcjq ciggltq @ ograniczong. Wowczas problem Cauchy’ego

x' = f(ta l’), ‘I(tﬂ) = Ty, (348)
gdzie xo € R, ma co najmniej jedno rozwigzanie (globalne) w przedziale [ty — a,ty + al.

Dowéd. Twierdzenie to dowodzi sie analogicznie jak twierdzenie 3.8, przy czym korzysta
sie z twierdzenia 3.14 zamiast twierdzenia 3.7.

Twierdzenie 3.16 (Peano, globalne istnienie dla f o liniowym wzroscie). Niech f : [to—a,to+
al| X R = R, a > 0 bedzie funkcjg ciagla, ktéra ma liniowy wzrost:

lfit, )| <alz|+ 8, |[t—ty <a, z€R
dla pewnych o, 8 > 0. Wowczas problem Cauchy’ego
= f(t,x), x(ty) = wo, (3.49)
gdzie xo € R, ma co najmniej jedno rozwigzanie (globalne) w przedziale [ty — a,ty + al.

Uwaga 3.7. Dowody twierdzert 3.10 i 3.16 przeprowadzimy w dalszej czeSci, sprowadzajac
wyjsciowy problem poczatkowy do rownowaznego zagadnienia z prawa strong ograniczong lub
korzystajac z odpowiedniego nieliniowego twierdzenia poréwnawczego.
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Uwaga 3.8. W twierdzeniach 3.8, 3.9, 3.10 o globalnym istnieniu i jednoznacznos$ci rozwigzan
zagadnienia poczatkowego oraz w twierdzeniach 3.15, 3.16 o globalnym istnieniu rozwiazania
tego problemu, zatozenie o okreslonoéci funkcji f dla wszystkich x € R jest istotne. Rozwazmy
bowiem problem poczatkowy

Zdefiniujmy funkcje f : [~1,1] X [3,00) — R wzorem

f(t,z) = 217, (t,z) € [-1,1] x [;,oo>

Oczywiscie f jest ciggla i ograniczona. Jest to rowniez funkcja lipschitzowska, gdyz

of

it gal< o (o) (1.1 x .00

(zobacz wniosek 3.2). Spelnia ona tez warunek liniowego wzrostu
1
Fto) < 4lal, () € [1,1) x 1, 00).
Jedynym rozwiazanie zagadnienia (3.50) jest funkcja

z(t) =V2+1, te€ [—2,1},

ktora, jak wida¢, nie jest okreslona na calym przedziale [—1, 1].

Definicja 3.8. Uktadem n réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu w postaci
normalnej nazywamy zwigzek

) (t) = Fy (t,z1(t), ..., za(t))
' (3.51)

2 (t) = Fy (t,21(8), oo (1)

gdzie F; : Rx R" D U — R, 7 = 1,...,n s3 danymi funkcjami, ¢ zmienng niezalezna, a x;,
t = 1,...,n funkcjami szukanymi.

Uwaga 3.9. Uklad (3.51) mozna zapisa¢ w formie jednego réwnania wektorowego
2 (t) = F(t,x(t)), (3.52)

gdzie F :RxR" DU — R", F = (Fy,..., F,), x = (a1, ..., x,,). Wszystkie twierdzenia i uwagi
przedstawione w tym rozdziale sa prawdziwe dla rownania (3.52) z warunkiem poczatkowym

z(to) = o, (3.53)

gdzie punkt (to,z9) € U, xg = (201, ..., Ton) jest dany. W dowodach wystarczy modul zastapi¢
dowolng normg w R".

Uwaga 3.10. Niech funkcja f: R xR" D U — R i punkt (¢g,z0) € U, ¢ = (201, ..., Ton) beda
dane. Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania rézniczkowego zwyczajnego n-tego rzedu

2™ () = f(t, z(t), 2D (), ..., 2" (1)),
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x(ty) = o1, 33(1)(150) = T2, ...,x("_l)(to) = Ton

jest réwnowazne zagadnieniu Cauchy’ego dla uktadu n réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu

z1(to) = xor
xa(to) = Zo2

21 (t) = 2(t)
2 (1) = [ (bar () oo a(2)

Funkcje F': U — R" generujaca ten uklad réwnan mozemy zapisa¢ wzorem

Ty (tO) = Zon

F(t,x,...,xn) = (o, oo, T, f(E, 21, 0y ).

Wida¢, ze F' jest ciagla oraz lipschitzowska i spelnia warunek wzrostu liniowego wzgledem
r = (z1,...,x,) wtedy i tylko wtedy, gdy takie wtasnosci ma f.

Przyktad 3.8. Zagadnienie Cauchy’ego dla rownania rozniczkowego drugiego rzedu

1’” — .I', + 1’2
2(0) =1 (3.54)
2'(0) =2

i dla uktadu dwo6ch réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

{ ¥y =1y | { 21(0) =1 (3.55)

Th = Ty + 23 22(0) =2

sa rownowazne. Jesli x jest rozwiazaniem (3.54), to (xq,x2) = (z,2') jest rozwiazaniem (3.55)
i na odwrot jesli (1, z2) jest rozwiazaniem (3.55), to x = x; jest rozwiazaniem (3.54).

3.3 Zadania

1. Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania zagadnieni poczatkowych:
1.1 2/ =1-2% 2(0)=0,
12 2/ =t(2z-3), =z(1)=3,

1.3, o/ = =2 2(0) = 2,

OdpowiedZ uzasadni¢. Znalez¢ tez dziedzine rozwiazan.
2. Wykazaé, ze problemy Cauchy’ego:

21. 2/ =1 (t%% — i — 205 + a5 — 2 4 1) , x(1) =0,

2.2. 2/ =sin (2? + t*) + x sgn(t), (0)=0

maja doktadnie jedno rozwigzanie.

3. Pokazaé¢, ze suma i roznica funkcji lipschitzowskich f,g: R D I — R jest lipschitzowska.
A czy iloczyn i iloraz tez maja te wtasnosé¢? Ponadto wykazaé¢, ze jesli sklejenie funkcji
lipschitzowskich f : (a,b] — R i g : [b,c) — R jest funkcja, to jest ona lipschitzowska.
A jak bedzie, gdy zalozymy, ze funkcje f i g spelniaja tylko lokalny warunek Lipschitza?
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Wykazaé, ze funkcja
_ \x]%sin% dla z#0
f(@) = { 0 dla =0

nie spelnia warunku Lipschitza.

. Sprawdzi¢, czy problem Cauchy’ego

¥ =sgn(t—1), z(1)=0
ma rozwiazanie.
Sprawdzi¢, ile rozwigzan ma problem Cauchy’ego

' =sgn(3z —6), xz(0)=2.

Dana jest funkcja f : R — R okre$lona wzorem

[ xInfz| dla x#0
f(x)—{ 0 dla =0 "

Zbada¢ istnienie i jednoznacznos¢ rozwigzan problemu Cauchy’ego

Wykazaé, ze funkcja f jest ciagla, ale nie spetnia warunku Lipschitza w kazdym przedziale,
do ktorego nalezy x = 0.

Dana jest funkcja f : R? — R okreslona wzorem

Sprawdzi¢, czy problem Cauchy’ego
¥ = f(t,z), x(0)=mx
ma rozwigzanie dla xo = 1, o = 0.

Niech funkcja f : (—a,a) x (=b,b) — R, gdzie a,b > 0, bedzie ciagla oraz taka, ze
ft,z) <0dlate>01 f(t,z) > 0 dla tx < 0. Udowodni¢, ze problem Cauchy’ego

o = f(t,x), x(0)=0

ma jedyne rozwiazanie x(t) = 0. Korzystajac z tego twierdzenia wykazaé, ze powyzsze
zagadnienie Cauchy’ego ma jedyne rozwiazanie x(t) = 0, gdy f(t,z) = — Jtx(t? + 22).

Czy ta funkcja f jest lipschitzowska wzgledem x w jakimkolwiek obszarze, do ktorego
nalezy (t,z) = (0,0)?
Znalez¢ nieskoriczenie wiele rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego

o — 9%z = (5 + )%, 2(0)=0

okreslonych na R.
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Pokazaé, ze funkcja x(t) = 2 oraz rodzina funkcji

Talt) = 2, t <«
AT st +2, t2a

gdzie o > 1, sa rozwiazaniami zagadnienia poczatkowego

d=vr—-2 xz(l)=2.

Uzasadni¢, ze problem poczatkowy
tr' =2z, x(0)=0
ma nieskoficzenie wiele rozwiazan okreSlonych na R.
Pokaza¢, ze rozwiazanie problemu poczatkowego
=z, x(0) = x,

gdzie zo # 0, nie moze by¢ przedtuzone poza przedzial (—oo, 5, 2) Przeanalizowaé¢ przy-
padek, gdy zo = 0.

Wykazaé, ze problemy Cauchy’ego maja doktadnie jedno rozwigzanie i jest ono przedtu-
zalne na R:

14.1. o' = tarcctgz — 5t, x(0) =0,
14.2. o' = (t* + 2%)sinz + xcosz, z(0)=0.

Wykazaé, ze nastepujace rownania maja wszystkie rozwigzania przedtuzalne na R:

15.1. 2’ = sin (22 + t?),

15.2. 2’ = si (x2+t2)+3]m\,

15.3. 2/ = xQHQH + cos’ t,
-

15.4. 2’ = AT

r 1
15.5. o' = arcsin pecawoa R

Dana jest funkcja

Wykazac, ze:

16.1. zagadnienie poczatkowe
= f(z), x(0)=1
ma rozwiazanie dla t < 0 i nie ma rozwiazania dla ¢t > 0,
16.2. roéwnanie catkowe

xt)zl—i—/otf(x(s))ds, t>0

nie ma cigglego rozwiazania.
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17.

18.

19.

20.

21.

ROZDZIAL 3. PROBLEM POCZATKOWY

Niech f : [to,to + a] X [xg — b,z0 +b] — R, a,b > 0 bedzie funkcja ciagla, nierosnaca
wzgledem zmiennej x. Udowodnié, ze problem poczatkowy

x' = f(tam)a x(tO) = Zo

ma jedyne rozwiazanie. Uzasadni¢ tez analogiczne twierdzenie dla funkcji f : [tg — a, to] X
[zg — b, xg + b] — R ciaglej, niemalejacej wzgledem zmiennej x.
Sprawdzi¢, ze problem poczatkowy

/

¥’ = —sinz — |z|%gn(x), x(0) =0,

gdzie a > 0, ma jedyne rozwiazanie x(t) = 0 dla t > 0. Pokazad, ze jesli a = 0, to jest to
rowniez jedyne rozwiazanie dla ¢ < 0.

Obliczy¢ 2" (0), jesli funkcja x(t) jest rozwigzaniem problemu poczatkowego

=2+ z+t, z(0)=1.

Wyznaczy¢ rozwigzanie problemu poczatkowego
¥=x+t x(0)=0
przy pomocy ciagu Picarda.
Sprawdzi¢, czy problem poczatkowy
=+r+1, z(0)=0

ma rozwigzanie dla ¢ < 0. Dlaczego nie mozna zastosowa¢ ani twierdzenia 3.1, ani zadnego
twierdzenia Picarda i Peano? A czy mozna wykorzysta¢ ktores z tych twierdzen dla ¢t € R?



Rozdzial 4

Metoda punktéw stalych

4.1 Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Twierdzenia 3.5 i 3.9 mozna udowodni¢ metoda punktu statego. To bardzo popularna, nowo-
czesna i reprezentatywna technika dowodowa wykorzystujaca narzedzia analizy funkcjonalnej.
Jest ona czesto uzywana w dowodach twierdzen o istnieniu rozwigzan oraz o istnieniu i jedno-
znacznosci rozwigzan, zarowno w teorii rownan rozniczkowych zwyczajnych, jak i czgstkowych.
W tym przypadku skorzystamy z twierdzenia Banacha o punkcie statym.

Twierdzenie 4.1 (Banacha o punkcie statym). Jesli (X, d) jest niepustq przestrzeniq metrycz-
ng zupeing i F 1 X — X jest operatorem zwezajgcym (kontrakcjg):

V$1,$2 e X d(F(l'l),F(fL’g)) < k d(l‘l,x2>,

gdzie k € [0,1), to F' ma doktadnie jeden punkt staly x* € X, tzn. taki ze F(x*) = x*. Ponadto
x* jest granicq ciagu v, = F(x,_1), n € N z dowolnym xy € X oraz

k/,TL
1-k

d(x,,x*) < d(xq,x0).

Dowé6d twierdzenia 3.5 przy pomocy twierdzenia 4.1 Banacha o punkcie stalym.
Dla uproszczenia rozwazmy przedzial [to, o + «f. Symbolem X = C([to,to + o], R) oznaczmy
przestrzen wektorowa skalarnych funkeji ciagtych okreslonych na [to, to + «. Przestrzen unor-
mowana (X, || ||) z norma maksimum jest przestrzenia Banacha. Zdefiniujmy w tej przestrzeni
kule domknieta

B(xg,b) ={x € X : ||z — || < b},

przy czym xq traktujemy tutaj jako funkcje staly na przedziale [to,to + a]. W przestrzeni X
wprowadzmy metryke generowang przez norme

d({lj’,y):HI—yH, $ay€X-
Przestrzen metryczna (B(zg,b),d) jest zupela, gdyz kula domknieta B(zg,b) jest zbiorem
domknietym w (X, || ||). Zdefiniujmy operator F': X D B(zg,b) — X okreslony wzorem
t
F(x)(t) =z0+ | f(s,z(s))ds, t€ [to,to+ al.

to

Poniewaz f i x sa ciagle, wiec na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza F' jest dobrze okre-
slony.
Zastosujemy twierdzenie Banacha do przestrzeni metrycznej (B(zo,b),d) i operatora F.

71
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1. Pokazemy, ze operator F jest dzialaniem wewnetrznym (przeksztalca kule B(xg,b) w
siebie): B B
F(B(LCQ, b)) C B(LU(), b)

Niech funkcja z € B(xg,b) bedzie dowolna i ustalmy dowolne ¢ € [tg,to + a. Korzystajac z
ograniczonosci f i definicji «, znajdujemy oszacowanie

F@)0) — w0l = | [ Fls2(s)ds| < [ |f(s.0()]ds
b

<MO[<MM:Z), tE[tO,to—FOé].

Przechodzac po lewej stronie do maksimum wzgledem t, otrzymujemy, ze d(F(x),z9) < b.
Zatem F(z) € B(wo,).

2. Teraz sprawdzimy, ze F' jest kontrakcja (jest operatorem zwezajacym). Bierzemy dwie
dowolne funkcje z,y € B(wg,b) i ustalamy dowolne t € [tg,to + a]. Warunek Lipschitza dla f
wzgledem z i definicja a0 pociagaja za soba nieréwnosci

F@)0) — P)O] =] [ o250 = f(5.5()] s
< [ 175.205)) = fls.y(s)] ds
<L [ lals) ~ yls)lds
< Ld(a.y) [ ds

< ald(z,y), tE ty,to+ al.

Potozmy k = aL. 7 zalozenia o < %, wiec k < 1. Znowu przechodzac po lewej stronie do

maksimum wzgledem t, uzyskujemy oszacowanie
d(F(z), F(y)) < kd(z,y), z,y € B(zo,b).

7 twierdzenia Banacha o punkcie stalym wynika, ze operator F' ma dokltadnie jeden punkt
staty «* € B(xo,b), F(z*) = x*.
Wprost z definicji /' wnioskujemy, ze réwnanie operatorowe

F(z)==x

1 rownanie catkowe .

x(t) =zo+ | f(s,z(s))ds, tE to,to+ q]

to

sa rownowazne w B(zg,b). Biorac pod uwage twierdzenie 3.2, z* jest jedynym rozwiazaniem
problemu poczatkowego (3.23), co koniczy dowdd.

Niech X = C([to, to+a],R), a > 0 oznacza przestrzen wektorowa skalarnych funkcji cigglych
okreslonych na przedziale [ty,to + a]. W przestrzeni X zdefiniujmy norme

lzll, = max {e”Pla(t)] : ¢ € [ty to+al}, z€ X,

gdzie p > 0 jest dowolng liczba. Aby udowodnié¢ twierdzenie 3.9, korzystajac z twierdzenia
Banacha o punkcie stalym, wykorzystamy ponizszy lemat.
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Lemat 4.1. Normy maksimum || || i || ||,, p > 0 s¢ réwnowazne oraz
[zlly < llzf] <e™[lelly, e X,

Dowé6d twierdzenia 3.9 przy pomocy twierdzenia 4.1 Banacha o punkcie stalym.
Dla uproszczenia rozwazmy przedzial [to, to+al. Symbolem X = C([to, to+al, R) oznaczmy prze-
strzenn wektorowa skalarnych funkcji ciaglych okreslonych na [to, to+a|. Przestrzei unormowana
(X, ]| ||) z norma maksimum jest przestrzenia Banacha. W przestrzeni X wprowadzmy jeszcze
norme Bieleckiego z p = L. Biorac pod uwage lemat 4.1, przestrzen unormowana (X, || ||) tez
jest przestrzenia Banacha. Zdefiniujmy operator F': X — X okreslony wzorem

ﬂ@@:m+éy@ﬂw¢,tqmm+@

Poniewaz f i x sg ciagle, na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza F' jest dobrze okreslony.
Zastosujemy wspomniane twierdzenie Banacha do przestrzeni (X, | ||z) 1 operatora F.
Zwroémy uwage, ze tym razem nie zaciesniamy sie do kuli domknietej tak, jak mialo to miejsce
w przypadku dowodu twierdzenia 3.5 o lokalnym istnieniu i jednoznacznosci rozwiazan.
Wystarczy sprawdzi¢, ze F' jest kontrakcja, gdyz dzialaniem wewnetrznym jest z definicji.
Wezmy dwie dowolne funkcje z,y € X i ustalmy dowolne ¢ € [tg,to + a]. Warunek Lipschitza
dla f wzgledem z pociaga za soba nieréwnosci

|F(x) - F(y)l, = max{e " |F< (1) = Fy)(0)] : € [to,t0 +a]

— max {0 @J@D—ﬂ&mﬂﬂ@:teﬁmm+ﬂ}
< max { e~ (=102 /usx @mmumﬁem@+@}
< max e (7t LL/ lz(s) —y(s)| ds: t € [to, to + ]}

|
=

to

N
=

ax{ e (tto LL/ Ha:—yHLes Whds: t e [to’t0+a]}

Il
=

axde t to LL (5 tO) dS -t - [to,to + a]} ”x - y”L

ax {0 (ol o)L _ 1) : t€fto.to+al} |z -yl

Il
=

= Imax

{
t
{
ax {e (=to)Lp, [ =G0l 2 (s) —y(s)| e ds : ¢ € [to, to + a]}
{
<
{
{

L—e bt e[t tg+al} ||z -yl
=(1-e “L) Iz = yll..

Potozmy k = 1 — e~%L. Mamy wiec oszacowanie
[F(z) = F)lle <klle—ylle, zyeX

Nietrudno sprawdzié¢, ze 0 < k < 1.

7 twierdzenia Banacha o punkcie stalym wynika, ze operator F' ma dokladnie jeden punkt
staty * € X, F(z*) = x*.

Rozumujac tak samo, jak w dowodzie twierdzenia 3.5, stwierdzamy, ze x* jest jedynym
rozwigzaniem problemu poczatkowego (3.38).
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4.2 Twierdzenie Schaudera o punkcie stalym

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenia 3.12, 3.15 1 3.16 przy pomocy dwoch réznych
wersji twierdzenia Schaudera o punkcie staltym. Bedziemy zaktadaé, ze (X, || ||) jest przestrzenia
Banacha. Symbolem A bedziemy oznaczaé¢ domkniecie zbioru A C X.

Zaczniemy od najprostszej wersji twierdzenia Schaudera, tj. takiej, gdy operator okre§lony
jest na zbiorze zwartym. Ale przykladowo kula domknieta w przestrzeni nieskoriczenie wymia-
rowej nie jest zwarta. Dlatego w dalszej czesci sformutujemy to twierdzenie bez krepujacego
w zastosowaniach zalozenia o zwartos$ci dziedziny operatora, zadajac w zamian zwartosci sa-
mego operatora.

Twierdzenie 4.2 (Schaudera o punkcie statym). Jesli M C X jest zbiorem niepustym, zwartym
1 wypuktym oraz F - M — M jest operatorem cigglym, to F' ma punkt statly.

Definicja 4.1. Zbior A C X jest wzglednie zwarty, gdy zwarty jest zbior A.

Definicja 4.2. Operator F' : M — X, M C X jest zwarty, gdy jest ciagly i zbior F(A) jest
wzglednie zwarty dla kazdego ograniczonego zbioru A C M.

Uwaga 4.1. Jesli operator F' : M — X, M C X jest ciagly i zbior F(M) jest wzglednie
zwarty, to F' jest zwarty. Ustalmy bowiem dowolny ograniczony zbior A C M. Z wtasnosci
obrazu zbioru oraz operacji domkniecia zbioru wiadomo, ze F(A) C F(M) i F(A) C F(M).

Wobec tego zbior F(A) jest zwarty jako domkniety podzbior zwartego zbioru F(M).

Uwaga 4.2. Wprost z uwagi 4.1 i twierdzenia Weierstrassa wynika, ze jesli operator F': M —
X, M C X jest ciagly i zbior M jest zwarty, to F' jest zwarty.

Twierdzenie 4.3 (Schaudera o punkcie statym). Jesli M C X jest zbiorem niepustym, do-
mknietym, ograniczonym i wypuklym oraz F : M — M jest operatorem zwartym, to F ma
punkt staty.

Twierdzenie 4.4 (Schaudera o punkcie stalym). Jesli F': X — X jest operatorem zwartym,
to ma punkt staty.

Twierdzenie 4.5 (Arzela-Ascoli). Niech dim X < oo. Zbior Z C C([a, (], X), [o, 5] C R
jest wzglednie zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zbiorem funkcji réwnocigglych i wspdlnie
ograniczonych.

Dowé6d twierdzenia 3.12 Peano przy pomocy twierdzenia 4.3 Schaudera o punk-
cie stalym. Dla uproszczenia rozwazmy przedzial [to, tg + a. Potozmy X = C([ty,to + ], R).
Przestrzen (X, || ||) z norma maksimum jest przestrzenia Banacha. Zdefiniujmy w tej przestrzeni
kule domknieta

B(zg,b) ={r e X : |z — x| <b}.
OczywiScie jest to zbi6ér niepusty, domkniety, ograniczony i wypukty. Zdefiniujmy operator
F : B(zy,b) — X wzorem

Fla)(t) = 70 —I—/t:f(s,x(s))ds, £ € [to,to + .

Skoro f i x sa ciagle, to na mocy twierdzenia Newtona-Leibniza F' jest dobrze okreslony.
Zastosujemy twierdzenie 4.3 Schaudera do naszej przestrzeni X, zbioru M = B(zo,b) i
operatora F'.
1. Uzasadnienie, ze F' jest operatorem wewnetrznym, tj. ze F (E(wo, b)) C B(x,b) jest do-
ktadnie takie samo, jak w dowodzie twierdzenia 3.5 Picarda przy pomocy twierdzenia Banacha
o punkcie statym.
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2. Aby wykazaé, ze F jest operatorem zwartym, sprawdzimy, ze jest on cigglty i zbior
F (P(:L’O, b)) jest wzglednie zwarty (zobacz uwage 4.1).

Najpierw zbadamy ciaglo$¢ operatora F. Ustalmy dowolna funkcje & € B(xg,b). Chcemy
pokazaé, ze F' jest ciagly w 2. Niech € > 0 bedzie dowolnie ustalong liczba.

Poniewaz prostokat P jest zbiorem zwartym, wiec funkcja f jest jednostajnie ciggla na P.
Oznacza to w szczegblnosci, ze istnieje liczba 6 > 0 taka, ze dla dowolnych vy, yo € [29—b, ¢+
jesli lyr — yo| <6, to | f(t,y1) — f(t,y2)| < £ dla kazdego t € [to, to + .

Zatem, jezeli v € B(xg,b) i ||z — Z|| < 4, to

|F(2) — F(&)]| = _max

tG[to,t0+a]

[ (Fls,als)) — 7(s,2(5))) ds (11)

to

< max [ |f(s.2(s) = (5. 5(s))] ds

te[to,t0+a} to
€
<oa— =¢.
!
Tym samym pokazalismy, ze F' jest operatorem ciagglym w . Z dowolnoéci  wynika, ze F jest
ciggly.

W dalszej czesci dowiedziemy, ze zbior F' (E(mo, b)) jest wzglednie zwarty. Na mocy twier-
dzenia 4.5 Arzeli-Ascoliego wystarczy pokazaé, ze jest on zbiorem funkcji réwnociaglych i wspol-
nie ograniczonych. B

Ustalmy dowolne € > 0 i potézmy § = ;. Wezmy dowolng funkcje y € F (B(xo, b)), czyli

y = F(x) dla pewnej funkcji x € B(zg,b). Jesli ty,ty € [to, to+a] i |t; — 2] < §, to otrzymujemy

() —y(e)l = | [ FGs () ds — [ flsx(s)) ds

to to

— f(s,(s)) ds

to
s, w(s)ds
<M= —M=¢,

N

co dowodzi, ze F' (E(ato, b)) jest zbiorem funkcji rownociagtych.

Teraz niech y € F (E(:L’o, b)), przy czym y = F(z), x € B(zo,b), bedzie dowolng funkcja.
Wowcezas dla kazdego t € [tg, to + @] mamy

0] = [ro+ [ $.2(5))ds

t1

<laol+ [ 1f(s,a(s))] ds
0

< |._'E0| + OZM,

czyli F (E(xo, b)) jest zbiorem funkcji wspoélnie ograniczonych.
Twierdzenie 4.3 Schaudera implikuje istnienie punktu statego 2* € B(x, b) operatora F. W
efekcie x* jest rozwigzaniem problemu poczatkowego (3.12) i dowod jest skonczony.

Dowéd twierdzenia 3.15 Peano przy pomocy twierdzenia 4.4 Schaudera o punk-
cie stalym. Uzasadnienie jest podobne, jak dowod twierdzenia 3.12 Peano dla prostokata
powyzej, 7 ta roznica, ze teraz F : X — X, gdzie X = C([to, to + a],R). Jedynie sprawdzenie
ciaglosci operatora F' jest bardziej subtelne, bo zbior [tg, o + a] X R nie jest zwarty. Ustalmy
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wiec dowolng funkcje # € X. Niech € bedzie dowolnie ustalong liczba. Polozmy b = ||z — .
Rozpatrzmy kule domknieta

B(x0,2b) = {z € X : ||z — mo|| < 2b}

w przestrzeni X.

Prostokat [to, to + a] X [z¢ — 2b, o + 2(3] jest zbiorem zwartym. Dzieki jednostajnej ciaglosci
funkcji f na tym prostokacie, istnieje liczba & > 0 taka, ze dla dowolnych yy,ys € [x0—2l~), x0+21~)]
jesli [y1 —ya| < 9, to [f(t,y1)—f(t.y2)| < £ dlakazdego t € [ty,to+a]. Bez zmniejszenia ogélnosci
rozwazan zalozmy, ze § < b.

Oczywiscie # € B(xo,b) C B(zo,2b). Przypusémy teraz, ze € X i ||z — &|| < 6. Mamy

o = zoll < e = 2]+ I
<0+ b < 2D,
a stad = € B(zg, 2b). Nierownosé
|F(z)— F(z)| <e¢
otrzymujemy w ten sam sposob jak we wzorze (4.1).

Dowé6d twierdzenia 3.16 Peano przy pomocy twierdzenia 4.4 Schaudera o punk-
cie stalym. Wystarczy zamiast wyj$ciowego problemu Cauchy’ego (8.11), rozwazy¢ problem
(8.12) i skorzysta¢ 7 twierdzenia 8.3 oraz z udowodnionego wyzej twierdzenia 3.15 dla funkcji
f ograniczone;j.

4.3 Zadania
1. Udowodnié¢ lemat 4.1.
2. Pokaza¢, ze dla dowolnego n € N réwnanie
2" —=(1+n)(l—2)=0
ma w przedziale (0,1) doktadnie jeden pierwiastek.

3. Wykazaé, ze jesli |\| > M > 0 oraz funkcja f : [a,b] — [|A|a, |\|b] jest ciagla w [a, D]
i rozniczkowalna w (a, b), przy czym |f'(z)] < M dla x € (a,b), to rownanie

f(x) = [Al
ma dokladnie jedno rozwiazanie.

4. Udowodni¢, ze istnieje ciagta funkcja rzeczywista f okreslona na przedziale I = [0, 1]
spelniajaca rownanie

1
fla) = / sin ( + f2(t)) dt
0
dla wszystkich z € I.



Rozdziat 5

Ro6wnania rézniczkowe liniowe n-tego
rzedu

5.1 Teoria rownan rézniczkowych liniowych
Rownanie rozniczkowe
2™ a1 ()Y 4 oy ()2 4 a, )z = b(2), (5.1)

gdzie funkcje a;,b: R D I — R, ¢ = 1,...,n sa dane, nazywamy réwnaniem liniowym n-tego
rzedu. Gdy b(t) =0, t € I, to moéwimy, ze (5.1) jest rownaniem liniowym jednorodnym (RL.J)

2™ 4 ay ()2 4+ a1 ()2 +a,(H)z =0 (5.2)

w przeciwnym razie - rownaniem liniowym niejednorodnym (RLN). Jesli (5.1) jest rownaniem
niejednorodnym (RLN), to (5.2) nazywamy roéwnaniem jednorodnym (RLJ) z nim skojarzonym.

Uwaga 5.1. Jedli funkcje a;,b: R D I — R, ¢ =1,...,n sa ciagle, to zagadnienie poczatkowe

{ 2™ + ay ()2 + o+ ana (20 + an(t)z = b(t) (5.3)

ma jedyne rozwigzanie okreslone na I. W przypadku jesli przedzial I jest domkniety, wynika to
wprost z uwag 3.9, 3.10 i twierdzenia 3.9 zastosowanych do funkcji f : [ x R® — R okreslonej
wzoren

flt,xy, . xn) = —ay(t)x, — ... — an(t)xr + b(t).
Funkcja ta jest ciagla, a ponadto spelnia warunek Lipschitza wzgledem z = (x4, ..., x,), bo dla
dowolnych = = (¢, x4, ..., z,), T = (t,T1,...,Ty) € I Xx R® mamy
‘f(t7x17 7xn> - f(tafh 7fn)‘ < HCL1H|QZ” - fn| +...+ Hanulxl - T1|

< (lall + -+ llanl) 2 = Zl e,
gdzie symbole || || i || || g oznaczaja odpowiednio norme maksimum w przestrzeni funkgji ciaglych
C(I,R) i norme euklidesowa w R™. Jesli zas$ przedziat I nie jest domkniety, to mozemy powyzsze

rozumowanie przeprowadzi¢ do kazdego przedziatu domknietego I C I, co implikuje teze.

Zanim przejdziemy do dalszej analizy rownan (5.1) i (5.2), najpierw sformutujemy i omowi-
my pojecie wronskianu, wygodnego narzedzia do sprawdzania liniowej niezaleznosci funkcji.

77
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Definicja 5.1. Wronskianem zbioru n funkeji skalarnych {zq,...,2,}, 2 : R DI — R, k =

1,...,n, (n — 1)-krotnie rozniczkowalnych nazywamy wyznacznik
ﬂﬁ)(t) e a(t)
W (1, oy ) (t) = xlz(t) x’("‘l?(t) . (5.4)
A e af

W skrocie, o ile to bedzie oczywiste, bedziemy pisa¢ W (t).

Twierdzenie 5.1. Zaldzmy, ze funkcje skalarne xq,..,z, : R D I — R sq (n — 1)-krotnie
rézniczkowalne. Jesli W (to) # 0 dla pewnego ty € I, to funkcje x1, ..., z, sq liniowo niezalezne.

Dowé6d. Przypusémy, ze W(ty) # 0 dla pewnego ty € I. Rozwazmy zerowa liniowa kombi-
nacje
a21(t) + aoa(t) + ... + apz,(t) =0, tel.

Rozniczkujac (n — 1) razy w punkcie tq powyzsze rownanie, otrzymujemy jednorodny uktad
rownan algebraicznych

x1(to) e x(to) a 0
2Mte) o 2D(t) ay | |0
"V (ty) - 2 I(t) | Lan 0

Poniewaz W (ty) # 0, wigc uktad ten ma jedyne rozwiazanie (ay,ag, ..., )" = (0,0,...,0)7, a
to implikuje liniowa niezaleznosé funkcji x4, ..., z,.

Uwaga 5.2. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. z liniowej niezaleznosci (n — 1)-
krotnie rézniczkowalnych funkcji skalarnych zq,...,z, : R D I — R nie musi wynikaé, ze
W (to) # 0 w jakims$ punkcie ¢y € I. Rozwazmy bowiem dwie rozniczkowalne funkcje () = 2,
xo(t) = t|t|, t € R. Funkcje te sa liniowo niezalezne, zas W(t) =0, t € R.

Definicja 5.2. Dowolny zbiér {zi,...,2,} liniowo niezaleznych rozwiazan RLJ okreslonych
w przedziale I C I nazywamy ukladem fundamentalnym (podstawowym) tego rownania w
przedziale I.

Uwaga 5.3. Jesli funkcje a; : R D T — R, 7 = 1,...,n sg ciaggte, to ukltad fundamentalny RLJ
w przedziale [ istnieje. Istotnie, wystarczy rozwazy¢ funkcje xy : I — R, k = 1,....n, ktore sa
rozwigzaniami RLJ z warunkami poczatkowymi

.T(J)<t0) = 05k—1, k= 17 - 1, ] = 07 sy T 17

gdzie ty € I jest dowolnie ustalone; symbol 9,1 oznacza delte Kroneckera. Takie rozwigzania
istnieja i dane sg jednoznacznie na mocy uwagi 5.1. Wtedy

W(to) = |I| = 1 # 0.

Zgodnie z twierdzeniem 5.1, zbior {z1, ..., x,} jest ukladem fundamentalnym RLJ w przedziale
1. Niestety nie ma ogblnej metody znajdowania takich rozwigzan. Problem efektywnego wy-
znaczania uktadu fundamentalnego w pewnych przypadkach oméwimy w dalszej czesci.

W uwadze 5.2 zauwazyliSmy, ze twierdzenie 5.1 dziata w ogdlnosci tylko w jedna strong. Ale
jesli funkcje x1, ..., x,, sa rozwiazaniami RLJ o cigglych wspoétczynnikach, to dziata ono rowniez
w drugg strone, co wiecej w drugg strone jest mocniejsze.
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Twierdzenie 5.2. Niech funkcje skalarne zq,...,x, : R D I — R bedq rozwigzaniami RLJ
o ciggtych wspotczynnikach a;, ©» = 1,...,n. Witedy nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

1. zbior {x1,...,x,} jest uktadem fundamentalnym RLJ w przedziale I,
2. istnieje to € I takie, Ze W (ty) # 0,
3. dla kazdego t € 1 W (t) # 0.

Dowé6d. Oczywiscie z punktu 3. natychmiast wynika punkt 2., za$ z punktu 2 wynika punkt
1. na podstawie twierdzenia 5.1.

Wykazemy teraz, ze punkt 1. implikuje punkt 3.. Zrobimy to przez zaprzeczenie, tzn. pokaze-
my, ze z zerowania sie wroniskianu w jakim$ punkcie wynika liniowa zaleznosé funkcji x4, ..., x,.
Przypusémy, ze istnieje to € I takie, ze W (ty) = 0. Oznacza to, ze wektory

Jél)(to) zp (o)

1 1)

z1 (o) " z M (to)

"'L‘l(to) = . , .. ’x (to) _— .
27D (1) 2 (to)

sa liniowo zalezne. Rozwazmy zerowa kombinacje liniowsg,
a1t (tg) + ... + az™(ty) =0 (5.5)
o nie wszystkich stalych oy, ..., a,, réwnych zeru. Zdefiniujmy funkcje
z(t) = oqzi(t) + ... +anxn(t), tel
z tak dobranymi statymi. Nietrudno sprawdzié, ze x jest rozwigzaniem problemu poczatkowego

ZE(n) + al(t)x(nfl) + ..+ an_1<t)ﬂf(1) + an(t)l' —0
£(to) = 0, 20(tg) = 0, .., 20D (tg) = 0 7

gdyz kombinacja liniowa rozwiazan RLJ jest rozwiazaniem RLJ, a spelnienie warunkéw poczat-
kowych pociaga za soba relacja (5.5). Poniewaz zgodnie z uwaga 5.1, zagadnienie to ma jedyne
rozwiazanie zerowe okreslone na I, wiec z(t) =0, t € 1. Zatem

a1z1(t) + ... + apx,(t) =0, tel,
co oznacza, ze funkcje x4, ..., x, sa liniowo zalezne.

Przyklad 5.1. Rozwazmy dwie funkcje skalarne z(t) = 3 i zo(t) = t?|t], t € R. Sprawdzi¢,
czy istnieja ciggte funkcje a1, as : R — R takie, ze x1, x5 sg rozwigzaniami réwnania

2" +a (t)r +ax(t)r =0, teR. (5.6)

Odpowied? jest negatywna. Zauwazmy bowiem, ze x1, x5 sa dwukrotnie rozniczkowalne i liniowo
niezalezne. Gdyby z1, 25 rozwigzywaly rownanie (5.6), to tworzytyby uklad fundamentalny tego
réwnania. A to jest niemozliwe, gdyz W (t) =0, t € R.

Uwaga 5.4. Niech A(t) = [a;;(t)]7;=, bedzie macierza kwadratowa, ktorej elementami sa funk-
cje rozniczkowalne a;; : R DI — R, 7,5 = 1,...,n. Wowczas
ay(t) -+ ay,(t) an(t) -+ aw(t)
as (t) -+ agy(t as(t) -+ agu(t
Ay =| 0 @ e e

anr(t) - am(t) () - dlt)
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Twierdzenie 5.3 (Liouville). Niech funkcje a; : R D I — R, i = 1,...,n bedq ciggte. Jesli
funkcje x1, ..., x, s¢ rozwigzaniami RLJ w przedziale I, to

W(t) = Witg)e Jo@®%  ter, (5.7)
gdzie tg € I jest dowolnie ustalone.

Dowéd. Obliczmy pochodng wroniskianu

1(1) ()
2V (t) =D (t)

W'(t) = : : , tel
272 (1) )
2{(t) 2 (t)

Zastepujac ostatni wiersz wyrazeniami
2 (1) = —a1 (02" V() — . — au 1 (O () — an()zi(t), i=1,..,n,
i korzystajac z wlasnosci wyznacznikéw, mamy réwnanie roézniczkowe pierwszego rzedu
W'(t) = —a ()W(t), tel.
W konsekwencji
7ft ai(s)ds
W(t) =Ce “to , tel.
Obliczamy C' = W (ty).

Whiosek 5.1. Jedli funkcje a; : R D I — R, 7 = 1,...,n sa ciagte i funkcje z,...,x, sa
rozwigzaniami RLJ w przedziale I, to wroniskian albo jest identycznie réwny zeru w przedziale
1, albo jest rézny od zera w kazdym punkcie tego przedziatu.

Twierdzenie 5.4. Jesli funkcje a; : R D 1 — R, 1 = 1,....,n sq ciggle, to rozwigzanie ogdlne
RLJ dane jest wzorem
z(t) = Cra1(t) + ... + Cpay(t), te, (5.8)

gdzie zbior {xy,...,x,} jest ukltadem fundamentalnym RLJ w przedziale I, i sq to wszystkie
rozwiqgzania tego rownania na 1.

Dowéd. Zauwazmy, ze kazda funkcja okreslona wzorem (5.8) zalezy od n parametrow
Ch,...,C, € R jest rozwigzaniem rownania (5.2), gdy ustalimy parametry.

Pokazemy, ze kazde rozwiazanie ¢ rownania (5.2) w przedziale I jest postaci (5.8), tzn. ze
istniejg state Cq, ..., C,, € R takie, ze

o(t) = Cray(t) + ... + Chay(t), tel. (5.9)

Niech ¢ bedzie rozwigzaniem roéwnania (5.2) w przedziale I. Zrozniczkujmy réwnanie (5.9)
(n—1)-krotnie. Zeby uzasadni¢ istnienie stalych C1, ..., C,, wystarczy sprawdzié, ze uklad rownan

() o x(t) C) (1)
RO S OR e A1)

V@) - 2@ | L Ca ()
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ma rozwigzanie (C1, ..., C,,)T, ktore nie zalezy od t. Dla dowolnie ustalonego t € I jest to uktad
liniowych rownan algebraicznych, ktorego wyznacznik gtowny W (t) # 0 w $wietle twierdzenia
5.2. Zgodnie ze wzorami Cramera uktad ten ma jedyne rozwiazanie z

Wil(t)
Ci(t ; L...,n,
gdzie
$(1)(t) 951(—)1(75) o(t) xz+)1(t> T (t)
1 1 1
xy (¢ xi) (t M (¢t St (¢
| A0 (0 00 ) (t)
R (O R O I O I i (O NEERZ G ()
Twierdzenie Liouville’a pociaga za soba rownosci
m(t) VVi(to)B_ ffo a1(s)ds VVZ‘(to)

Ci(t) = = i = ,i=1,..n,
Wita)e Ton@® W (H)

gdzie ty € I jest dowolnie ustalone. Oznacza to, ze wartosci C;, ¢« = 1,...,n nie zalezg od ¢, co
konczy dowdd.

Whniosek 5.2. Jesli wspotczynniki a; : R D I — R, i = 1,...,n sa ciagle, to zbiér rozwigzan
RLJ z dziataniem dodawania funkcji i mnozenia ich przez liczby rzeczywsite jest n wymiarowa
przestrzenia wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 5.5. Jesli x; jest rozwigzaniem ogolnym RLJ skojarzonego z RLN okreslonym na
przedziale I C 1, za$ x4 jest rozwigzaniem szczegolnym RLN okreslonym na I, to rozwigzanie
ogdlne RLN na I dane jest wzorem

T =z; + g, (5.10)

it $q to wszystkie rozwigzania tego rownania na I.

Dowéd. Uzasadnienie powyzszego twierdzenia jest analogiczne, jak dowdd twierdzenia 2.2.

Uwaga 5.5. Jesli b(t) = bi(t) + ... + b(t), to x5 = g1 + ... + Ty, gdzie g, k=1, ...,m sa
rozwigzaniami szczeg6lnymi réwnan RLN

2™ 4 a; ()Y 4 ap (D)2 +an () = b(t), k=1,..,m.
Wynika to z liniowosci RLN (5.1) i liniowosci operacji pochodnej. Istotnie, po wstawieniu
do powyzszych rownan i dodaniu ich stronami mamy

(msl N xsm)(n)+a1(t) (xsl T+ xsm)(n_l)Jr... + an_1(t) (msl N xsm)(l)Jr

- (8) (Ta1 + ooe F Tam )= b1 (£) + .+ b (8).

W przypadku réwnan liniowych pierwszego rzedu poznaliSmy metode uzmienniania stalej,
ktora pozwala wyznacza¢ rozwiazanie szczegblne s RLN. Metode te mozna uog6lni¢ na rowna-
nia liniowe n-tego rzedu. Zat6zmy, ze a;,b: [ — R, i = 1,...,n sa ciagle. Niech zbior {z1, ..., z,}
bedzie uktadem fundamentalnym RLJ skojarzonego z RLN w przedziale /. Na mocy twierdzenia
5.4 wiemy, ze rozwiazanie og6lne RLJ jest postaci

z;(t) = Cixy(t) + ... + Cran(t), tel. (5.11)
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Zaproponujmy
zs(t) = C1(t)x1(t) + ... + Cr(t)z,(t), tel, (5.12)

gdzie C; : I — R, i = 1,...,n s funkcjami klasy C'. Twierdzimy, ze takie funkcje istniejg i
mozna je efektywnie wyznaczy¢, rozwigzujac uktad rownan

n(t) o wm® 1T w1 [ o]
) o 2 Ch(t) 0
: : : = |, tel (5.13)
) - 2 | | O () 0
V@) e 2@y | LG ] L) ]

Metoda ta nosi nazwe metody uzmienniania stalych. Uzasadnienie przeprowadzimy dla
n=11in=2.Dlan > 2 dowdd jest analogiczny.
Niech n = 1. Réwnania (5.1) i (5.2) maja odpowiednio postaé

'+ ay(t)x = b(t), (5.14)
'+ a1 (t)x = 0. (5.15)
Zbior {x1} jest uktadem fundamentalnym réwnania (5.15) w I, wiec
zj(t) = Cizi(t), tel,

xs(t) = Ci(t)x1(t), tel.
Obliczamy
() = Ci(t)zy(t) + Ci(t)aa(t), tel.

—_—
b(t)

Sprawdzmy, ze funkcje C1(t) mozna uzyskac, rozwigzujac rownanie

1 (t)CL(t) = b(t), tel. (5.16)
Oczywiscie rownanie to ma jedyne rozwiazanie C|(t), gdyz na mocy twierdzenia 5.2

W(t) = |z1(t)| #0, tel.

Ponadto funkcje z1 i b sa ciggle, co pozwala wyznaczy¢ C(t). Po wstawieniu do rownania (5.14)
mamy

L = Cy(t)24(t) + b(t) + ar(t) (C1(t)aa (t))

= C1(t) (1 (t) + ar ()21 (1)) +b(t) = b(t) = P, te L.

Niech n = 2. Teraz réwnania (5.1) i (5.2) maja odpowiednio postac
"+ ar(t)x’ + as(t)z = b(t), (5.17)

" + a1 (t)x’ + ag(t)z = 0. (5.18)

Zbior {1, x2} jest uktadem fundamentalnym réwnania (5.18) w I, czyli
zj(t) = Cra1(t) + Cama(t), tE I,

z5(t) = Cy(t)x1(t) + Cao(t)za(t), tel.
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Obliczamy:

b(t)

Sprawdzmy, ze funkcje Cy(t) i Ca(t) mozna uzyskaé, rozwiazujac ukltad rownan

[x}(t) 7a(t) ] [g;g; 1 _ l b<0t> 1 Cer 1)

Widzimy, ze uklad ten ma jedyne rozwiazanie (C(t), C4(t))”, poniewaz zgodnie z twierdzeniem
5.2

1 (1)
' (t)

Wi(t) =

””2“; .7&0, tel

Ponadto funkcje 1, x5, 2, 4 1 b sa ciagle, a to pozwala wyznaczy¢ Cy(t) i Ca(t). Po wstawieniu
do réwnania (5.17) otrzymujemy

L =Cy ()2 (t) + Co(t)a(t) + b(t) + ar (1) (Ca(£)a) () + Ca(t)7h(1))
+ ax(t) (Cy(t)1 () + Calt)s (1))
=Cy (1) (2](1) + as ()2 (1) + aa (D)1 (1)) +Co(t) (25 (1) + ar ()2 (1) + aa(t)wa(t) )+(2)

0 0

(
(

=b(t)=P, tel.

5.2 Roéwnania rézniczkowe liniowe o stalych wspétczynni-
kach

Rozwazmy odpowiednio RLN i RLJ

2™ 4+ a2 Y + 4 a, 2W +a,x = b(t), (5.20)

2™ 4 a2 4+ 2W 4 a2 =0, (5.21)

gdzie stale wspotezynniki a; € R, 7 = 1,...,n i ciagta funkcja b : R D I — R sa dane. R6wnania
(5.20) i (5.21) sa oczywiscie szczegolnyml przypadkami odpowiednio réwnan (5.1) i (5.2). A
skoro tak, to w celu wyznaczenia rozwiazania ogolnego réwnania (5.21) wystarczy znalez¢ jakis
jego uklad fundamentalny, za$ zeby wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne réwnania (5.20), trzeba
wyznaczy¢ wpomniany uktad fundamentalny rownania (5.21) z nim skojarzonego i dodatkowo
znalezé jakiekolwiek rozwiazanie szczegélne rownania (5.21).

Zajmijmy sie teraz efektywnym wyznaczeniem ukladu fundamentalnego RLJ. Poszukajmy
rozwigzan RLJ (rzeczywistych lub zespolonych) w postaci

I = 6)\t,
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gdzie A € C jest stala, ktora trzeba znalezé. Wstawiajac do rownania (5.21), mamy

0= (e)‘t)(n)+a1(e’\t)(n_l)+... +an_1 (e”)(l)—f—ane”

= M\ + a N L A N+ an),
a nastepnie dzielac przez e, otrzymujemy tzw. réwnanie charekterystyczne rownania (5.21)
N+ a N+ +a, = 0. (5.22)
Wielomian
AN ="+ N+ L+ ay,

nazywamy wielomianem charakterystycznym réwnania (5.21). Zgodnie 7z podstawowym twier-
dzeniem algebry rownanie (5.22) ma lacznie z krotnosciami doktadnie n pierwiastkow. Mozemy
napisac

eMA(N) = 0.

Widzimy, ze jesli A jest pierwiastkiem rzeczywistym réwnania (5.22), tzn. ze A(X) = 0, to
funkcja

2 = eM

jest rozwiazaniem rzeczywistym rownania (5.21), a jesli A = a+ i (5 # 0) jest pierwiastkiem
zespolonym réwnania (5.22), to funkcja

zy = @B — e (cog Bt + isin Bt)

jest rozwigzaniem zespolonym réwnania (5.21). W przypadku rozwigzania zespolonego mozna
zauwazy(, korzystajac z liniowosci rownania (5.21) i liniowosci rézniczkowania, ze jego czesci
rzeczywista i urojona

211 = e cos Bt, x99 = e sin [t

tez sg rozwigzaniami tego rownania. RzeczywisScie mamy

0= x&n) + alxgn_l) + .+ an_lxgl) + a,rq
= (z11 + 2128)™ + a1 (211 + 2120) "V A a1 (@11 F 2120) Y + an (T + 2129)
= <x§?) + alx%_l) + .t an_lx(lll) + anxu)—k(xg) + alxgg_l) + ...+ an_lx%) + anmlg)i.
A stad:
(n) (n—1) (1) _
Ty, +arxy; A+ a1y +aprn =0,

2 a2t 4 a2+ ana, = 0.

Okazuje sie, ze jesli A jest k-krotnym pierwiastkiem rzeczywistym réownania (5.22), to roz-
wigzaniami rzeczywistymi rownania (5.21) sa funkcje

xj = M =1, k,

ajesi A = a+ pi (B # 0) jest k-krotnym pierwiastkiem zespolonym rownania (5.22), to
rozwigzaniami zespolonymi réwnania (5.21) sg funkcje

xj = I lelatBt — t/ e (cos Bt +-isinBt), j=1,.. k.

Sprawdzmy to dla k& = 2, gdyz dla £ > 2 idea uzasadnienia jest analogiczna. OczywiScie
wystarczy rozwazy¢ j = 2, bo dla j = 1 rozumowanie przeprowadziliSmy powyzej. Ktadziemy

Ty = teM
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i chcemy pokazaé, ze jesli A jest dwukrotnym pierwiastkiem rownania (5.22), to
(teM)™ £ ay (teM) Y 4 a1 (M)W 4 apte = 0.
Zauwazmy, ze dla dowolnej A € C prawdziwe sa rownosci

(teM)(m + al(te’\t)(n_l) + ...+ an—l(te/\t)(l) + agte

_<£\€M)(n)+a1 (j)\eAt)ml)vL... + ap_q (C;Z)\eAt)(l)—l—anj)\e’\t
:ddA () " ta (eM) " e () (1)+aneﬂ
:ddA A

=teMA(N) + MA(N).

A jesli A jest dwukrotnym pierwiastkiem rownania (5.22), to A(A) = 01 A’(A) = 0, co kon-
czy uzasadnienie. Rozumujac dokladnie tak samo jak wczesniej dla 7 = 1, stwierdzamy, ze w
przypadku zespolonym czesci rzeczywiste i urojone

Tj = '~ Le™ cos fit, Tjy = e singt, j=1,...k

rowniez sa rozwiazaniami réwnania (5.21).

Zdefiniujmy zbior n funkeji {z1, ..., z,} odpowiadajacy n (liczac z krotnosciami) pierwiast-
kom rownania charakterystycznego (5.22) w nastepujacy sposob.

1. Jezeli A € R jest k-krotnym pierwiastkiem réwnania charakterystycznego, to w sktad
uktadu {1, ..., x,} wlaczamy k funkcji:

e’\t, te’\t, e ,tk_le”.

2. Jezeli A = a+ Bi, A\ =a—pi € C (8 # 0) sa k-krotnymi pierwiastkami réwnania
charakterystycznego, to w sktad uktadu {zy, ..., z,} wlaczamy 2k funkcji:

e cos ft, te®t cosft, ..., t" e cos fBt,

e sin ft, te®tsin ft, ..., t" e sin Bt.

Zbior {x1, ..., x, } zdefiniowany powyzej jest ukladem fundamentalnym RLJ. Oczywiscie wy-
starczy pokazaé¢, ze funkcje 1, ..., x, s liniowo niezalezne. Dowod tego faktu dla dowolnego n
podamy w rozdziale 6 jako prosty wniosek z analizy uktadéw n liniowych réwnan rézniczko-
wych pierwszego rzedu. Teraz ograniczymy sie jedynie do uzasadnienia liniowe]j niezaleznoSci w
prostszym przypadku n = 2. W tym celu skorzystamy z wlasnosci wronskianu.

Jesli n = 2, to réwnanie (5.21) ma postac

2" + a2’ + agzr = 0. (5.23)

Rownanie charakterystyczne jest réwnaniem kwadratowym
A+ ai)+ay = 0. (5.24)
1. Przypadek A > 0. Pierwiastkami jednokrotnymi rownania (5.24) sa dwie rozne liczby

A1, A2 € R, zas funkcje
T = e)‘lt, Ty = e)‘Qt, teR
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sa rozwiazaniami rownania (5.23). Obliczamy

At Aot

€ €

At gt | T Ay = Ap)et22t L0 ¢ e R,

W -]

skad na podstawie twierdzenia 5.2 stwierdzamy, ze zbior {z1, x2} jest uktadem fundamentalnym
rownania (5.23).
2. Przypadek A = 0. Pierwiastkiem dwukrotnym rownania (5.24) jest liczba \; € R, za$

funkcje

At At
)

T =e€ re =te™', teR

sa rozwiazaniami rownania (5.23). Obliczamy

6)\175 te)‘lt

W(t) = )\16)\1t e)\1t + >\1t6)‘1t

=Mt £, teR

i znowu korzystajac z twierdzenia 5.2, wnioskujemy, ze zbior {1, 2} jest uktadem fundamen-
talnym rownania (5.23).

3. Przypadek A < 0. Pierwiastkami jednokrotnymi réwnania (5.24) sg dwie rozne liczby
AN =a+6i, \y =a—pi €C, 3+#0 za$ funkcje

11 = e cosBt, x1,=esinft, teR
sa rozwiazaniami rownania (5.23). Obliczamy

e cos Bt e sin 3t ot
W = . . = @ R
®) ae® cos Bt — Be® sin Bt ae® sin St + (Be® cos [t pe #£0, te

i analogicznie jak wyzej, dochodzimy do wniosku, ze zbior {x11, 212} jest ukladem fundamen-
talnym rownania (5.23).

W poprzednim rozdziale omoéwilismy metode uzmienniania statych, ktéra pozwala znajdo-
wac rozwiazanie szczegblne x4 RLN, o ile znamy uktad fundamentalny skojarzonego z nim RLJ.
Okazuje sie, ze jesli wspolezynniki a;, i = 1, ..., n sa stale i prawa strona b(t) tego rownania jest
odpowiedniej postaci, to rozwigzanie szczegdlne potrafimy przewidzieé, a nastepnie obliczy¢ i
to bez znajomosci uktadu fundamentalnego, a takze bez catkowania. Taki spos6b wyznaczania
T, nazywamy metodg przewidywania lub metoda wspdélczynnikéw nieoznaczonych.

1. b(t) = €"p,(t), liczba a € R jest k-krotnym pierwiastkiem roéwnania charakterystycznego
skojarzonego RLJ, za$ p,(t) jest wielomianem stopnia n.

Przewidujemy

z4(t) = teq, (1),
gdzie ¢, (t) jest wielomianem stopnia n, ktory znajdujemy, wstawiajac x5, do RLN.

2. b(t) = eat( n(t) cos Bt + ¢, () sin ﬁt), liczba o + i € C jest k-krotnym pierwiastkiem
rownania charakterystycznego skojarzonego RLJ, za$ p,,(t) 1 ¢, (t) sa wielomianami odpowiednio
stopnia n i m.

Przewidujemy

z4(t) = the (wl(t) cos Ot 4 ri(t) sin ﬁt),

gdzie w,(t) i r(t) sa wielomianami stopnia [, [ = max{n, m}, ktory znajdujemy, wstawiajac x
do RLN.

Przyklad 5.2. ZnaleZ¢ rozwiazanie ogolne RLN

"+ 2 —2x =€ (5.25)
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Zacznijmy od wyznaczenia rozwigzania ogolnego RLJ skojarzonego z RLN
2 +x =2z =0. (5.26)
Roéwnanie charakterystyczne dane jest wzorem
N +A—2=0.

Pierwiastkami tego réwnania sg liczby:

A wiec
LL’J(t) = 0167215 + Cget, Cl, CQ c R.

Rozwiagzanie szczegdlne RLN znajdziemy metoda uzmienniania stalych i metoda przewidy-
wania, a pézniej porownamy otrzymane wyniki.

I sposob (metoda uzmienniania statych).
Szukamy rozwigzania szczeg6lnego RLN zgodnie ze wzorem

241 (t) = Cy(t)e " + Co(t)e.
W tym celu nalezy rozwiazaé¢ uktad rownan
e e[| |0
—2e72t et || Ot | | e |

Obliczamy wyznacznik gtowny

—2t t .
W(t) = ’ 2p0=2t ot | = 3e
oraz dwa wyznaczniki:
0 ¢ o
Wi(t) = et et | T T
e 0 _
Wy(t) = ’ _9e=2t ot | T e’

Korzystajac ze wzorow Cramera, otrzymujemy jedyne funkcje:

1
Ci (t) = _7€3t7

3
1
Ci(t) = =
2( ) 37
a po scalkowaniu mozemy przyjac:
1
Cl(t) = —§€3t,
1
Stad
1 1
zs1(t) = —§et + gtet.
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IT sposob (metoda przewidywania).
Poniewaz b(t) = €', a = 1, k = 1, wiec przewidujemy rozwigzanie szczegolne RLN w postaci
T (t) = Ate'.
Zeby wyznaczy¢ stala A, zrozniczkujmy zo:
Tl (t) = Ae' + Ate',
a7, (t) = 2Ae’ + Ate
i wstawmy x4 wraz z jej pochodnymi do RLN. Po uproszczeniu mamy réwnanie algebraiczne
3Ae" = ¢,
z ktorego obliczamy A = é Zatem
(t) = te'
Ts2 = 3 €.

Bez przeprowadzania rachunkéw widaé, ze x4 # x49.
Ostatecznie rozwigzanie ogélne RLN dane jest wzorem

.T(t) = 6116722e + Czet + xsl(t), Cl, CQ - R

lub réwnowaznie
z(t) = Cre 2 + Chel + zso(t), C1,Cy €R.

Przyklad 5.3. Wyznaczy¢ rozwigzanie ogélne RLN

1
2" + 92" = cos 2t +sin3t + tsint + t* + 1+—t. (5.27)
cos

Najpierw znajdziemy rozwiazanie ogolne RLJ skojarzonego z RLN
" + 92" = 0. (5.28)
Pierwiastkami rownania charakterystycznego
A +9N=0

sg liczby:

Zatem
xj(t) =C1 4+ Cycos3t + Cssin3t, C;eR, i=1,2,3.

W celu znalezienia rozwiazania szczeg6lnego RLN, wygodnie bedzie przeprowadzi¢ oblicze-
nia dla pieciu RLN z b;, + = 1, ..., 5 odpowiednio réwnymi:
1
bi(t) = cos2t, by(t) =sindt, bs(t) =tsint, by(t)=1>+1, bs(t) = e
cos
Do pierwszych czterech RLN zastosujemy metode przewidywania, za$§ do ostatniego metode
uzmienniania stalych, gdyz w tym przypadku uzycie metody przewidywania jest niemozliwe.

1) by(t) = cos 2t = €%(1cos2t + 0sin2t), a + Bi = 2i, k = 0.
Przewidujemy
T = Acos2t + Bsin2t.
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Aby wyznaczy¢ state A i B, zrozniczkujmy e :

xly = —2Asin 2t 4+ 2B cos 2t,
zl, = —4Acos 2t — 4B sin 2t,
z = 8Asin 2t — 8B cos 2t,

wstawmy te pochodne do RLN

2" + 92" = cost

i po uproszczeniu otrzymujemy réwnanie algebraiczne
—10Asin 2t 4+ 10B cos 2t = cos 2t.

W konsekwencji A=01 B = co implikuje

107
1
Ts1 = E sin 2t.

2) by(t) = sin 3t = e"(0cos 3t + 1sin3t), a + Bi = 3i, k = 1.
Teraz przewidujemy
Tso = t(Acos3t + Bsin3t).

Wykonajmy rézniczkowanie x:

;2 = Acos 3t + Bsin 3t + t(—3Asin 3t + 3B cos 3t),
xhy = —6Asin 3t + 6B cos 3t + t(—9A cos 3t — 9B sin 3t),
xhy = —27TAcos 3t — 27Bsin 3t + (27 Asin 3t — 27B cos 3t),

nastepnie wstawmy te pochodne do RLN
2" + 92 = sin 3t
i po uproszczeniu mamy réwnanie algebraiczne
—18A cos 3t — 18 B'sin 3t = sin 3t.

W efekcie A=0i B=—L

15> a stad

1
Lo = —1—8t sin 3t.

3) b3(t) = tsint = e”(0cost + tsint), a+ Bi =14, k= 0.
Tym razem przewidujemy

zs3 = (At + B) cost + (Ct + D) sint.
Zrézniczkujmy x43:

xly = Acost — (At + B)sint + C'sint + (Ct + D) cost,
xhy = —2Asint — (At + B) cost + 2C cost — (Ct + D) sint,
xly = —3Acost + (At + B) sint — 3C'sint — (Ct + D) cost,

wstawmy te pochodne do RLN
" 4+ 92" = tsint

89
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i po uproszczeniu dochodzimy do roéwnania algebraicznego

(6A+8D)cost+ (—8B + 6C) sint + 8Ctcost — 8Atsint = tsint.

6A+8D =0
—8B+6C =0
3
327

Rozwiazujac uktad réwnan

8C =0 ’
-84 =1

mamy A= -1, B=0,C=0iD =

—e

czyli
1t t+ S i t
Ts3 — —=1COS — S1N ¢tT.
T8 32

Hbt)=t*+1=€e"t*+1),a=0,k=1.
I znowu przewidujemy
To = t(At* + Bt + O).

Po zrézniczkowaniu x.4:
x, = 3At* + 2Bt + C,
i = 6A,

wstawieniu pochodnych do RLN
2"+ 92 =t +1

i uproszczeniu otrzymujemy réwnanie algebraiczne

2TAt? + 18Bt + 6A + 9C = > + 1.

Rozwiazujac uktad rownan

27A =0
188 =0 :
6A+9C =1

mamy A=, B=0,C = £, aco za tym idzie

7

1t3+ t
Loy = — —t.
YT T sl

5> b5(t) = colst'
Zastosujemy metode uzmienniania stalych, tj. poszukamy

ze5 = C1(t) + Ca(t) cos 3t + Cs(t) sin 3t.
Musimy rozwiaza¢ uktad réwnan

1 cos3t sin 3t ()
0 —3sin3t 3cos3t Cyt) | =
0 —9cos3t —9sin3t Ci(t)

O O

Obliczamy wyznacznik gtowny

1 cos 3t sin 3t
Wi(t)=|0 —3sin3t 3cos3dt | =27
0 —9cos3t —9sin 3t
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oraz trzy wyznaczniki:

0 cos 3t sin 3t
Wi(t)=| 0 —3sin3t 3cos3t |=
1

os; —9Jcos3t —9sin3t cost
1 0 sin 3t
3 cos 3t
Wo(t)=10 0 3cosdt :—Lst,
0 -1 —9sin3t o8
1 cos3dt 0 .
3sin 3t
Wy(t)=| 0 —3sin3t 0 |=— Smt .
0 —9cos3t COIS ; oS
Ze wzorow Cramera otrzymujemy jedyne funkcje:
1 cos 3t sin 3t
)= —— CO\t)=—— O t) = ——22
1(t) 9cost’ 2(t) 9cost’ (1) 9cost’
a po scatkowaniu mozemy polozy¢:
1 1 —sint
Ci(t)=——In——
1) =~ e
2 1
Cy(t) = =5 sin 2t + gt,
1 4 4 tgt
Cs(t) = —=In(1 + tg*t —arctg(tgt) — ————.
3(t) = — ¢ In(1 + tg™t) + jarctg(tg?) 01T 127
Zatem
1 l—sint 2 1 1 ), 4 4 tgt
T nm—k(—g sin 2t—|—§t)cos 3t+(—6ln(1+tg t)+§arctg(tgt)—§m)sm3t.

Poszukiwane rozwiazanie szczegolne RLN (5.27) ma wiec postac¢
l’s(t) = Isl(t) + ZESQ(t) + Isg(t) + ZL’S4(t) + 1’55(t),
a jego rozwigzanie ogblne dane jest wzorem

x(t) = C1 4+ Cycos3t + Cssin 3t + x4(t), C; €R, i=1,23.

5.3 Rownania rézniczkowe liniowe o wspolczynnikach za-
leznych od ¢

W poprzednim rozdziale skonstruowalismy uktad fundamentalny {xzq,...,z,} RLJ w przy-
padku, gdy wspoétczynniki a;, + = 1,...,n byly state. WykorzystaliSmy w tym celu pierwiastki
rownania charakterystycznego (5.22), w ktorym wspotczynnikami wielomianu charakterystycz-
nego A(A) byly wlasgnie liczby a;. Uogoélnienie tego rozumowania na dowolne wspolezynniki
funkcyjne a;(t), i = 1,...,n niestety nie jest mozliwe wlasnie ze wzgledu na rownanie charak-
terystyczne. Ale w szczegolnym przypadku tzw. réwnan Cauchy’ego-Eulera da sie to zrobi¢
do$¢ podobnie. W og6lnosci probujemy obnizy¢ rzad réwnania lub znalezé jakie$ rozwiazanie
szczegblne 1 dopiero wtedy obnizy¢ rzad.

I Rozwazmy rownanie Cauchy’ego-Eulera drugiego rzedu

22" +ata’ +br =0, t>0, (5.29)



92 ROZDZIAL 5. ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE N-TEGO RZEDU

gdzie a,b € R s3 dowolnymi stalymi. Poszukajmy rozwiazan tego rownania (rzeczywistych lub

zespolonych) w postaci

x:t)‘,

gdzie A € C jest stala, ktora trzeba znalezé. Wstawiajac do réwnania (5.29), otrzymujemy
tozsamos¢

AN = D2 at M bt =0,
a po podzieleniu przez t* dostajemy rownanie kwadratowe
M4 (a—DA+b=0. (5.30)

Oczywiscie jesli A jest pierwiastkiem rzeczywistym rownania (5.30), to funkcja

z =t
jest rozwiazaniem rzeczywistym rownania (5.29), a jesli A = a+ i (5 # 0) jest pierwiastkiem
zespolonym réwnania (5.30), to funkcja

x = TP = Pl — g (elnt)/&: Pl — po (cos (Blnt) + isin (F1n t))

jest rozwiazaniem zespolonym réwnania (5.29). W przypadku rozwiazania zespolonego mozna
zauwazy¢, rozumujac analogicznie jak w poprzednim rozdziale, ze jego czesci rzeczywista i
urojona

ry =t%cos (flnt), xo=1t"sin(BInt)

tez sa rozwigzaniami tego réwnania.
1. Przypadek A > 0. Pierwiastkami jednokrotnymi rownania (5.30) sa dwie rozne liczby
A1, Ao € R, za$ funkcje
T = tAl, To = t>\2

sa rozwiazaniami rownania (5.29). Obliczamy

th 12

W(t) = ANl Al | T (Mg — A )ttt £,

skad na podstawie twierdzenia 5.2 stwierdzamy, ze zbior {x1, x2} jest uktadem fundamentalnym
rownania (5.29).

2. Przypadek A = 0. Pierwiastkiem dwukrotnym rownania (5.30) jest liczba \; € R, za$
funkcja

I = t)\l

jest rozwigzaniem rownania (5.29). Pokazemy, ze funkcja
1o = M Int
tez jest rozwigzaniem tego rownania. Uwzgledniajac jej pochodne:
oh = Mt nt M = T\ Int 4 1],

o= (A — D2\ Int + 1) + Mt 2 = M2 (A — D (MW Int + 1) + )],
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otrzymujemy
2l + ath + bay
=t" [(A = D)(AInt + 1) + Ay +at™ Ay Int + 1) +bt™ Int
=M [ = DA Int+1) + A +a(\ Int + 1) + bInt|
=1 [(A2 4 (a — A + ) Int +2)\ — 1 +a|=0,
0
0
gdyz A = 1(1 — a). Obliczamy
th tMInt

W(t) = =Ml £

‘ /\1t)\1_1 )\1t>\1_1 Int + t)\l_l

i znowu korzystajac z twierdzenia 5.2, wnioskujemy, ze zbior {1, 2} jest uktadem fundamen-
talnym rownania (5.29).

3. Przypadek A < 0. Pierwiastkami jednokrotnymi roéwnania (5.30) sa dwie rozne liczby
M =a+Bi, M =a— 8i €C, 5 +#0 zas funkcje

ry =t%cos(flnt), xo=1t"sin(FInt)
sa rozwiazaniami rownania (5.29). Obliczamy

t*cos (B 1nt) t*sin (5 1Int)
at®Leos (BInt) — Bt tsin (BInt) at* lsin(BInt) + Bt Lcos(BInt)
— ﬁt2a71 # 0

i analogicznie jak wyzej, dochodzimy do wniosku, ze zbior {x1, 25} jest ukladem fundamental-
nym rownania (5.29).

W(t) =

Przyklad 5.4. Rozwiazania ogoélne réwnan Cauchy’ego-Eulera:

2"+t —x =0, t>0, (5.31)
22" +3td’ +2 =0, t>0, (5.32)
22" —ta' + 20 =0, t>0 (5.33)

dane sa odpowiednio wzorami:
r=Cit+Cot™t, C1,Cy €R,
r=Cit t+Cottint, C,C R,
x = Cytcos(Int) + Cotsin(Int), C1,Cy € R.
IT Zwroémy teraz uwage na nastepujacy fakt. Rownanie RLJ jest jednorodne wzgledem

z, 2 ... 2™ stopnia m = 1, poniewaz

F(t,ruy, ...;tUupyr) = rF(t,ug, ... uny1), 1 ER,
gdzie

F(t,uy, oy tps1) = Upyr + a1 (B)un + ... + an(t)uy

(poroéwnaj definicje 2.3). Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie jak w rozdziale 2.10, mo-

zemy przez podstawienie
/

a'=zy (y=yt))
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obnizy¢ rzad tego rownania o jeden, ale powstale réwnanie bedzie nieliniowe. W przypadku
RLJ drugiego rzedu
" + a1 ()2’ + ax(t)x =0 (5.34)

otrzymamy réwnanie Riccatiego. Rzeczywiscie, po zrozniczkowaniu
" =2y + xy =y’ + ay,
wstawieniu do réwnania (5.34) i podzieleniu przez x dochodzimy do réwnania
Y ==y’ —ai(t)y — as(t). (5.35)
Przyklad 5.5. Rozwiazac¢ réwnanie
the" +2 =0, t>0. (5.36)

Odpowiadajace mu réwnanie Riccatiego, otrzymane zgodnie z podstawieniem zaproponowanym

powyzej, dane jest wzorem
) o L
y - t4‘

Podstawiajac

przeksztalcamy je do postaci

1
u':u2+t—4.

A to rownanie potrafimy efektywnie rozwiazaé¢ i rozwiazanie dane jest wzorem
1 1 1
— —ctg (= C) _2
RERRTRE (t T8
(zobacz przyklad 2.17). W konsekwencji
T = C'Qe_f”(t) a CyeR.

Podstawiamy

Z_zlf+Cl (z = 2(1))

i obliczamy:
1
dz = —tjdt,

+C.

1 1 1
/t—Qctg (t+C'1> dt:—/ctgzdz:—1n|sinz|—|—C':—ln sin(t—i—Cl)

Ostatecznie:
T = C«len’sin (%—}—Cl)’—l—lnt’

1
r = Cytsin <t + Cl).

IIT W przypadku, gdy znamy jedno niezerowe rozwiazanie szczegélne x; RLJ, to mozemy
przez podstawienie
v=ay, z=y (y=yt), z=2(1))
obnizy¢ rzad tego roéwnania o jeden i powstale rownanie tez bedzie RLJ. W ten sam sposob
mozemy obnizy¢ rzad RLN o jeden, gdy znamy jedno niezerowe rozwigzanie szczegblne x1 RLJ
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z nim skojarzonego i powstale rownanie tez bedzie RLN. Przyjrzyjmy sie temu na przyktadzie
RLN drugiego rzedu
2"+ a1 (t) 2’ + az(t)x = b(t). (5.37)
Roézniczkujemy:
o =ay oy, o =aly+ 220y + oy,

wstawiamy do réwnania (5.37) i po pogrupowaniu otrzymujemy

z1y" + (29(:'1 + a1(t)x1)y/ + <x/1/ + ay (t)2) + a2<t)x1)y =b(t).
0

Finalnie
r1Z + (Qxll + al(t)xl)z = b(t). (5.38)

Ponadto je$li znamy dwa rozne rozwiazania szczegdlne x1, xo RLN, to ich réznica z; — o
jest rozwiazaniem szczegélnym skojarzonego RLJ, wskutek czego rzad tego réwnania mozemy
obnizy¢ o jeden.

Przyklad 5.6. Rozwiaza¢ réwnanie
ta" — 2 +4tPx =0, t>0, (5.39)
wiedzgc, ze 1, = sint? jest jego rozwigzaniem szczegélnym. Po podstawieniu
v=(sint®)y, 2=y (y=yt), 2= =z(t))
rownanie (5.39) ma postaé

sin t2

(sint?)z' + (475 cost? —
a po normalizacji
1
A 2
Z = (t 4t ctgt )z

Rozwigzaniem ogoélnym tego RLJ jest funkcja

=C C eR.

sin? 2’

Dalej mamy rownanie

ktorego rozwiazaniem jest
1 5 1

W konsekwencji
1 1
T = —50 cost® + §C’D sin t2,

czyli zapisujac proscie]
r = Ccost? + Cysint?, Cy,Cy € R.
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IV Jesli wspotezynniki sg dowolnymi wielomianami, to warto sprobowacé poszukaé rozwigzan
RLJ, proponujac jakie§ podstawienie (np. wielomianowe lub wyktadnicze), ktore wygeneruje
zwiazek

AA(t)EO, tel,

gdzie A)(t) jest wielomianem zmiennej ¢ z parametrem A. Czasami przynosi to efekt nawet
w bardziej ogoélnej sytuacji. Taka dos¢ sztuczna metoda moze doprowadzi¢ do wyznaczenia
uktadu fundamentalnego lub znalezienia chociazby jednego rozwiazania, co pozwoli obnizy¢
rzad réwnania, zachowujac jego liniowos¢.

Przyklad 5.7. Rozwigza¢ RLJ

(2t — )" + (#* - 2)2’ +2(1 — )z =0, t>2. (5.40)
Poszukajmy najpierw rozwiazania postaci
T = 6)\t.

Obliczajac pochodne:
=M, 2] = \2eM

i wstawiajac do réwnania, otrzymujemy tozsamosé
ML= N2 +20\ =1t 42(1 = \) =0.

A to prowadzi do uktadu réwnan

A1 =) =0
2(\2—1)=0 ,
2(1—A) =0

ktorego rozwiazaniem jest A = 1.
Teraz poszukajmy rozwigzania postaci

To = t)\.

Po obliczeniu pochodnych:
wh = Ml = A\ = 1)t

i wstawieniu do réwnania, mamy tozsamos¢
(A =2) + (=N + A+ 2)t + 2A(A — 2) = 0.

Rozwigzaniem powstalego uktadu réwnan

A—2=0
“AM+A+2=0
2A(\ —2) =0

jest A = 2.
W efekcie otrzymali$my dwa rozwiazania:
vy =€, x9= t2,
ktore sa liniowo niezalezne, gdyz
t t2

o oo | = e't(2 —t) #0.

Zatem rozwiazanie ogblne dane jest wzorem

Tr = C’let + 02t2, Ol, Cy eR.



5.4. ZADANIA 97

5.4 Zadania

1. Rozwiaza¢ réwnania:

1.1, 20 4o — 2" — ! =0,
1.2, 2" + 32" + 2’ — bx =0,
1.3. 2" + 4x = e + sin 2t,
1.4. 2" 4+ 9z = 4sin 2t + cos 3t,
1.5. 2" — 22/ + 2 = €3 +sin 2t + ¢,
1.6. 2" — 42’ + 42 = €* +sint,
1.7. 2" — 2" + 42’ — 4x = 3e*,
1.8. 2 + a” =t + cos 4t,
19. 2" —2' = 1, x(0)=1, 2/(0)=2,
1.10. 2" + 32" +2r =+/1—¢€, z2(0)=1, 2/(0)=0,

et
1.11. 2" — 22 +x = et

112, 2" — 22" + 2 =5,
113, 2" + 2 = 5y,

1.14. 2" + 42’ + 42 = e ? Int,
1.15.

2 +x= m

2. Rozwiazaé rownania:
2.1. 22" +6ta’ +4x =0, t>0,
2.2, 22" + Tt + 5z =t, t>0,
2.3. t?2" — 62 = 5Int,
24, 22" —t' +x =1, t>0,
2.5. t22" —ta' + 52 =0, t>0,
2.6. 22" +4tx' +2x =t, t>0.

3. Rozwiaza¢ rownania, wiedzac, ze wskazane funkcje sg ich rozwiazaniami szczeg6lnymi:
31 t(t—1)% 2" +t{t— 1)’ —x =0, =z =
32. t(2—t) 2" +2(t —1)a' =22 =0, =z =t—-1

33. ta" —(t+ 1)’ +2 =0, x;=t+1 (uwaga: pojawi si¢ catka nieelementarna).

_t
1-¢”
t —

Y

4. Rozwazmy RLN rzedu n postaci
2™ 4y ()Y + L dan_ i ()2 + an(t)z = b(t).

Udowodnic, ze jesli znane jest jedno niezerowe rozwiazanie szczegélne x1 RILJ skojarzonego
z tym roéwnaniem i jedno jego rozwigzanie szczegdlne x,, to mozna je sprowadzi¢ do RLJ
rzedu (n — 1) przez podstawienie x = x1y + x9, 2 = ¢y (wskazowka: wystarczy rozwazy¢
n=2).

5. Rozwiaza¢ rownanie
(2t — 32" +2(t — 1)2’ — 22 = -2,

wiedzac, ze x1(t) = 1, z2(t) =t sa jego rozwiazaniami szczegolnymi.



98

ROZDZIAL 5. ROWNANIA ROZNICZKOWE LINIOWE N-TEGO RZEDU

6. Uzasadni¢, ze zbior funkeji {z1, x2}, gdzie x1(t) = arcsint, xq(t) = arccost, jest uktadem

10.

11.

12.

13.

fundamentalnym réwnania liniowego
(t* —1)a" +tz' =0, te(-1,1).

Znalez¢ uktad fundamentalny tego rownania w przypadku, gdy ¢ > 1. W obu przypadkach
rozwigza¢ réwnanie

(t* — 1)a" +ta' = g
Rozwiaza¢ rownania:

" 1, 1., __
712" =2+ =0,
7.2, ' + ﬁx =0.
Rownanie Riccatiego
o =2+t
sprowadzi¢ przez odpowiednie podstawienie do liniowego jednorodnego réwnania réznicz-
kowego drugiego rzedu.

Rozwiaza¢ rownania Riccatiego:

9.1. o' = —2® + 12 + 3,

9.2. 2/ = —2% — %x — t%,

9.3. o/ =2 — 1o + 4.

Znalez¢ liniowe jednorodne réwnanie rozniczkowe drugiego rzedu o statych wspoétczynni-
kach, ktorego uktadem fundamentalnym jest zbior:

10.1. {e',e ¥},

10.2. {e', te'},

10.3. {e’ cos 2t, €' sin 2t }.

Dana jest calka szczegdlna x; = e3' pewnego liniowego jednorodnego réwnania rozniczko-
wego drugiego rzedu o stalych wspolczynnikach. Odpowiednie rownanie charakterystycz-
ne ma pierwiastek podwojny. Znalez¢ rozwigzanie tego réwnania spelniajgce warunek

poczatkowy
z(0) = 2/'(0) = 1.

Dane jest réwnanie
2"+ apx =0,

gdzie ag = const € R. Sprawdzi¢ dla jakiego wspotczynnika ag istnieja niezerowe rozwia-
zania tego rOwnania zmierzajace do zera, gdy ¢t — +o0.
Dane jest réwnanie

2+ a7’ + apx =0,
gdzie ag,a; = const € R. Sprawdzié¢ dla jakich wspotczynnikéw ag, ay wszystkie rozwia-
zania tego roOwnania sa:
13.1. ograniczone dla t > 0,
13.2. zmierzaja do zera, gdy t — 400,
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13.3. okresowe.

14. Zbada¢ istnienie rozwigzan okresowych réwnan:

14.1. 2" + 4z = sin® ¢,
sin kt

14.2. 2/ + 2z = Y52 Skt
14.3. 2" + = 352, .

99
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Rozdzial 6

Uklady roéwnan rézniczkowych liniowych
pierwszego rzedu

6.1 Teoria uktadéw réwnan rézniczkowych liniowych
Uktad réownan rozniczkowych

) =ap()xy + ... + ap ()T, + b1(t)
; , (6.1)
= an1(t)z1 + oo + A (B) 2 + by (2)

gdzie funkcje a;5,b; : R D 1T — R, 7,5 = 1,...,n sa dane, nazywamy ukladem réwnan liniowych
pierwszego rzedu. Gdy b;(t) =0,t € I, i =1,...,n, to méwimy, ze (6.1) jest uktadem liniowym
jednorodnym (ULJ)

xp =an(t)ry + ... + ar(t)z,)
: , (6.2)
xh = ap1(t)x1 + o + apn(t)z,

w przeciwnym razie - uktadem liniowym niejednorodnym (ULN). Jesli (6.1) jest uktadem nie-
jednorodnym (ULN), to (6.2) nazywamy ukladem jednorodnym (ULJ) z nim skojarzonym.
Powyzsze uktady mozemy zapisa¢ odpowiednio w réwnowaznej postaci macierzowej

o = Atz + b(t), (6.3)
¥ = A(t)z, (6.4)
gdzie
an(t) s Qi (t) b1 (t) I
an1(t) -+ apn(t) b, (1) Ty

Posta¢ macierzowa jest wygodna zaréwno ze wzgledu na badania teoretyczne, jak i praktyczne
rozwiazywanie.

Uwaga 6.1. Jedli funkcje a;5,b; : R D T — R, 4,7 = 1,...,n sa ciagte, to zagadnienie poczatkowe

' = A(t)x + b(t)
{ 2(to) = 70 : (6.5)

101
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gdzie (tg,z9) € I x R™, ma jedyne rozwiazanie okreslone na I. W przypadku jesli przedzial
I jest domkniety, wynika to wprost z uwagi 3.9 i twierdzenia 3.9 zastosowanych do funkcji
F . I xR" — R"” okreslonej wzorem

F(t,x) = A(t)x + b(t).
Funkcja ta jest ciagla, a ponadto spetnia warunek Lipschitza wzgledem z, bo dla dowolnych
(t,z), (t,7) € I x R™ mamy

1£(t,2) = Ft,7)|e < (ZH%H + +ZH%H)H=’E—$HE,

gdzie symbole || || 1| ||z oznaczaja odpowiednio norme maksimum w przestrzeni funkeji ciagglych
C(I,R) i normg euklidesowa w R™. Jesli za$ przedzial I nie jest domknigty, to mozemy powyzsze
rozumowanie przeprowadzi¢ do kazdego przedzialu domknietego tg > [ C I, co implikuje teze.

Zanim przejdziemy do dalszej analizy uktadow réwnan (6.1) i (6.2), najpierw sformutujemy
i omowimy pojecie wronskianu uktadu funkcji wektorowych, wygodnego narzedzia do spraw-
dzania liniowej niezaleznosci uktadéw takich funkcji.

Definicja 6.1. Wroniskianem zbioru n funkcji wektorowych {z!,....2"}, 2 : R > [ — R",

ok = (x’f, " n) k=1,...,n nazywamy wyznacznik
() 7 (1)
W(a',..,a")(t) = : (6.6)
2 (t) (1)

W skrocie, o ile to bedzie oczywiste, bedziemy pisa¢ W (t).

Twierdzenie 6.1. Jesli W (to) # 0 dla pewnego to € I, to funkcje wektorowe x',....x"™ : R D
I — R™ sq lintowo niezalezne.

Dowd6d. Przypusémy, ze W(ty) # 0 dla pewnego ty € I. Rozwazmy zerowa liniowa kombi-
nacje
a7 (t) + o (t) + ... + apa”(t) =0, tel.

Dla punktu tq zapiszmy ja w postaci jednorodnego uktadu réwnan algebraicznych

wi(to) -+ af(to) | [ e 0

zy(to) o ap(to) | | an 0

Poniewaz W (ty) # 0, wiec uklad ten ma jedyne rozwiazanie (ay,as, ..., )" = (0,0, ...,0)%, co

implikuje liniowa niezaleznoé¢ funkeji wektorowych zt, ..., 2™

Uwaga 6.2. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. z liniowej niezaleznosci funkcji
wektorowych zt, ..., 2" : R D I — R" nie musi wynika¢, ze W (tg) # 0 w jakim$ punkcie ¢y € I.
Rozwazmy bowiem dwie funkcje wektorowe

xl(t)_l”, x2(t)—l 4 1 teR.

sgn(t)

Funkcje te sa liniowo niezalezne, za§ W (t) =0, t € R.
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Definicja 6.2. Dowolny zbior {z!,..., 2"} liniowo niezaleznych rozwigzain ULJ okreslonych w
przedziale I C I nazywamy ukladem fundamentalnym (podstawowym) tego uktadu w przedzia-
le I, za$ macierz X = [xf];fk:l, ktorej kolumnami sa rozwigzania x* z uktadu fundamentalnego,
nazywamy jego macierza fundamentalna (podstawowa) w tym przedziale.

Uwaga 6.3. Jedli funkcje a;; : R D T — R, 4,5 = 1,...,n sa ciggle, to uklad fundamentalny
ULJ w przedziale I istnieje. Istotnie, mozemy rozwazy¢ funkcje 2% : I — R", k =1, ..., n, ktore
sa rozwigzaniami ULJ z warunkami poczatkowymi

.T?(to) = (Skj7 k‘,] = 1, ., n,

gdzie ty € I jest dowolnie ustalone; symbol dx; oznacza delte Kroneckera. Takie rozwigzania
istnieja i dane sa jednoznacznie na mocy uwagi 6.1. Wowczas

W(to) = |I| =1 #0.

7 twierdzenia 6.1 wynika, ze zbior {z', ..., 2"} jest ukladem fundamentalnym ULJ w przedziale
I. Nie ma jednak ogdlnego sposobu znajdowania takich rozwigzan. Metody efektywnego wy-
znaczania ukltadu fundamentalnego w pewnych przypadkach omoéwimy w dalszej czesci.

W uwadze 6.2 zauwazyliSmy, ze twierdzenie 6.1 dziata w ogdlnosci tylko w jedna strone. Ale
jesli funkcje 2, ..., 2™ sg rozwigzaniami ULJ o ciggltych wspotezynnikach, to dziala ono rowniez
w drugg strone, a nawet w druga strone jest mocniejsze.

Twierdzenie 6.2. Niech funkcje wektorowe z',....2" : R D I — R" bedq rozwigzaniami UL.J
o ciggltych wspotczynnikach a;;, 1,7 = 1,...,n. Wiedy nastepujgce warunki sg rownowazne:

1. Zbior {x', ..., 2"} jest uktadem fundamentalnym ULJ w przedziale I,
2. istnieje to € I takie, Ze W(ty) # 0,
3. dla kazdego t € I W (t) # 0.

Dowéd. 7Z punktu 3. wynika wprost punkt 2., zas z punktu 2 wynika punkt 1. na podstawie
twierdzenia 6.1.

Pokazemy teraz, ze punkt 1. implikuje punkt 3.. Zrobimy to przez zaprzeczenie, tzn. pokaze-
my, ze z zerowania sie wronskianu w jakim$ punkcie wynika liniowa zaleznosé¢ funkceji «t, ..., 2™
Zalozmy, ze istnieje to € I takie, ze W (ty) = 0. Oznacza to, ze wektory z'(ty), ..., x"(ty) sa
liniowo zalezne. Rozwazmy zerowa kombinacje liniowa

' (to) + ... + az™(tg) = 0 (6.7)
o nie wszystkich statych aq, ..., o, réwnych zeru. Zdefiniujmy funkcje
o(t) = ' (t) + ... + ™ (t), tel
z tak dobranymi stalymi. Oczywiscie x jest rozwigzaniem problemu poczatkowego

= A(t)z
bo kombinacja liniowa rozwiazan ULJ jest rozwiazaniem ULJ, a warunek poczatkowy jest spel-

niony na podstawie (6.7). Poniewaz zgodnie z uwaga 6.1, zagadnienie to ma jedyne rozwiazanie
zerowe okreslone na I, wiec z(t) =0, t € I. Wobec tego

)

' (t) + ...+ (t) =0, tel,

a to oznacza, ze funkcje x!,..., 2" s3 liniowo zalezne.
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Przyktlad 6.1. Rozwazmy dwie funkcje wektorowe

Sprawdzi¢, czy istnieja ciagte funkcje a;; : R — R, 4,5 = 1,2 takie, ze ', 2? sa rozwiazaniami
uktadu réwnan

{ vy =an(t)n +apt)e: o p (6.8)

13/2 = agl(t)l’l + agz(t)xg ’

Odpowiedz jest negatywna. Zauwazmy bowiem, ze z', 2?2 sy rézniczkowalne, a ponadto na
podstawie twierdzenia 6.1 sa liniowo niezalezne, gdyz W (0) = 1 # 0. Gdyby z!, 22 rozwiazywaly
uktad (6.8), to tworzylyby jego uktad fundamentalny. Biorac pod uwage twierdzenie 6.2, jest
to niemozliwe, bo W (1) = 0.

Uwaga 6.4. Wprost z twierdzeni 6.1 i 6.2 wynika, ze jesli wspolczynniki a;;, 4,7 = 1,...,n

sy ciaggle, to rzeczywista macierz X = [xf]fszl, gdzie 2% : I — R, i,k = 1,...,n, jest ma-

cierza fundamentalna ULJ w przedziale I wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢y € [ takie, ze
Wzt ...,2")(ty) # 0 1 X spelnia réwnanie macierzowe

X' =At)X, tel (6.9)

Ponadto, przy tym zalozeniu, jesli X jest macierza fundamentalng ULJ w przedziale I, to
macierz X (t) jest nieosobliwa dla kazdego ¢ € 1.

Twierdzenie 6.3 (Abel). Niech funkcje a;; : R D I — R, i,5 = 1,...,n bedq ciggte. Jesli
funkcje xt, ..., 2" sq rozwigzaniami ULJ w przedziale I, to

¢ TrA(s)ds

W (t) = W(to)e Cotel, (6.10)
gdzie to € I jest dowolnie ustalone; TrA(t) := Y0 a;(t) jest sladem macierzy A(t).

Dowéd. W celu skupienia uwagi, dowoéd bez straty ogélnosci przeprowadzimy dla n = 2.
Obliczmy pochodng wrotniskianu

oo e @] e 2w |
WO=1" 0w 20 |+|<x;>'<t> @2y | = BO L.

Zastepujac pierwszy wiersz w macierzy I;(t) wyrazeniami

(21)' (1) = ann ()21 () + arz(B)23(t),  (21)'(t) = ana ()25 (1) + ara(t)25(t),

a nastepnie monozac drugi wiersz przez —aq2(t) i dodajac do wiersza pierwszego, dochodzimy
do zwiazku

_ L an(®)xi(t) + an(t)ry(t)  an(t)zi(t) + awn(t)zs(t)
hit) = 0 0
_ | an(®)z(t) an(t)fl?%(t)|
y(t 5(t)
ri(t) 23(t)
=oi)] 24y 50




6.1. TEORIA UKEADOW ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH 105

Analogicznie obliczamy
Ig(t) = a22<t)W<t)

Po dodaniu otrzymujemy réwnanie roézniczkowe pierwszego rzedu
W' =TrA(t)W.

W konsekwencji
Wi(t) = Celo TrA(S)dS, tel
Obliczamy C' = W (t).

1 n

Whniosek 6.1. Jesli funkcje a;; : R D 1 — R, 4,7 = 1,...,n sa ciaggle i funkcje 2°,...,2" sa
rozwigzaniami ULJ w przedziale I, to wronskian albo jest identycznie réwny zeru w przedziale
1, albo jest rézny od zera w kazdym punkcie tego przedziatu.

Twierdzenie 6.4. Jesli funkcje a;; - R D1 — R, 1,5 =1,...,n sq ciggle, to rozwigzanie ogolne
ULJ dane jest wzorem
z(t) = Ciot(t) + ... + Coa™(t), tel, (6.11)

gdzie zbior {z', ..., 2"} jest uktadem fundamentalnym ULJ w przedziale I, C; € R, i =1,...,n
1 8q to wszystkie rozwigzania tego uktadu na I. W zapisie macierzowym

o) = X()C, tel, (6.12)

gdzie X = [x}]_, jest macierzq fundamentalng ULJ w przedziale I, za$ C' = (C4,...,Cp)" €
R™.

Dowé6d. Idea dowodu powyzszego twierdzenia jest taka sama, jak w dowodzie twierdzenia
5.4. Przy czym teraz zamiast z twierdzenia Liouville’a trzeba skorzysta¢ z twierdzenia Abela.

Wnhiosek 6.2. Jesli wspolczynniki a;; : R D1 — R, 4,5 = 1,...,n sg ciagte, to zbior rozwigzai
ULJ z dzialaniem dodawania funkcji wektorowych i mnozenia ich przez liczby rzeczywsite jest
n wymiarowg przestrzenig wektorowg nad cialem liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 6.5. Jesli x; jest rozwigzaniem ogélnym ULJ skojarzonego z ULN okreslonym na
przedziale I C 1, zad x4 jest rozwigzaniem szczegolnym ULN okreslonym na I, to rozwigzanie
ogélne ULN na I dane jest wzorem

T =z; + s, (6.13)

i sq to wszystkie rozwigzania tego uktadu na I.

Dowéd. Uzasadnienie powyzszego twierdzenia jest analogiczne, jak dowod twierdzenia 2.2.

Podobnie jak w przypadku jednego réwnania liniowego, postawmy naturalne pytanie: Jak
wyznaczy¢ rozwiazanie szczegdlne xy ULN? Jak nietrudno sie domyéleé, efektywnym sposobem
jest metoda uzmienniania stalych. Zatézmy, ze a;;,b;, : I — R, 7,5 = 1,...,n sg ciggle.
Niech X bedzie macierzg fundamentalng ULJ skojarzonego z ULN w przedziale . W Swietle
twierdzenia 6.4, rozwigzanie ogolne ULJ jest postaci

z;(t) = X(1)C, tel (6.14)

Zaproponujmy
zs(t) = X()C(t), tel, (6.15)
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gdzie C(t) = (C’l (t), ..., Cn(t))Te R" jest wektorem funkcji klasy C*. Zrozniczkujmy
z(t) = X'(t)C(t) + X(t)C'(t), tel
i wstawmy do ULN:
X't)C#)+X@)C'(t) = AB)X()C(t) +b(t), tel.

Na podstawie uwagi 6.4 mamy

W konsekwencji
X(@#)C'(t) =b(t), tel.

Z uwagi 6.4 wnioskujemy dalej, ze macierz X (t) jest nieosobliwa dla kazdego t € I. Stad
C'(t) = X' (t)b(t), tel,
gdzie X 1(t) oznacza macierz odwrotna do macierzy X (t), a po scalkowaniu

O(t) = / XL Ob(t)dt, tel.

Regularnos¢ funkcji wektorowej C'(t) wynika z ciaglo$ci macierzy X! i funkcji b. Szukane
rozwiazanie szczegbélne ULN dane jest wiec wzorem

o) = X (t) / XY Ob(t)dt, tel.

Uwaga 6.5. Przypusémy, ze znamy twierdzenie Abela dla ULJ i na jego podstawie chcemy
udowodnié¢ twierdzenie Liouville’a dla RLJ. Przyjmujac

Ty =, xp =2V, . 2, = 2™,
mozemy RLJ
2™ 4 ay ()2 4+ a1 ()2 +a, () =0 (6.16)
zapisa¢ w postaci rownowaznego ULJ
[z ] 1 0 1 o -- 0 17 =z ]
L2 0 0 1 . : Z2
: = : 0 : . (6.17)
Tp—1 0 ce 0 0 1 Tn—1
| Tn | i —an(t) _an—1<t> —al(t) 1L ZTn |

Zauwazmy, ze wronskian W (z?!, ..., 2")(t) zbioru rozwiazan {z',...,2"} ukladu (6.17) jest row-
ny wronskianowi W (xy,...,z,)(t) zbioru rozwiazan {zi,...,x,} rownania (6.16), gdzie z; =
i, ..., 1, = T, 1.

zi(t) - af(t) aﬁ)(t) a:(n)(t)
Wz, ... a")(t) = xi(t) xi(t) = xlz(t) xns(t> — W (a1, ., 20)(8),
z,(t) - ap(t) 2"V e 2D

a ponadto TrA(t) = —ay(t), gdzie A(t) jest macierza uktadu (6.17). Zatem

‘ TrA(s)ds

W (21, .oy 2)(t) = W(at, .o, a™) () = W (2, ..., 2™ (to)e o @

= W, e, ) () S0 O

czyli udowodnilismy twierdzenie Liouville’a dla RLJ.
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6.2 Uklady réwnan rézniczkowych liniowych o stalych wspo6t-
czynnikach

Rozwazmy odpowiednio ULN i ULJ

[L'/l =a11xy + ... + a1, + bl(t>
: , (6.18)
T = a1 + .. F ATy + by (1)

Ty = a;xy + ... + a1z,
: , (6.19)

/
T, = Qp1T1 + ... + QpnTy

gdzie state wspolczynniki a;; € R, ¢, = 1,...,n i ciggle funkcje b, : R D 1T — R, i =1,...,n
sa dane, ktore sa szczegblnymi przypadkami odpowiednio ukladow (6.1) i (6.2). A wiec, zeby
wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne uktadu (6.19) wystarczy znalezé jakis jego uktad fundamentalny,
za$ zeby wyznaczy¢ rozwiazanie ogolne uktadu (6.18), trzeba wyznaczy¢é wpomniany uktad
fundamentalny uktadu (6.19) 7z nim skojarzonego i dodatkowo znalezé jakiekolwiek rozwiazanie
szczegolne uktadu (6.18).

Efektywne wyznaczenie uktadu fundamentalnego ULJ o statych wspotezynnikach jest o wiele
trudniejsze niz to mialo miejsce w poprzednim rozdziale dla RLJ o statych wspoélczynnikach.
Procedure zaczynamy troche podobnie, tj. od zdefiniowania réwnania charakterystycznego i
wielomianu charakterystycznego. Postawmy sobie pytanie, do czego prowadzi proba znalezienia
rozwigzan (rzeczywistych lub zespolonych) ULJ w postaci

z = eMw,

gdzie stata A € C i wektor w = (wy, ..., w,) € C*\ {0} trzeba znalez¢. Po wstawieniu do ukladu
(6.19) mamy:
Aw = \w,

(A= M)w = 0.
Widzimy, ze poszukiwana para (A, w) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik
|A— \| = 0. (6.20)
Jest to tzw. réwnanie charakterystyczne macierzy A. Wielomian
A(N) =4 = \|

nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A. Na podstawie podstawowego twier-
dzenia algebry rownanie charakterystyczne ma tacznie z krotnosciami doktadnie n pierwiastkow.
Liczbe A nazywamy wartoscig wlasng macierzy A, a odpowiadajacy jej wektor w - wektorem
wlasnym macierzy A. Zbior

o(A)={ e C: A(\) =0} (6.21)

wszystkich wartosci wlasnych macierzy A nazywamy widmem tej macierzy. Warto$ci wlasne
charakteryzuja dwie liczby: krotno$¢ algebraiczna i krotnosé geometryczna.

Definicja 6.3. Krotnoscia algebraiczna (w skrocie krotno$cia) k, () wartosci wlasnej A € o(A)
nazywamy jej krotnosé¢ jako pierwiastka rownania charakterystycznego A(\) = 0. Krotnoscia
geometryczna wartosci wlasnej A € o(A) nazywamy liczbe

ky(N) = dim Ker(A — \I).
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Dobrze znane jest nastepujace twierdzenie z algebry.

Twierdzenie 6.6. Jesli A € 0(A), to

W przypadku, gdy k,(\) = k.(A\) dla wszystkich wartosci wlasnych A € o(\), to wyzna-
czenie uktadu fundamentalnego jest stosunkowo proste. W przypadku, gdy ky(A) < k,(A) dla
chociazby jednej wartosci wlasnej A € o(\) jest to bardziej zlozone. Znanych jest wiele metod
algorytmicznych pozwalajacych wyznaczy¢ uktad fundamentalny w obydwoch przypadkach.
Zaczniemy od zaproponowania uktadu fundamentalnego w postaci funkcji macierzowe;j

X(t) =", teR,

gdzie
9] k
eth = Z LA) , teR
b k!

Zbior macierzy kwadratowych M™(C) z dzialaniami dodawania macierzy i mnozenia macie-
rzy przez liczby zespolone jest przestrzenia wektorowa nad C. Symbolem || || oznaczmy norme
w tej przestrzeni okreslona wzorem

n 1
1Al = (3 lay?)*, A= laylie, € M™(C).
ij=1
Nietrudno sprawdzi¢, ze norma ta ma wtasnos¢ submultyplikatywnosci

IAB|| < [|Alll|B]l, A, B e M*(C).

Przestrzen unormowana (M™(C), || ||) jest przestrzenia Banacha.

Rozwazmy jeszcze przestrzen wektorowa ciagtych funkeji macierzowych C([—a, a|, M"(C)),
gdzie a > 0 jest dowolnie ustalone, z dzialaniami dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez
liczby zespolone. Przestrzeii unormowana (C’([—a, al, M™(C)), || ||0> 7 norma

I£lo = gmax IF®l S € Cll=a,a), M"(C)

rowniez jest przestrzenig Banacha.
Symbolem Ny bedziemy oznaczaé zbior liczb naturalnych wraz z zerem.

Lemat 6.1. Niech A, B € M™(C). Wéwczas:

1. szereg macierzowy > pe (tﬁ!)k jest bezwzglednie (normowo) zbiezny dla kazdego t € R

i jednostajnie zbiezny na kazdym przedziale [—a,a], a > 0;

S

(et1) = Aet4, t e R;
3. Aetd =4 A, teR;

celthA — sAptAd gt e R

)

.Qh-k

(etA)—l — e—tA7 t e R;

D

. jesli AB = BA, to e!AtB) = ¢t4etB - ¢ ¢ R,
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Dowéd.
1. Rozwazmy ciagg sum czastkowych (s,,) zdefiniowany wzorem

t € [—a,al, m e N,. (6.22)

Sprawdzmy, zZe (s,,) jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni Banacha (C([—a, al, M"(C)), || HO),
tzn. ze dla kazdego € > 0 istnieje mg € Ny takie, ze dla dowolnych Ny 3 4,5 > my

s = syllo < e.

Powyzsza nieré6wnos¢ wynika z nastepujacych oszacowan

Lo(tA)* LAY LAk
Is:(t) — 5,01l = | 3 (k') <y H(k‘) [ 3 H(k‘)H
k—j+1 ' k=j+1 ' k=j+1 '
t]]|Al]) Al
_ Z (LIAID* Z aH H <e tel-ad
k=j+1 k! k G+1

dla pewnego my € Ny i dowolnych Ny > 4,7 > mg, ¢ > j, przy czym ostatnia nieréwnosc

(allAD*
k!

jest efektem zbieznosci szeregu liczbowego > 72, na podstawie kryterium d’Alemberta.

Zatem (s,,), a wiec i szereg > 72, tf,) , jest zbiezny jednostajnie na kazdym przedziale [—a, al,

a co za tym idzie jest on tez zbiezny dla kazdego t € R.

Aby uzasadni¢ bezwzgledna zbieznosé¢ szeregu » 72 0 , " dla kazdego t € R, wystarczy
przeprowadzi¢ podobne rozumowanie jak wyzej dla hczbowego ciagu sum czastkowych (8,,(¢))
danego wzorem
(tA)"

k!

s mENo,

gm(ﬂ = i

k=0

gdzie t € R jest dowolnie ustalone.

2. Udowodnilismy w punkcie 1., ze ciag sum czastkowych (s,,) okreslony formuta (6.22) jest
zbiezny niemal jednostajnie na R do funkcji e'. Funkcje s,,(t) sa oczywiscie rézniczkowalne i
widac, ze

= Aspm-1(t), teR, meN,.

A stad ciag (s!,) jest zbiezny niemal jednostajnie na R do funkcji Ae't. Znane twierdzenie z
analizy matematycznej mowi, ze zbieznos¢ niemal jednostajna ciggu funkeji i ciggu jej pochod-
nych gwarantuje rozniczkowalno$é¢ funkcji granicznej, przy czym jej pochodna jest granica ciagu
pochodnych. W naszym przypadku daje to teze.

3. Kazda suma czastkowa s,,(t) szeregu definiujacego e komutuje z A. W konsekwencji
przechodzimy z m do oo.

4. Ustalmy s € R, wektor C = (Cy, ..., C,,)T € R™ i zdefiniujmy funkcje

z(t) = A0 teR.
Funkcja ta jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

' = Az, x(0) = 0, (6.23)
gdyz na podstawie punktu 2. mamy:

2/ (t) = AeCTIAC = Ax(t), teR,
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z(0) = e*C.

Ale funkcja
y(t) = e1eC, teR

rowniez rozwiazuje problem (6.23), bo biorac pod uwage punkty 2. i 3., mozemy napisac:
Y (t) = A AC = Ae*eAC = Ay(t), tER,

y(0) = e*1C.
Z jednoznacznosci rozwiazania problemu Cauchy’ego (6.23) (zobacz uwage 6.1) wynika, ze z =

y, czyli
eHAC = 3440, t e R.

Otrzymaliémy wiec, ze w szczegbdlnosci dla dowolnie ustalonych s, € R zachodzi réwnosé
eHAC = 3440, C e R”,
co konczy dowdd tego punktu.
5. Punkt 4. implikuje réwnosci:

ptAp—tA _ Jt=DA _ 04 _ 1

€ )

ptAGtA _ o(—tHDA _ 0A _ [

e
6. Poniewaz kazda suma czastkowa s,,(t) szeregu definiujacego e'4 komutuje z B, po przej-

Sciu z m do oo otrzymujemy
"B = Be'.

Ustalmy wektor C' = (C4, ...,C,,)T € R™ i zdefiniujmy funkcje
z(t) = MBC teR.
Funkcja ta jest rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego
¥ =(A+B)x, z(0)=C, (6.24)

bo:
2'(t) = (A+ B)e!'™BC = (A+ B)z(t), teR,
z(0) =C.

Z kolei funkcja
y(t) = e ePC, teR

tez rozwiazuje problem (6.24), gdyz:
Y (t) = A ePC e Be!PC = AeeBPO4Bee!'PC = (A+B)e e C = (A+B)y(t), teR,
y(0) = C.

Z jednoznacznosci rozwiazania problemu Cauchy’ego (6.23) (zobacz uwage 6.1) wnioskujemy,
ze r =1, a wiec
tATBIC = tMetBC e R.

Otrzymalidmy, ze w szczegolnosci dla dowolnie ustalonego t € R zachodzi rownosé
tATBI O = MetBO O e R”

i dowod jest skoniczony.
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Twierdzenie 6.7. Macierz X(t) = e, t € R, A € M"(R) jest macierzq fundamentalng UL.J
= Ax. (6.25)

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze macierz X(t) = €4, ¢t € R jest rzeczywista i speknia
rownanie macierzowe (6.9), gdyz

Dalej rozwazmy wronskian

Poniewaz

W(0) = 1] =1 #0,

wiec na podstawie uwagi 6.4 €' jest macierza fundamentalng uktadu (6.25).

6.2.1 Metoda wielomianu minimalnego

A

W tym rozdziale zajmiemy sie efektywnym wyznaczaniem macierzy e'* z wykorzystaniem

wielomianu minimalnego. Niech A € M"(C) bedzie zadana macierza.

Definicja 6.4. Jesli
w(\) = apA™ + N+ a,, AeC

jest wielomianem skalarnym o wspotczynnikach a; € C, i =0, ..., m, to macierz
w(A) = agA™ + ay A"+ 4 ap]
nazywamy wielomianem macierzy A.

Definicja 6.5. Wielomianem anulujacym macierzy A nazywamy wielomian skalarny
w(A) = apAN" + A"+ L+ a,, AEC,

gdzie a; € C, 1 =0, ..., m, taki, ze
w(A) =0.

Twierdzenie 6.8 (Cayley-Hamilton). Wielomian charakterystyczny A(X) macierzy A jest wie-
lomianem anulujgcym tej macierzy, tzn. zZe

A(A) = 0.

Definicja 6.6. Wielomianem minimalnym macierzy A nazywamy wielomian m(\) anulujacy
tej macierzy, najnizszego stopnia o wspotczynniku 1 przy najwyzszej potedze.

Twierdzenie 6.9. Istnieje doktadnie jeden wielomian minimalny m(\) macierzy A.

Dowéd. Wielomian minimalny m(\) macierzy A istnieje, bo na podstawie twierdzenia
Cayley’a-Hamiltona kandydatem jest znormalizowany wielomian charakterystyczny A()\) tej
macierzy, tj. wielomian A()\) podzielony przez wspolezynnik przy najwyzszej potedze.

Gdyby istnialy dwa wielomiany minimalne m; () i mo(A) macierzy A (tego samego stopnia,
ale my () # mao(N)), to wtedy mamy m;(A) = 0ima(A) = 0, a co za tym idzie my(A)—mq(A) =
0. A to oznacza, ze znormalizowany wielomian mj(A) — mga(\), ktory jest stopnia nizszego niz
stopieni wielomianow my(A) i mo(A) jest wielomianem anulujacym macierzy A, co jest sprzeczne
z definicjg wielomianu minimalnego. Zatem mq(\) = may(N\).
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Uwaga 6.6. Z definicji 6.5 1 6.6 wynika, ze jedynym stalym wielomianem w(\) = a¢ anulujacym
macierzy A jest w(A\) = 0, za$ wielomian minimalny m(\) macierzy A jest stopnia wiekszego
lub réwnego 1.

Twierdzenie 6.10. Wielomian minimalny m(\) macierzy A jest dzielnikiem kazdego wielo-
mianu w(\) anulujgcego macierzy A.

Dowo6d. Niech w(A) bedzie wielomianem anulujacym macierzy A. Mozna go przedstawi¢
jednoznacznie w postaci

w(A) = gA)m(A) +7(A),
gdzie q(\), r(\) sa wielomianami i stopient wielomianu r(\) jest nizszy od stopnia wielomianu
m(A). Podstawiajac za A\ macierz A, mamy

w(A) = q(A)ym(A) + r(A).

7 zatozenia w(A) = 0, m(A) = 0, a wiec r(A) = 0. Gdyby r(A\) # 0, to znormalizowany r(\)
bytby wielomianem anulujacym macierzy A i stopnia nizszego od stopnia wielomianu m(\), co
jest sprzeczne z definicja wielomianu minimalnego. Wobec tego r(\) = 0.

Twierdzenie 6.11. Niech
AN = agA = A)F (A= Ak (6.26)

bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy A, gdzie liczby k; sq krotnoSciami rdéznych
wartosci wtasnych A;, i = 1,...,s tej macierzy, ki + ... + ks = n. Wielomian minimalny m(\)
macierzy A mozna wyrazi¢ wzorem

m(A) = (A=) - (A= Ak, (6.27)

przy czym liczby

dane sq jednoznacznie.

Dowd6d. Na podstawie twierdzenia Cayley’a-Hamiltona wielomian A()) jest wielomianem
anulujacym macierzy A. Zgodnie z twierdzeniem 6.10 wielomian m(\) jest dzielnikiem wielo-
mianu A()), co uzasadnia jego postaé¢ (6.27). Jedynos¢ tej reprezentacji wynika z twierdzenia
6.9.

Wielomian minimalny m(\) macierzy A mozna tez wyrazi¢ wzorem

AN

m(A) = D 1 (N (6.28)

gdzie wielomian D,,_;()) jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw macierzy (A—\I)P
dopetnien algebraicznych elementéw macierzy (A — A\I) (zobacz twierdzenie 7.3.1 w [1]).

W przypadku gdy wymiar n macierzy A jest maly, to w praktyce wygodniejsze jest wyzna-
czanie wielomianu minimalnego w postaci (6.27), metoda elementarnego znajdowania wyktad-
nikoéw [;, 2+ = 1,..., s. Najpierw proponujemy

m) = (A= A1) e (A= Ay).

Jesli m(A) = 0, to taki m(\) jest wielomianem minimalnym. W przeciwnym razie zwiekszamy
wykladniki w proponowanym m(\) dotad, az m(A) = 0.
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Zdefiniujemy teraz funkcje od macierzy f(A), majac zadana funkcje argumentu skalarnego
f(A), ktora niekoniecznie jest wielomianem. Nastepnie podamy praktyczny sposob jej wyzna-
czania. Pozwoli nam to w szczegélnosci dosé tatwo znajdowac f(A) = e/, gdzie t traktujemy
jako parametr. A jak juz wiemy, taka macierz jest uktadem fundamentalnym ULJ.

W dalszym ciggu A € M™(C) jest zadana macierza. Rozwazmy funkcje f(\) i wielomian
minimalny m(\) macierzy A w postaci (6.27). Zbior liczb

Fo(A) = {FO) FON), o FEDN) - i =1,

nazywamy zbiorem wartodci funkcji f(\) na widmie o(A). Funkcja f(\) jest okreslona na widmie
o(A), gdy zbior f(o(A)) ma sens. Mowimy, ze dwie funkcje f(\) i g(\) okreslone na widmie
o(A) przyjmuja na tym widmie te same wartosci, gdy

FOPO) =" ), =1l i= 1,
co symbolicznie zapisujemy f(o(A)) = g(o(A)).

Twierdzenie 6.12. Jesli w(\) i v(\) s¢ dowolnymi wielomianami takimi, zZe w(o(A)) =
v(o(A)), to w(A) =v(A).

Dowod. Zalozmy, ze w(o(A)) = v(o(A)). Zdefiniujmy wielomian
d(A) = w(A) —v(A).
Skoro

to )
d(J_l)(Ai) = 07 ] = ]-7 "'7li7 1= 1’ ey S

A to oznacza, ze kazda liczba \; jest co najmniej [;-krotnym pierwiastkiem wielomianu d(\).
Whioskujemy stad, ze wielomian d()) jest podzielny przez wielomian minimalny m(\), co mo-
zemy zapisac

d(A) = m(Mg(A),

gdzie () jest pewnym wielomianem. W konsekwencji

czyli
w(A) =v(A).

Definicja 6.7. Zatézmy, ze funkcja f(\) jest okreslona na widmie o(A). Definiujemy

f(A) = w(A),
gdzie w(A) jest dowolnym wielomianem przyjmujacym te same wartosci na widmie o(A) co

f(A), tzn. ze f(o(A)) = w(o(A)).

Twierdzenie 6.13. Istnicje doktadnie jeden wielomian r(\) stopnia mniejszego od stopnia
[ = l1+...+ls wielomianu minimalnego m(\) macierzy A taki, Ze r(o(A)) = f(o(A)). Wielomian
r(A\) wyznacza sie, rozwigzujgc zagadnienie interpolacyjne

rU D) = fU D), j=1,..,0, i=1,..,s, (6.29)

i nosi on nazwe wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a-Sylwestra dla funkcji f(X) na widmie
o(A). Ponadto:
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1. jeslimA) = (A= A1) ... - (A= \p), to

A=A e O = A ) = A1) - o - (A= M)
(/\z — )\1) Ce (/\Z — )\1_1)(/\2 — )‘i-‘rl) tat ()\Z — /\n)

M=

r(A) = J), (6.30)

o & A-MD (A=A D (A= A D) - (A=A

=1

f(Ad); (6.31)

2. jeslim(A) = (A=) .- (A= AXg), s <n, to

S A=) e A= D) = A) e (A=)
r(A) =Y i = A1) s (i = A )N = Aig) oo (N — Ay)

f(x), (6.32)

o G AN (A=A DA = A D) - (A=A
f(A) N T(A) N 2 ()\Z — /\1> tat ()\Z — /\z—l)()\z — /\i—i-l) t (/\z — )\s)

f(X); (6.33)

3. jeslimA) = (A=A - (A= X)k, s<n, to

S

MMz}erﬂmM—A0+m+mMA—MWIMMM, (6.34)
fM%ﬂﬁ@zij%LHmM—&ﬂ+m+mﬁA—&NiWWML (6.35)
gdzie: -
__ 1 FN
o= mmln) O (6.36)
mi(\) = m G=1,. 0, i=1,..5 (6.37)

Dowdéd. Wielomiany (6.30), (6.32) i (6.34) sa oczywiscie stopnia co najwyzej [ — 1.
Sprawdzenie, ze wielomiany (6.30) i (6.32) spelniaja warunki (6.29) z [; = 1 jest trywialne.
Uzasadnimy wzor (6.34). Dzielac obustronnie (6.34) przez m(\), otrzymujemy

r(/\) _ > ;1 ;2 a;,
= ;{O\_ )l + PESwE= e T N (6.38)

Tozsamo$é te mnozymy obustronnie przez (A — \;)%, i = 1,..., s i mamy

r(d)

= Qi1 + Gip(A — X)) + ... + ay, (A — )\i)lﬁl + (A — )\i)liQi()‘)v (6.39)

gdzie g;(\) jest funkcja wymierng, okreslong wraz z pochodnymi w pewnym otoczeniu punktu
Ai. W ostatniej réwnosci, podstawiajac A = \;, otrzymujemy

0la;y = rh) = < ! )(/\z)

Nastepnie rozniczkujac rownosé (6.39) stronami j razy, otrzymujemy

U—nu%:(r>“®u0:(f>W”um =11,

m; my;

a w efekcie wzor na wspolezynniki (6.36). Znajac a;;, mnozmy (6.38) przez m(A), co daje nam
formute (6.34).
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Jednoznacznos$é wynika stad, ze réznica dwoch wielomianéw speliajacych warunki (6.29)
bytaby wielomianem stopnia co najwyzej [ — 1, majacym tacznie z krotno$ciami [ miejsc zero-
wych, a to znaczy, ze ta roéznica bylaby wielomianem identycznie réwnym zeru.

Zauwazmy, ze prawe strony wzorow (6.31), (6.33) i (6.35) zaleza wylacznie od macierzy A
i jej wartosci wlasnych albo lepiej od wielomianu minimalnego oraz wartosci funkeji f(A) na
widmie macierzy A. Wzory (6.30)-(6.33) mozna zapisa¢ odpowiednio w postaci:

r(A) = ©1(A) f(M) + oo+ (M) f(An), (6.40)

f(A) = f(M)Br+ ... + f(An) By, (6.41)
gdzie

A=A e A=A = A s (A= A)
PilM) = v —A) - v = A ) — Airt) - i — )
B =pi(A), i=1,...,n

f(A) = f(M)B1+ ... + f(A\s)Bs, (6.43)

gdzie

A=A e A= A = Aig) - (A= A
PilM) = v =M o i = M) — i) e O — A
B; =pi(A), i=1,..,s.

Jak widzimy wielomiany ¢;() sa stopnia mniejszego od [, zas macierze B; nie zaleza od funkcji
f(A). Analogicznie wzory (6.34) i (6.35), po uwzglednieniu (6.36) i (6.37), mozna zapisa¢ w

postaci:
S

r(A) = Z[@ﬂ()\)f()\i) + (W) PN + o+ @ili()‘)f(li_l)()\i)}a (6.44)
f(A) = ZS:[ FO)Bi + fD(N)Bi + ... + FED(N)Bay, (6.45)

gdzie ¢;;(\) sa odpowiednimi wielomianami stopnia mniejszego od [, zas$
BZ]:QOZJ(A), j:]_,...,li, izl,...,S

macierzami nie zalezacymi of funkcji f(\). Macierze B; we wzorach (6.41), (6.43) i macierze
B;; we wzorze (6.45) nazywamy sktadowymi macierzy A.

- [31]

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

Przyklad 6.2. Obliczy¢ VA, gdy

2—X 1

2 |:(>\—1)(/\—5).

A(/\):|A—>\[|:‘

Roéwnanie charakterystyczne macierzy A
A=1)(A=5)=0

ma dwa pierwiastki jednokrotne
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A wiec bez sprawdzania widzimy, ze
m(A) = (A—=1)(A=5)

jest wielomianem minimalnym macierzy A. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a-Sylwestra dla
funkcji

fO) =V
(pierwiastek arytmetyczny, A € R, ), ktora oczywiscie na widmie o (A) jest okreslona, ma postac
r(A) = 1(A) + p2(M)V5,

gdzie
(\) = —i(x Z5) (M) = i()\ _).

Zatem korzystajac ze wzoru (6.41), mamy
f(A) = VA= B, +V5B,,

gdzie

B = i) = (450 = |

N[V [V

Qo [
.

OO [

Finalnie

Przyklad 6.3. Obliczy¢ e, gdy

-5 2
A= [ > 2 ] |
Zmienna t € R pelni tutaj role parametru. Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest
wzorem

D—A 2

A()\):]A—AH:' B L 6

| =A+T7)(N+4).
Roéwnanie charakterystyczne macierzy A
A+T)(A+4)=0

ma dwa pierwiastki jednokrotne
A =7, l=-—4
A wiec
m(A) = (A +T7)(A+4)

jest wielomianem minimalnym macierzy A. Wielomian interpolacyjny Lagrange’a-Sylwestra dla
funkcji

FA) = e,

ktora na widmie o(A) jest okreslona, ma posta¢

r(A) = e1(N)e ™ + pa(A)e ™,
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gdzie

A =30+, @) =30 +7)

Zatem korzystajac ze wzoru (6.41), mozemy napisaé
f(A) — etA — 6_7tBl + 6_4tB27

gdzie

By =p1(A) = —;(A—i—éll) = [

QO [0 =
DO [N
| F——

By = ¢s(A) :;(A—I-'U): [ :

WI—wW N
(SO )
1

Ostatecznie
1, -7t | 2, -4t 2, Tt | 2 _—At
etA:[ :1)’6 77‘_'—%6 4t %6 7t+:1)’6 4t‘|
—ge + ge 56 + §€

Uwaga 6.7. Warto zwroci¢ uwage, ze VA dla macierzy A w przykladzie 6.3 nie jest definio-
walny, gdyz funkcja f(\) = v/A nie jest okreslona na widmie o(A). Po prostu arytmetyczne
pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych \; = —7 1 Ay = —4 nie istnieja.

Nietrudno zauwazy¢, ze wzory (6.30)—(6.33) sa odpowiednio szczegdlnymi przypadkami wzo-
row (6.34) i (6.35). Dalsze rozwazania ograniczymy wiec do tych ostatnich.

Twierdzenie 6.14. Skiadowe B;;, j =1,....1;, i =1, ..., 5 macierzy A sq liniowo niezalezne.
Dowéd. Rozwazmy zerows kombinacje liniowg,
S ll
Z Z Oél'sz‘j =0.
i=1j=1
Wyznaczmy wielomian interpolacyjny 7(\) stopnia mniejszego od [ taki, ze
FIDN) =y, j=1,.,0l; i=1 .5
Rozumujac analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 6.13, znajdujemy
s U
FA) =22 wi(MNay.
i=1j=1
W konsekwencji

i=1j=1 i=1j=1

Gdyby 7(A) # 0, to znormalizowany 7(A) bylby wielomianem anulujagcym macierzy A i stopnia
mniejszego od stopnia wielomianu minimalnego m(\), co jest sprzeczne z definicja wielomianu
minimalnego. Zatem

A to oznacza, ze

co koriczy dowdod.
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W dalszej czeéci przydadza nam sie pewne dodatkowe informacje z teorii macierzy. Rozwaz-
my prostokatna macierz blokowa

A A .0 Ay
. A'Zl A'22 -, 14'215
Agq Agp ... Ag

ztozong z st macierzy A;;, 1 =1,...,5,j=1,..,t.

Lemat 6.2 (Schur). Jesli s = t = 2, macierze A;j, 1,5 = 1,2 sq kwadratowe i tego samego
WYMLATry oraz

A Ag = An Ay,

to
|A| = |A11 A9 — A Aral.

Przypusémy, ze macierz A;; jest kwadratowa i nieosobliwa. Wéwczas stosujac uogdlnio-
ng metode eliminacji Gaussa dla macierzy blokowych, mozemy mnozac lewostronnie pierwszy
wiersz przez —Aq A7 i dodajac do wiersza i-tego, i = 2, ..., s, sprowadzi¢ macierz A do macierzy
blokowe;]

Ay A o0 Ay

1 1

|0 A AW
0o A% ... AP

gdzie AEJI) = —AﬂAﬁlAlj —+ Aij7 1= 2, .y S, j = 2, ,t

Lemat 6.3. Jesli macierz A jest kwadratowa oraz macierz Ayy jest kwadratowa i nieosobliwa,
to
1 1
AL AW
Al = |AD] = |Ay| :
AY AW

Powyzsze lematy sa dobrze znane w teorii macierzy (zobacz F.R. Gantmacher, Matrix The-
ory). W szczegolnosci lemat 6.3 pozwala sprowadzaé obliczanie wyznacznika macierzy zlozonej
z st blokéw do obliczania wyznacznika macierzy zlozonej z (s — 1)(¢t — 1) blokow.

Omowimy teraz chyba najwygodniejsza metode wyznaczania sktadowych B;; macierzy A.
Polega ona na rozwigzaniu odpowiedniego uktadu réwnan macierzowych, ktory otrzymujemy ze
wzoru (6.45), przyjmujac za f(A) [ dowolnych liniowo niezaleznych wielomianéw fi(\) stopnia
mniejszego od [. Przyktadowo mogg to by¢ wielomiany odpowiednio stopnia 0,1, ..., — 1.

Przypusémy, ze we wzorze (6.45) nie znamy macierzy B;;. Rozwazmy dowolne wielomiany
skalarne fi(A), ..., fi(A). Wstawmy w miejsce macierzy f(A) macierze fi(A):

s

FlA) =3[ A0 B+ £V Ba + .+ V) Ba ], k=1,.1 (6.46)

=1

Jesli z ukladu (6.46) potrafimy obliczy¢ B;; jednoznacznie, to wstawimy je do wzoru (6.45) i
Bij = ¢i;(A). Sprobujmy znalez¢ warunki, ktére powinny spelnia¢ wielomiany fi (), zeby to
byto mozliwe. Okazuje sie, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym jest A # 0, gdzie

A o AP0 e A e AETYO)
A=| : : : : : :
AW o BTN e O e TP ON)
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Wyjasnijmy to, rozwazajac prostszy przypadek wielomianu minimalnego
m(A) = (A= A1) (A = Aa) (6.47)
z | = 2. Uklad (6.46) ma postaé

{ fi(A) = fi(M)B1 + fi(A2) Bs
f2(A) = fo(M) By + fa(A2) By

(dla uproszczenia zapisu przyjelisSmy notacje odpowiednio By, By zamiast By, Ba;). Wykorzy-
stujac macierz blokowa, mozemy go przedstawi¢ w nastepujacy sposéb

oo aar] B =R ]

gdzie I, B;, fi(A) € M", i = 1,2. Poniewaz
(LA (f2(M)I) = (fa(A) D) (f1(A)]),
wiec na podstawie lematu 6.2 mamy

A- | h(A)T fl(/\2)1|
L) T f2(Xe) ]

(A D) 1) = () D(f1(A) 1)
‘<f1<)‘1)f2(>\2) - f2(/\1>f1()\2))]‘: A",
gdzie
i) fi(Ag)
=1 R0y RO ’ '

A to oznacza, ze A # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0. W konsekwencji macierze By, B
znajdziemy jednoznacznie tylko wtedy, gdy A # 0, zgodnie z formula

HEESRSAEEAL

Zwiazek

A=A"
prawdziwy jest tez w ogblnosci, co mozna uzasadnié, postepujac podobnie jak wyzej z zastoso-
waniem lematow 6.2, 6.3.

Wykazemy teraz, ze jesli wielomiany fi()),...,fi(\) sa liniowo niezalezne i ich stopnie sa
mniejsze od [, to A # 0. Znowu rozwazmy prostszy wielomian minimalny (6.47) z [ = 2.
Niech wielomiany fi(A) i fo(\) stopnia mniejszego od [ beda liniowo niezalezne. Przypusémy,
ze A = 0. Rozwazmy uktad rownan

arfi(A) + azfa(A) =0
a1 fi(A2) + azfa(A2) =0 7

€O mozna zapisaé¢ macierzowo

20 w0

Poniewaz
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wiec uklad ten ma rozwigzanie niezerowe (ay, ap)? # (0,0)T. Zdefiniujmy wielomian
g(A) = arfi(A) + aafo(A), AeC

z tak dobranymi oy, as. Wielomian ten jest stopnia mniejszego od [ = 2 i ma dwa miejsca
zerowe Ai, \o. Stad wnioskujemy, ze

czyli
a1 fi(A) +aafo(A) =0, AeC.

Z liniowej niezaleznosci wielomianow f1(A) i fo(A) mamy ag = ay = 0, co daje nam sprzecznos¢.
Konkludujac, w celu wyznaczenia macierzy B;;, bez wykorzystywania skomplikowanych wzo-
row na wielomiany ¢;;(\), najlepiej zaproponowaé jakiekolwiek / liniowo niezaleznych wielomia-
now fi(A) stopnia mniejszego od [ i rozwiazaé¢ ukltad rownan macierzowych (6.46). Moga to by¢
na przyktad wielomiany odpowiednio stopnia 0,1, ...,1 — 1.
Zamiast rozwiazywac uktad rownan macierzowych (6.46) mozna, korzystajac z rozwiniecia
Laplace’a wzdhuz pierwszego wiersza, rozwigza¢ rOwnanie skalarne

wA)  f) e O e fO) e fETI0)

AOY A = AP A A0
IOV CTD R A OV I (0O IR (A0

w ktorym niewiadoma jest wielomian w(A). Nietrudno sprawdzi¢, ze jesli A # 0, to istnieje

doktadnie jeden w(\) i

a stad

Metoda ta jest wygodna dla duzych .

Przyklad 6.4. Rozwiazac¢ uktad rownan rézniczkowych

A
{ T= o2y (6.48)

y' = — 0y
Macierz tego uktadu ma postac
-5 2
A= [ > 2 ] |
Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

A(A):|A—>\I|:' oA 2

U e |:(/\+7)()\+4).

Roéwnanie charakterystyczne macierzy A
A+T)(A+4)=0

ma dwa pierwiastki jednokrotne



6.2. UKEADY ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH O STALYCH WSPOLCZYNNIKACH121

Whprost ze wzoru (6.27) wnioskujemy bez sprawdzania, ze
mA) = A+ T7)(A+4)
jest wielomianem minimalnym macierzy A. Korzystamy ze wzoru (6.41) i mamy

f(A) = f(=T)B1 + f(=4) B2

Przyjmujac
fiA) =A+7, fo(A) = A +4,

mozemy napisac

filA)=A+T7I, f(A)=A+41,

a w konsekwencji otrzymujemy uktad rownan macierzowych (zdegenerowany)

A+T71 =3B,
A+41 = -3B;
Stad
1 12 2 2
pi=-jaran=| 1 71| megarm=|i ]
3 3 3 303
Ktadac teraz
fO) = e,

znajdujemy macierz

1,—7t | 2,—4t _2,—Tt | 2 ,—4t
- - ze "+ 3e —3ze "+ 3e
f(A):etA:67tB1+€4tB2:[ i 3 % 3 ]
3 3

-7t + %6—475 e—?t + %6—415

(zobacz przyktad 6.3). Wobec tego rozwiazanie ogolne uktadu rownan rozniczkowych (6.48) ma

postac
lx]_[ %6—7t+§e—4t 3—7t+2—4t‘|[01‘|
y |~ _%6—7t+%6—4t 36—7t+ 1, —at C,
e T4 2740,

-7t + 26_4t)0 +(

(e .

Przyktad 6.5. Rozwiazac¢ uktad réwnan rézniczkowych

¥=-Tr+y
{ Y = 25— 5y (6.49)
Macierz tego uktadu ma postac
-7 1
A= [ ) ] |

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

—7—=A 1

A()\):|A—>\I|:| PR

|:()\+6—z’)(>\+6+z’).

Roéwnanie charakterystyczne macierzy A

A+6—0)(A+6+i)=0
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ma dwa zespolone pierwiastki jednokrotne

)\1:—6+’i, )\2:—6—2
Zatem

mA) =A+6—1)(A+6+1)

jest wielomianem minimalnym macierzy A, za$
f(A) = f(=6+14)B1 + f(—6 — i) Bs.

Niech
fitN) =A+6—1i, fo(A)=A+6+i.

Mamy wiec
fi(A)=A+(6—19)], fo(A)=A+(6+1)].

A to prowadzi do uktadu réwnan

A+ (644) =2B

ktorego rozwiazaniem sa macierze

1 o L1441 ) 1140 —i
Bl_Z(AerH)[)__iZ_ -2 1+i | 2 2 1-i]’

1—__. T 1_ _4 .
(At (6 —i)I) = 5i SR B I

B, = -2 1—i| 2| -2 1+4i]

1
21

Dla punkcji

obliczamy macierz

(=6+tp 4 (=6-0tp, = e % (cost+isint)B; + e %(cost — isint) By

fA) ==
1 14— 1 1=
= 5e (cost +isint) l 9 1—i 1 + 3¢ (cost —isint) i 14
| e %(cost — sint) e % sint
N —2¢7%sint e % (cost +sint) |

Rozwiazanie ogolne uktadu rownan roézniczkowych (6.49) ma postacé

x| | e %(cost —sint) e % sint o
y | —2e¢Ssint e % (cost +sint) | | Cy
B [ e % (cost — sint)Cy + e % (sin t)Cy

—2e % (sint)Cy + e % (cost + sint)Cy ] » nGEeR

Przyklad 6.6. Rozwiagzac¢ uktad rownan rézniczkowych
¥ =2r—y+2z

y =100 — by + 7z . (6.50)
2 =dx —2y+ 2z
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Macierz tego uktadu ma postac

2 -1 2
A=110 =5 7 |.
4 =2 2
Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem
2—-X -1 2
AN =|A=X|=| 10 =5-X 7 |==X\+1).
4 -2 2=

Rozwigzaniami réwnania charakterystycznego macierzy A
“NA+1)=0

sa liczby
)\1 - O, )\2 - —1,

przy czym A; jest pierwiastkiem dwukrotnym, a Ay - jednokrotnym. Proponujemy
m(A) = A(A+1),
ale niestety

4 -2 3
m(A)A(AJrI){S —4 6]7&0.
0 00

A stad wielomianem minimalnym macierzy A jest
m(\) = M2\ +1).
Uwzgledniajac wzor (6.45), mamy
f(A) = f(0)B1+ f(0)B2 + f(—1)Bs

(dla uproszczenia zapisu przyjelismy notacje odpowiednio By, By, Bs zamiast By, Bia, Bai).
Potézmy
i) =1, (A=A fz(\) = A%,

Zatem

fi) =0, [0 =1, f5(A) =2,
fl(A) = I7 fQ(A) = A7 fS(A) = A27

co generuje uktad rownan macierzowych

I - Bl + B3
A = BQ - Bg .
A? = By
Rozwiazaniem tego uktadu sa macierze
2 -1 1 4 -2 3 -1 1 -1
Bs=|-2 1 —-1|, By=|8 —4 6|, B = 2 1
-4 2 =2 0 00 4 -2 3

Dalej dla funkcji
fFA) =e",
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po obliczeniu jej pochodne;j
7 = 1

znajdujemy macierz

—14+4t+2et 1—2t—et —1+3t4+et
2+ 8t — et —4t 4 et 1+6t—et
4 — 4et —2 4 27t 3— 2t

f(A) = €tA = Bl + tBQ + eith =

Rozwiazanie ogolne uktadu rownan rézniczkowych (6.50) dane jest wzorem

T [ —1+4t+2" 1-2t—e? —1+3t+e? C
y|=| 2+8 -2t —dt+et 14+6t—e? Cy
z | 4 —de? —2 4 2e7t 3— 2t Cs
[ (=144t +2e )01+ (1 =2t —e )Co+ (=1 + 3t + e s
= (2+8t—26_t)01 + (—4t+€_t)02 + <1+6t— e_t)Cg , 01,02,03 € R.
I (4—4eCL+ (=24 2e7H)Cy + (3 —2e74)C5

Przyklad 6.7. Rozwiazac¢ uktad rownan rézniczkowych

y =2r+y—6z : (6.51)

/ —_

¥ =-2x+2y— 3z
2 =—x—-2y

Macierz tego uktadu ma postac

A:

-2 2 =3
2 1 -6 1.
-1 =2 0

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

—2-X 2 -3
AN) =|A—=\| = 2 1-XA =6 |=—-(\+3)*A-5).
—1 -2 =

Rozwigzaniami réwnania charakterystycznego macierzy A
—~(A+3)*(A—=5)=0

sa liczby
)\1 — —3, /\2 — 57

przy czym A; jest pierwiastkiem dwukrotnym, a Ay - jednokrotnym. Proponujemy
m(A) = (A+3)(A—5)

i sprawdzamy, ze istotnie

m(A) = (A+3I)(A—-5I)=0.
A wiec jest to wielomian minimalny macierzy A. Biorac pod uwage wzor (6.43), widzimy, ze
f(A) = f(=3)B1 + f(5)Ba.

Ktadac
fll) =A+3, f2(A) =A -5,
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mamy
fi(A) =A+3I, fo(A)=A-5],
a w efekcie otrzymujemy uktad rownaii macierzowych (zdegenerowany )
A—-51=-8B
Stad
7 13 1
1 P ! ;
Bl:—g(A—M): —1 3 1 | Bzzg(A+31): 3
_1 L 5 _1
8 1 8 8
Zatem dla funkcji
f()\) — eAt
znajdujemy macierz
-3t | L5t 173t+15t
1
f(A) = tA_ o3t 4 5B, — ie 3t+165t % —3t+;€5t
_ée—iﬁt _ %e“ ie—?)t _ ie&t

W [0 [ s [ =

—3t

3e
3 a0
1€
Se
8¢

i rozwiazanie ogolne uktadu rownan rozniczkowych (6.51) dane jest wzorem

t
<

7 _1 1 3,-3t _ 3
Yy = —ZG_ + 16 56_ + 56 16_ — 26
_1,-3t 15t 1, -3t 1.5t 5_-3t, 3,5t
A | — g€ g€ 1€ 1€ st +86
r _ 1 1 — 1
(ge7 4 5™ Cr + (=7 4 1) Cy +(§e
1 — 1 1 i
— (_Ze 3t + Ze5t)01 + (56 3t + 65t)c + (Ze
i -3t 15t 1 _-3t 1 5t 5
| (—ge % = 5e”)CL + (5 )Cs + (ge”

Przyklad 6.8. Rozwiazac¢ uktad réwnan rézniczkowych

{x’:x+4y

Ch
Cs

523

6 )Cg
657&)03
e5t)03

00 | Lo~ | w00 | Lo

+

Yy =—x+5y+e¥

Macierz tego uktadu i jego prawa strona maja odpowiednio postaé

1 4
-1 5

|

| w0

|

¥=x+4y
y =—xz+5y

0
o3t |

Najpierw znajdziemy rozwiazanie ogoélne skojarzonego uktadu jednorodnego

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

AN =

|A_M|:|1—)\ 4

-1 5-—A
Roéwnanie charakterystyczne macierzy A

A=3)2=0

|:(>\—3)2.

00 | Lok | Looo | o

3 5t

§5t

=3t % 5t
_|_

, 01,05, C3 € R

(6.52)

(6.53)
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ma jeden pierwiastek dwukrotny
A= 3.

Sprawdzamy, ze
m(A) =\ —3

nie jest wielomianem minimalnym macierzy A, gdyz

m(A):A—glej ‘2‘] 20,

Zatem wielomianem minimalnym tej macierzy jest
m(\) = (A —3)%
Zgodnie ze wzorem (6.45)
f(A) = fB3)B1+ ['(3)B:

(dla uproszczenia zapisu przyjeliémy notacje odpowiednio By, By zamiast Byy, By2). Rozwazmy
wielomiany

fA) =1, fo(A) =A=3,

a wiec
1A =0, fi(A)=1,
Obliczamy
I=5B
A-3I=B; "’
czyli
10 -2 4
m-of] m-[2)
Dla funkcji
fA) = e
mamy
f/()\) — te)\t,

— 3t 3t
f(A):etA=€3t31+te3tBQZl(l 203 dte ]

—te3t (1 +2t)e

i rozwiazanie ogolne rownania (6.53) ma postaé

x| | (1—=2t)e* 4te’t Ch
[ y L N l —ted (14 2t)e¥ Chy ¢, ¢ €R.

Teraz poszukamy rozwigzania szczegblnego uktadu (6.52) metods uzmiennniania staltych.
Dla funkcji

o) = e

obliczamy
f/()\) = _tei)\a

(1420)e3  —4pe st

_ A _ _3tp g o-3tp
f(A)=e ™ =e"B) —te' By o3t (1 - 2t)e=
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Rozwiazanie szczego6lne bedzie mie¢ postaé

HEGEE

gdzie szukana funkcja wektorowa [Cf(t), Cy(¢)]" spetnia réwnanie

(]

(zobacz rozdziat 5.1). Dalej rozwiazujemy to rownanie

4] wo- [ ][4

(zobacz twierdzenie 6.1) i catkujac, obliczamy jedna funkcje wektorowa

9] feon [ A Ja- [ 2]

Wobec tego rozwiazanie szczegolne uktadu (6.52) dane jest wzorem

x| | (1=2t)e 4te3t —2t?
vy, —tedt (1+ 2t)e’ t—t% |’

a jego rozwigzanie ogdlne ma postac

x| | (1—2t)e* 4te’ Cy —2t2
B e (G ][ 26 ))

_ ((1 —2t)(Cy — 2t°) 4+ 4t(Cy + t — t2))63t

= , C1,Cy eR.
[(—t(cl—2t2)+(1+2t>(02+t—t2))e3t b

Przyklad 6.9. Rozwiazac¢ uktad réwnan rézniczkowych

¥=—-dr+y+z+e*
Yy =x—y—2z : (6.54)

/

Z=2x+y—=z

Macierz tego uktadu i jego prawg strone mozna zapisa¢ odpowiednio w postaci

-4 1 1 e 2
A=| 1 -1 —2|, =] o
-2 1 -1 0

Zacznijmy od znalezienia rozwigzania ogolnego skojarzonego uktadu jednorodnego

¥=—-dr+y+=z
y=xr—y—2z . (6.55)
Z=-2r+y—=z

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

—4-X 1 1
AN) =|A—- )| = 1 —1-X =2 |=—-(\+2)2
—2 1 ~1-A
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Rozwigzaniem rownania charakterystycznego macierzy A

~(A+23=0
jest pierwiastek trzykrotny
)\1 == —2
Sprawdzamy, ze ani
m(A) = A+ 2,

ani

m(\) = (A +2)?

nie jest wielomianem minimalnym macierzy A, gdyz

-2 1 1]
mA) =A+2[=| 1 1 =2 |#0
-2 1 1]
oraz ;
30 -3
m(A)=(A+20)*=|3 0 =3 | #0.
30 —3]

Stad wnioskujemy, ze wielomianem minimalnym tej macierzy jest
m(\) = (A +2)°.
Zgodnie ze wzorem (6.45)
f(A) = f(=2)B1+ f(=2)Bz + f"(—2) B3

(dla uproszczenia zapisu przyjeliSmy notacje odpowiednio By, By, Bs zamiast By, Bia, Bis).
Zaproponujmy wielomiany

AN =1, AN =A+2, f5(\) =(\+2),

a wiec
A =0, L) =1 fs(N)=2(A+2),
T(A)=0, [(A)=0 [fiA)=2,
(A =1, fo(A)=A+20I, fs(A)=(A+2I)"

Rozwiazaniem uktadu
I =5

s macierze

100 —2 1 1 3 -3
BlI OIO,BQI 11— ,Bg: %0_%
00 1 21 1 5o -8

Dla funkcji
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mamy
fl()\) :te)‘t, f//()\) :t26)\t’
(1—2t+3%)e?  te? (t — 3t%)e
f(A) = e = 7B +te ? By+t?e By = (t+ 3t2)e (L+t)e (=2t —3¢%)e ™
(=2t + 3t%)e~ te=2t (1+t—3t%)e
i rozwiazanie ogolne réwnania (6.55) ma postac
T (1—2t+3%)e  te™ (t — 3t%)e2 o
Y = (t + %tz)(i_% (1 + t)€_2t (—2t — %tz)e_% Cy Cl, OQ, Cs; € R.
Ny (=2t + 3t%)e™ te™2 (1+t—3t%)e 2 Cs

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, rozwiazania szczegolnego ukladu (6.54) poszukamy
metoda uzmienniania statych. Dla funkcji

F)=e™
obliczamy
f/(>\) — —te_)‘t, f”(>\) — t26_>‘t7
(L42t+3t%)e*  —te* (=t — 3t%)e”
f(A)=e ™ =e¥B) —te”By + t?¢*By = | (—t+3t%)e* (1—t)e? (2t — 3t?)e*
(2t + 5t%)e —te* (1 —t—3t%)e*
Rozwiazanie szczeg6lne tego ukladu bedzie mieé¢ postac
Yy = €tA Cg(t) ,
z Cg(t)

Rozwiazujemy to rownanie

Ci(t) [ (142t 4 3t2)e*  —te (—t — 3t%)e* e 2t
Cyt) | =e™bt) = | (—t+3H)e? (1—t)e* (2t — 5t2)e* 0
Ci(t) (2t + StP)e* —te? (11—t —2¢%)e* 0
[ 142t + 3¢
= | —t+3t
2t 4 5t°

i obliczamy jedna funkcje wektorowsa

Ci(t) 1+ 2t + 3¢ t+t7+ 3t°

C (t) o —tAb _ - 342 _ 142 1,43
) = [ e b(t)dt = t4+ 32 |dt=| -2+ 1t

Cs(t) 2t 4 517 t*+ 4t°

A stad rozwiazanie szczegolne ukladu (6.54) dane jest wzorem

T (1—2t+32t%)e®  te? (t — 3t%)e t+ 12+ 18
y | = (t+3t%)e™  (1+t)e™ (=2t —3t%)e™™ —t? 45t |,
z (=2t + 3t%)e te? (14t —3t%)e ™ t* 4 5t°

s



130ROZDZIAL 6. UKLADY ROWNAN ROZNICZKOWYCH LINIOWYCH PIERWSZEGO RZEDU

za$ jego rozwigzanie ogdlne przyjmuje forme

T (1—2t+3tH)e 2 te? (t — 3t%)e Cy t+ 2+ 18
y | = (t+3t%)e  (1+t)e™ (=2t —3t)e™™ Cy | + | —5t>+5t°
2 (=2t + 3t%)e™ te=2t (1+t—3t%)e Cs t* + 3t

((1 =24 3 (Cr+t+ 2+ 23+ t(Co — 22+ 183) + (£ — 22)(Cs + 2 + %tB))e’%
= | ((E+3)(Crtt+ 124+ 385 + (1 +6)(Co — 582+ 57) + (=2t = $3)(Cs + £2 + 38°) )™ |,
(=2t + 33)(Cr+ t+ 82+ 363 + £(Co — 32+ 53) + (1 + £ — 32)(Cs + 2 + §#°) )™

01,02, Cs; € R.

6.2.2 Metoda Putzera

W tym rozdziale opiszemy algorytmiczng metode Putzera konstrukcji macierzy fundamen-
talnej !4, A € M"™(R) ULJ.

Twierdzenie 6.15. Niech \q, ..., \, bedg wartosciami wtasnymi macierzy A € M"™(R) (dopusz-
czamy wartosci wielokrotne). Wowczas

n—1
=Y u(hP, teR, (6.56)
7=0

gdzie
j
Po=1, Pi=]J[(A=NI), j=1,..,n—1,
k=1

a funkcje uy, ..., u, $¢ rozwigzaniami zagadnien poczgtkowych dla skalarnych liniowych rownan
rozniczkowych danych wzorami rekurencyjnymi:

up = Muy, up(0) =1,
wy = My + o1, w(0) =0, j=2,..,n.

Dowdd. Dowdd, ze prawa strona we wzorze (6.56), tj. X (t) = Y770 ;1 (t) P; jest macierza
fundamentalng ULJ 2’ = Ax podany jest w [Myjak, str. 80]. Trzeba jeszcze zauwazy¢, ze et
podobnie jak X (t) jest rozwiazaniem macierzowego problemu Cauchy’ego

X' =AX, X(0)=1I
i ze problem ten ma jedyne rozwiazanie.

Postawmy sobie pytanie, jak wyznaczy¢ metoda Putzera macierz e *4, majac juz macierz

e!4? Zauwazmy, ze A jest wartoécia wlasng macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy —\ jest
wartoscig wlasng macierzy —A. Wynika to z prostej obserwacji

Aw = w <= (—A)w = (= Nw.

Ponadto
(—A) + Ml = —(A = NeI).

A to prowadzi do wzoru

n—1
e =3 v (-1)YP;, teR, (6.57)
7=0
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gdzie funkcje vy, ..., v, s3 rozwigzaniami zagadnien poczatkowych dla skalarnych liniowych réw-
nan rézniczkowych danych wzorami rekurencyjnymi:

v = =My, v1(0) =1,

= Ay, 0(0) =0, j=2,.n

Niestety, jak widacé, trzeba znowu rozwiaza¢ n problemoéw poczatkowych. Metoda wielomianu
minimalnego jest tutaj wygodniejsza (zobacz przyktady 6.8, 6.9).

Przyktad 6.10. Rozwiaza¢ uktad réwnan rézniczkowych
¥ = —=br+2y
Macierz tego uktadu ma postac
-5 2
A= [ > 2 ] |
I sposob. Jak juz obliczylismy w przykladach 6.3 i 6.4, rownanie chrakterystyczne tej ma-
cierzy ma dwa pierwiastki jednokrotne

Obliczamy

Py =1, P1:A+71:H ﬂ

Rozwiazaniem problemu poczatkowego

!/

uy = —Tuy, u(0)=1

jest funkcja
—7t

Uy = ¢€ y
za$ rozwiazaniem problemu poczatkowego

uy = —4uy +e 7, uy(0) =0

jest funkcja

Na podstawie wzoru (6.56) mamy

1Tt 2,4t 2Tt | 2,4t
tA Tt L w1 4 _ 36 T+ 3e —z€ "+ 3e

et =e "R+ (g —ge )P = {7t 1 -4t 3 -7t 1 —at
3 3 —56 + 56 36 + ge

(zobacz przyklady 6.4 i 6.3). Wobec tego rozwiazanie ogolne ukladu rownan rozniczkowych
(6.58) ma posta¢

2 —7t+ 26—415)02

( 1 —7t+ 16—4t)01+<2 ~Tt 16—4t)cv2 ]7 Cy,Cy € R.
3¢
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IT sposéb. Zmienmy teraz numeracje pierwiastkow rownania charakterystycznego
A =—4, l=-T
Obliczamy
-1 2
Po=1, P =A+4]= [ 1 _9 1
Rozwiazaniem problemu poczatkowego

uy = —4duy, uw(0)=1

jest funkcja
at

Uy =€ -,
za$ rozwigzaniem problemu poczatkowego
uy = —Tug + e, uy(0) =0

jest funkcja

Zgodnie 7 formula (6.56)

1 _— 2 _— 2 _— 2 _—
etA — ef4tP0 4 (—167” 4 lef4t)P1 — ge mt + 56 At _ge Tt + §6 4t
3 3 —ge 4 ze™®  2eTTh 4 cet

i rozwiazanie ukladu rozniczkowego (6.58) znajdujemy tak jak sposobem I.

6.2.3 Metoda Jordana

Ponizej zaproponujemy metode wyznaczania macierzy fundamentalnej e'4 i pewnej innej
macierzy fundamentalnej ULJ o statych wspotczynnikach przy pomocy macierzy Jordana.

Twierdzenie 6.16. Jesli B € M"(C) 1 P € M™(C) jest nieosobliwa, to
et(PBP_l) — P€tBP_1.

tPBP~ 1)k

Dowo6d. Rozwazmy ciag sum czastkowych (s,,) szeregu macierzowego > 2% (T okre-
Slony wzorem
m (tPBP1)k
Sm(t) :];)T, teR, meN,.
Obliczmy kilka pierwszych jego elementéw:
So(t) = [,
tPBP™! tB
s(t)=I+——=1+PP7,
tPBP~'  £(PBP)? B, *PBP-\PBP
sot) = [+ ——+ ———— =+ PP+ i
tB tB)?
=I+P-7P '+ P! 2') P

Widzimy, ze m-ty wyraz tego ciagu mozna zapisa¢ w postaci

smlt) = P(f: (t5)

=0 W

)P‘l, teR, m€N,.

Dalej przechodzimy z m do oo.
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Definicja 6.8. Macierze A, B € M"(C) sa podobne, gdy istnieje nieosobliwa macierz P €
M™(C) taka, ze
A= PBP !

Twierdzenie 6.17. Macierze podobne A, B € M"(C) majq te same warto$ci wtasne.

Twierdzenie 6.18. Kazda macierz A € M"(C) jest podobna do swojej macierzy Jordana, tzn.
ze istnieje nieosobliwa macierz P € M™(C) taka, Ze

A=PJjP".
Twierdzenie 6.19. Jesli A € M"(C), P € M™(C) jest nieosobliwa i A= PJP™!, to
et = pet/ pL.
Dowéd. Ktladziemy B = J i korzystamy wprost z dwoch ostatnich twierdzen.
Definicja 6.9. Macierz A € M™(C) jest diagonalizowalna, gdy jej macierz Jordana
J = diag{ 1, ..., \n},
gdzie \; € 0(A), i =1,...,n (\; moga sie powtarzac).

Twierdzenie 6.20. Macierz A € M"(C) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej \; € o(A)
kg()\z) - ka()\z)

Zajmiemy sie teraz dalsza analiza prostszego przypadku, gdy macierz A € M"(C) jest
diagonalizowalna.

Twierdzenie 6.21. Jesli macierz A € M"(C) jest diagonalizowalna, to

et = diag{eM?, ..., M"Y},

gdzie J jest jej macierzqg Jordana oraz \; € o(A), 1 =1,...,n.

(t))*

Dowdéd. Rozwazmy cigg sum czgstkowych (s,,) szeregu macierzowego > 32 7~ okreslony
wzorem (t1)"
To(tJ
sm(t) = o teR, me N
k=0
Rozpisujemy wzoér na m-ty wyraz tego ciagu
S AR I N I ST
%M=Zg P => | Lo
e I RO W o T A 1
L k!
i -
Tpo G 0
= : - : , teR.
0 SO

Przechodzimy z m do oo i otrzymujemy teze.

Twierdzenie 6.22. Jesli A € M™(C) jest diagonalizowalna, P € M"(C) jest nieosobliwa
i A = PJP7Y, to kazda j-ta kolumna macierzy P jest wektorem wlasnym odpowiadajgcym
wartosci wtasnej \j. Przy czym jesli \; jest krotna, to odpowiednie wektory wlasne sq lintowo
niezalezne.
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Dowéd. Widzimy, ze
AP = PJ.

Mamy wiec nastepujaca réwnos¢ elementéw macierzy AP i PJ:
Z QikPkj = pzy 7 Z,j = 17 ey T (659)

Ustalmy indeks j € {1,...,n}. Niech w = (wq,...,w,)", w; := pi, i = 1,...,n bedzie j-ta
kolumna macierzy P. Rownosé (6.59) mozemy teraz zapisa¢ w postaci

> agwr =wid;, i=1,..,n, (6.60)
k=1

cO oznacza, ze

Aw = \w.

PokazaliSmy tym samym, ze w jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A;.
Druga czes¢ tezy wynika wprost z nieosobliwosci macierzy P.

Ponizej sformutujemy twierdzenie, ktore pozwala skonstruowaé¢ macierz fundamentalng ULJ
bez koniecznoéci wyznaczania macierzy odwrotnej P~

Twierdzenie 6.23. Zaldzmy, ze macierz A € M(R) jest diagonalizowalna. Definiujemy zbior
{2t ...,2"} w nastepujacy sposdb:
1. jezeli X € R jest k-krotng wartoscig wtasng macierzy A, to w sktad zbioru {x', ..., 2"}
wtgczamy k funkcyi
M, Hu?, . Mk

gdzie w', ..., wk sq liniowo niezaleznymi wektorami wtasnymi odpowiadajgcymi \;

2. jezeli A\ = a+ Bi, A= a—P3i € C (B #0) sq k-krotnymi wartoéciami wtasnymi macierzy
A, to w sktad zbioru {z', ..., 2"} wlgczamy 2k funkcyi

Re(eMw'), Re(eMw?),..., Re(eMwt),

[m( At ) [m( ’\th),..., Im(e)‘twk),

gdzie wl, ..., w* sq liniowo niezaleznymi wektorami wtasnymi odpowiadajgcymi .
Wowezas macierz X = [xf]?kzl jest macierzq fundamentalng ULJ

= Az (6.61)

Dowé6d. Rozwazmy przypadek n = 2, poniewaz dla n > 2 uzasadnienie jest analogiczne.

Niech A1, A2 € R (w szczegolnosci moga byé rowne). Oznacza to, ze kolumnami macierzy
Pel’ sy funkcje rzeczywiste x!, 22, a wiec X (t) = Pe'’, t € R. Macierz ta spelnia réwnanie
(6.9), bo

(Pe’) = PJe = A(Pe), teR.

Ponadto jest ona nieosobliwa jako iloczyn dwéch macierzy nieosobliwych. Wobec tego X jest
macierza fundamentalng ULJ.

Niech teraz A € C. W tym przypadku kolumnami macierzy Pe'’ sa funkcje zespolone
yl(t) = eMw!, 32(t) = eMw!. Podobnie jak wyzej macierz Pe'’ jest rozwiazaniem (zespolonym)

rownania macierzowego (6.9) i jest nieosobliwa. A stad funkcje

ra(t) = Re(Mw')= Re(y' (1) = 5 (() + 71(0) = 5 (n(0) + (1)), 1€ R
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wa(t) = Im(wt) = Im(y (1) = = (10 (6) — 7)) = = ((t) —(0)), teR
21 21 ’
sa rozwigzaniami rzeczywistymi ULJ i nietrudno sprawdzi¢, ze sa liniowo niezalezne. Zatem X
jest macierza fundamentalng ULJ.

Przyklad 6.11. Rozwiaza¢ uklad réwnan rézniczkowych

{x’——5x+2y

v — - Gy (6.62)

Macierz tego uktadu ma postac
-5 2
A= [ > 2 ] |
Jak juz obliczyliSmy w przyktadach 6.3 i 6.4, réwnanie chrakterystyczne tej macierzy ma dwa
pierwiastki jednokrotne (krotnosé algebraiczna)

A stad ich krotnosé geometryczna rowniez wynosi jeden. Znajdujemy wektory wtasne odpowia-
dajace A\ i Ao, rozwigzujac odpowiednio uktady réwnan

(A+4DHw' =0, (A+7NHw* =0,

ktore mozemy zapisa¢ w postaci

1 2][wl] o 2 21[w?] Jo
12w | T lo] |1 1lw| " o]
Wyznaczamy wektory wlasne np. w! = (2,1)7 i w? = (1, —1)T. Wypisujemy macierz funda-
mentalng
26_4t 6—7t
X(t) = [ 6741‘, _6771‘, ‘| )

w ktorej kolumnami sa liniowo niezalezne rozwiazania (6.62)

2t (t) = e M 2 , () =e " ! :
1 -1
Wobec tego rozwigzanie ogolne uktadu rownan rézniczkowych (6.62) ma postac

[ x ] B [ 74 T ] [ Cy ] _ [ 2e 4y + e (0,

y ef4t _677t 02 6747&01 - 6777&02

‘|, Cl,CQGR

(poréwnaj przyktad 6.4).

Przejdzmy do analizy trudniejszego przypadku, gdy macierz A € M™(C) jest niediagonali-
zowalna. Teraz macierz Jordana J jest blokowa macierza diagonalng

J = diag(JAl’kl, ceny J)\r'7k7')’

gdzie r < n oznacza liczbe klatek Jordana tworzacych J, a klatka Jy, x, € M*(C) jest macierza
postaci

A1 0 - 0]
Ao 1 :
Ik = T 0
: Ao 1

L 0 0 A |
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Twierdzenie 6.24. Jesli macierz A € M™(C) jest niediagonalizowalna, to
= diag(et‘]*lﬂ’“l - et‘]*'r'ﬂ’“r>,

gdzie J jest macierzq Jordana oraz \; € 0(A), i =1,...n, r <n (N mogq sie powtarzaé).

Dowéd. Oznaczmy przez (s,,) ciag sum czastkowych szeregu macierzowego > 32, (tgl)k okre-
Slony wzorem

m th:
:Z( '), tER,mENO
P

Rozpisujemy wzoér na m-ty wyraz tego ciagu

k
w tIa gy e o 1* N % 0
Z el R => | Lo
= 0 stk k=0 0 L (tJA;C,'kT)k
k
Sit 0
= : : , teR.
tJ k
0 sy Aﬁkr)

Przechodzimy z m do oo i otrzymujemy teze.

tJAi,k-

Poszukajmy przepisu na macierz e i. W tym celu macierz J), j, przedstawiamy w postaci

Ini e = Nidy, + Ry, gdzie

[0 1 0 0
0 O 1 .
Rey =1+ . . .0
: . 0 1
0 - o 0 |

Nietrudno sprawdzi¢, ze kolejne potegi macierzy Ry, przesuwaja systematycznie nadprzekatnag
zawierajaca 1 w kierunku prawego goérnego rogu, aby dla poteg k > k; zwracaé¢ ostatecznie
macierz zerowa. Przeanalizujmy to na przyktadzie k; = 4,

01 00
0010
RBa=10 001
00 0O
Obliczamy kolejno:
0010 00 01 00 0O
> |0 001 3 |0 000 4+ |0 000
R4_0000’R4_0000’R4_0000
00 0O 00 0O 00 0O
A stad
otk — pNitle HtRE, ity ptRy, ,\tz tRk _ M’%z—:l (tRki)k

= K
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1 ostatecznie

1 ¢ f;' %
0 1 t :
ek — it 2
2!
: . .1 t
0 -~ - 0 1]

Dalej w celu konstrukcji macierzy e*4 postepujemy podobnie, jak w przypadku macierzy
diagonalizowalnej, przy czym kolumny macierzy P to wektory glowne macierzy A (wypisane
w kolejnosci zgodnej z zasadami tworzenia macierzy Jordana J i odpowiadajacej jej macierzy
przejscia P).

Podobnie jak to miato miejsce w przypadku macierzy diagonalizowalnej, sformutujemy twier-
dzenie, ktore pozwala skonstruowaé¢ macierz fundamentalng ULJ bez koniecznosci wyznaczania
macierzy odwrotnej P~L.

Twierdzenie 6.25. Zaldzmy, ze macierz A € M(R) jest niediagonalizowalna. Definiujemy
zbior {x', ..., 2"} w nastepujgcy sposcb:

1. jezeli Jy . jest rzeczywistq klatkq Jordana stopnia k macierzy A, to w sklad zbioru {z, ..., ™}
wltgczamy k funkcyi

€AtU1,

eAt(U2 + tvl),

k—1

o)

e’“(vk +toF L
gdzie v', ..., v* sq liniowo niezaleznymi wektorami gtownymi kolejno rzedu 1,2, ...,k odpowiada-
jacymi parze wltasnej (A, w), v' = w, tzn. zZe

(A= XD =", i=1,.. k-1,

2. jezeli J\y, J5 4 A= a+ Bi, A=a—pi€C (8+#0), sq zespolonymi klatkami Jordana
stopnia k macierzy A, to w sktad zbioru {z', ..., 2"} wlgczamy 2k funkcyi

Re(e”f),
Re (e)‘t (02 + tvl)) ,

tk’—l

(k — 1)!”1))’

Im(e’\t(vk +toP L

1

gdzie v', ..., 0% definiujemy tak jak w punkcie 1. dla pary wltasnej (A, w).
k

Wowczas macierz X = [x7]i_, jest macierzq fundamentalng ULJ

¥ = Ax (6.63)
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Dowé6d. Twierdzenie to dowodzi sie analogicznie jak twierdzenie 6.23.

Przyklad 6.12. Rozwiagza¢ uklad rownan rézniczkowych

¥ =2r—y+2z
y =100 — by + 7z . (6.64)
2 =dx —2y+ 2z

Macierz tego uktadu ma postac

2 -1 2
A=110 =5 7
4 =2 2

W przyktadzie 6.6 obliczyliSmy dwa pierwiastki rownania charakterystycznego:
M =0, N=-1

o krotnosciach algebraicznych k,(0) = 21 k,(—1) = 1. Zatem krotnos¢ geometryczna k,(—1) =
1. Krotnos¢ geometryczna k,(0) = 1, bo

2 -1 2 2 -1 2
rz(A—0I)=rz| 10 =5 7 |=rz| 0 0 =3 |=2 (6.65)
4 =2 2 0 0 =2

Obliczamy wektor wlasny (wektor glowny rzedu 1) odpowiadajacy A, rozwiazujac uktad row-
nan

(A—0DNHw' =0,
ktory mozna zapisa¢ w formie
2 -1 2 wi 0
10 =5 7 wi | =10
4 -2 2 wi 0

Mamy w! = (1,2,0)T. Kladziemy v!' := w! i obliczamy wektor glowny rzedu 2 odpowiadajacy
A1, rozwigzujac uktad rownan

(A—0I)w? =,
). uklad
2 —1 27 1
10 -5 7 || ]=]2
4 =2 2 v3 0

Otrzymujemy v? = (0,1,1)7. Znajdujemy jeszcze wektor wlasny odpowiadajacy A, rozwiazujac
ukltad réwnan

(A+1Hw? =0,
czyli
3 -1 2 w? 0
10 =4 7| |wi|{=]0
4 =2 3| | w? 0

A stad w? = (—1,1,2)T. Wypisujemy macierz fundamentalng

1 t —et
X(t)=|2 1+2t et |,
0 1 2et
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w ktorej kolumnami sa liniowo niezalezne rozwiazania (6.64)

1 0 1 -1
rrt)y=121|, 22@)=|1|+t|2], 2*°t)=e" 1
0 1 0 2

Rozwiazanie ogolne uktadu réwnan rézniczkowych (6.64) dane jest wzorem

x 1 t —et 4 Ci+tCy — 67t03
y |l =12 1+2¢ et Cy | = | 20, + (1 + Qt)OQ + €_t03 , (1,0, C3€eR
z 0 1 2€_t Cg 02 -+ 2€_t03

(porownaj przyktad 6.6).

Warto podkresli¢, ze wprawdzie w twierdzeniach 6.23 i 6.25 mozna byto wyznaczyé¢ uktad
fundamentalny ULJ bez obliczania macierzy odwrotnej P!, ale chcac rozwigza¢ ULN i tak trze-
ba obliczy¢ macierz odwrotna X 1(¢). A to jest zdecydowanie prostsze, wrecz natychmiastowe
dla uktadu fundamentalnego €', ktoéry znajdziemy metoda wielomianu minimalnego (zobacz
przyktad 6.8), czy tez nawet metoda Putzera.

6.3 Zadania

1. Rozwiaza¢ jednorodne uktady liniowych réwnan rézniczkowych:

1.1, o/ = —4x —y, oy =bx+ 2y,

1.2. 2’ =242y, oy =—x+3y,

13. @' =0 —-2y+2z, ¢y =-2x+y+22, 2=22x+2y+z2,
14, ' =doe—2, y=x+y, 2Z=3r—y+z

15. 2/ =—x+y, yY=—y+z—u, 2=-2+4+3u, u=2u,

/

16. 2/ =2, vyV=x+y, Z=z+4+y+z uv=3u+v, vV=—4u—w.
2. Rozwiazac niejednorodne uktady liniowych réwnan rézniczkowych:

2.1. o' =2 —y+e¥sint, oy =ax+y+ecost,

22. 2’ =x+3y, y =x—y+ 8sin2t,

23. 7' =x+2z Y =x+2y+e*, Z=-2+3z

24. ' = 20 +2y —32+e 3, Yy =20+y—6z, 2 =-—x-2y.
3. Rozwiazac¢ problemy poczatkowe:

3.1. ..,

32. ¢/ =2x+y—2, Y =-3v—y+z+t, 2 =09+ 3y—4z,
z(0) =0, y(0)=3, z(0) =1
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Rozdzial 7

Stabilnos¢ rozwigzan ukltadéw rownan
rézniczkowych

Niech U bedzie zbiorem otwartym i niech funkcja f : R x R® D U — R" bedzie dana.
Rozwazmy ukltad réwnan

' = f(t, x) (7.1)

i niech ¢ : (a,00) — R™ bedzie ustalonym rozwigzaniem tego uktadu.

Definicja 7.1. Mowimy, ze rozwigzanie ¢ uktadu (7.1) jest stabilne w sensie Lapunowa, gdy

Vo € (a,00) Ve > 0 30 > 0 Vo — rozwiazanie (7.1)
[z(to) — @(to)|| <0 = [lx(t) — (B <&, t >to.

Definicja 7.2. Mowimy, ze rozwiazanie ¢ ukladu (7.1) jest asymptotycznie stabilne w sensie
Lapunowa, gdy jest stabilne w sensie Lapunowa oraz

Vo € (a,00) 36 > 0 Vo — rozwiazanie (7.1)
J2(to) - e(to)ll < 6 = lim [la(t) - w(t)]| = 0.
Przyklad 7.1. Rozwigzanie ¢(t) = t2, t € R rownania
=2t (7.2)

jest stabilne. Wystarczy dla ustalonego ¢, € R i zadanego ¢ > 0 przyja¢ d = ¢, poniewaz dla
kazdego rozwiazania x(t) = t> + C, C' € R, t > t; mamy rownosé

z(t) — ()] = |C] = [x(to) — #(to)]-
Zauwazmy, ze rozwiazanie ¢ nie jest asymptotycznie stabilne.

Przyklad 7.2. Rozwiazanie p(t) =0, t € R réwnania
¥ =—x (7.3)

jest asymptotycznie stabilne. Zwroémy uwage, ze x(t) = Ce™', C' € R jest rozwigzaniem ogol-
nym tego rownania. Aby wykazaé stabilnoéé o, rozumujemy analogicznie jak w przyktadzie 7.1
7 0 = ¢, dzieki nieréwnosci

jz(t) — ()| = |Cle™ < |Cle™™ = |a(to) — p(to)l, t > to.
Asymptotyczna stabilno$¢ ¢ wynika z rownosci

Jim lz(t) — o(t)] = Jim |ICle™ = 0.

141
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Przyklad 7.3. Rozwiazanie p(t) = 0, t € R rownania

P =ux (7.4)

jest niestabilne. Jest to konsekwencja postaci rozwiazania ogolnego tego rownania x(t) = Ceé,

C € R 1 nier6wnosci
2(t) — ()] = |Cle > |Cle = |a(to) - plto)l, > to.

Uwaga 7.1. Jezeli funkcja f jest ciagta i jest lipschitzowska wzgledem zmiennej x, to wystarczy
zbada¢ stabilnosé lub asymptotyczna stabilnosé tylko dla jakiejs jednej chwili ¢y € (a, 00).

W dalszej czesci bedziemy zakladaé, ze t € 1, = (a, 00).

Definicja 7.3. Uktad (7.1) jest stabilny (asymptotycznie stabilny), gdy kazde jego rozwiazanie
jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

Niech z : (a,00) — R™ bedzie dowolnym rozwigzaniem uktadu (7.1). Dokonajmy zamiany
zmiennych

Roézniczkujac to podstawienie, mamy

y'(t) =2'(t) = (1) = f(t,x(t) — ¢'(t) = f(t,y(t) + @(1) — (D).

Widzimy, ze ¢ jest rozwiazaniem ukladu (7.1) wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ = 0 jest rozwiazaniem
ukladu

y' = f(t,y+e(t) —¢'(t). (7.5)

W zwiazku z tym prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Rozwigzanie ¢ ukltadu (7.1) jest stabilne (asymptotycznie stabilne) wtedy i
tylko wtedy, gdy rozwigzanie 1 = 0 uktadu (7.5) jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze kazde rozwiazanie x uktadu (7.1) generuje rozwiazanie y
uktadu (7.5) i na odwrot. Ponadto nastepujace implikacje sa rownowazne:

l2(to) — @(to)l| < 6 = |lz(t) — p(t)]| <&, t > to,

ly(to) = Ol <0 = [ly(t) = Ol <&, > to.

Implikacje:
la(to) — plto)l] < 6 = lim [l2(t) — (1) = 0,

ly(ta) — Ol < & = Jim [ly(t) — 0] =0,
tez sa rownowazne, co konczy dowod.
W konsekwencji mozemy sformutowaé¢ odpowiednie twierdzenie dotyczace ukladow linio-

wych
' = A(t)x + b(t), (7.6)

gdzie A(t) € M"(R), t € I, b: I, — R" sa dane.

Twierdzenie 7.2. Stabilnos¢ (asymptotyczna stabilnosé) uktadu (7.6) jest rownowazna stabil-
nosci (asymptotycznej stabilnosci) rozwigzania zerowego uktadu skojarzonego

= A(t)x. (7.7)
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Dowéd. Ustalmy dowolne rozwiazanie ¢ : I, — R™ ukladu (7.6). Zdefiniujmy funkcje
f i1, x R" — R"™ okreslona wzorem
f(t,z) = At)x +b(t), (t,x)€ [, x R".

Rownanie (7.5) dla rownania (7.6) bedzie mie¢ postac (7.7). Rzeczywiscie

Y =ty + o) — ¢/ (t) = Ay + o(t) +b(t) — (A)e(t) +b(t))= A(t)y.  (7.8)
Uwzgledniajac twierdzenie 7.1, dowod jest zakoriczony.

Whiosek 7.1. Wszystkie rozwiazania uktadu liniowego (7.6) sg stabilne (asymptotycznie sta-
bilne), albo zadne jego rozwiazanie nie jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

Ponizej sformutujemy dwa lematy dotyczace stabilnosci uktadu jednorodnego (7.7), kto-
rych dowody opieraja sie na analizie rozwiazania zerowego. Szczegoly mozna znalez¢ w [B.P.
Demidowicz, Matematyczna teoria stabilnosci, str. 93-96].

Lemat 7.1. Niech A € C(I,, M™(R)). Uktad (7.7) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde
jego rozwigzanie x(t), t € [ty,00), to € 1, jest ograniczone na potosi [ty, 00).

Lemat 7.2. Niech A € C(1,, M"(R)). Uktad (7.7) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jego rozwigzania x(t) zmierzajq do zera dla t — oo, tzn.

lim z(t) = 0.

t—o0

7.1 Stabilno$¢ ukladéw liniowych o stalych wspélczynni-
kach
W tym rozdziale bedziemy bada¢ stabilnosé i asymptotyczna stabilnos¢ ULJ
= Az, (7.9)
gdzie A € M™(R) jest macierza o stalych wspotczynnikach.
Twierdzenie 7.3 (Lapunow). .
1. VA € 0(A) Re(N) < 0 <= uktad (7.9) jest asymptotycznie stabilny.
2 {(VA € 7(A) Re(A) <0) A (YA € 0(A) Re() = 0= k,(\) = k;a(/\))]:»
uktad (7.9) jest stabilny.
3. AN € a(A) Re(\) > 0= uktad (7.9) jest niestabilny.
Dowéd. ...

Przyklad 7.4. Wykazac, ze liniowy uktad réwnan

{ v =0 (7.10)

y =0

jest stabilny i nie jest asymptotycznie stabilny, zas liniowy uktad réownan

x/
{ Y

g (7.11)
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jest niestabilny.
Fakt stabilnosci i braku asymptotycznej stabilnosci uktadu (7.10) mozna natychmiast wy-
dedukowaé z postaci jego rozwigzania ogolnego

[x(t)]:lq], C1,Cy € R.

y(t) Co
A jak uzyska¢ taka informacje z twierdzenia Lapunowa? Otz dla macierzy tego uktadu
0 0
St
mamy
_ I e S U
A(A)—|A—)\I|—‘ 0 —)\ ’—)\ =0,

o(A) ={0}, k.(0)=2.
Poniewaz rzad macierzy A — 0] jest rowny zeru, wiec wymiar podprzestrzeni wtasnej odpowia-
dajacej wartosci wlasnej Ao = 0 jest rowny dwa, czyli k,(0) = 2 = k,(0). Odpowiedzia na nasze
pytanie jest punkt 2. z twierdzenia Lapunowa.
Z kolei rozwigzanie ogolne uktadu (7.11) dane jest wzorem

[x(t) ] _ [CltJrCz]’ C1.Cy € R.

y(t) Cy
A stad uktad ten jest niestabilny. Znowu chcemy zastosowaé twierdzenie Lapunowa. Teraz
01
=100
oraz
B I e S O
A()\)—]A—)\H—' 0 —\ |—)\ =0,

o(A) = {0}, ka(0) = 2.

Rzad macierzy A — 0I jest réwny jeden, wiec wymiar podprzestrzeni wtasnej odpowiadajacej
warto$ci wlasnej A\g = 0 tez jest rowny jeden, czyli k,(0) = 1 # k,(0). Brak stabilnodci jest
konsekwencja punktu 2. z twierdzenia Lapunowa.

7.2 Stabilno$¢ stacjonarnych rozwigzan nieliniowych ukta-
déw autonomicznych

W tym rozdziale zajmiemy sie stabilnoscia i asymptotyczna stabilnoscig rozwiazan stacjo-
narnych nieliniowych uktadéw autonomicznych

¥ = f(x), (7.12)

gdzie f : R® D U — R” jest dang funkcja, U jest zbiorem otwartym. Fizycznie rozwigzania
stacjonarne odpowiadaja stanom réwnowagi zjawiska, ktorego modelem jest uktad (7.12).

Definicja 7.4. Punkt zq € U taki, ze f(x¢) = 0 nazywamy punktem stacjonarnym (albo kry-
tycznym) uktadu (7.12). Funkcje stata x(t) = x¢ nazywamy wtedy rozwiazaniem stacjonarnym
uktadu (7.12).
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Niech f € CYU) i f(zo) = 0 dla pewnego zy € U. Rozwinmy funkcje f wedlug wzoru
Taylora z reszta Peano o srodku w punkcie z:

f(x) = f(@o) + duy f(x — 20) + o[l — 2o))-
Uktad (7.12) mozemy zapisa¢ w postaci rownowaznej, tzw. postaci zlinearyzowanej
@' = dg, f(x — z0) + o([|z — mo])-
A teraz przyblizmy ten uktad ukitadem liniowym

¥ =dg, f(x — x0),
lub rownowaznie uktadem liniowym
(x — x0) = duy f(x — x0).
Rozwazmy funkcje
z(t) = xo + x(1),

ktora mozna interpretowac jako zaburzenie rozwiazania stacjonarnego x(t) = x, uktadu (7.12).
Po wstawieniu tej funkcji do powyzszego uktadu liniowego otrzymujemy uktad liniowy na za-
burzenie x.(t)

x/s = dxof@%)
Zauwazmy, ze macierza wspotczynnikow tego uktadu jest macierz Jakobiego funkcji f w punkcie
Lo

J(x0) = dy, f-

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie o topologicznej rownowaznosci uktadu (7.12) w
otoczeniu punktu xy z uktadem liniowym

2l = J(zo)xe, (7.13)

w szcezegdlnosci w otoczeniu zera (tj. dla malych zaburzen z.), o ile wszystkie wartosci wlasne
macierzy Jakobiego J(xo) funkcji f w punkcie zo maja czesci rzeczywiste ujemne lub istnieje
warto$¢ wtasna tej macierzy o czesci rzeczywistej dodatniej.

Twierdzenie 7.4 (Grobman-Hartman). Niech f € CY(U) i f(xg) =0, 29 € U.
1. YA € o(J(xp)) Re(N) < 0 = rozwigzanie x(t) = xo uktadu (7.12) jest asymptotycznie stabilne.
2. AN € a(J(x0)) Re(N) > 0 = rozwigzanie x(t) = xo uktadu (7.12) jest niestabilne.

Przyklad 7.5. Zbadac stabilnosé¢ i asymptotyczna stabilno$é¢ rozwigzan stacjonarnych uktadu

rownan
r=1—=x
{y:x—ﬁ' (7.14)

Punkty stacjonarne (1, 1), (—1,—1) ukladu (7.14) znajdujemy, rozwiazujac uktad rownan

l—2y=0
r—y3=0 "

Macierz Jakobiego prawej strony uktadu (7.14) w dowolnym punkcie (z,y) ma postac

sen=| 7 Sl
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W przypadku (zg,y0) = (1,1) obliczamy
-1 -1
=7

1—A —1

= — — o — 2 g
AN) =1J(1,1) = M| ‘ 1 ey (A+2)°=0.
Poniewaz warto$cia wlasna macierzy J(1, 1) jest A\g = —2, wiec rozwiazanie stacjonarne (z(t), y(t)) =
(1,1) jest asymptotycznie stabilne.
W przypadku (xo,y0) = (1, 1) mamy
1 1
J(~1,-1) = [ | s ] ,
1—x 1 )
AN) =|J(—-1,-1) = \| = T =N +21—-4=0.

Tym razem rozwigzanie stacjonarne (x(t),y(t)) = (—1,—1) jest niestabilne, bo wartosciami
wlasnymi macierzy J(—1,—1) sa liczby Ay = —1 — /51 XAy = —1 + /5.

Przyklad 7.6. Zbadac stabilnos¢ i asymptotyczna stabilno$é¢ rozwigzan stacjonarnych uktadu

Volterry-Lotki
¥ = (by —a)x
{ y =(c—dr)y ’ (715)
gdzie a, b, c,d > 0 sa pewnymi parametrami. Uktad ten opisuje wspolistnienie dwoéch gatunkow
zwierzat typu drapieznik-ofiara. Rozwiazujac uktad réwnan

{ (by —a)x =0
(c—dx)y=0"

otrzymujemy punkty stacjonarne (0,0), (3, §) ukladu (7.15). Znajdujemy macierz Jakobiego

by —a bx
J(x,y):[ y_dy C—dCL"|

prawej strony ukladu (7.15) w dowolnym punkcie (z,y).
Jesli (ZL‘(),yo) = (0,0), to

J<0,0>=[_3 0]

—a — A 0

A(/\)=|J(070)—M’:‘ 0 c—A

‘ =—(a+N)(c—=X)=0.
Wartosciami wlasnymi macierzy J(0,0) sg liczby A\; = —a, A = ¢, a zatem rozwiazanie stacjo-
narne (z(t),y(t)) = (0,0) jest niestabilne.

Jesli (x()ayO) = (27 %); to
coay 0 X
G| i)

A(N) = ]J(Z,Z)—AI\_’ —_“9 _Z; ‘_ N 4 ac =0,

Wartosciami wlasnymi macierzy J(g, %) sa liczby czysto urojone \y = —\/aci, Ay = Jaci i

twierdzenie Grobmana-Hartmana niestety nie rozstrzyga kwestii stabilnosci rozwigzania sta-

cjonarnego (z(t),y(t)) = (5,%). Z punktu widzenia zastosowan wtasnie to rozwigzanie jest

interesujace.
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Okazuje sie, ze w badaniu stabilnosci rozwigzan stacjonarnych wielu uktadow réownan réz-
niczkowych oprocz techniki linearyzacji pomocna jest teoria funkcji Lapunowa. Sa to funk-
cje dodatnio okreslone, ktére odpowiednio sie zachowuja na wszystkich rozwigzaniach uktadu
(7.12). Mankamentem tej metody jest fakt, ze takie funkcje po prostu trzeba znalezé, co czesto
jest dosé trudne. Nie ma ogo6lnej metody wyznaczania funkcji Lapunowa.

Sformutujemy teraz definicje trzech réznych funkcji Lapunowa i twierdzenia dotyczace ich
zwigzkow ze stabilnoscia w wersji mozliwie ogolnej i sugestywnej, a jednoczesnie praktycznej.

Definicja 7.5. Funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju dla uktadu (7.12) i punktu stacjonarnego
1o € U w otwartym otoczeniu U(zy) C U nazywamy funkcje V : U(xy) — R klasy C! o
wlasnosciach:

1. V(zg) =0, V(z)>0dlazeU(x))\ {xo},
2. 2V ((t)) < 0 dla dowolnego rozwigzania ¢ ukladu (7.12).

Definicja 7.6. Funkcja Lapunowa drugiego rodzaju dla uktadu (7.12) i punktu stacjonarnego
o € U w otwartym otoczeniu U(zg) C U nazywamy funkcje V : U(zy) — R klasy C' o
wtasnosciach:

1. V(zg) =0, V(z)>0dlazeU(x))\ {xo},
2. 2V (p(t)) < 0 dla dowolnego rozwigzania ¢(t) # o ukladu (7.12).

Definicja 7.7. Funkcja Lapunowa trzeciego rodzaju dla uktadu (7.12) i punktu stacjonarnego
1o € U w otwartym otoczeniu U(zg) C U nazywamy funkcje V : U(zy) — R klasy C* o
wtasnosciach:

1. V(z0) = 0 oraz istnieje ciag (,,) elementow zbioru U(zg)\{xo} zbiezny do x¢i V (z,,) > 0,
m € N,

2. %V(gp(zﬁ)) > 0 dla dowolnego rozwiazania p(t) # xo uktadu (7.12).

Oznaczmy symbolem ( , ) iloczyn skalarny w R".

Uwaga 7.2. Jesli:
(VV(z), f(x)) <0 dla x € U(xp),

(VV(z), f(x)) <0 dla x € U(xo)\ {zo},
(VV(z), f(x)) >0 dla x € U(xg)\ {zo},

to zachodzi wlasnosé 2. odpowiednio w definicjach 7.5, 7.6 i 7.7. Wystarczy zauwazy¢, ze dla
Vi, f=(f1,-s fn) 1= (1, ..., pn) prawdziwe sg tozsamosci

FVe0) = 32 5 (o(0) B = 3 T (6l0) He(0) = (TV (2(0). Sl

dt

i=1
Wspomniana wlasno$é¢ mozemy wiec sprawdzaé bez znajomosci rozwiazan uktadu (7.12).

Twierdzenie 7.5 (pierwsze twierdzenie Lapunowa). Zatdzmy, ze funkcja f : R* D U —
R™ jest ciggta. Jesli istnieje funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju dla uktadu (7.12) i punktu
stacjonarnego xo € U w otwartym otoczeniu U(xg) C U, to rozwigzanie stacjonarne x(t) = xq
jest stabilne.
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Dowd6d. Niech ¢ € (a,00) bedzie dowolnie ustalone. Bez straty ogolnosci w rozumowaniu,
rozwazmy ¢ > 0 odpowiednio male, tj. takie ze kula otwarta B(xo,e) zawiera sie wraz ze
swym brzegiem 0B(xg,¢) (sfera) w otoczeniu U(zg). Poniewaz zbior 0B(xg,¢) jest zwarty, a
funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju jest na nim ciggta i dodatnia, wiec na mocy twierdzenia
Weierstrassa

0<a=min{V(x): =€ 0dB(xy,e)}.

Dobierzmy 0 < 0 < ¢ tak, aby
V(z) <a dla z € B(x,?).

Rozpatrzmy dowolne rozwiazanie = uktadu (7.12) niebedace tozsamosciowo rowne xg, ktore
spelia warunek

ll2:(to) — o] < 0. (7.16)

Udowodnimy, ze rozwiazanie to jest przedluzalne w prawo na przedzial [ty, 00), a jego wartosci
z(t) pozostaja w kuli B(zo,€), tzn. ze

|x(t) —xol| < e dla t>t. (7.17)

Rzeczywiscie, dla t = ¢y mamy
|x(to) — xo]| < 6 < e.

Dalej zauwazmy, ze funkcja f jest ciagta i ograniczona na kuli otwartej B(z, <), gdyz ma takie
wlasnoéci na kuli domknietej B(x, ). Wedlug twierdzenia 3.14 rozwiazanie z osiaga brzeg
0B(xg,¢) albo jest przedtuzalne w prawo na przedzial [tg, 00). Przypusémy, ze = osiaga brzeg
0B(x¢,€) i niech

to < ti=min{t >ty : x(t) € 9B(xg,¢)}

bedzie pierwszym punktem wartosci rozwiazania x(t) lezacym na tym brzegu. Zbadamy zacho-
wanie sie funkcji

v(t) =V (x(t), tE€ [to,ts]

wzdtuz rozwiazania x. Obliczamy

bo z(tyg) € B(xo,9) i z(t,) € OB(xg, ). Poniewaz na mocy zalozenia twierdzenia

U/(t) _ Zv(x(t)) <0, te [to,t*],

wiec funkcja v jest nierosnaca. Zatem

VA

a < o(t,) <o(ty) < a,

co jest niemozliwe. A stad rozwiazanie x jest przediuzalne na przedzial [tg, 00) i spelnia nie-
rownos¢ (7.17). Twierdzenie zostalo udowodnione.

Twierdzenie 7.6 (drugie twierdzenie Lapunowa). Zalézmy, ze funkcja f : R™ D U — R"
spetnia lokalny warunek Lipschitza. Jesli istnieje funkcja Lapunowa drugiego rodzaju dla uktadu
(7.12) i punktu stacjonarnego xo € U w otwartym otoczeniu U(xy) C U oraz dodatkowo

(VV(x), f(x)) <0 dla z € U(xo) \ {xo}, (7.18)

to rozwigzanie stacjonarne x(t) = xqy jest asymptotycznie stabilne.
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Dowd6d. Poniewaz zatozenia twierdzenia 7.6 sa mocniejsze niz zalozenia twierdzenia 7.5,
wiec rozwiazanie x(t) = xo ukladu (7.12) jest stabilne.

Zadajmy dowolne ty € (a,00) i ¢ > 0 takie, ze kula otwarta B(xo,¢) zawiera sie¢ wraz ze
swym brzegiem 0B(xg, ) w otoczeniu U(zg). Zgodnie z definicja stabilnosci istnieje > 0 taka,
ze dla kazdego rozwiazania x ukltadu (7.12) jesli ||z(to) — xo|| < 0, to ||z (t) — x| < e dla t > .
Dobierzmy taka § > 0 i ustalmy dowolne rozwiazanie x(t) # x¢ uktadu (7.12) o wtasnosci

||x(to) — xol| < . (7.19)
Udowodnimy, ze
Jim [|z(t) = zof| = 0. (7.20)

Rozpatrzmy funkcje
o(t) = V(x(t), tE€ [ty,00)

i przesledzmy jej zachowanie wzdtuz rozwiazania x. Uwzgledniajac zatozenia twierdzenia,

d
vi(t) = Z V(@) <0, T € [t,00),
wiec funkcja v jest malejaca, a bedac ograniczong z dotu przez funkcje zerowa, ma skoticzona
granice
lim v(t) = a > 0. (7.21)

t—o00

Wykazemy, ze liczba o nie moze by¢ dodatnia. Istotnie przypusémy, ze a > 0. Wowczas
istnieje 0 < @ < ¢ taka, ze nasze rozwiazanie x(t) # o spelnia nier6wnos¢

[z(t) — x|l > B, ¢ € [to, 00). (7.22)
W przeciwnym razie dla dowolnej 0 < < ¢ istnieje ¢ € [ty, 00) o wlasnosci

() — ol < .
Niech ¢ = %, t =1, dlan € N tak duzych, ze % < €. Wobec tego

Jim x(tn) = xo.
Jesli ciag (t,,) jest ograniczony, to istnieje podciag (t,, ) zbiezny do granicy wlasciwej ¢, € [to, 00)
i z clagtoSci rozwiazania x mamy

o = lim z(t,, ) = x(t.).
k—o0
Stad na mocy twierdzenia 3.6 o jednoznacznosci rozwiazan otrzymujemy, ze x(t) = zo, co jest
sprzeczne 7 zalozeniem, 7e x(t) # xo. Zatem ciag (t,) jest nieograniczony, co pociaga istnienie
podciagu (t,,) rozbieznego do oo. Ale to przy a > 0 jest sprzeczne z (7.22), poniewaz skoro
a = lim;_ v(t), to

0 <a=limv(t,,)= lim V(z(t,)) = V(z) = 0.

k—o0 k—o0

Czyli nieréwnos¢ (7.22) jest prawdziwa, gdy o > 0. Korzystajac z ciagtosci funkeji V, f i
iloczynu skalarnego oraz zatozenia (7.18) i twierdzenia Weierstrassa, mozemy zdefiniowa¢ liczbe

0 <v=min{—(VV(z), f(z)): < |z -zl <e}.
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Wowcezas
oft) = vlto) + [ SV alr)dr
— olt) + t:WV(””(T))’ #/(7)) dr
—ulte) + [ (VV(a(r), F(a(r))) dr

to

t
<o(ty) — [ ~vdr
to
=v(ty) —y(t —to), t € [ty, )
dzieki relacji (7.22). Z powyzszej nieré6wnosci otrzymujemy, ze dla dostatecznie duzego t
u(t) = V(z(t)) <0,
co jest sprzeczne z tym, ze V(x) > 0 dla z € U(xo) \ {zo}. A stad

a = lim v(t) = 0. (7.23)

t—o0

Uzasadnimy teraz interesujacy nas zwiazek (7.20). Nie tracac ogélnosci w rozumowaniu,
ustalmy e; > 0 takie, ze £ < £ i niech

0<l=min{V(z): e < ||z — x|l <&}
na mocy twierdzenia Weierstrassa. Ze wzoru (7.23) wynika, ze istnieje t; > ¢, takie, ze
v(t) = V(x(t)) < L.

Stad oraz z faktu, ze funkcja v jest malejaca, otrzymujemy

Wykazemy, ze
||{L'<t) — ZL‘()H <e, t=t. (724)

Przypusémy, ze dla pewnego t > t; spetniona jest nieréwnos$é¢ przeciwna
[z(t2) — 2ol > €1

Ale wtedy dla
v(tz) = V(2(t2))
mamy
[ < U(tQ) < l,

a to daje nam sprzeczno$¢. W konsekwencji nieréwnos¢ (7.24) implikuje wzor (7.20), co konczy
dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 7.7 (trzecie twierdzenie Lapunowa). Zatdzmy, ze funkcja f : R" D U — R"
spetnia lokalny warunek Lipschitza. Jesli istnieje funkcja Lapunowa trzeciego rodzaju dla uktadu
(7.12) i punktu stacjonarnego xo € U w otwartym otoczeniu U(xy) C U oraz dodatkowo

(VV(z), f(x)) >0 dla x € U(xo) \ {x0}, (7.25)

to rozwigzanie stacjonarne x(t) = xq jest niestabilne.
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Dowd6d. Trzeba pokazaé, ze istnieje ty € (a,00) i € > 0 takie, ze dla dowolnej § > 0 istnieje
rozwiazanie z uktadu (7.12) o whasnosciach ||z(tg) — xo|| < d 1 ||x(t1) — zo|| > € dla pewnego
t; > to. Pokazemy nawet troche wiecej. Zadajmy dowolne t, € (a,00) i € > 0 takie, ze kula
otwarta B(zo,€) zawiera si¢ wraz ze swym brzegiem 0B(zg,e) w otoczeniu U(zg). Funkcja V'
jest ograniczona na B(xo, ), gdyz jest ciagta:

V(@) < M (7.26)

dla ||z — zo|| < &, gdzie M jest pewna liczba dodatnia. Zatdézmy, ze 0 < § < € (dobierana do €)
jest dowolnie mala. Na mocy zalozenia twierdzenia istnieje m € N i punkt z,, € B(xo,0) \ {xo}
oraz

V(z,) =a>0.
Przyjmijmy
v(t) =V(x(t)), tel,
gdzie z jest rozwiazaniem uktadu (7.12) z warunkiem poczatkowym z(ty) = x,, na pewnym
przedziale I = [to,1). Oczywiscie
|2 (to) — zol <4, (7.27)
a takze z(t) #Z xy. Poniewaz funkcja v jest rosnaca, wiec
v(t) =V(z(t)) > V(z(ty)) =a >0, tel.
Udowodnimy, ze istnieje t; > ¢, takie, ze
|x(t1) — zo|| > €. (7.28)
Przypusémy, ze tak nie jest, tzn.
|z(t) — x| <&, tel.

Zauwazmy, ze istnieje e, > ¢ takie, ze B(xg,e) C B(wg,e1) C U(wg). Funkcja f jest ciagta na
B(zg,e1) i ograniczona. Uwzgledniajac ostatnia nieréwnosé, rozwiazanie x uktadu (7.12) nie
osiaga brzegu 0B(xg,e1), czyli jest przedluzalne na przedzial [tg, 00) zgodnie w twierdzeniem
3.14, a jego wartosci x(t) pozostaja w kuli B(xg, ). Potozmy I = [tg, 00). Funkcja v jest rosnaca
i ograniczona od gory, wiec ma skoniczong granice

a < tlim v(t) < oo.

Powtarzajac rozumowanie z dowodu twierdzenia 7.6, dowodzimy, ze istnieje 0 < § < ¢ taka, ze
nasze rozwigzanie x(t) Z xy spelnia nierownosé

|2(t) — 2ol > B, t € [to, 00). (7.29)

Analogicznie jak we wspomnianym dowodzie, wykorzystujac tym razem zalozenie (7.25), zde-
finiujmy liczbe
0 <~ =min{(VV(2), f(x)) : A< -0 <&}
Obliczamy
t

o(t) = v(to) + | CZV(%’(T)) dr
— (i) + [ (TV(e(r)). (7 dr

=v(to) + | (VV(x(7)), f(x(r)))dr

to
t

> v(ty) + | ydr
to

=v(ty) +7(t —to), tE [to,00).
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A to przeczy ograniczonosci funkcji v.
Nierownosci (7.27) 1 (7.28) koticza dowod twierdzenia.

Przyktad 7.7. Uzasadni¢, ze rozwiazanie zerowe xy(t) = 0 rownania
v = —z? (7.30)

jest asymptotycznie stabilne. Oczywiscie wynika to natychmiast z postaci rozwigzania ogoélnego

1
x(t) = +—.
®) V2t +C
Sprawdzenie tego faktu metoda linearyzacji z wykorzystaniem twierdzenia Grobmana-Hartmana
nie jest mozliwe, bo

J(z) = =32% |,

a wiec

JO)=1]0],
AN =1J(0) = M| =| =X |=-1=0

i wartoscia wlasna macierzy J(0) jest A\g = 0.
Asymptotyczng stabilnosé rozwiazania zerowego mozna jednak wykaza¢ metoda Lapunowa,
korzystajac z twierdzenia 7.6. Polozmy

V(z) =2°, z€R.

Tak okreslona funkcja V' jest funkcja Lapunowa drugiego rodzaju dla punktu stacjonarnego
zo = 0 i otoczenia U(0) = R. Szybko sprawdzamy, ze jest ona klasy C', V(0) = 0, V(z) > 0
dla z € U(0) \ {0} oraz

<VV(3:), —x3>: <2:Jc, —x3>: —22* <0 dla x€U(0)\{0}.

Warto dodaé¢, ze rozwigzanie zerowe jest stabilne, ale nie jest asymptotycznie stabilne dla
roOwnania zlinearyzowanego
/
r =0

w punkcie o = 0. Wynika to wprost z postaci jego rozwigzania ogolnego

jak rowniez z twierdzenia Lapunowa.

Przyklad 7.8. Sprawdzi¢ metoda Lapunowa, ze rozwigzanie stacjonarne (z(t),y(t)) = (5, %)
uktadu Volterry-Lotki (7.15) jest stabilne. Przypominamy, ze metoda linearyzacji nie bylismy

w stanie tego rozstrzygna¢ w przyktadzie 7.6. Wykazemy, ze

V(z,y) = clng —c—i—aln% —a—(clnz —dr+alny —by), =z,ye€(0,00)
jest funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju dla naszego punktu stacjonarnego (§,%). Potézmy
U(5, %) = (0,00) x(0,00). Widzimy, ze V jest klasy C' na U(%, $) oraz V(§, ¢) = 0. Zdefiniujmy
funkcje
F(z,y) =clnz —dr+alny — by, z,y € (0,00).

[

Na mocy kryterium Sylwestera funcja F' ma w punkcie (§,

w tym punkcie warto$¢ najwieksza

#) silne maksimum, a ponadto osiaga

F(g,%):clng—c—l—aln%—a.
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A stad V(x,y) > 0dla (z,y) € U(5, ) \ {(5, %)} Obliczamy jeszcze
—d —b
D) (b - ) (e - da)y) )= 0

Y

(VV(@.9). ((by = )z, (e = dw)y) )= {(— Y

c a

dla (z,y) € U(d,g

). Twierdzenie 7.5 implikuje stabilno$é¢ badanego rozwigzania stacjonarnego.
Przyktad 7.9. Zbada¢ stabilnosé statych rozwigzan réwnania Duffinga

(7.31)

2 =x— 3.

Rownanie to opisuje drgania rdzenia sprezystego podwieszonego w silnym polu magnetycznym.

Stale rozwiazania
zo(t) =1, wo(t) =—1

xo(t) =0,

otrzymujemy, przyrownujac prawg strone do zera

r—a2°=0.

Teraz zamieniamy réwnanie drugiego rzedu (7.31) na uktad dwoch réwnan pierwszego rzedu
) = a9
{ =31 —2d (7.32)

Jest zrozumiale, ze stabilnosé statych rozwiazan xy rownania (7.31) rownowazna jest stabilnosci

rozwigzan stacjonarnych odpowiednio

(z10(t), 220(t)) = (1,0),  (z10(t), 220(t)) = (—1,0)

(10(t), w20(t)) = (0,0),
uktadu (7.32).
Najpierw sprobujmy zastosowaé¢ metode linearyzacji. Obliczamy macierz Jakobiego
0 1
J(@1,22) = l 1-323 0 ]

Jesli (.1310,.1’20) = (0,0), to
0 1
-2 1 9
A(N) =1J(0,0) — AI| = 1 =A—-1=0.
Skoro wartosciami wtasnymi macierzy J(0,0) sa liczby A; = 1, Ay = —1, to rozwiazanie stacjo-
narne (z10(t), x20(t)) = (0,0) jest niestabilne na podstawie twierdzenia Grobmana-Hartmana.

Niestety dla punktu (z19, x20) = (1,0) twierdzenie Grobmana-Hartmana kwestii stabilnosci

nie rozstrzyga, poniewaz
01
-] 01
-2 1 9
AN) =1[J(1,0) = M| = 9 )\ =\ +2=0

i wartosciami whasnymi macierzy J(1,0) sg liczby A, = v/24, Ay = —v/2i. W przypadku punktu

(210, 20) = (—1,0) sytuacja jest analogiczna.
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Okazuje sie, ze dla tych dwoch punktoéw mozna z sukcesem skorzystaé¢ z metody Lapunowa,
gdyz funkcja

1 1
V(xy,x0) = Z(mf — 1)2 + 5:103

jest funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju dla punktu (x19,229) = (1,0) w otoczeniu U(1,0) =
(0,00) x R, a dla punktu (z19, z29) = (—1,0) w otoczeniu U(—1,0) = (—o0,0) x R. Skupmy sie
na analizie dla pierwszego punktu, bo sytuacja z drugim punktem jest podobna. Rzeczywiscie
V jest klasy C' na U(1,0), V(1,0) =0, V(z1,22) > 0 dla (xq,25) € U(1,0) \ {(1,0)} oraz

<VV(x1,m2), (9,21 — x?)>: <(x:{’ — 1, %), (T2, 21 — xi’)>: 0 dla (z1,29) € U(1,0).
Stabilnos¢ rozwigzania stacjonarnego (z19(t), z20(t)) = (1,0) wynika z twierdzenia 7.5.

Przyklad 7.10. Wyznaczyé¢ wartosci parametrow a,b € R, dla ktérych rozwiazanie zerowe
rOwnania
2" +ax’ + bz(r+1) =0 (7.33)

jest stabilne, asymptotyczne stabilne, niestabilne.
1° Rozwazmy najpierw prostszy przypadek, gdy b = 0. Wtedy réwnanie (7.33) jest liniowe
i bedziemy mogli skorzysta¢ z twierdzenia Lapunowa. Przeksztalcamy to réwnanie na liniowy
uktad rownan
[

e (7.34)

ThH = —axsy
Tak wigc nalezy zbadaé stabilno$é rozwiazania stacjonarnego (x19(t), xa0(t)) = (0,0) tego ukla-
du. Macierz ukladu (7.34) ma postac¢

0 1
=[5
Ooraz
A1
A()\):\A—)\I]:| A _a_/\|:)\(a+)\):0,
o(A) = {0, —a}.

Na mocy twierdzenia Lapunowa jesli a < 0, to rozwiazanie (x1(t), x20(t)) = (0, 0) jest niestabil-
ne. Jesli zas a > 0, to jest ono stabilne i nie jest asymptotycznie stabilne, bo k,(0) = k,(0) = 1.
Dla a = 0 rozwigzanie to jest niestabilne, poniewaz k,(0) = 2, k,(0) = 1.

2° W przypadku, gdy b # 0, rownanie (7.33) jest nieliniowe. Zamieniamy teraz to rownanie
na nieliniowy uktad réwnan

{ Ty =T (7.35)
rh = —b*ri(z1 + 1) — azy '

i zbadamy stabilnos¢ rozwiazania stacjonarnego (z10(t), z20(t)) = (0,0) tego uktadu. Znajduje-
my macierz Jakobiego

0 1
J(@1, 22) = [ —20%x, — b* —a ]

i dalej
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A(X) =|J(0,0) — M| = | __bé _a_i ' =N +a\+b*=0.
Obliczamy
A = a® — 4%,

a wiec pierwiastkami rownania charakterystycznego sa liczby

—a + va? — 4b? N o= T2~ Vva? —4b?
) 2 = .
2 2

A=

Zauwazmy, ze VA = a2 — 402 jest albo liczba rzeczywista, albo czysto urojona.

Zgodnie 7 twierdzeniem Grobmana-Hartmana jesli a < 0, to Re(A\;) > 0 i badane rozwiaza-
nie stacjonarne jest niestabilne.

Rozpatrzmy sytuacje, gdy a > 0. Jesli A < 0, to Re(\1), Re(X\y) < 0. Dla A > 0 mamy
Ao < 01 sprawdzamy jeszcze, ze A\ < O:

—a+va®—4b* <0,

a? — 4b? < a,
a’ — 4V* < d?,
—4b* < 0.

Zatem nasze rozwigzanie stacjonarne jest asymptotycznie stabilne na podstawie twierdzenia
Grobmana-Hartmana.

Jesli a = 0, to pierwiastkami réwnania charakterystycznego sa liczby =+b¢ i twierdzenie
Grobmana-Hartmana nie rozstrzyga o interesujacej nas stabilnosci. Potrafimy jednak w tym
przypadku skonstruowaé¢ funkcje Lapunowa pierwszego rodzaju dla punktu (x19,x2) = (0,0)
w otoczeniu U(0,0) = (—32,00) x R, ktora jak wiadomo z twierdzenia 7.5 implikuje stabilnos¢:

1 1 1

Oczywiscie V jest klasy C! na U(0,0) oraz V(0,0) = 0. Ponadto V(xy,x3) > 0 dla (z1,13) €
U(0,0)\{(0,0)}. Zauwazmy bowiem, ze b?(3x3+12%) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z}(321+3) >
0, bo b? > 0. Jedli wiec o1 # 0, 21 > —% ixg € R to V(zy,29) >0. Adlaazy =0ix #0
rowniez V' (1, x2) > 0. Obliczamy jeszcze iloczyn skalarny

(VV(21,22), (w2, =0 (2 + 31)) )= ((0*(a + 31), 22), (o, —0* (2} + 21)) )= 0

dla (z1,29) € U(0,0).
Warto zwroci¢ uwage, ze dodanie w réwnaniu cztonu nieliniowego (b # 0) poprawito stabil-
no$¢, gdy a > 0.

7.3 Przestrzen fazowa. Klasyfikacja punktéw stacjonarnych.
Cykle graniczne

Definicja 7.8. Zbior U zmiennych z nazywamy przestrzenia fazowa ukladu rownan (7.12).

Definicja 7.9. Portretem fazowym (obrazem fazowym) ukladu rownan (7.12) nazywamy zbior
krzywych sparametryzowanych

v A{r = zt]}
parametrem t, ktore tworzg rozwigzania tego uktadu, w przestrzeni fazowej. Krzywe te nazywa
sig czesto trajektoriami fazowymi.
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Potocznie portret fazowy uktadu réwnan (7.12) jest rzutem wszystkich trajektorii na prze-
strzefi fazowa z uwzglednieniem kierunkow.
Rozpatrzmy autonomiczny uktad dwoch réwnan rézniczkowych

, (7.36)

' =ax + by
y =cx+dy

gdzie a, b, c,d = const € R. Niech

A= l‘c‘ Z] (7.37)

bedzie macierza tego uktadu, zas zbior
o(A) = {A1, A2}

jej widmem. Niech (xg,y0) bedzie punktem stacjonarnym. Punkt ten mozna sklasyfikowaé ze
wzgledu na zachowanie sie rozwigzan w jego otoczeniu. Klasyfikacji dokonujemy, rozwazajac
wartosci wlasne macierzy A.

1. 0 < A1 < Ag zrodio (wezel niestabilny).

2. A1 < Ay < 0 zlew (wezel stabilny).

3. A1 < 0 < \; siodlo.

4. \y = Bi, Ay = —pi, f # 0 $rodek (centrum).

5. M =a+ 061, \a =a— (i, a <0, 3 # 0 ognisko stabilne.

6. \i = a+ [, \y =a— (i, a >0, 3 # 0 ognisko niestabilne.

Rysunki i ich analiza sa na pliku autorstwa V. Vladimirova na mojej stronie internetowe;.

Definicja 7.10. Cyklem granicznym uktadu rownan (7.12) nazywamy kazde jego rozwiazanie
okresowe w przestrzeni fazowej.

Cykle graniczne cechuja wytacznie rownania i uktady rownar nieliniowych. Dla dowolnego
uktadu wielomianowego na ptaszczyznie maksymalna liczba cykli granicznych jest skonczona.
Druga czes$¢ szesnastego problemu Hilberta zawiera pytanie o podanie maksymalnej liczby cykli
granicznych dla uktadow wielomianowych na ptaszczyznie jako funkeji stopnia wielomianu. Jak
dotad problem ten jest nierozwiazany nawet w przypadku wielomianéw drugiego stopnia.

7.4 Zadania

1. Okresli¢ rodzaj stabilnosci rozwigzania zerowego uktadow rownan z’ = Ax:

-2 2 -3
A:[_f _2], A=| 2 1 -6 |, A:[:; _H
-1 =2 0
01 —1
A:[_?H, A=lo o 2
00 -1

2. Okresli¢ rodzaj stabilnosci uktadu rownan o’ = Ax + b(t), gdzie

00 1
A=]l00 1],
00 —1

za$ b: R D I — R? jest dowolng funkcja.
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Zbada¢ stabilno$¢ rozwigzan stacjonarnych rownania
¥ =z(1—-x),

wykorzystujac metode linearyzacji, jak rowniez konstruujac odpowiednie funkcje Lapu-
nowa.

Zbada¢ metoda linearyzacji stabilnos¢ rozwiazania zerowego uktadéw réwnan:

¥ =—x+y+ay =y
y/:—$+y2 ) /

Y

Yy =-a(l-2*)y—=
gdzie a € R.

. Konstruujac odpowiednia funkcje Lapunowa, wykaza¢ stabilno$é¢ rozwigzania zerowego

ukladéw réwnan:

y=z—y ‘=r—y—at -y

Sprawdzi¢, ze w powyzszych przyktadach metoda linearyzacji nie rozstrzyga o stabilnosci
rozwiazania zerowego.

{x’z—ﬁ—y {x’:y—x+xy

Zbada¢ dwoma poznanymi metodami stabilnos¢ rozwigzan stacjonarnych uktadu réwnan

¥ =—x+ye”
Y =—ze® —y

Zbadaé czy punkty stacjonarne (0,0) i (2,0) ukladu réwnan
z = —xy?
y =%y

Pokaza¢, ze rozwiazanie zerowe jest stabilne dla rownania

sa stabilne czy niestabilne.

2" +a*r =0

oraz asymptotycznie stabilne dla rownania

o" + k' +a*x =0,
gdzie a # 0, k > 0.
Zbada¢ stabilnos¢ i asymptotyczna stabilnosé stalego rozwiazania x(t) = —1 rownania

2" + (2" + 1)1 =22
Zbada¢ stabilnosé i asymptotyczng stabilnosé stalego rozwiazania x(t) = 3 rownania

2"+ (@) = (z - 3)" +2 - 3.
Sprawdzi¢, czy funkcja
V(z,y) =1—cosz + ;y2

jest funkcja Lapunowa pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju dla uktadu réownan

=y
Yy = —sinx

w jakim$ otoczeniu punktéw stacjonarnych (z,y) = (0,0) i (z,y) = (m,0). Wyciagnaé
wnioski odno$nie stabilnosci, o ile to mozliwe.
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Rozdzial 8

Twierdzenia poré6wnawcze. Zastosowania

Twierdzenia, z ktorych wynika oszacowanie rozwigzan jednego réwnania lub nieréwnosci
rozwigzaniami innego réwnania lub nieréwnosci nosza nazwe twierdzen porownawczych. Bywa-
ja one szczegblnie uzyteczne, gdy rozwiazania szacowane dotycza trudniejszych zagadnien niz
rozwigzania szacujace.

8.1 Liniowe twierdzenie poré6wnawcze

Niech funcja a : I — R i zy € R beda dane, gdzie I = [to,t;]. Interesuje nas zwiazek
rozwigzan liniowego jednorodnego réwnania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym

¥ =a(t)x, xz(ty) = xo (8.1)
z rozwigzaniami liniowej jednorodnej nieré6wnosci rézniczkowej z warunkiem poczatkowym

y > a(t)y, y(to) = 0. (8.2)

Twierdzenie 8.1 (liniowe twierdzenie poréwnawcze). Niech funcja a : I — R bedzie ciggla
i niech x : I — R bedzie rozwigzaniem problemu Cauchy’ego (8.1). Jesli y : I — R jest
rozwigzaniem zagadnienia (8.2), to

z(t) <y(t), tel. (8.3)
Dowo6d. Wiemy, ze jedyne rozwigzanie problemu (8.1) dane jest wzorem

t
x(t) = a:oefio a(s)ds, tel.

Zdefiniujmy funkcje pomocniczg p : I — R okreslong wzorem
p(t) = y'(t) — alty(t), tel.

Na mocy nieréwnosci (8.2) mamy oczywiscie p(t) > 0, t € I. Widaé, ze funkcja y jest rozwia-
zaniem liniowego niejednorodnego réwnania rézniczkowego z warunkiem poczatkowym

y' =a(t)y +p(t), ylto) = o

A skoro tak, to
t

y(t) = (5100 + [ p(r)e Jig oo ds d7'> efto a(s) ds’ tel.

to

Po pomnozeniu otrzymujemy

t t T t
y(t) = xoefto ale)ds 4 p(T)e Jig @85 g Ly ol ds >ux(t), tel,

to

159
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co konczy dowdod.

Korzystajac z twierdzenia 8.1, udowodnimy nastepujacy wazny lemat.

Lemat 8.1 (Gronwall, wersja catkowa). Zaldzmy, ze ciggla i nieujemna funkcjav : I — R oraz
stata C' > 0 sq dane. Jesli ciggta i nieujermna funkcja u : I — R jest rozwigzaniem niercwnosci

catkowej
t

u(t) < CH+ | v(s)u(s)ds, tel, (8.4)

to

to

ult) < Celo™@® pe . (8.5)

W szcezegdlnodei jesli C =0, to u(t) =0, t € I.

Dowé6d. Zdefiniujmy funkcje pomocnicza y : I — R, kladac

y(t) = —((J n ‘/tv(s)u(s) ds>, tel

to

Na podstawie wzoru (8.4) widzimy, ze

Uwzgledniajac powyzszg nier6wno$¢ oraz nieujemnosé funkeji v, otrzymujemy
y() = —v(t)ult) > v(t)y(t), tel.

Dzieki temu funkcja y jest rozwigzaniem liniowej jednorodnej nieréwnosci rézniczkowej z wa-
runkiem poczatkowym

y' > o)y, ylto) =—-C.
Rozwazmy liniowe jednorodne rownanie rézniczkowe z warunkiem poczatkowym

' =v(t)r, xz(t)) =-C

i rozwiazanie tego zagadnienia

W konsekwencji

1 ostatecznie
ft v(s)ds
u(t) < —z(t) = Ce’lto , tel

Druga czes¢ tezy jest oczywista.

Uwaga 8.1. Przedstawiony elegancki dowod oszacowania (8.5) w lemacie 8.1 zaproponowal J.
Szarski (zobacz R. Rabczuk, Elementy nieréwnosci rozniczkowych, str. 9). W dowodzie tym nie
korzystaliémy z typowych zalozenn w literaturze o nieujemnosci rozwiazania u i stalej C'; a tym
samym wspomniane oszacowanie jest prawdziwe bez tych zatozen. Zatozenie o nieujemnosci u
jest konieczne do uzasadnienia drugiej czesci tezy.
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Lemat 8.2 (Gronwall, wersja rozniczkowa). Zaldzmy, zZe ciggle i nieujemne funkcje v,w :
I — R sq dane. Jesli ciqgglta i nieujemna funkcja u : I — R jest rozwigzaniem nierdwnosci
rozniczkowej

u'(t) <ot)u(t) +w(t), tel, (8.6)

to
t

u(t) < eftto ve)ds (u(to) + [ w(s) ds), tel. (8.7)

to

W szczegolnosei jesli w(t) =0, t € I i u(to) =0, tou(t) =0, t € I.

Dowéd. Obliczamy pochodna

dd (u(T)e_ ff/o v(s) ds> _ UI(T)B_ ffo v(s)ds U(T)U(T)e_ fto v(s)ds
-

" v(s)ds

— ((7) = v(@u(r))e "0 e 1,4,
A stad, biorac pod uwage formute (8.6), otrzymujemy

d - T'US S - T'US S
d(u(T)e S ()d>< w(T)e Ji ()d, T € [to, t].
-

Dalej, calkujemy obustronnie te nieréwnos$é¢ na przedziale [to, t] i mamy

~(t w(s)ds ¢ — [T w(s)ds
Jig o) <ulty) + [ w(r)e Jio v
to

u(t)e T, tel.

Poniewaz funkcje v i w sa nieujemne, wiec

t t
u(t)e Jig vo) s <ulty) + [ w(r)dr, tel.

to

t
. . e, L. v(s)ds , . . .
Pomnozenie ostatniej nieréwnosci przez efto ® koriczy uzasadnienie oszacowania (8.7).
Druga cze$¢ tezy jest oczywista.

Uwaga 8.2. Z dowodu wynika, ze oszacowanie (8.7) w lemacie 8.2 jest prawdziwe bez zalozenia
o nieujemnosci rozwiazania u. Podobnie, jak w lemacie 8.1, zalozenie o nieujemnosci u jest
potrzebne do uzasadnienia drugiej czesci tezy.

Zaprezentujemy teraz kilka waznych zastosowan lematu 8.1 Gronwalla. Udowodnimy jed-
noznaczno$¢ rozwigzania w twierdzeniu 3.5 Picarda, ciagly zaleznos¢ rozwiagzania problemu
Cauchy’ego od prawej strony réwnania i warunku poczatkowego, a takze twierdzenie 3.10 Pi-
carda o istnieniu i jednoznacznosci globalnego rozwiazania problemu Cauchy’ego i twierdzenie
3.16 Peano o istnieniu globalnego rozwiazania tego problemu, przy zalozeniu liniowego wzrostu
prawej strony réownania rézniczkowego.

Uwaga 8.3. W twierdzeniu 3.5 Picarda jednoznacznos¢ rozwigzania mozna udowodni¢ bez
zalozenia, ze a < % A stad wystarczy zatozy¢ w tym twierdzeniu podobnie, jak w twierdzeniu
3.12 Peana, ze a = min{a, %} Aby to uzasadni¢, ograniczymy sie bez straty ogoblnosci do
dowolnego przedziatu I = [to,t1], to < t; < to + a. Przypusémy, ze funkcje z,y : I — R sa
rozwigzaniami problemu Cauchy’ego (3.23). Wowczas spelniaja one rownania catkowe:

dw:xv%jf@@@»@,tef,

mo:xwggf@y@»@,teL
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Odejmujac stronami i wykorzystujac warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej, ktory
spetnia funkcja f, otrzymujemy:

|z(t) —y(1)] < t:lf(&x(s})—f(s,y(S))ldSa tel,

mm—mm<AEM@—Mﬂw,teL

Kltadziemy v(t) = L, t € I, C = 0 oraz u(t) = |z(t) — y(t)|, t € I. Z lematu 8.1 wnioskujemy,
zeu(t)=0,tel, czyli z =y.

Twierdzenie 8.2. Zatdzmy, ze funkcje f,g:R?2 D U — R, gdzie U jest zbiorem otwartym, sq
ciggle, f lub g spetnia warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej ze statq L i || f — g|| < oc.
Niech (to, zo), (to,yo) € U. Jesli funkcje x,y : I — R, I = [to,t1] sqg odpowiednio rozwigzaniamsi
problemow poczgtkowych

= f(t,x), x(to) = o (8.8)
oraz
v =9(ty), ylto) = 1o, (8.9)
to
lz =yl < K (Jzo — yol + If = gll), (8.10)

gdzie stata K > 0 nie zalezy od warunkow poczgtkowych i prawej strony rownan.

Dowé6d. Funkcje z i y spelniajg rownania catkowe:

x(t) = xo + /f: f(s,z(s))ds, tel,

y(t) =yo + /tjg(&y(S))d& tel

Przyjmijmy, ze f jest lipschitzowska wzgledem drugiej zmiennej (dla g lipschitzowskiej wzgle-
dem drugiej zmiennej dowod jest analogiczny). Odejmujemy stronami powyzsze réwnosci i
mamy:

26) = )] < 20— wol + [ 17(s:2(5)) = g(s,y()| ds

< oo =gl + [ 17(s2(s) = Ssptolds+ [ 17(s.9(5) = glssu(s))lds. teT.

2(8) = 9(0)] < (20— wol + f = glts = #0))+ [ Llals) = y(s)lds. te .

Potozmy v(t) = L, t € I, C = |zg — yo| + || f — gll(t1 — to) oraz u(t) = |x(t) —y(t)|, t € [. Z
lematu 8.1 wynika, ze

() = y()] < (|20 — vol + I = gll(tr — t0) )", e,
co pociaga oszacowanie (8.10), gdzie K = max {1,¢, — to}elt1=%0),

Whiosek 8.1. Z twierdzenia 8.2 wynika, ze jesli funkcja f jest ciagla i speinia warunek Lip-
schitza wzgledem drugiej zmiennej, to rozwiazanie problemu Cauchy’ego (8.8) zalezy w sposob
ciggly od prawej strony réwnania i warunku poczatkowego. Rzeczywiscie, dla dowolnych zabu-
rzen €, g € Roraz g = f + ¢ 1 yy = xp + €9 mamy

[ = y(e, o)l < K([eof + [e]).
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Twierdzenie 8.3. Niech f : [ty — a,to +a] x R — R, a > 0 bedzie funkcjq cigglq, ktdra ma
lintowy wzrost:
f(t2)| <alel+B, |t—t] <a, 7R

dla pewnych o, 3 > 0 i niech xy € R. Wowczas funkcja g : [to — a,to+a] X R — R dana wzorem

f(t z), 2| <M
g(t’@:{f(t,]flx), || > M "’

gdzie M = (|xo| + Ba)e®® > 0, jest ciggta i ograniczona, a problemy poczqtkowe
= f(t,z), x(ty) = wo, (8.11)

¥ =g(t,x), z(ty) = zo, (8.12)
sq rownowazne. Ponadto jesli f jest lokalnie lipschitzowska wzgledem zmiennej x, to g rowniez

jest lokalnie lipschitzowska wzgledem tej zmiennej.

Dowéd. Przypusémy, ze funkcja f jest ciagla.

Zauwazmy, ze g(t,x) = f(t,z) dla |z| < M oraz g(t,z) = f(t, M) dlax > M i g(t,z) =
f(t,—M) dla = < —M. Stad natychmiast wynika ciaglosé¢ i ograniczonosé funkeji g.

Postulowana rownowazno$¢ uzasadnimy bez straty ogoélnosci, ograniczajac sie do przedziatu
[to, t() + CL] .

Niech z bedzie dowolnym rozwiazaniem problemu (8.11) na przedziale [ty, o + a]. Na mocy
twierdzenia 3.2 zagadnienie (8.11) rownowazne jest rownaniu catkowemu

x(t) = xo + /t: f(s,z(s))ds, tE€ [to,to+ al.

A stad:

(0] < Jaol + [ 17(s,(s))|ds < Lol + [ (ala(s)] + B ds, ¢ € [t to +a],

()] < (ol + ) + [ ala(s)lds, ¢ € [t to +al.

Kladac v(t) = a, C = |zo| + Ba i u(t) = |z(t)|, t € [to, to + a], mozemy skorzysta¢ z nieréwnosci
Gronwalla (zobacz lemat 8.1), co daje nam oszacowanie

2(8)] < (lzo| + Pa)e™ = M, t € [to, to + a].

Zatem x jest rozwiazaniem problemu (8.12).
Teraz niech z bedzie dowolnym rozwiazaniem problemu (8.12) na przedziale [ty, %y + al.
Sprawdzmy, ze funkcja g spelnia warunek wzrostu liniowego

9(t, 2)| < alz|+ 8, [t —to| <a, z€R.
Rzeczywiscie, jesli |x| < M, to

9, 2)| = |f (L, 2)| < alz| + B,

a jesli |z| > M, to

g(t.2)] = ]f (t, Mx)

w +B=aM+p<alz|+p

<oa|l—zx

|z]
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dla |t — to] < a. Poniewaz zagadnienie (8.12) rownowazne jest rownaniu catkowemu

t
z(t)=xzo+ | g(s,z(s))ds, tE [ty,to+ al,

wiec znowu korzystajac z nieréwnosci Gronwalla, jak wyzej, otrzymujemy oszacowanie
|%(t)| < (Jzo| + Ba)e™ = M, t € [to, to + .

A to oznacza, ze x jest rozwiazaniem problemu (8.11).
Ostatnia cze$¢ tezy wynika z faktu, ze sklejenie funkcji lokalnie lipschitzowskich, o ile ma
sens, jest funkcja lokalnie lipschitzowska.

Dowo6d twierdzenia 3.10 Picarda i twierdzenia 3.16 Peano. Wystarczy zamiast wyj-
Sciowego problemu Cauchy’ego (8.11), rozwazy¢ problem (8.12) i skorzystac¢ z twierdzenia 8.3
oraz odpowiednio z twierdzenia 3.8 i twierdzenia 3.15 dla funkcji f ograniczone;j.

8.2 Nieliniowe twierdzenie poréwnawcze

Twierdzenie 8.4. Niech funkcje f,g : R? D U — R bedq ciggle i niech punkt (to, o) € U
bedzie ustalony, gdzie U jest zbiorem otwartym. Zatozmy ponadto, ze

flt,x) < g(t,z), (t,x)eU. (8.13)
Jesli x,y : I — R (to € int 1) sq odpowiednio rozwigzaniami probleméw Cauchy’ego:
= f(t,x), x(to) = wo,

Yy =g(ty), ylto) =z,

to:
x(t) > y(t), t<ty(tel), (8.14)

z(t) <y(t), t>ty(tel). (8.15)

Dowdéd. Pokazemy tylko prawdziwos$é nierownosci (8.15), gdyz uzasadnienie nieréwnosci
(8.14) jest analogiczne. Potozmy
U=y — .

Obliczamy
u'(to) = y'(to) — o' (to) = g(to, y(to)) — f(to, x(to)) = g(to, x0) — f(to, 20) > 0.

Poniewaz v jest funkcja ciagla, wiec istnieje § > 0 taka, ze u/(t) > 0 dla t € (ty — 0,19 + ).
Stad i 7z nier6wnosci u(ty) = 0 wynika, ze u(t) > 0 dla t € (ty,to + 9). Zdefiniujmy maksymalny
przedzial (ty,t.), w ktorym u(t) > 0, tzn. ze

te =sup{t €I, t > ty: u(s) > 0dla s e (t,1t]}.

Rozwazmy dwa przypadki.
1° Jesli t, = sup I, to dowod jest zakonczony.
2° Przypusémy, ze t, < sup I. Zauwazmy, ze y(t.) = x(t.) i dalej

u'(te) = y'(t) = 2'(t) = gt y(t)) = f(ts, 2(8) = g(t, 2(8) = f(t, z(t)) > 0.
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Skoro u’ jest funkcja ciagla, to istnieje 6; > 0 taka, ze u/(t) > 0 dla t € (t, — d1,t. + 7).
Uwzgledniajac u(t,) = 0, stwierdzamy, ze u(t) < 0 dla t € (t. — d1,t.). A to jest niemozliwe, bo
u(t) > 0 dla t € (ty, t.) zgodnie 7 definicja t.. Uzyskana sprzecznosé¢ konczy dowod.

Ponizej przedstawimy kilka zastosowan twierdzenia poréwnawczego 8.4. Udowodnimy twier-
dzenie 3.10 Picarda o istnieniu i jednoznacznosci globalnego rozwigzania problemu Cauchy’ego
i twierdzenie 3.16 Peano o istnieniu globalnego rozwiazania tego problemu, przy zalozeniu li-
niowego wzrostu prawej strony réwnania rozniczkowego. Pokazemy tez, ze pewne klasyczne
rownanie rézniczkowe niecatkowalne w kwadraturach nie ma rozwigzan przedhuzalnych na R.

Dowd6d twierdzenia 3.10 Picarda. Polozmy U = (ty — a,ty + a) X R. Istnienie jedynego
rozwiazania (lokalnego) = problemu Cauchy’ego

= f(t,x), x(ty) = xo (8.16)

wynika z twierdzenia 3.6.
Wykazemy, ze mozna go jednoznacznie przedluzyé¢ na przedzial [ty — a,ty + a|. Wezmy
dowolng (3 > (3. Z zatozen twierdzenia 3.10 wynika, ze

—(alz|+61) < f(t,x),  [f(t,2) <alz|+ 6

dla (t,z) € U. Funkcje g(x) = alz| + 81 i —g(x), © € R sa lipschitzowskie. Korzystajac z
twierdzenia 3.9, stwierdzamy, ze problemy poczatkowe:

Y =—(alyl+ £1), ylto) = zo, (8.17)

Y = alyl + 61, y(to) = w0 (8.18)
maja jedyne rozwiazania odpowiednio y; i yo okreslone na [t — a,tg + a]. Twierdzenie 8.4
implikuje nieréwnosci:
yi(t) > ye(t), te€ [to—a,ty),
y1(t) < ya(t), t € (to,to+al.
I dalej:
yi(t) > x> ya(t), t <t

yi(t) <z < yot), t>t

na przedziale, na ktorym rozwiazanie x jest okreslone. Niech Uy = [to—a, to+a] X [xg — b, 2+ D]
bedzie prostokatem takim, ze wykresy funkcji y; i yo» w nim sie zawierajg. Oczywiscie funkcja
f jest na int U, ograniczona. Z twierdzenia 3.7 zastosowanego do int U; i z powyzszych nie-
rownosci wynika, ze rozwiazanie x jest jednoznacznie przedtuzalne na przedzial (t9 — a,ty + a).
Przedluzalnos¢ x na przedzial [to — a,to + a] uzasadnia sie analogicznie jak w dowodzie twier-
dzenia 3.8.

Dowéd twierdzenia 3.16 Peano. Twierdzenie 3.16 dowodzi sie analogicznie jak wyzej
udowodniono twierdzenie 3.10, przy czym zamiast z twierdzenn 3.6 i 3.7 nalezy skorzystaé z
twierdzen 3.13 1 3.14.

Przyklad 8.1. Uzasadnié¢, ze zadne rozwigzanie réwnania
Y =9+t (8.19)

nie jest przedtuzalne na R. Zwro¢my uwage, ze prawa strona tego réwnania nie spetnia warunku
wzrostu liniowego. Wiadomo, ze rownanie to nie jest catkowalne w kwadraturach.
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Rozpatrzmy jakiekolwiek rozwiazanie y rownania (8.19). Przypusémy, ze rozwiazanie y jest
przedtuzalne na przedzial [T, 00), T' € R. Wowczas

Jim ' (£) = Jim ((y(1))* +t) = oo.
Wobec tego istnieja to > max {7T,0} i zo > 0 takie, ze
y(to) = o
Rozwazmy prosty pomocniczy problem Cauchy’ego
=22 x(ty) = .

Rozwigzaniem tego zagadnienia jest funkcja

—1 1+t0$0
z(t) = PR e te <—oo, E— ) .

o

Poniewaz
lim  z(t) = oo,
t—s 1+tgzg —
zo

wiec funkcja x ma w punkcie t; = 1%781’0 asymptote pionowa lewostronng. Niech U = R, X R,
I= (max {T,0}, 1+£7gwo) i potozmy f(t,x) = 2%, g(t,z) = 2> +t, (t,z) € U. Widzimy, ze funkcje
f 1 g spelniaja nier6wnos¢ (8.13). Z twierdzenia 8.4 wnioskujemy, ze funkcje = i y spelniaja
nierownosé (8.15). Oznacza to, ze funkcja y roéwniez ma asymptote pionowa lewostronng w
punkcie ¢;. Zatem nie moze ona by¢ przedtuzona na przedzial [T, 00) i mamy sprzecznosé.

8.3 Zadania

1. Niech funkcje v,w : I — R, I = [ty,t;] beda ciagte i nieujemne. Wykazaé, ze jesli funkcja
u: I — R ciagla i nieujemna jest rozwiazaniem nieréwnosci catkowej

ut) <wt)+ [ u(s)o(s)ds, tel,

to

to
t

u(t) < w(t) + w(s)v(s)efst”(ﬂ Tds, tel.

to

2. Zalozmy, ze funkcje a,b : I — R, I = [to,t1] sa ciagle. Korzystajac z postaci catkowej
i nieréwnosci Gronwalla, udowodnié, ze rozwigzanie problemu Cauchy’ego

¥ =a(t)r+0b(t), xz(ty) =g
zalezy w sposob ciagly od warunku poczatkowego xg.
3. Wykazaé, ze wszystkie rozwigzania réwnania
¥ =x+t
sa okreslone na R, natomiast réwnanie
=2t 4t

nie ma ani jednego rozwigzania okreslonego na R.
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Niech punkt (¢g, 79) € R? bedzie dowolnie ustalony. Wykaza¢, ze problem Cauchy’ego
=2t 2+, x(t) = 20
ma jedyne rozwiazanie i nie da sie go przedtuzy¢ na [ty, +00).

Dowieéé¢, ze problem poczatkowy

' =1+2° +siny/|z], z(1)=0

ma doktadnie jedno rozwiazanie i nie jest ono przedtuzalne na R.
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Rozdzial 9

Problemy brzegowe dla liniowych réwnan
rézniczkowych drugiego rzedu

9.1 Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwiazan liniowych proble-
moéw brzegowych

Rozwazmy liniowe rownanie rézniczkowe drugiego rzedu
ao(t)x” + ay(t)x’ + az(t)z = b(t) (9.1)

z warunkami brzegowymi

{ a1z (t1) + aa’(t1) + aza(tz) + auz’(f2) = (9.2)

Bra(ty) + Boa! (1) + Baw(ts) + Bax'(t2) = 2

gdzie funkcje ag,ai,as,b : R D I — R oraz state oy, 5;, i = 1,2,3,4, 71, 72 sa dane, za$
I = [t1,ta], t1 < to. Zakladamy, 7ze nie wszystkie stale w lewo- i prawostronnym warunku
brzegowym zeruja sie rownoczesnie, czyli of + a3 + a3 + a3 > 0, 87 + 55 + 32 + 57 > 0. Gdy
b(t) =71 = =0, t € I, to méwimy, ze problem brzegowy (9.1), (9.2) jest jednorodny (PBJ)

ao(t)x” + a1 (t)x’ + ax(t)z = 0, (9.3)

=0
"o (9.4)

{ arx(ty) + o’ (t) + asx(ta) + aur’(ta)
Bra(ty) + Bo' (1) + B (tz) + Ba7'(t2)

w przeciwnym razie - niejednorodny (PBN). Jesli (9.1), (9.2) jest poblemem brzegowym nie-
jednorodnym (PBN), to (9.3), (9.4) nazywamy problemem brzegowym jednorodnym (PBJ) z
nim skojarzonym.

Z punktu widzenia zastosowan najbardziej interesujace sa nastepujace warunki brzegowe,
ktore sa szczegolnymi przypadkami (9.2).

Warunek Dirichleta

{ o) =m (9.5)
Warunek Neumanna

{ wlh)=m (9.6)

169
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Warunek Robina

a1z(ty) + ax’(t1) = m
{ Bsx(ta) + Bat’(t2) =2 (9.7)
a, g, /637 54 7é0
Warunek mieszany
z(t1) =m 2(h) =7
{ Pt = { w(ts) =70 (9.8)

Warunek okresowy

z(t1) = x(ta)
{ S i) (9.9)

Zagadnienia poczatkowe dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych ™ = f (t, z,zW, . x(”*l))
maja te wlasnos¢, ze o istnieniu i jednoznacznoSci rozwiazan decyduje wylacznie regularnoscé
funkeji f generujacej prawa strone rownan. W przypadku réownan liniowych (9.1), (9.3) prze-
ktada sie to na regularno$¢ wspoétczynnikow ag, ai, as i funkcji b. Dodatkowo istotne jest czy
wspotezynnik ag jest r6zny od zera w kazdym punkcie ¢ € I, czy tez w jakichs punktach z tego
przedziatu sie zeruje.

Zanim przejdziemy do teoretycznej analizy PBJ i PBN, przesledZzmy kilka przyktadow, w
ktorych wida¢ wplyw warunkéw brzegowych, a Scislej generowanego przez te warunki pewnego
wyznacznika A na iloé¢ rozwigzan. Oddzialuje zaréwno rodzaj warunkéw brzegowych, jak i
przedzial I. Istotna jest rowniez posta¢ uktadu fundamentalnego réwnania (9.3) i prawa strona
rownania (9.1).

Przyklad 9.1. Rozwigzaé¢ problem brzegowy

2 —x=0
xEtlg = 8 ) (9.10)
T tQ =

Rozwiazanie og6lne rownania jest postaci
r = Clet + Cge_t, Cl, CQ € R.

Uwzgledniajac warunki brzegowe, dochodzimy do ukltadu réwnan algebraicznych

el et Ci| |0
etz et CQ |0

z wektorem szukanym (Cy, Cy)T. Poniewaz wyznacznik

t1 —t1

€
€

(&
(&

_ __ pti—t2 to—t1
A=| " ~_,|=e —e # 0,

gdyz t1 < to, wiec na podstawie twierdzenia Cramera uktad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie
(C1,C5)T = (0,0)T. A tym samym zagadnienie (9.10) ma jedyne rozwiazanie zerowe.
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Przyklad 9.2. Rozwiaza¢ problem brzegowy

" +x=0
xétli :8 ) (9.11)
Z tQ =

W stosunku do poprzedniego przyktadu zmieniliSmy tylko znak przed funkcja z w réwnaniu.
Ale to zupelnie zmienia postaé¢ jego rozwiazania ogélnego

xr = Cicost+ Cysint, C1,Cy € R.
Teraz po podstawieniu warunkow brzegowych otrzymujemy uklad rownan algebraicznych
[costl sint1][01]:[01
costy sinty Cy 01"
Wyznacznik

costy sint;
costy sinty

= costy sinty — costysint; = sin (ty — 1)

jest r6zny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy to —t; # km, k € N. A wigc tylko wtedy (C4, Cy)T =
(0,0)T jest jedynym rozwigzaniem powyzszego ukladu, a zatem doktadnie wtedy problem (9.11)
ma jedyne rozwigzanie zerowe. W przeciwnym razie zagadnienie (9.11) ma nieskonczenie wiele
rozwigzan. Przy czym jeli cost; # 0, czyli ty # § +Im, | € Z, to

x = (—Cytg t1) cost + Cysint, Cy € R.
Jesli zas cost; =0, czyli t, = § +m, [ € Z, to
x = Cjcost, C;eR.

Dla przyktadu, jesli I = [O, g}, to nasz problem ma doktadnie jedno rozwiazanie zerowe.

Jesli I = [0, 7], to ma on nieskonczenie wiele rozwiazan x = Cysint, Cy € R, a jesli [ = [g, %’T},
to ma nieskoniczenie wiele rozwigzan x = C cost, C} € R,
Przyklad 9.3. Rozwiazaé¢ problem brzegowy

' +rx=1

x(t1) =0 . (9.12)

Rozwiazanie ogélne rownania dane jest wzorem
x=Crcost+ Cysint+1, Cp,Cy € R.
Biorac pod uwage warunki brzegowe, otrzymujemy uktad rownan algebraicznych
cost; sint; cy | | -1
costy sints Cy | | =1 |~
Zgodnie z analiza przeprowadzona w przyktadzie 9.2 uktad ten, jak rowniez zagadnienie (9.12),
maja jedyne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy to, —t; # km, k € N. Obliczamy wyznaczniki:

cost; —1
costy, —1

—1 sin tl

] =sint; —sint Ay =
—1 sint, ! o 2

A=

‘ = coSty — Ccost;.
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Wobec tego rozwazany problem brzegowy tylko w tym przypadku ma doktadnie jedno rozwia-

zanie postaci
sint; — sinty costy — costy .
=—————~cost+ ———sint + 1.
sin (ty — t1) sin (ty — 1)

Przeanalizujmy teraz przypadek, gdy to —t; = km, k € N. A wiec jesli

sint; = sin (t; + k7)

costy = cos (t; + km)
to problem (9.12) ma nieskoriczenie wiele rozwiazan, w przeciwnym razie jest sprzeczny. Pierw-
szy przypadek ma miejsce dla k = 2n, n € N, a drugi dla k = 2n — 1, n € N. Jesli &k = 2n,
n€Nicosty #0, czylity # 5 +im, [ €7Z, to

-1
xz( —C’gtgh) cost + Cysint+1, C(Cy€eR.
costy

Jeslizas k = 2n,n € Nicosty =0, czylity = § +Im, | € Z, to

= Cqcost — sint+1, C; €eR.

sin tq

Przyktadowo, jesli I = [0, g} , to badany problem ma jedyne rozwigzanie x = — cost—sint+
1. Jesli I = [0, 7], to jest on sprzeczny. Jesli I = [0, 27|, to ma nieskonczenie wiele rozwigzan
r = —cost + Cosint + 1, Cy € R, a jedli I = [7, 57“], to ma nieskoniczenie wiele rozwigzan
x=Cicost —sint+1, C; € R.

Przyklad 9.4. Rozwiaza¢ problem brzegowy w zaleznosci od parametrow a,b € R

" — 0
(9.13)

Znajdujemy rozwigzanie ogdlne rownania
$:C1t+02, 01702€R

i jego pierwsza pochodng
ZL’/ = Cl-

Patrzac na posta¢ pierwszej pochodnej rozwigzania ogoélnego i warunki brzegowe, natychmiast
widzimy, ze jesli C; = a = b, to zagadnienie (9.13) ma nieskonczenie wiele rozwigzan = = at+Cs,
Cs € R, a jesli tak nie jest, to mamy sprzecznos¢. Mozemy tez postapi¢ inaczej, rozwigzujac

uktad réwnan algebraicznych
1 0 Cl . a
10 Co | | b’

A

Obliczamy wyznaczniki

1
1

a 0
b 0

=b—a.

a
A = b

o o

Zatem uktad ten, a co za tym idzie problem (9.13), ma nieskorniczenie wiele rozwiazan = =
at + Oy, Cy € R, gdy a = b, za§ w przeciwnym razie jest sprzeczny.
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Zdefiniujmy teraz dwa brzegowe liniowe rzeczywiste funkcjonaty dzialajace na przestrzeni
funkcji rozniczkowalnych okreslonych na przedziale I, za pomoca wzoréw

I (z) = arx(ty) + aox' (1) + azx(tz) + aud’(ts),

lo(z) = Pra(ty) + B! (t1) + Bsx(t2) + Bz’ (t2).

Twierdzenie 9.1. Zaldzmy, Ze ag,a1,as € C(I,R) iag(t) #0, t € I. Wowczas PBJ ma jedyne
rozwigzanie zerowe na I wtedy 1+ tylko wtedy, gdy

1 hi(er) ()
A= ‘ l2(p1)  la(p2) ’ 70

gdzie zbior {1, 2} jest uktadem fundamentalnym réwnania (9.3) w przedziale 1.

Dowod. Na podstawie twierdzenia 5.4 rozwiazanie ogélne rownania (9.3) na I ma postaé
z(t) = Crp1(t) + Capa(t), C1,Cy €R.

Po uwzglednieniu warunkow brzegowych (9.4) mamy [;(z) = 01 ly(x) = 0, co generuje jedno-
rodny uktad réwnan algebraicznych

(1) lilp2) G 0
= . 9.14
[ la(p1) b(e2) || Co 0 (9.14)
Uktad ten, zgodnie z twierdzeniem Cramera, ma jedyne rozwigzanie zerowe (C1, Co)T = (0,0)7,
a tym samym PBJ ma jedyne rozwigzanie zerowe na I, wtedy i tylko wtedy, gdy A # 0.

Uwaga 9.1. Niosobliwo$¢ macierzy uktadu (9.14) nie zalezy od wyboru uktadu fundamental-
nego rownania (9.3) w przedziale I. Istotnie, przypus$émy, ze zbior {P1, P2} jest innym uktadem
fundamentalnym tego réwnania w przedziale I. Rozwiazanie ogblne rownania (9.3) na I dane
jest wzorem

z(t) = Crpi(t) + Copalt), C1,Cy € R
W konsekwencji istnieje nieosobliwa macierz

O — [011 012]

C21 (€22

taka, ze

{ P1(t) = crupi(t) + crapa(t)
Pa(t) = carp1(t) + canpa(t)

Stad wynika, ze

l ;1(851) [ (P2) ] _ [ h(er) L) 1 [ i Ca1 ] .

la(p1) 2(p2) Ci2 C22
Zatem .

A=A |CT|.
Warunek A # 0 implikuje A # 0.

Sprawdzmy jeszcze, ze rzeczywiscie macierz C jest nieosobliwa. Przypu$émy, ze jest ona
osobliwa. Rozwazmy zerowsa liniowa kombinacje

agi(t) + Bee(t) =0, tel
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Obliczamy:
06(611(,01 (t) + C12g02(t)) + ﬁ(021g01 (t) + CQQQOQ(t)) = O, tel

(OzCH + 6621)@1(15) + (OzClg + 6022)(,02@) = 0, t e 1.

Na podstawie liniowej niezaleznoéci funkeji @i, o stwierdzamy, ze

acyy + fBear =0
acyy + Bega =0

lub réwnowaznie w zapisie macierzowym

Ci1 €21 a 0

Ci2 Co2 B 0"
Z osobliwosci macierzy C, a wiec i CT wynika istnienie rozwiazania («, 3)7 # (0,0)7 powyzszego
uktadu, co przeczy liniowej niezaleznosci funkcji o1, gs.

Twierdzenie 9.2. Zaldzmy, zZe ag,ay,a9,b € C(I,R) i ag(t) # 0, t € 1. Wowczas PBN ma
doktadnie jedno rozwigzanie na I wtedy 1 tylko wtedy, gdy PBJ z nim skojarzony ma jedyne
rozwigzanie zerowe na 1.

Dowéd. Ustalmy funkcje b oraz stale 1 i vo. Niech zbior {1, 2} bedzie uktadem funda-
mentalnym rownania (9.3) skojarzonego z rownaniem (9.1) w przedziale I, za$ g - rozwiaza-
niem szczegolnym rownanania (9.1) na I. Wowczas, jako wiadomo z twierdzenia 5.5, rozwiazanie
ogélne rownania (9.1) na [ wyraza sie wzorem

x(t) = Crp1(t) + Copa(t) +o(t), C1,Co € R.

Uwzglednienie warunkow brzegowych (9.2), tzn. ze [y(z) = v 1 lo(x) = 9, implikuje niejedno-
rodny uktad réwnan algebraicznych

o) e | [C] [ =t |

Ze wzgledu na twierdzenie Cramera, powyzszy uklad ma jedyne rozwigzanie, a wiec PBN ma
jedyne rozwiazanie na I, wtedy i tylko wtedy, gdy

1 hi(er) h(ee)
A—‘ b(g) L(p2) ‘*O'

Teza wynika wprost z twierdzenia 9.1.

Uwaga 9.2. Dla warunkéw brzegowych Dirichleta i Neumanna mamy odpowiednio

A= | ert) wa(th)
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9.2 Regularne zagadnienie Sturma-Liouville’a

Rownanie

(p(t)z") + (q(t) + Mr(t))z =0 (9.15)

z warunkami brzegowymi

{ a1 z(t) + o' (t) =1 (9.16)

Brx(ts) + Bat’(ta) =72

gdzie funkcje p,q,7 : R D I — R, p jest rozniczkowalna i p(t) # 0 dla ¢t € [ oraz stale
a;, Bi, i € R, i =12 a2+ a3 >0, 32+ 63 > 0 sa dane, zas§ X\ € C jest parametrem
nazywamy regularnym zagadnieniem Sturma-Liouville’a. Jesli v; = 75 = 0, tzn. ze

(9.17)

{ a1z(ty) + agz’(t1) =0
Bia(tz) + o' (t2) =0 7

to mowimy, ze problem brzegowy (9.15), (9.17) jest jednorodnym regularnym zagadnieniem
Sturma-Liouville’a. W przeciwnym razie problem brzegowy (9.15), (9.16) jest niejednorodnym
regularnym zagadnieniem Sturma-Liouville’a. Zwroémy uwage, ze rownanie (9.15) mozna uzy-
ska¢ z rownania (9.3), ktadac ag = p, a1 = p', as = ¢ + Ar. Rozwiazanie zagadnienia Sturma-
Liouville’a polega na wyznaczeniu wszystkich par (A, x) spetniajacych problem (9.15), (9.16).
Nalezy zaznaczy¢, ze wspotczynnik ay moze teraz przyjmowaé wartosci zespolone, gdyz A € C.
A skoro tak, to dopuszczamy tez rozwigzania x o wartosciach zespolonych.

Definicja 9.1. Liczbe A € C, dla ktorej regularne zagadnienie Sturma-Liouville’a (9.15), (9.16)
ma niezerowe rozwigzanie x nazywamy wartoscia wtasng tego problemu. Rozwigzanie x nazy-
wamy wtedy jego funkcja wlasna i oznaczamy symbolem . Analogicznie definiuje sie te pojecia
dla wszystkich probleméw Sturma-Liouville’a (9.1), (9.2), tzn. takich, ze wspotczynniki w row-
naniu (9.1) zaleza od parametru \.

Twierdzenie 9.3. Zatdzmy, ze p € C1(I,R) i q,r € C(I,R). Niech \ bedzie waroscig wtasng
problemu (9.15), (9.17), zas @1, 2 odpowiadajgcymi jej funkcjami wlasnymi. Wowcezas funkcje
01, Yo 8¢ lintowo zalezne.

Twierdzenie 9.4. Zaléimy, ze p € CYI,R), q,r € C(I,R) i r(t) > 0, t € I. Niech \y,
Ao, A1 # Ao, bedg warodciami wtasnymi problemu (9.15), (9.17), zas @1, @2 odpowiadajgeyms
im funkcjami wltasnymi. Wowczas funkcje o1, 02 sq ortogonalne w przestrzeni L*(I) z funkcjg
wagowq 1, tzn. ze

to
| re et dt = o.
Ponadto funkcje @1, ps sq lintowo niezalezne.

Twierdzenie 9.5. Jesli p € CY(I,R), ¢,r € C(I,R) i r(t) > 0, t € I, to wartosci wlasne
problemu (9.15), (9.17) sq rzeczywiste.

Twierdzenie 9.6. Zaldzmy, ze p € C'(I,R), q,r € C(I,R) i p(t),r(t) >0, t € I. Wtedy zbior
wartosci wtasnych problemu (9.15), (9.17) jest przeliczalny i istnieje cigg (An,on), 1 € Ny
wartoSct wtasnych i funkcji wtasnych z doktadnosciq do statej, tego problemu taki, ze:

1. )\nE]R, )\0<>\1<)\2<...,
2. o, ma doktadnie n miejsc zerowych w przedziale (t1,t3),

8. lim, oo A\, = 00.
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Przyktad 9.5. Wyznaczy¢ wartosci wlasne i funkcje wtasne problemu brzegowego

2+ =0
xEO)) :(()) ) (9.18)

Z twierdzenia 9.6 zastosowanego do naszego zagadnienia wnioskujemy w szczegolnosci, ze zbior
wartos$ci wlasnych jest przeliczalny i sa one rzeczywiste.
Przypusémy, ze A = 0 jest warto$cia wlasna. Wowczas rozwigzanie ogodlne rownania rdz-
niczkowego ma postaé
r = 01 + Cgt

Po uwzglednieniu warunkow brzegowych otrzymujemy natychmiast, ze z(t) = 01 mamy sprzecz-
nosc.
Sprawdzmy przypadek, gdy A < 0. Rozwigzanie ogélne dane jest teraz wzorem

z = CreV M4 Che VT,

Warunki brzegowe generuja uktad réwnan, ktéry mozna zapisa¢ macierzowo
1 1 Ci| |0
e\/jﬂ' e—\/jw 02 - 0 .

1 1
eV=AT  o—V=Am

Wyznacznik

_ e—JTAn_ex/jAw 7&0

Y

a wiec Cp = Cy =0, z(t) = 0 i znowu dostajemy sprzecznosc.
Jesli A > 0, to
z = Oy cos VAL + Cy sin VA

jest rozwigzaniem ogélnym. Z warunkow brzegowych wynika, ze C; = 0 i CysinvAr = 0.
Zatem, zeby x nie bylo rozwiazaniem tozsamosciowo rownym zeru, to Cy # 01 sin vV Ar = 0. A
to pociaga VA = nm, n € N. Ostatecznie

M1 =12 pp1(t) = Cysinnt, Cy #0, n €N.
Widzimy, ze otrzymany wynik potwierdza teze twierdzenia 9.6.

Przyktad 9.6. Szczegolnym przypadkiem réwnania (9.15) jest jednowymiarowe stacjonarne
rownanie Schrédingera )

I

2mAw + V(z)y = Ev. (9.19)
Szukane sa pary (F,), gdzie E € R, ¥ = ¢(x) jest funkcja zespolona; = oznacza potozenie
czastki. W tym modelu matematycznym zaktada sie, ze czastka porusza sie w potencjalnym
polu sit niezaleznym od czasu V (z) lub jest odizolowana od otoczenia. Symbol m oznacza mase

czastki, F jej energie catkowita, ktéra w tym przypadku nie zalezy od czasu t, zas h = %, gdzie
h jest stala Plancka. Rownanie (9.19) mozna zapisa¢ w postaci
(fﬁw’) + (=V(z)+ E)¢ =0. (9.20)
2m
Zaréwno rownanie (9.19), jak i jego wersja ewolucyjna
zha—\ll = —h—zA\I/ + V(z)W, (9.21)

ot 2m
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dla ré6znych wymiaréw, sa podstawowymi rownaniami nierelatywistycznej mechaniki kwanto-
wej, sformutowanymi przez E. Schrédingera w 1926 roku. W og6lnosci, potencjal V' w réwnaniu
(9.21) moze zaleze¢ od t. Mechanika kwantowa to teoria fizyczna rozszerzajaca mechanike kla-
syczna, konieczna do poprawnego opisu mikroswiata, tj. pojedynczych czastek elementarnych i
ich uktadow jak atomy czy jony. Jest tez konieczna do wyjasnienia niektorych zjawisk makro-
skopowych jak nadprzewodnictwo czy nadciektosé.

Roéwnanie Schrodingera wiaze wlasnosci falowe i korpuskularne materii. Wedlug hipotezy
de Broglie’a dualizmu korpuskularno-falowego kazda czastka kwantowa, taka jak na przyktad
elektron, jest reprezentowana przez fale materii, ktorej amplituda okresla prawdopodobienstwo
znalezienia czastki. Zgodnie z zasada nieoznaczonosci Heinsenberga, nie jest mozliwa obserwacja
polozenia czastki elementarnej w konkretnym czasie. Charakterystyczng cechg mechaniki kwan-
towej jest to, ze nie opisuje ona wprost zmiennosci (ewolucji) mierzalnych wielkosci fizycznych
jak polozenie ciata czy jego predkosé, lecz z pewnym prawdopodobieristwem. Probabilistyczny
sens funkeji falowej W(¢, x) podal M. Born w 1926 roku. Wyjasnil on, ze funkcja |¥(¢, z)| ozna-
cza gestos¢ prawdopodobienstwa, z jakim czgstka znajduje sie w ustalonej chwili ¢ w potozeniu
z. W naszym modelu, w ktorym V = V (z), prawdopodobieiistwo to nie zalezy od ¢, poniewaz
zachodzi zwiazek _

U(t,z) = e 1Py(2), (9.22)

a stad [U(t,x)| = [¢(z)|. Jesli V zalezy od t, to wspomniane prawdopodobieristwo tez zalezy
od t.

Konieczno$é teoretycznego wprowadzenia kwantyzacji uktadow fizycznych na poczatku XX
wieku wynikta z nowo odkrytych faktéw doswiadczalnych. Stwierdzono bowiem, ze niektore
uktady fizyczne nie przyjmuja dowolnych wartosci energii, a jedynie wartosci dyskretne. Od-
kryto na przyktad, ze pojedyncze atomy daja dyskretne widmo promieniowania, ciata state
emitujg promieniowanie termiczne o tzw. rozktadzie ciala doskonale czarnego, ktore dalo sie
wyjaséni¢, jedynie przyjmujac emisje promieniowania w postaci dyskretnych porcji — fotonow;
jony w ciatach stalych maja dyskretne energie, co ma wplyw na charakterystyczna wartosc¢
ich ciepta wlasciwego. Twierdzenie 9.6 zastosowane do stacjonarnego réwnanania Schrodingera
(9.19) potwierdza te fizyczne obserwacje. Mozna przyja¢ odpowiednio duzy przedzial I = [z1, xs]
i przyktadowo warunki Dirichleta na jego brzegu: ¢(z1) = 0, ¥(z3) = 0.

9.3 Zadania

1. Wyznaczy¢ wartosci wlasne i funkcje wlasne problemu brzegowego

2"+ Nx =0
z(0) =xz(m) . (9.23)
2'(0) = 2'(m)
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Rozdziat 10

Metoda szeregéw potegowych

Sprobujmy znalezé rozwigzanie problemu poczatkowego
=z x0)=1 (10.1)

w postaci sumy szeregu potegowego » > a,t" o dodatnim promieniu zbieznosci. Przypu$émy
wiec, ze

z(t) =) ant"
n=0

Po zr6zniczkowaniu

() =Y nat" "t =>"(n+ Dapt",
n=1 n=0

wstawieniu do réwnania w problemie Cauchy’ego (10.1)

Y (n+ Dapt" = at"
n=0 n=0

i uwzglednieniu warunku poczatkowego w tym zagadnieniu
x(0) = ag

otrzymujemy zalezno$¢ rekurencyjna na wspotczynniki szeregu

ag = 1
(n+1Dapi1 =a,, néeN

W konsekwencji

1
an = —,
n!
a szukane rozwigzanie przyjmuje postac
x(t):zjoﬁ:e, teR
n=

Definicja 10.1. Funkcja x : R D (a,b) — R jest analityczna, gdy dla dowolnego ¢y € (a,b)

zachodzi wzor
o0

z(t) = an(t —to)",

n=0
gdzie (a,) jest ciagiem liczb rzeczywistych, a powyzszy szereg jest zbiezny do z(t) dla kazdego
t z pewnego otoczenia punktu .

179



180 ROZDZIAE 10. METODA SZEREGOW POTEGOWYCH

Definicja 10.2. Funkcja f : R? D U — R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest analityczna,
gdy dla dowolnego (tg, o) € U zachodzi wzor

Fr)= S mult — to)" (x — z0)"™,
n=0

n1+n2:n

gdzie (an,n,) jest ciagiem liczb rzeczywistych, a powyzszy szereg jest zbiezny do f(¢,z) dla
kazdego (t,z) z pewnego otoczenia punktu (¢, zo).

Uwaga 10.1. Mozna powiedzie¢, ze funkcje x : R D (a,b) — Ri f: R? D U — R, gdzie U
jest zbiorem otwartym, sa analityczne, gdy sa lokalnie rozwijalne w szereg Taylora. Przyktadem
funkcji, ktora jest klasy C°, ale nie jest analityczna jest funkcja Cauchy’ego

1
“E, 140
x(t):{g tio‘

Analitycznoéé tej funkeji psuje punkt to = 0, gdyz 2™ (0) = 0, n € Ny i wobec tego promiefi
zbieznosci szeregu Taylora o srodku w tg = 0 (szeregu Maclaurina) generowanego przez funkcje
x jest rowny zeru.

Uwaga 10.2. Kazdy wielomian jest funkcjg analityczna na R.

Zauwazmy, ze funkcja f(z) = z, € R generujaca rownanie w zagadnieniu poczatkowym
(10.1) jest analityczna i znalezione powyzej rozwiazanie tego problemu tez jest analityczne.
Na podstawie twierdzenia 3.9 Picarda jest to jedyne rozwigzanie analityczne, a nawet jest ono
jedyne w klasie C'!. Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10.1 (Cauchy-Kowalewska, lokalne istnienie i jednoznaczno$é¢ rozwiazan ana-
litycznych). Zatoimy, ze f : R2 D U — R jest funkcjg analityczng, gdzie U jest zbiorem
otwartym. Wowczas dla dowolnego punktu (tg,zo) € U problem Cauchy’ego

= f(t,x), x(to) = o (10.2)

ma doktadnie jedno rozwigzanie analityczne (lokalne).
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