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Rozdziaª 1

Wprowadzenie

1.1 Podstawowe poj¦cia

De�nicja 1.1. Równaniem ró»niczkowym zwyczajnym n-tego rz¦du nazywamy zwi¡zek

F
(
t, x(t), x(1)(t), ..., x(n)(t)

)
= 0, (1.1)

gdzie F : R× Rn+1 ⊃ V → R jest dan¡ funkcj¡, t zmienn¡ niezale»n¡, a x funkcj¡ szukan¡.

De�nicja 1.2. Równaniem ró»niczkowym zwyczajnym n-tego rz¦du w postaci normalnej na-
zywamy zwi¡zek

x(n)(t) = f
(
t, x(t), x(1)(t), ..., x(n−1)(t)

)
, (1.2)

gdzie f : R× Rn ⊃ U → R jest dan¡ funkcj¡, t zmienn¡ niezale»n¡, a x funkcj¡ szukan¡.

Je±li n = 1, to piszemy zwykle x′ = f(t, x). Je±li za± n = 2, to piszemy x′′ = f(t, x, x′), itd.
Czasami mówi si¦, »e równanie ró»niczkowe zwyczajne to takie równanie, w którym wyst¦puje
nieznana funkcja lub jej pochodne i ewentualnie zmienna niezale»na. Taka de�nicja nie jest
precyzyjna, gdy» np. równania postaci: x′(t) = x(x(t)), x′(t) = x(t − 1), x′(t) =

∫ t
0 x(y) dy nie

s¡ równaniami ró»niczkowymi w sensie de�nicji 1.1 i 1.2. Sa to tzw. równania ró»niczkowo-
funkcyjne lub równania ró»niczkowo-funkcjonalne. Teoria takich równa« jest o wiele bardziej
skomplikowana ni» teoria równa« ró»niczkowych.

Dalsze de�nicje sformuªujemy dla równa« w postaci normalnej (1.2). De�nicje dla równa«
w postaci uwikªanej (1.1) s¡ analogiczne.

De�nicja 1.3. Rozwi¡zaniem (caªk¡) równania (1.2) okre±lonym w przedziale I ⊂ R nazywamy
funkcj¦ ϕ : I → R ró»niczkowaln¡ n-krotnie i tak¡, »e dla ka»dego t ∈ I:

1)
(
t, ϕ(t), ϕ(1)(t), ..., ϕ(n−1)(t)

)
∈ U ,

2) ϕ(n)(t) = f
(
t, ϕ(t), ϕ(1)(t), ..., ϕ(n−1)(t)

)
.

Wykres rozwi¡zania nazywamy krzyw¡ caªkow¡ lub trajektori¡.

De�nicja 1.4. Rozwi¡zaniem ogólnym równania (1.2) nazywamy funkcj¦ x = Ψ(t;C1, ..., Cn)
tak¡, »e dla dowolnie ustalonych parametrów C1, ..., Cn nale»¡cych do okre±lonych zbiorów jest
ona rozwi¡zaniem równania (1.2). Takie rozwi¡zanie nazywa si¦ szczególnym. Rozwi¡zanie ogól-
ne mo»e by¢ te» dane w postaci uwikªanej Φ (t, x;C1, ..., Cn) = 0.

De�nicja 1.5. Rozwi¡zaniem osobliwym równania (1.2) nazywamy takie jego rozwi¡zanie,
którego nie da si¦ otrzyma¢ z rozwi¡zania ogólnego dla »adnych warto±ci parametrów C1, ..., Cn.
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4 ROZDZIA� 1. WPROWADZENIE

Przykªad 1.1. Rozwa»my równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du

x′ = 1. (1.3)

Caªkuj¡c obustronnie to równanie po t:∫
x′(t) dt =

∫
dt,

otrzymujemy jednoparametrow¡ rodzin¦ rozwi¡za«

x(t) = t+ C, C ∈ R.

W uproszczeniu b¦dziemy pisa¢
x = t+ C, C ∈ R.

Przykªad 1.2. Rozwa»my równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du

x′′ = 1. (1.4)

Po dwukrotnym scaªkowaniu, tzn.: ∫
x′′(t) dt =

∫
dt,

x′ = t+ C1,∫
x′(t) dt =

∫
(t+ C1) dt

otrzymujemy dwuparametrow¡ rodzin¦ rozwi¡za«

x =
1
2
t2 + C1t+ C2, C1, C2 ∈ R.

Przykªad 1.3. Rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du

x′ = x. (1.5)

Tutaj obustronne scaªkowanie po t jest nieefektywne, gdy» generuje równanie caªkowe. Roz-
wa»my dwa przypadki.
1◦ Widzimy, »e funkcja x(t) ≡ 0 jest rozwi¡zaniem.
2◦ Poszukajmy rozwi¡za« x(t) ̸= 0 w ka»dym punkcie okre±lono±ci. Korzystamy z de�nicji

ró»niczki zupeªnej pierwszego rz¦du, caªkujemy i otrzymujemy:

dx

dt
= x,

∫ dx

x
=
∫
dt,

ln |x| = t+ C1, C1 ∈ R,

|x| = C2et, C2 = eC1 > 0,

x = C3et, C3 = ±C2 ̸= 0.
Finalnie ª¡cz¡c przypadki 1◦ i 2◦, rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ w postaci

x = Cet, C ∈ R.

Kwesti¦ caªkowalno±ci lewej strony po x i prawej strony po t w przypadku 2◦ wyja±nimy w
dalszej cz¦±ci, jak b¦dziemy analizowa¢ równania o rozdzielonych zmiennych.
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Przykªad 1.4. Rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du

xx′ + t = 0. (1.6)

Widzimy, »e x(t) ≡ 0 nie mo»e by¢ rozwi¡zaniem. Przyjmijmy, »e x(t) ̸= 0 w ka»dym punkcie
okre±lono±ci. Post¦puj¡c analogicznie jak w przykªadzie 1.3, otrzymujmy rozwi¡zanie w postaci
uwikªanej

x2 + t2 = C, C > 0.

De�nicja 1.6. Zadanie polegaj¡ce na znalezieniu rozwi¡zania równania (1.2) z warunkami

x(t0) = x01, x(1)(t0) = x02, ..., x(n−1)(t0) = x0n, (1.7)

gdzie punkt (t0, x0) ∈ U , x0 = (x01, ..., x0n) jest dany, nazywamy problemem Cauchy'ego,
zagadnieniem Cauchy'ego, problemem pocz¡tkowym lub zagadnieniem pocz¡tkowym. Warunki
(1.7) nazywamy warunkami pocz¡tkowymi. Zagadnienie to mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co{

x(n)(t) = f
(
t, x(t), x(1)(t), ..., x(n−1)(t)

)
,

x(t0) = x01, x(1)(t0) = x02, ..., x(n−1)(t0) = x0n.
(1.8)

Uwaga 1.1. Znane s¡ de�nicje rozwi¡zania ogólnego i osobliwego, które nie s¡ równowa»ne
de�nicjom 1.4, 1.5. W szczególno±ci »¡da si¦ dodatkowo, »eby problem Cauchy'ego w ka»dym
punkcie trajektorii rozwi¡zania ogólnego miaª dokªadnie jedno rozwi¡zanie i »eby nie miaª on
tej wªasno±ci w »adnym punkcie trajektorii rozwi¡zania osobliwego.

Do podstawowych zagadnie« w teorii równa« ró»niczkowych zaliczamy:
1. Istnienie rozwi¡zania problemu Cauchy'ego (co najmniej jedno rozwi¡zanie).
2. Jednoznaczno±¢ rozwi¡za« problemu Cauchy'ego (co najwy»ej jedno rozwi¡zanie).
3. Jedyno±¢ rozwi¡zania problemu Cauchy'ego (dokªadnie jedno rozwi¡zanie).
4. Dziedzina rozwi¡zania (lokalno±¢, globalno±¢).
5. Ci¡gªa zale»no±¢ rozwi¡zania problemu Cauchy'ego od prawej strony równania i warunku
pocz¡tkowego.
6. Wªasno±ci asymptotyczne rozwi¡zania (stabilno±¢).

1.2 Interpretacja �zyczna

Przykªad 1.5. Równanie ruchu
s′(t) = v(t) (1.9)

orzeka, »e pr¦dko±¢ chwilowa v(t) (w skrócie nazywana pr¦dko±ci¡) jest równa pierwszej pochod-
nej poªo»enia s(t) po czasie t. Zaznaczmy, »e v(t) i s(t) s¡ wielko±ciami wektorowymi. Równanie
ró»niczkowe (1.9) opisuje tor ruchu punktu materialnego, gdy znana jest jego pr¦dko±¢. Zatem
wektor pr¦dko±ci jest styczny do toru ruchu.

Zaªó»my, »e pr¦dko±¢ jest staªa: v(t) = v. Po scaªkowaniu równania ruchu od chwili pocz¡t-
kowej t0 do chwili t: ∫ t

t0
s′(τ) dτ =

∫ t
t0
v dτ

otrzymujemy, »e

v =
s(t)− s(t0)
t− t0

.

Prawa strona w tym wzorze de�niuje pr¦dko±¢ ±redni¡

vśr =
∆s
∆t

,
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gdzie ∆s = s(t)− s(t0), ∆t = t − t0. Oczywi±cie pr¦dko±¢ ±rednia te» jest wektorem, gdy» ∆s
jest wektorem. St¡d wniosek, »e je±li w przedziale czasowym od t0 do t pr¦dko±¢ jest staªa, to
jest ona równa pr¦dko±ci ±redniej. W sytuacji ogólnej pr¦dko±¢ w chwili t0 jest równa pr¦dko±ci
±redniej w granicy czasu t zd¡»aj¡cego do t0. W �zyce zwykle przyjmuje si¦, »e t0 = 0.

Rozwi¡zanie zagadnienia pocz¡tkowego

s′(t) = v, s(0) = s0

jest funkcj¡ a�niczn¡ s(t) = s0+ vt, której wykresem jest prosta. Taki ruch ze staª¡ pr¦dko±ci¡
nazywany jest ruchem jednostajnym prostoliniowym z poªo»eniem pocz¡tkowym s0. Zgodnie z
I zasad¡ dynamki Newtona je»eli na ciaªo nie dziaªa »adna siªa lub dziaªajace siªy si¦ równo-
wa»¡, to ciaªo porusza si¦ ruchem jednostajnym prostoliniowym lub pozostaje w spoczynku.
Wprawdzie �zyka mówi nam, jaki to b¦dzie ruch, ale to dopiero matematyka pozwala wyznaczy¢
analitycznie jednoznaczny tor tego ruchu.

Przykªad 1.6. Przy±pieszenie chwilowe a(t) (w skrócie przyspieszenie) jest zmian¡ pr¦dko±ci
v(t) w czasie t, co mo»na wyrazi¢ równaniem ró»niczkowym

v′(t) = a(t). (1.10)

Korzystaj¡c z równania ruchu (1.9), uzyskujemy równanie

s′′(t) = a(t). (1.11)

Równanie ró»niczkowe (1.11) opisuje tor ruchu punktu materialnego, gdy znane jest jego przy-
±pieszenie. Wyprowadzenie zale»no±ci mi¦dzy przy±pieszeniem i przyspieszeniem ±rednim jest
analogicznie, jak uzasadnienie zwi¡zków mi¦dzy pr¦dko±ci¡ i pr¦dkosci¡ ±redni¡ w przykªadzie
1.5, wiec je pomijamy.

Przypu±¢my, »e przy±pieszenie jest staªe: a(t) = a. Funkcja kwadratowa s(t) = s0+v0t+ at
2

2 ,
której wykresem w przypadku jednowymiarowym jest parabola, rozwi¡zuje problem pocz¡tko-
wy

s′′(t) = a, s(0) = s0, s′(0) = v0.

Taki ruch ze staªym przy±pieszeniem nazywany jest ruchem jednostajnie przy±pieszonym (a >
0) lub ruchem jednostajnie opó¹nionym (a < 0) z poªo»eniem pocz¡tkowym s0 i pr¦dko±ci¡
pocz¡tkow¡ v0. II zasada dynamiki Newtona mówi, »e przy±pieszenie jest wprost proporcjonalne
do dziaªaj¡cej siªy F (t) i odwrotnie proporcjonalne do masy ciaªa m, czyli

a(t) =
F (t)
m

. (1.12)

Wobec tego je±li siªa dziaªaj¡ca na ciaªo jest staªa (niezerowa), to przy±pieszenie równie» jest
staªe (niezerowe) i ciaªo porusza si¦ ruchem jednostajnie przy±pieszonym lub jednostajnie opó¹-
nionym.

Przykªad 1.7. Opiszemy i przeanalizujemy matematyczny model rozpadu promieniotwórczego.
Pr¦dko±¢ rozpadu pierwiastka promieniotwórczego v(t) jest ujemna i proporcjonalna do masy
substancji m(t), która w danej chwili jeszcze si¦ nie rozpadªa. Wspóªczynnik proporcjonalno±ci
k > 0, b¦d¡cy wielko±ci¡ charakterystyczn¡ dla danej substancji, jest staªy i nie zale»y od czasu.
Wyznaczy¢ zale»no±¢ masy substancji od czasu t.

Pr¦dko±¢ rozpadu jest zmian¡ masy w czasie. Poniewa» zmiana danej wielko±ci w czasie jest
zawsze pierwsz¡ pochodn¡ tej wielko±ci wzgl¦dem czasu, wi¦c

m′(t) = v(t).
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Z przedstawionego modelu �zycznego mamy informacj¦, »e

v(t)
m(t)

= −k.

Te dwie relacje implikuj¡ równanie ró»niczkowe

m′(t) = −km(t) (1.13)

nazywane równaniem rozpadu promieniotwórczego. Przyjmijmy, »e masa pocz¡tkowa substancji
jest równa m0, tzn. »e

m(0) = m0. (1.14)

Post¦puj¡c tak samo, jak w przykªadzie 1.3, otrzymujemy rozwi¡zanie

m(t) = Ce−kt, C > 0,

a po uwzgl¦dnieniu warunku pocz¡tkowego (1.14)

m(t) = m0 e−kt.

Z postaci uzyskanych krzywych caªkowych wnioskujemy, »e przebywaj¡c w pobli»u wybuchu
j¡drowego najbardziej jeste±my nara»eni na napromieniowanie bezpo±rednio po tym wybuchu. Z
biegiem czasu tempo napromieniowania eksponencjalnie, a wi¦c szybko, maleje. Ponadto bardzo
du»y wpªyw na napromieniowanie ma masa pocz¡tkowa.

Przykªad 1.8. Jednowymiarowym oscylatorem harmonicznym jest ka»dy ukªad �zyczny, któ-
rego zachowanie mo»na opisa¢ równaniem zwanym równaniem oscylatora harmonicznego

a(t) + ω20x(t) = 0, (1.15)

gdzie a(t) oznacza przy±pieszenie zale»ne od czasu t, x(t) - poªo»enie, za± ω0 - staª¡ cz¦sto±¢
koªow¡ drga« oscylatora (w tej teorii poªo»enie oznacza si¦ zwykle symbolem x zamiast s). Ko-
rzystaj¡c z równania (1.11) w przykªadzie 1.6, zwi¡zek ten mo»na zapisa¢ jako liniowe równanie
ró»niczkowe drugiego rz¦du

x′′(t) + ω20x(t) = 0. (1.16)

Model opisywany równaniem (1.16) nazywa si¦ te» czasem prostym oscylatorem harmonicznym.
Rozwi¡zanie równania oscylatora harmonicznego (1.16) jest postaci

x(t) = A cosω0t+B sinω0t,

gdzie A,B to staªe zale»ne od warunków pocz¡tkowych. Okres drga« T (czas jednego peªnego
drgania) wynosi

T =
2π
ω0
,

natomiast cz¦stotliwo±¢ drga« ν (liczba peªnych drga« w jednostce czasu) jest równa

ν =
ω0
2π
.

Oscylator harmoniczny charakteryzuje si¦ staªo±ci¡ amplitudy drga« w czasie (maksymalne
wychylenie od poªo»enia równowagi) i niezale»no±ci¡ okresu drga« od amplitudy - t¦ cech¦
nazywamy izochronizmem.

Przykªadem oscylatora harmonicznego jest ciaªo o masie m przymocowane do spr¦»yny i
poruszaj¡ce si¦ bez tarcia i oporu powietrza po poziomej powierzchni, o ile amplituda drga«
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nie przekracza zakresu spr¦»ysto±ci spr¦»yny. Siªa spr¦»ysto±ci F (t) jest skierowana przeciwnie
do wychylenia ciaªa od poªo»enia równowagi x(t) i proporcjonalna do minus tego wychylenia

F (t) = −kx(t),

gdzie k > 0 jest wspóªczynnikiem spr¦»ysto±ci. St¡d, na podstawie II zasady dynamiki Newtona
opisanej równaniem (1.12) w przykªadzie 1.6, otrzymujemy zwi¡zki:

ma(t) = −kx(t),

a(t) +
k

m
x(t) = 0,

a po uwzgl¦dnieniu relacji (1.11) mamy równanie ró»niczkowe

x′′(t) +
k

m
x(t) = 0. (1.17)

Tutaj cz¦sto±¢ koªowa ω0 =
√
k
m

jest wielko±ci¡ �zyczn¡ ±ci±le powi¡zan¡ z mas¡ ciaªa i wªa-
sno±ciami spr¦»yny.

Dla ci¦»arka o masie m wisz¡cego na spr¦»ynie w jednorodnym polu grawitacyjnym i wyko-
nuj¡cego drgania pionowe, cz¦sto±¢ koªowa ma tak¡ sam¡ warto±¢ jak poprzednio rozpatrywa-
nego obci¡»nika, a charakter ruchu jest dokªadnie taki sam. Jedyne co si¦ zmienia to poªo»enie
równowagi.

Innym przykªadem oscylatora harmonicznego jest wahadªo matematyczne dla maªych k¡tów
wychyle« θ z poªo»enia równowagi. Jest to punkt materialny (ci¦»arek) o masie m zawieszony
na cienkiej, niewa»kiej i nierozci¡gliwej nici o dªugo±ci l, poruszaj¡cy si¦ po okr¦gu w pªasz-
czy¹nie pionowej w jednorodnym polu grawitacyjnym. Siªami dziaªaj¡cymi na mas¦ m s¡ siªy
grawitacji mg i napr¦»enia nici N , gdzie g oznacza przy±pieszenie ziemskie. Siª¦ mg rozkªadamy
na skªadow¡ normaln¡ (radialn¡) i styczn¡. Skªadowa normalna jest równowa»ona przez naci¡g
nici N , za± skªadowa styczna

F (t) = −mg sin θ(t)
przywraca równowag¦ ukªadu i sprowadza mas¦ m do poªo»enia równowagi (st¡d znak minus).
Moment siªy F (t) dany jest wzorem

M(t) = lF (t),

a moment bezwªadno±ci punktu materialnego o masie m wzgl¦dem nici l jest równy

I = ml2.

II zasada dynamiki Newtona dla ruchu obrotowego daje nam zale»no±¢

ε(t) =
M(t)
I

,

gdzie ε(t) jest przy±pieszeniem k¡towym. W rezultacie otrzymujemy zwi¡zek

ml2ε(t) = −lmg sin θ(t)

a po uproszczeniu
ε(t) +

g

l
sin θ(t) = 0, (1.18)

co mo»na napisa¢ w formie do±¢ skomplikowanego nieliniowego równania ró»niczkowego

θ′′(t) +
g

l
sin θ(t) = 0. (1.19)
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Dla maªych k¡tów θ, sin θ ≈ θ. Wówczas ogólne równanie ruchu wahadªa (1.19) mo»na upro±ci¢
do postaci równania oscylatora harmonicznego

θ′′(t) +
g

l
θ(t) = 0, (1.20)

gdzie ω0 =
√
g
l
. Zauwa»my, »e cz¦sto±¢ nie zale»y tutaj od masy. Wahadªa matematyczne wyko-

rzystuje si¦ np. w zabytkowych zegarach i do ustalenia do±wiadczalnie warto±ci przy±pieszenia
ziemskiego.

W rzeczywisto±ci przedstawiony powy»ej model oscylatora harmonicznego jest sytuacj¡ wy-
idealizowan¡, gdy» w ukªadzie �zycznym zazwyczaj wyst¦puj¡ siªy tarcia, oporu lub innego
rodzaju tªumienie proporcjonalne do minus pr¦dko±ci oscylatora, które powoduj¡ strat¦ ener-
gii. Równanie oscylatora harmonicznego tªumionego ma posta¢

a(t) + 2βv(t) + ω20x(t) = 0, (1.21)

a po uwzgl¦dnieniu relacji (1.9) w przykªadzie 1.5 i (1.11) w przykªadzie 1.6 mo»na go napisa¢
w formie równania ró»niczkowego

x′′(t) + 2βx′(t) + ω20x(t) = 0, (1.22)

gdzie β > 0 jest wspóªczynnikiem tªumienia. Je±li β < ω0, co oznacza, »e tªumienie jest sªabe,
to pomimo strat energii zachowany zostaje oscylacyjny charakter ruchu. Wówczas rozwi¡zanie
równania (1.22) jest postaci

x(t) = e−βt(A cosωt+B sinωt),

gdzie A,B s¡ staªymi zale»nymi od warunków pocz¡tkowych, za± ω =
√
ω20 − β2 jest cz¦sto±ci¡

drga« tªumionych. Widzimy, »e opór zmniejsza zarówno amplitud¦ jak i cz¦sto±¢ drga«, czyli
powoduje spowolnienie ruchu. Je±li β > ω0, czyli tªumienie jest du»e, to ruch przestaje by¢
oscylacyjny, a ciaªo wychylone z poªo»enia równowagi powraca do niego asymptotycznie tzw.
ruchem peªzaj¡cym (aperiodycznym). Teraz rozwi¡zaniem równania (1.22) jest funkcja

x(t) = Ae(−β+
√
β2−ω20)t +Be(−β−

√
β2−ω20)t.

Szczególny przypadek odpowiada sytuacji, gdy β = ω0. Mówimy wtedy o tªumieniu krytycznym.
Ruch równie» nie jest oscylacyjny, a rozwi¡zanie równania (1.22) dane jest wzorem

x(t) = Ae−βt +Bte−βt.

Przeanalizujmy tªumienie na przykªadzie ciaªa o masiem przymocowanego do spr¦»yny i po-
ruszaj¡cego si¦ po poziomej powierzchni. Siªa oporu Foporu(t) ma zwrot przeciwny do pr¦dko±ci
i jest proporcjonalna do minus tej pr¦dko±ci

Foporu(t) = −γv(t),

gdzie wspóªczynnik γ > 0. Uwzgl¦dniaj¡c siª¦ spr¦»ysto±ci i siª¦ oporu oraz zale»no±¢ (1.9) w
przykªadzie 1.5 i (1.12) w przykªadzie 1.6, otrzymujemy zwi¡zki:

ma(t) = −kx(t)− γx′(t),

a(t) +
γ

m
x′(t) +

k

m
x(t) = 0,
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i ostatecznie bior¡c pod uwag¦ (1.11), równanie oscylatora harmonicznego tªumionego mo»emy
zapisa¢ w postaci ró»niczkowej

x′′(t) + 2βx′(t) +
k

m
x(t) = 0, (1.23)

gdzie β = γ
2m i ω0 =

√
k
m
.

Oscylator harmoniczny mo»e by¢ pobudzany siªami zewn¦trznymi. Staªa siªa nie zmienia
drga« oscylatora, zmienia jedynie jego poªo»enie równowagi. Siªa wymuszaj¡ca o charakterze
oscylacyjnym zmienia cz¦sto±¢ drga« oscylatora. Równanie takiego oscylatora ma posta¢

a(t) + 2βv(t) + ω20x(t) = f(t), (1.24)

a w formie ró»niczkowej
x′′(t) + 2βx′(t) + ω20x(t) = f(t), (1.25)

gdzie f(t) jest wspomnian¡ siª¡. Zmienn¡ okresow¡ siª¦ wymuszaj¡c¡ mo»na przedstawi¢ jako
sum¦ funkcji cosωst. Dlatego analiz¦ równania (1.25) mo»na ograniczy¢ do równania

x′′(t) + 2βx′(t) + ω20x(t) = A cosωst, (1.26)

gdzie ωs jest cz¦sto±ci¡ siªy wymuszajacej, za± A - amplitud¡ przy±pieszenia (siªy na jednostk¦
bezwªadno±ci) wymuszaj¡cego. W przypadku, gdy A = 0 uzyskuje si¦ równanie oscylatora
harmonicznego z tªumieniem (1.22), a gdy dodatkowo zaªo»y si¦, »e β = 0 - równanie oscylatora
prostego (1.16).



Rozdziaª 2

Podstawowe typy równa« ró»niczkowych
caªkowalnych

2.1 Równanie o zmiennych rozdzielonych

Równaniem o zmiennych rozdzielonych nazywamy równanie

x′ = f(t)g(x), (2.1)

gdzie funkcje f : R ⊃ I → R, g : R ⊃ J → R s¡ dane; I, J s¡ przedziaªami.
Poni»ej przedstawimy metod¦ rozwi¡zywania równania (2.1), wyja±niaj¡c jednocze±nie dla-

czego w przykªadach 1.3, 1.4 i 1.7 wolno byªo scaªkowa¢ lew¡ stron¦ po x, a praw¡ stron¦ po t.
Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Niech g(x0) = 0 dla pewnych x0 ∈ J . Oczywi±cie ka»da funkcja staªa x(t) ≡ x0, t ∈ I

jest rozwi¡zaniem.
2◦ Przypu±¢my, »e g(x) ̸= 0 dla ka»dego x ∈ J i f , g s¡ ci¡gªe. Oznaczmy przez F dowolnie

ustalon¡ funkcj¦ pierwotn¡ funkcji f , a przez G dowolnie ustalon¡ funkcj¦ pierwotn¡ funkcji 1
g
,

czyli

F (t) =
∫
f(t) dt, G(x) =

∫ 1
g(x)

dx.

Równanie (2.1) mo»emy zapisa¢ w postaci równowa»nej

x′(t)
g(x(t))

= f(t), t ∈ I. (2.2)

Z twierdzenia o ró»niczkowaniu zªo»enia wynika, »e

d

dt
(G ◦ x)(t) = x′(t)

g(x(t))
, t ∈ I.

Wobec tego
d

dt
(G ◦ x)(t) = d

dt
F (t), t ∈ I

lub równowa»nie
d

dt
[(G ◦ x)(t)− F (t)] = 0, t ∈ I.

Poniewa» I jest przedziaªem, wi¦c po obustronnym scaªkowaniu powy»szej to»samo±ci po t
mamy

(G ◦ x)(t)− F (t) = C, t ∈ I, (2.3)

11
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gdzie C jest dowoln¡ staª¡ rzeczywist¡. Na podstawie przeprowadzonego rozumowania stwier-
dzamy, »e równanie ró»niczkowe (2.2) i równanie funkcyjne (2.3) s¡ równowa»ne w klasie funkcji
ró»niczkowalnych w I.

Rozwa»my równanie algebraiczne

G(x)− F (t) = C, t ∈ I, x ∈ J. (2.4)

Je±li z tego zwi¡zku potra�my wyznaczy¢ x jako funkcj¦ t (by¢ mo»e tylko lokalnie), tzn. »e
x = x(t) i jest ona ró»niczkowalna, to jest to rozwi¡zanie równania (2.3), a wi¦c (2.2) i (2.1).
Wzór (2.4) okre±la zatem rozwi¡zanie równania (2.1) w postaci uwikªanej.

Je±li w przypadku 2◦, g(x) ̸= 0 dla x ∈ J̃ ⊂ J , gdzie J̃ jest przedziaªem, to rozumowanie
jest analogiczne.

Zauwa»my, »e równanie (2.4) mo»na zapisa¢ w równowa»nej postaci caªkowej∫ dx

g(x)
=
∫
f(t) dt, (2.5)

gdy» (2.5) to w istocie równanie

G(x) + C1 = F (t) + C2,

gdzie C1 i C2 s¡ dowolnymi staªymi rzeczywistymi. A zatem

G(x)− F (t) = C2 − C1

i mo»emy przyj¡¢, »e C = C2 − C1. To samo mo»na uzyska¢, korzystaj¡c z de�nicji ró»nicz-
ki zupeªnej tak, jak w rozdziale 1. Przy czym teraz podali±my w peªni formalne uzasadnienie
odno±nie caªkowania. Jest to praktyczny sposób szukania rozwi¡za« równa« o zmiennych roz-
dzielonych.

Przykªad 2.1. Rozwi¡za¢ równanie

x′ = (t+ 1)(x− 2). (2.6)

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Funkcja g(x) = x− 2 zeruje si¦, gdy x = 2. Zatem x(t) ≡ 2 jest rozwi¡zaniem.
2◦ Niech g(x) ̸= 0, czyli x ̸= 2. Poszukajmy rozwi¡za« x(t) ̸= 2 w ka»dym punkcie okre±lo-

no±ci. Obliczamy: ∫ dx

x− 2
=
∫
(t+ 1) dt,

ln |x− 2| = 1
2
t2 + t+ C.

2.2 Równanie jednorodne

Równanie ró»niczkowe postaci

x′ = f
(
x

t

)
, (2.7)

gdzie funkcja f : R ⊃ Ũ → R jest dana, nazywamy równaniem jednorodnym.
Aby rozwi¡za¢ równanie (2.7), stosujemy podstawienie

y =
x

t
, y = y(t).
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Ró»niczkujemy:
x = ty,

x′ = y + ty′

i otrzymujemy równanie
y + ty′ = f(y),

a po przeksztaªceniu równanie o zmiennych rozdzielonych

y′ =
1
t

(
f(y)− y

)
. (2.8)

Przykªad 2.2. Rozwi¡za¢ równanie

x′ =
t+ x
t
+
(
x

t

)2
. (2.9)

Po przeksztaªceniu otrzymujemy równanie jednorodne

x′ = 1 +
x

t
+
(
x

t

)2
.

Robimy podstawienie y = x
t
i mamy

y + ty′ = 1 + y + y2,

a po uproszczeniu i rozdzieleniu zmiennych

dy

1 + y2
=
dt

t
.

St¡d po scaªkowniu
arctgy = ln |t|+ C

lub równowa»nie
y = tg (ln |t|+ C).

Finalnie, w zmiennych wyj±ciowych, rozwi¡zanie ma posta¢

x = t tg (ln |t|+ C).

2.3 Równanie wymierne

Równanie ró»niczkowe postaci

x′ = f
(
a1t+ b1x+ c1
a2t+ b2x+ c2

)
(2.10)

gdzie funkcja f : R ⊃ Ũ → R i staªe ai, bi, ci, i = 1, 2 s¡ dane, nazywamy równaniem wymier-
nym.

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Rozpatrzmy przypadek, gdy c1 = c2 = 0. W równaniu (2.10) dzielimy licznik i mianownik

przez t i dostajemy równanie jednorodne

x′ = f
(
a1 + b1 xt
a2 + b2 xt

)
. (2.11)
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2◦ Przeanalizujmy teraz przypadek, gdy c1 ̸= 0 lub c2 ̸= 0. Musimy zbada¢ dwa przypadki
ze wzgl¦du na warto±¢ wyznacznika macierzy wspóªczynników ai, bi, i = 1, 2.
1) W pierwszym przypadku niech ∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = 0.
A to oznacza, »e ∣∣∣∣∣ a1t b1x

a2t b2x

∣∣∣∣∣ = tx
∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣ = 0
dla dowolnych t, x ∈ R. St¡d wektory (a1t, b1x) i (a2t, b2x) s¡ liniowo zale»ne, co oznacza, »e
istnieje λ ∈ R taka, »e λ(a1t, b1x) = (a2t, b2x) lub w formie skalarnej{

λa1t = a2t
λb1x = b2x

.

Je±li wi¦c poªo»ymy y = a1t + b1x, to po dodaniu stronami równa« w powy»szym ukªadzie
mamy, »e λy = a2t+b2x. Przyjmijmy, »e y jest funkcj¡ zmiennej t. Obliczamy pierwsz¡ pochodn¡
y′ = a1+b1x′ i w efekcie otrzymujemy szczególny przypadek równania o zmiennych rozdzielonych

y′ = a1 + b1f
(
y + c1
λy + c2

)
. (2.12)

2) Niech teraz ∣∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣∣ ̸= 0.
Ten przypadek jest najtrudniejszy. Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, »e ukªad rów-
na« algebraicznych {

a1t+ b1x+ c1 = 0
a2t+ b2x+ c2 = 0

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie, które oznaczamy przez (t, x) = (α, β). Wprowadzamy nowe
zmienne za pomoc¡ wzorów:

t = u+ α, x = v + β,

gdzie v = v(u). Na podstawie twierdzenia o ró»niczkowaniu zªo»enia i zale»no±ci du
dt
= 1,

prawdziwe s¡ równo±ci
dx

dt
=
dv

dt
=
dv

du

du

dt
=
dv

du
.

Zauwa»my jeszcze, »e

a1t+ b1x+ c1 = a1(u+ α) + b1(v + β) + c1
= a1u+ b1v + (a1α + b1β + c1)
= a1u+ b1v

i po analogicznym rachunku

a2t+ b2x+ c2 = a2u+ b2v.

W konsekwencji dochodzimy do równania

dv

du
= f

(
a1u+ b1v
a2u+ b2v

)
,

a po podzieleniu licznika i mianownika przez u do równania jednorodnego

dv

du
= f

(
a1 + b1 vu
a2 + b2 vu

)
. (2.13)
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Przykªad 2.3. Rozwi¡za¢ równanie

x′ =
t+ x
t− 2x

. (2.14)

Sprawdzamy, »e c1 = c2 = 0. Dzielimy licznik i mianownik prawej strony przez t, co prowadzi
do równania jednorodnego

x′ =
1 + x

t

1− 2x
t

.

Podstawiamy

y =
x

t

i otrzymujemy równanie

y + ty′ =
1 + y
1− 2y

,

a po przeksztaªceniu równanie o zmiennych rozdzielonych

y′ =
1
t

2y2 + 1
1− 2y

.

Obliczamy: ∫ 1− 2y
2y2 + 1

dy =
∫ dt

t
,

1
2

∫ dy

y2 +
(
1√
2

)2 − 12
∫ 4y
2y2 + 1

= ln |t|,

√
2
2
arctg(

√
2y)− 1

2
ln (2y2 + 1) = ln |t|+ C.

1√
2
arctg

(√
2
x

t

)
−1
2
ln
(
2
(x
t

)2
+1
)
= ln |t|+ C.

Przykªad 2.4. Rozwi¡za¢ równanie

x′ =
t+ x

3t+ 3x− 4
. (2.15)

Tym razem c1 = 0, c2 = −4 ̸= 0 i
∣∣∣∣∣ 1 13 3

∣∣∣∣∣ = 0. Podstawiamy

y = t+ x

i dochodzimy do zredukowanego równania o zmiennych rozdzielonych

y′ = 1 +
y

3y − 4
,

które po przeksztaªceniu ma posta¢

y′ = 4
y − 1
3y − 4

.

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Funkcja g(y) = y−1

3y−4 zeruje si¦, gdy y = 1. Zatem funkcja y(t) ≡ 1 jest rozwi¡zaniem
powy»szego równania, a wi¦c t+ x = 1 jest rozwi¡zaniem równania (2.15).
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2◦ Niech g(y) ̸= 0, co oznacza, »e y ̸= 1. Poszukajmy rozwi¡za« takich, »e t + x ̸= 1. Po
prostych obliczeniach mamy: ∫ 3y − 4

y − 1
dy = 4

∫
dt,

3
∫
dy −

∫ dy

y − 1
= 4t,

3y − ln |y − 1| = 4t+ C,

3(t+ x)− ln |t+ x− 1| = 4t+ C.

Przykªad 2.5. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania

x′ = 2
(

x+ 2
t+ x− 1

)2
. (2.16)

Mamy: c1 = 2 ̸= 0, c2 = −1 ̸= 0 i
∣∣∣∣∣ 0 11 1

∣∣∣∣∣ = −1 ̸= 0. Para (α, β) = (3,−2) jest jedynym

rozwi¡zaniem ukªadu równa« {
x+ 2 = 0
t+ x− 1 = 0 .

Wykonujemy podstawienie:
t = u+ 3, x = v − 2.

W nowym zmiennych badane równanie ma posta¢

dv

du
= 2

(
v

u+ v

)2
,

a po podzieleniu licznika i mianownika przez u otrzymujemy równanie jednorodne

dv

du
= 2

(
v
u

1 + v
u

)2
.

Robimy kolejne podstawienie
y =

v

u
,

gdzie y = y(u). Nast¦pnie ró»niczkujemy i wstawiamy do równania:

v = uy,

dv

du
= y + u

dy

du
,

y + u
dy

du
=
2y2

(1 + y)2
,

u
dy

du
=
2y2 − y(1 + y)2

(1 + y)2
,

dy

du
= −1

u

y(1 + y2)
(1 + y)2

.

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦. Funkcja g(y) = y(1+y2)

(1+y)2 zeruje si¦, gdy y = 0. W zwi¡zku z tym funkcja y(u) ≡ 0 jest
rozwi¡zaniem tego równania. A to jest równowa»ne temu, »e v(u) ≡ 0 i w efekcie x(t) ≡ −2
jest rozwi¡zaniem równania wyj±ciowego.
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2◦. Niech g(y) ̸= 0, czyli y ̸= 0. Poszukajmy rozwi¡za« takich, »e x(t) ̸= −2. Rozdzielenie
zmiennych, rozkªad na uªamki proste i scaªkowanie prowadzi nas do celu:

∫ (1 + y)2
y(1 + y2)

dy = −
∫ du

u
,

∫ dy

y
+ 2

∫ dy

1 + y2
dy = −

∫ du

u
,

ln |y|+ 2arctgy = − ln |u|+ C,

ln
∣∣∣∣x+ 2t− 3

∣∣∣∣+ 2arctgx+ 2t− 3
= − ln |t− 3|+ C.

2.4 Równanie liniowe

Równanie ró»niczkowe

x′ = a(t)x+ b(t), (2.17)

gdzie funkcje a, b : R ⊃ I → R s¡ dane, nazywamy równaniem liniowym. Gdy b(t) ≡ 0, t ∈ I,
to mówimy, »e (2.17) jest równaniem liniowym jednorodnym (RLJ)

x′ = a(t)x, (2.18)

w przeciwnym razie - równaniem liniowym niejednorodnym (RLN). Je±li (2.17) jest równaniem
niejednorodnym (RLN), to (2.18) nazywamy równaniem jednorodnym (RLJ) z nim skojarzo-
nym.

Twierdzenie 2.1. Je±li funkcja a : R ⊃ I → R jest ci¡gªa, to rozwi¡zanie ogólne RLJ dane
jest wzorem

x(t) = Ce
∫ t
t0
a(s)ds

, t ∈ I, (2.19)

gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone, C ∈ R, i s¡ to wszystkie rozwi¡zania tego równania na I.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e ka»da funkcja okre±lona wzorem (2.19) zale»y od parame-
tru C ∈ R i jest rozwi¡zaniem równania (2.18), gdy ustalimy C. Rzeczywi±cie,

x′(t) = Ce
∫ t
t0
a(s)ds

a(t) = a(t)x(t), t ∈ I.

Poka»emy teraz, »e ka»de rozwi¡zanie ϕ równania (2.18) w przedziale I jest postaci (2.19),
tzn. »e istnieje staªa C ∈ R taka, »e

ϕ(t) = Ce
∫ t
t0
a(s)ds

, t ∈ I. (2.20)

Niech ϕ b¦dzie rozwi¡zaniem równania (2.18) w przedziale I, ró»nym od zera w ka»dym
punkcie t ∈ I. Wobec tego

ϕ′(t) = a(t)ϕ(t), t ∈ I,

a po podzieleniu przez ϕ(t) i po scaªkowaniu

∫ t
t0

ϕ′(s)
ϕ(s)

ds =
∫ t
t0
a(s)ds, t ∈ I,
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gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone. Bior¡c pod uwag¦ wªasno±¢ Darboux dla funkcji ci¡gªych,
mamy:

ln |ϕ(t)| = ln |ϕ(t0)|+
∫ t
t0
a(s)ds, t ∈ I,

ϕ(t) = ϕ(t0)e
∫ t
t0
a(s)ds

, t ∈ I.

Kªadziemy C := ϕ(t0).
Je±li ϕ(t) ≡ 0, t ∈ I, to kªadziemy C := 0.
Zauwa»my jeszcze, »e rozwi¡zania zerowego nie mo»na sklei¢ w »adnym punkcie t1 ∈ I z

jakimkolwiek rozwi¡zaniem niezerowym ϕ(t) = ϕ(t0)e
∫ t
t0
a(s)ds

, gdy» wtedy musiaªyby zachodzi¢

równo±ci 0 = limt→t1 ϕ(t) = ϕ(t0)e
∫ t1
t0
a(s)ds

, a tym samym ϕ(t0) = 0 i ϕ(t) ≡ 0, t ∈ I, co przeczy
niezerowo±ci ϕ. Oczywi±cie jakiegokolwiek rozwi¡zania dodatniego i ujemnego te» nie mo»na
sklei¢ ze sob¡ w »adnym punkcie, rozumuj¡c jak wy»ej, co ko«czy dowód.

Wniosek 2.1. Je±li funkcja a : R ⊃ I → R jest ci¡gªa, to zbiór rozwi¡za« RLJ z dziaªaniem
dodawania funkcji i mno»enia ich przez liczby rzeczywsite jest jednowymiarow¡ przestrzeni¡
wektorow¡ nad ciaªem liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 2.2. Je±li xj jest rozwi¡zaniem ogólnym RLJ skojarzonego z RLN okre±lonym
na przedziale Ĩ ⊂ I, za± xs jest jakim± rozwi¡zaniem szczególnym RLN okre±lonym na Ĩ, to
rozwi¡zanie ogólne RLN na Ĩ dane jest wzorem

x = xj + xs, (2.21)

i s¡ to wszystkie rozwi¡zania tego równania na Ĩ.

Dowód. Zaªó»my, »e rozwi¡zania xj i xs istniej¡ na przedziale Ĩ ⊂ I. Ka»da funkcja postaci
(2.21) zale»y od parametru C ∈ R i jest rozwi¡zaniem RLN po ustaleniu C, gdy»

P = a(t)x(t) + b(t) = a(t)
(
xj(t) + xs(t)

)
+b(t) = a(t)xj(t) +

(
a(t)xs(t) + b(t)

)
= x′j(t) + x

′
s(t) =

(
xj + xs

)′
(t) = x′(t) = L, t ∈ Ĩ .

Niech teraz ϕ b¦dzie dowolnym rozwi¡zaniem RLN okre±lonym na przedziale Ĩ. Zapropo-
nujmy xj := ϕ− xs. Istotnie, tak zde�niowane xj jest rozwi¡zaniem RLJ skojarzonego z RLN,
poniewa»

ϕ′(t) = a(t)ϕ(t) + b(t), t ∈ Ĩ ,
x′s(t) = a(t)xs(t) + b(t), t ∈ Ĩ ,

a po odj¦ciu stronami

L = x′j(t) =
(
ϕ− xs

)′
(t) = ϕ′(t)− x′s(t) = a(t)

(
ϕ− xs

)
(t) = a(t)xj(t) = P, t ∈ Ĩ .

Zatem ϕ = xj + xs i dowód jest sko«czony.

Uwaga 2.1. Czasami rozwi¡zanie ogólne równa« liniowych RLJ lub RLN de�niowane jest jako
zbiór wszystkich ich rozwi¡za«.
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Pojawia si¡ naturalne pytanie: Jak wyznaczy¢ rozwi¡zanie szczególne xs RLN? Jednym ze
sposobów jest metoda uzmienniania staªej. Zaªó»my, »e funkcje a, b : R ⊃ I → R s¡ ci¡gªe.
Na podstawie twierdzenia 2.1 wnioskujemy, »e

xj(t) = Ce
∫ t
t0
a(s)ds

, t ∈ I. (2.22)

Zaproponujmy

xs(t) = C(t)e
∫ t
t0
a(s)ds

, t ∈ I, (2.23)

gdzie C : I → R jest funkcj¡ klasy C1, a nie staª¡, jak we wzorze (2.22). St¡d te» nazwa metody.
Czy taka funkcja C(t) istnieje, a je±li tak, to jak j¡ efektywnie wyznaczy¢? Zró»niczkujmy xs
ze wzoru (2.23)

x′s(t) = C
′(t)e

∫ t
t0
a(s)ds
+ C(t)e

∫ t
t0
a(s)ds

a(t), t ∈ I

i wstawmy do równania RLN

C ′(t)e
∫ t
t0
a(s)ds
+ C(t)e

∫ t
t0
a(s)ds

a(t) = a(t)C(t)e
∫ t
t0
a(s)ds
+ b(t), t ∈ I.

Po uproszczeniu

C ′(t)e
∫ t
t0
a(s)ds

= b(t), t ∈ I

i w efekcie

C(t) =
∫ t
t0
b(τ)e

−
∫ τ
t0
a(s)ds

dτ, t ∈ I.

Regularno±¢ funkcji C(t) wynika z twierdzenia Newtona-Leibniza.

Uwaga 2.2. W praktyce wygodnie jest korzysta¢ ze wzorów:

xj(t) = Ce
∫
a(t)dt,

xs(t) = C(t)e
∫
a(t)dt,

C ′(t)e
∫
a(t)dt = b(t),

gdzie przez symbol
∫
a(t)dt rozumiemy tutaj jak¡± jedn¡ funkcj¦ pierwotn¡ funkcji a.

Przykªad 2.6. Wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne liniowego równania niejednorodnego

x′ = (tg t)x+ cos t. (2.24)

Najpierw znajd¹my rozwi¡zanie ogólne skojarzonego z nim równania jednorodnego

x′ = (tg t)x. (2.25)

Obliczamy:

xj = Ce
∫
tgt dt = Ce− ln | cos t| = C

1
| cos t|

, C ∈ R,

xj = C
1
cos t

, C ∈ R
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(zamiast pisa¢ ±C pozostawili±my C, bowiem jest to staªa dowolna). Rozwi¡zanie szczególne
równania niejednorodnego b¦dzie mie¢ posta¢

xs = C(t)
1
cos t

,

gdzie szukana funkcja C(t) speªnia zwi¡zek

C ′(t)
1
cos t
= cos t,

czyli

C(t) =
∫
cos2 t dt.

Powy»sz¡ caªk¦ mo»na bez trudu obliczy¢, korzystaj¡c z elementarnych wzorów trygonome-
trycznych: ∫ (

cos2 t+ sin2 t
)
dt =

∫
dt = t+ C,∫ (

cos2 t− sin2 t
)
dt =

∫
cos 2t dt =

1
2
sin 2t+ C,

a po dodaniu stronami i podzieleniu przez 2 mamy∫
cos2 t dt =

1
2
t+
1
4
sin 2t+ C

(i znowu zamiast pisa¢ odpowiednio C1, C2 i C1+C22 napisali±my po prostu C, bo jest to staªa
dowolna). Poniewa» potrzebujemy jednej funkcji C(t), przyjmujemy np. C = 0 i otrzymujemy

C(t) =
1
2
t+
1
4
sin 2t.

Zatem
xs =

(1
2
t+
1
4
sin 2t

) 1
cos t

i funkcja

x =
(
C +
1
2
t+
1
4
sin 2t

) 1
cos t

jest rozwi¡zaniem ogólnym równania (2.24).

2.5 Równanie Bernoulliego

Równanie ró»niczkowe

x′ = a(t)x+ b(t)xα, (2.26)

gdzie funkcje a, b : R ⊃ I → R i staªa α ∈ R\{0, 1} s¡ dane, nazywamy równaniem Bernoulliego.
Je±li α > 0, to funkcja x(t) ≡ 0, t ∈ I jest rozwi¡zaniem równania (2.26).
Poszukajmy rozwi¡za« x(t) ̸= 0 dla ka»dego t ∈ I. Równanie (2.26) mno»ymy przez x−α:

x′x−α = a(t)x1−α + b(t).

Nast¦pnie podstawiamy
y = x1−α, y = y(t),

obliczamy pochodn¡
y′ = (1− α)x−αx′

i otrzymujemy równanie liniowe

y′ = (1− α)a(t)y + (1− α)b(t).
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Przykªad 2.7. Rozwi¡za¢ równanie

x′ =
4
t
x+ tx

1
2 . (2.27)

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Funkcja x(t) ≡ 0 jest rozwi¡zaniem.
2◦ Poszukajmy rozwi¡za« x(t) > 0. Po pomno»eniu przez x−

1
2 mamy

x′x−
1
2 =
4
t
x
1
2 + t.

Podstawienie

y = x
1
2

sprowadza badane równanie do niejednorodnego równania liniowego

y′ =
2
t
y +
1
2
t.

Caªk¡ ogóln¡ skojarzonego równania jednorodnego jest funkcja

yj = Ct2, C ∈ R.

Znajd¹my caªk¦ szczególn¡ równania niejednorodnego, uzmienniaj¡c staª¡, tj.

ys = C(t)t2.

Po podstawieniu do tego równania i po redukcji otrzymujemy zwi¡zek

C ′(t)t2 =
1
2
t,

a st¡d

C(t) =
1
2
ln |t|.

Zatem

ys =
1
2
t2 ln |t|

i caªka ogólna równania niejednorodnego ma posta¢

y =
(
C +
1
2
ln |t|

)
t2, C ∈ R.

Uwzgl¦dniaj¡c podstawienie, funkcja

x =
(
C +
1
2
ln |t|

)2
t4, C ∈ R

jest rozwi¡zaniem równania wyj±ciowego.
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2.6 Równanie zupeªne. Czynnik caªkuj¡cy

Równanie ró»niczkowe
P (t, x) +Q(t, x)x′ = 0, (2.28)

gdzie P,Q : R2 ⊃ D → R s¡ zadanymi funkcjami okre±lonymi w obszarze D, nazywamy
równaniem zupeªnym, gdy istnieje funkcja F : D → R taka, »e jej ró»niczka zupeªna pierwszego
rz¦du jest postaci

dF = P (t, x)dt+Q(t, x)dx.

Inaczej mówi¡c, oznacza to, »e pole wektorowe (P,Q) jest potencjalne, tzn. »e istnieje pole
skalarne F : D → R takie, »e

∇F = (P,Q),

lub równowa»nie w zapisie skalarnym{
∂F (t,x)
∂t
= P (t, x)

∂F (t,x)
∂x
= Q(t, x)

(2.29)

dla (t, x) ∈ D. Funkcj¦ F nazywa si¦ potencjaªem pola (P,Q) i jest to uogólnienie poj¦cia funkcji
pierwotnej funkcji jednej zmiennej. Równanie (2.28) zapisuje si¦ cz¦sto w postaci ró»niczkowej

P (t, x)dt+Q(t, x)dx = 0.

Mówimy wtedy, »e równanie to jest zupeªne, gdy jego lewa strona jest ró»niczk¡ zupeªn¡ pierw-
szego rz¦du funkcji F .

Rozwi¡zanie równania zupeªnego (2.28) dane jest w postaci uwikªanej

F (t, x) = C. (2.30)

Rzeczywi±cie, po wyznaczeniu funkcji uwikªanej x = x(t) z równania (2.30) i zró»niczkowaniu
wyra»enia F (t, x(t)) = C wzgl¦dem zmiennej t, otrzymujemy to»samo±¢

∂F (t, x(t))
∂t

+
∂F (t, x(t))

∂x
x′(t) = 0.

Uwzgl¦dniaj¡c zwi¡zek (2.29), funkcja x jest rozwi¡zaniem równania (2.28).

Twierdzenie 2.3. Je±li D jest obszarem jednospójnym i P,Q ∈ C1(D), to równanie (2.28) jest
zupeªne wtedy i tylko wtedy, gdy

∂P (t, x)
∂x

=
∂Q(t, x)
∂t

, (t, x) ∈ D. (2.31)

Dowód. Najpierw udowodnimy, »e je±li równanie (2.28) jest zupeªne, to prawdziwa jest
to»samo±¢ (2.31). Przypu±¢my wi¦c, »e równanie (2.28) jest zupeªne. A to oznacza, »e istnieje
funkcja F , która speªnia ukªad równa« (2.29). Ró»niczkuj¡c pierwsz¡ równo±¢ w (2.29) wzgl¦-
dem x, a drug¡ wzgl¦dem t, otrzymujemy

∂

∂x

(
∂F (t, x)
∂t

)
=
∂P (t, x)
∂x

,
∂

∂t

(
∂F (t, x)
∂x

)
=
∂Q(t, x)
∂t

, (t, x) ∈ D.

Ale z zaªo»enia P,Q ∈ C1(D), dlatego F ∈ C2(D). Na podstawie twierdzenia Schwarza o
równo±ci pochodnych mieszanych lewe strony s¡ równe, zatem i prawe strony s¡ równe, czyli
wzór (2.31) zachodzi.
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Teraz uzasadnimy implikacj¦ w drug¡ stron¦. Zaªó»my, »e speªniona jest równo±¢ (2.31). Ob-
szar jednospójny D na pªaszczy¹nie ma t¦ wªasno±¢, »e je±li dowolna krzywa zamkni¦ta zwykªa
l (inaczej krzywa zamkni¦ta Jordana), tj. krzywa zamkni¦ta kawaªkami gªadka bez punktów
wielokrotnych, zawiera si¦ w tym obszarze, to i obszar wewn¦trzny D1 ni¡ ograniczony zawiera
si¦ w tym obszarze. Wªasno±¢ t¦ mo»na uwa»a¢ za de�nicj¦ jednospójno±ci na pªaszczy¹nie.
Niech l b¦dzie dowoln¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ zwykª¡ zawart¡ w D. Na podstawie twierdzenia Gre-
ena i wzoru (2.31) caªka krzywoliniowa skierowana z pola wektorowego (P,Q) po krzywej l jest
równa zeru: ∮

l

P (t, x)dt+Q(t, x)dx =
∫ ∫
D1

(
∂Q

∂t
− ∂P

∂x

)
dtdx = 0.

St¡d wynika, »e caªka krzywoliniowa skierowana∮
l̃

P (t, x)dt+Q(t, x)dx = 0

po ka»dej krzywej zamkni¦tej kawaªkami gªadkiej l̃ zawartej w D, gdy» ka»d¡ tak¡ krzyw¡
mo»na rozbi¢ na sko«czenie wiele krzywych zamkni¦tych zwykªych kawaªkami gªadkich. Zatem
pole wektorowe (P,Q) jest potencjalne w obszarze D, co jest równowa»ne temu, »e równanie
(2.28) jest zupeªne.

Przykªad 2.8. Rozwi¡za¢ równanie

( x

cos2 tx
+ sin t

)
dt+

( t

cos2 tx
+ sinx

)
dx = 0. (2.32)

Poªó»my

P (t, x) =
x

cos2 tx
+ sin t, Q(t, x) =

t

cos2 tx
+ sinx.

Sprawdzamy, »e

∂P (t, x)
∂x

=
∂Q(t, x)
∂t

=
cos2 tx+ tx sin 2tx

cos4 tx
.

Zatem równanie (2.32) jest zupeªne w dowolnym obszarze D ⊂ R2 \ {(t, x) ∈ R2 : tx =
π
2 + kπ, k ∈ Z} na mocy twierdzenia 2.3. Szukamy funkcji F speªniaj¡cej ukªad równa«

{
∂F (t,x)
∂t
= x
cos2 tx + sin t

∂F (t,x)
∂x
= t
cos2 tx + sinx

(2.33)

dla (t, x) ∈ D. Caªkuj¡c wzgl¦dem t pierwsze równanie w (2.33), otrzymujemy

F (t, x) = tg tx− cos t+ ϕ(x).

Nast¦pnie z drugiego równania w (2.33) mamy

t

cos2 tx
+ ϕ′(x) =

t

cos2 tx
+ sinx.

A st¡d
ϕ′(x) = sin x

i po scaªkowaniu
ϕ(x) = − cosx.
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Zatem
F (t, x) = tg tx− cos t− cosx,

a szukane rozwi¡zanie równania (2.32) mo»na zapisa¢ w postaci uwikªanej

tg tx− cos t− cosx = C.

Oczywi±cie to samo mo»na uzyska¢, caªkuj¡c wzgl¦dem x drugie równanie w (2.33), przy czym
ϕ(x) zast¦pujemy wtedy przez ϕ(t), które obliczamy z pierwszego równania w (2.33).

Warto zwróci¢ uwag¦, »e zarówno równanie

dx

dt
= −x+ sin t cos

2 tx

t+ sinx cos2 tx
,

jak i równanie
dt

dx
= −t+ sinx cos

2 tx

x+ sin t cos2 tx

generowane przez (2.32) s¡ trudne i w zasadzie nie wiadomo w jaki sposób mo»na by je rozwi¡-
za¢.

Je±li równanie (2.28) nie jest zupeªne, to mo»na próbowa¢ je przeksztaªci¢ w sposób równo-
wa»ny do równania zupeªnego, mno»¡c obustronnie przez odpowiedni¡ funkcj¦.

De�nicja 2.1. Czynnikiem caªkuj¡cym równania (2.28) nazywamy funkcj¦ µ : D → R,
µ(t, x) ̸= 0 dla (t, x) ∈ D, tak¡, »e równanie

µ(t, x)P (t, x) + µ(t, x)Q(t, x)x′ = 0 (2.34)

jest zupeªne.

Cz¦sto udaje si¦ znale¹¢ czynnik caªkuj¡cy nie w obszarze D, ale w jakim± mniejszym
obszarze D1 ⊂ D.

Przedstawimy teraz sposób wyznaczania czynnika caªkuj¡cego µ. Niech D b¦dzie obszarem
jednospójnym i P,Q ∈ C1(D). Szukamy µ ∈ C1(D). Na mocy twierdzenia 2.3, równanie (2.34)
jest zupeªne wtedy i tylko wtedy, gdy

∂(µP )(t, x)
∂x

=
∂(µQ)(t, x)

∂t
, (t, x) ∈ D.

Po zró»niczkowaniu otrzymujemy trudne równanie ró»niczkowe cz¡stkowe pierwszego rz¦du z
funkcj¡ niewiadom¡ µ

∂µ

∂x
P (t, x) + µ

∂P (t, x)
∂x

=
∂µ

∂t
Q(t, x) + µ

∂Q(t, x)
∂t

,

które po pogrupowaniu przyjmuje posta¢

∂µ

∂x
P (t, x)− ∂µ

∂t
Q(t, x) = µ

(
∂Q(t, x)
∂t

− ∂P (t, x)
∂x

)
.

Zaproponujmy jak¡± funkcj¦ w ∈ C1(D,R) i poszukajmy (µ ◦ w)(t, x). Wówczas

µ′
(
∂w(t, x)
∂x

P (t, x)− ∂w(t, x)
∂t

Q(t, x)
)
= µ

(
∂Q(t, x)
∂t

− ∂P (t, x)
∂x

)
,
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a po podzieleniu

µ′

µ
=

∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x
∂w(t,x)
∂x

P (t, x)− ∂w(t,x)
∂t

Q(t, x)
.

Je±li prawa strona w powy»szej relacji jest funkcj¡ zmniennej w, tzn. gdy funkcja

Ψ(w) :=
∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x
∂w(t,x)
∂x

P (t, x)− ∂w(t,x)
∂t

Q(t, x)
(2.35)

jest dobrze okre±lona, to czynnik caªkuj¡cy µ◦w istnieje. Wtedy wystarczy rozwi¡za¢ równanie
ró»niczkowe zwyczajne

µ′

µ
= Ψ(w), (2.36)

czyli: ∫ dµ

µ
=
∫
Ψ(w) dw,

ln |µ| =
∫
Ψ(w) dw,

µ(w) = Ce
∫
Ψ(w) dw, C ̸= 0.

Najprostsza jest sytuacja, gdy w = t lub w = x. Poci¡ga to za sob¡ redukcj¦ funkcji Ψ
odpowiednio do postaci:

Ψ(t) :=
∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x

−Q(t, x)
, (2.37)

Ψ(x) :=
∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x

P (t, x)
. (2.38)

Przykªad 2.9. Znale¹¢ rozwi¡zanie równania(
t2x3 + x

)
dt+

(
t3x2 − t

)
dx = 0. (2.39)

Poªó»my
P (t, x) = t2x3 + x, Q(t, x) = t3x2 − t.

Poniewa»
∂P (t, x)
∂x

= 3t2x2 + 1,
∂Q(t, x)
∂t

= 3t2x2 − 1,

wi¦c równanie (2.39) nie jest zupeªne w »adnym obszarze D ⊂ R2. Równanie to nie ma czynnika
caªkuj¡cego µ zale»nego tylko od jednej zmiennej, gdy» kªad¡c w = t, mamy

∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x

−Q(t, x)
=

−2
−(t3x2 − t)

̸= Ψ(t),

a kªad¡c w = x, mamy

∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x

P (t, x)
=
−2

t2x3 + x
̸= Ψ(x).
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Zaproponujmy w = tx. Teraz otrzymujemy, »e

∂Q(t,x)
∂t
− ∂P (t,x)

∂x
∂w(t,x)
∂x

P (t, x)− ∂w(t,x)
∂t

Q(t, x)
=
−2
2tx
= − 1

w
= Ψ(w),

co oznacza istnienie czynnika caªkuj¡cego

µ(w) = Ce−
∫
dw
w = Ce− ln |w| = C

1
|w|

, C ̸= 0.

Poªó»my µ = 1
tx
. Po pomno»eniu równania (2.39) przez tak¡ funkcj¦ µ otrzymujemy równanie

zupeªne (
tx2 +

1
t

)
dt+

(
t2x− 1

x

)
dx = 0

w dowolnym obszarze D ⊂ R2 \ {(t, x) ∈ R2 : tx = 0}. Post¦puj¡c analogicznie jak w przy-
kªadzie 2.8, znajdujemy jego rozwi¡zanie, a wi¦c i rozwi¡zanie równania wyj±ciowego (2.39), w
postaci uwikªanej

1
2
t2x2 + ln |t| − ln |x| = C.

2.7 Równanie Clairauta

Równaniem Clairauta nazywamy równanie

x = tx′ + g(x′), (2.40)

gdzie funkcja g : R ⊃ I → R jest dana.
Zaªó»my, »e równanie (2.40) ma rozwi¡zanie x, które ma drug¡ pochodn¡ x′′ i funkcja g jest

ró»niczkowalna. Aby je znale¹¢, zró»niczkujmy to równanie wzgl¦dem t. Wówczas otrzymujemy
równanie

x′ = x′ + tx′′ + g′(x′)x′′,

a po redukcji

x′′(t+ g′(x′)) = 0.

Chcemy rozwi¡za¢ ukªad równa« {
x′′(t+ g′(x′)) = 0
x = tx′ + g(x′)

. (2.41)

Ukªad ten rozpada si¦ na dwa prostsze ukªady{
x′′ = 0
x = tx′ + g(x′)

, (2.42)

{
t+ g′(x′) = 0
x = tx′ + g(x′)

. (2.43)

W ukªadzie (2.42) z pierwszego równania obliczamy x′ = C, podstawiamy t¦ wielko±¢ do dru-
giego równania i otrzymujemy jednoparametrow¡ rodzin¦ prostych

x = Ct+ g(C) (2.44)
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z parametrem C, które s¡ rozwi¡zaniami (2.40). Z ukªadu (2.43) uzyskujemy rozwi¡zanie rów-
nania Clairauta w postaci parametrycznej{

t(p) = −g′(p)
x(p) = −g′(p)p+ g(p) (2.45)

z parametrem p, który jest efektem podstawienia x′ = p. Rozwi¡zanie to jest osobliwe i takie,
»e problem Cauchy'ego zwykle nie ma jednoznaczno±ci rozwi¡zania w ka»dym punkcie jego
wykresu. Ma to miejsce np. wtedy, gdy jego wykres jest tzw. obwiedni¡ jednoparametrowej
rodziny prostych (2.44).

De�nicja 2.2. Krzyw¡ l nazywamy obwiedni¡ rodziny krzywych Φ(t, x;C) = 0, gdy jest ona
styczna w ka»dym swoim punkcie do co najmniej jednej krzywej z tej rodziny i ka»da krzywa
z tej rodziny jest styczna do l w jakim± punkcie.

Twierdzenie 2.4. Je±li w równaniu (2.40) pochodna g′′(p) jest staªego znaku i g′′(p) ̸≡ 0, to
krzywa parameytryczna (2.45) jest obwiedni¡ jednoparametrowej rodziny prostych (2.44).

Dowód. Poniewa» g′′ ma staªy znak i nie jest to»samo±ciowo równa zeru, wi¦c g′ jest silnie
monotoniczna, a co za tym idzie g′ jest ró»nowarto±ciowa. Krzywa parametryczna (2.45) jest
generowana przez ukªad (2.43), z czego wnioskujemy, »e

x′(t) = (g′)−1(−t)

i rozwa»an¡ krzyw¡ mo»na zapisa¢ jawnym wzorem

x(t) = t(g′)−1(−t) + g
(
(g′)−1(−t)

)
.

Ustalmy dowolny punkt (t0, x(t0)) nale»¡cy do krzywej x(t). Poszukajmy prostej z rodziny
(2.44) stycznej do tej krzywej w tym punkcie. Korzystaj¡c ze znanego wzoru na styczn¡

x = x′(t0)(t− t0) + x(t0),

mamy w naszym przypadku:

x = (g′)−1(−t0)(t− t0) + t0(g′)−1(−t0) + g
(
(g′)−1(−t0)

)
,

x = (g′)−1(−t0)t+ g
(
(g′)−1(−t0)

)
.

Wystarczy poªo»y¢
C := (g′)−1(−t0).

Teraz ustalmy dowoln¡ prost¡ z rodziny (2.44) i znajd¹my punkt (t0, x(t0)) nale»¡cy do
krzywej x(t), w którym ta prosta jest do niej styczna. Zaproponujmy

t0 := −g′(C).

A st¡d
C = (g′)−1(−t0).

Zatem zadan¡ prost¡ mo»emy zapisa¢ wzorem

x = (g′)−1(−t0)t+ g
(
(g′)−1(−t0)

)
.

Rozumuj¡c jak wy»ej, wnioskujemy, »e jest ona styczna do krzywej x(t) w punkcie (t0, x(t0)).
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Przykªad 2.10. Rozwi¡za¢ równanie

x = tx′ + (x′)2. (2.46)

Ró»niczkuj¡c równanie (2.46) wzgl¦dem t, otrzymujemy równanie

x′′(t+ 2x′) = 0.

Zatem
x′′ = 0 lub t+ 2x′ = 0. (2.47)

Z pierwszego równania w (2.47) wynika, »e x′ = C, a wi¦c rozwi¡zaniem (2.46) jest jednopara-
metrowa rodzina prostych

x = Ct+ C2.

Poszukajmy obwiedni tej rodziny. Kªad¡c x′ = p w drugim równaniu w (2.47), mamy{
t = −2p
x = −2p2 + p2 .

Rugujemy parametr p, obliczaj¡c z pierwszego równania p = −12t i wstawiaj¡c to do równania
drugiego w powy»szym ukªadzie. W ten sposób znajdujemy obwiedni¦ postaci

x = −1
4
t2.

Zwró¢my uwag¦, »e g(p) = p2, a wi¦c pochodna g′′(p) = 2 jest staªego znaku tak, jak zaªo»ono w
twierdzeniu 2.4. Nietrudno sprawdzi¢, »e krzyw¡ caªkow¡ b¦dzie równie» ka»da krzywa powstaªa
z ªuku tej paraboli i stycznej do niej, dana wzorem

xα =
{
−14t

2, t ¬ α
−12αt+

1
4α
2, t > α

oraz

xα =
{
−12αt+

1
4α
2, t ¬ α

−14t
2, t > α

,

gdzie α ∈ R jest dowolnie ustalona.

Przykªad 2.11. Rozwi¡za¢ równanie

x = tx′ + (x′)2 − cosx′. (2.48)

Post¦puj¡c analogicznie jak w przykªadzie 2.10, mamy

x′′(t+ 2x′ + sinx′) = 0.

Zatem jednoparametrowa rodzina prostych i krzywa parametryczna dane s¡ odpowiednio wzo-
rami:

x = Ct+ C2 − cosC,
{
t = −2p− sin p
x = (−2p− sin p)p+ p2 − cos p ,

gdzie po uproszczeniu {
t = −2p− sin p
x = −p2 − p sin p− cos p .

Na podstawie twierdzenia 2.4 krzywa parametryczna równie» jest obwiedni¡ jednoparametrowej
rodziny prostych, gdy» g(p) = p2 − cos p i pochodna g′′(p) = 2 + cos p jest staªego znaku.
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Do równania Clairauta dochodzimy zawsze, gdy poszukujemy krzywej na podstawie wªa-
±ciwo±ci jej stycznej, nie zale»¡cych od punktu styczno±ci. Przy tym, z geometrycznego punktu
widzenia, najbardziej interesuj¡ce jest rozwi¡zanie osobliwe.

Przykªad 2.12. Znale¹¢ wszystkie krzywe, do których styczna tworzy z osiami wspóªrz¦dnych
trójk¡t o staªym polu S. Zakªadamy, »e krzywe i trójk¡t le»¡ w tej samej ¢wiartce ukªadu
wspóªrz¦dnych.

Bez straty ogólno±ci ograniczymy si¦ do pierwszej ¢wiartki ukªadu wspóªrz¦dnych. Oznacz-
my szukan¡ krzyw¡ przez x(t). Styczna do x(t) w dowolnie ustalonym punkcie t0 dana jest
wzorem

x = x′(t0)(t− t0) + x(t0).

Przecina ona osie wspóªrz¦dnych odpowiednio w punktach

t = t0 −
x(t0)
x′(t0)

, x = x(t0)− t0x′(t0).

Wnosimy st¡d, »e

S =
1
2

(
t0 −

x(t0)
x′(t0)

)(
x(t0)− t0x′(t0)

)
.

W dalszym ci¡gu b¦dziemy pisa¢ t, x, x′ zamiast t0, x(t0), x′(t0) i wielko±ci te b¦dziemy trak-
towa¢ jako zmienne. Przeksztaªcaj¡c powy»sze równanie, mamy

−2Sx′ = (x− tx′)2.

Pierwiastkujemy
|x− tx′| =

√
2S
√
−x′

i �nalnie otrzymujemy równanie Clairauta

x = tx′ +
√
2S
√
−x′, (2.49)

bo x′ < 0, co poci¡ga x− tx′ > 0. Po zró»niczkowaniu i redukcji dochodzimy do równania

x′′
(
t−
√
2S

2
√
−x′

)
= 0.

Podobnie jak w poprzednich przykªadach rozwi¡zaniami s¡ odpowiednio jednoparametrowa
rodzina prostych

x = Ct+
√
2S
√
−C (2.50)

i krzywa parametryczna  t =
√
2S

2
√
−p

x = tp+
√
2S
√
−p

,

któr¡ mo»na napisa¢ w postaci  t =
√
2S

2
√
−p

x =
√
2S
2

√
−p

.

Aby wyrugowa¢ parametr p, obliczamy z pierwszego równania
√
−p =

√
2S
2t i wstawiamy do

równania drugiego, co daje nam jawny wzór na »¡dan¡ krzyw¡

x =
S

2t
. (2.51)
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Jest to równanie hiperboli równoosiowej. Znan¡ wªasno±ci¡ dowolnej hiperboli jest staªo±¢ pola
zawartego mi¦dzy asymptotami (tutaj osiami wspóªrz¦dnych), a styczn¡ do hiperboli. Zauwa»-
my, »e równie» tutaj hiperbola jest obwiedni¡ rodziny prostych, bo g(p) =

√
2S
√
−p, p < 0 i

g′′(p) =
√
2S

4p
√
−p < 0. Dodajmy, »e ka»da prosta (2.50) te» ma »¡dan¡ wªasno±¢. A skoro tak, to

ka»da krzywa

xα =
{
S
2t , t ¬ α
− S2α2 t+

S
α
, t > α

(2.52)

oraz

xα =
{
− S2α2 t+

S
α
, t ¬ α

S
2t , t > α

, (2.53)

gdzie α > 0 jest dowolnie ustalona, te» j¡ ma. S¡ to wszystkie szukane krzywe.

2.8 Równanie Lagrange'a

Zwi¡zek postaci

x = tf(x′) + g(x′), (2.54)

gdzie funkcje f, g : R ⊃ I → R, f nie jest identyczno±ci¡, s¡ dane, nazywamy równaniem
Lagrange'a.

Podobnie jak w przypadku równania Clairauta (2.40), zaªó»my, »e równanie (2.54) ma roz-
wi¡zanie x, które ma drug¡ pochodn¡ x′′ i funkcje f , g s¡ ró»niczkowalne. W celu znalezienia
tego rozwi¡zania, na pocz¡tku post¦pujemy tak samo, jak w przypadku równania Clairauta,
czyli ró»niczkujemy to równanie wzgl¦dem t. Mamy wi¦c

x′ = f(x′) + tf ′(x′)x′′ + g′(x′)x′′.

Chcemy rozwi¡za¢ ukªad równa«{
x′ = f(x′) + tf ′(x′)x′′ + g′(x′)x′′,
x = tf(x′) + g(x′).

(2.55)

Podstawmy
x′ = p, p = p(t).

Z pierwszego równania otrzymujemy równanie nieliniowe

p = f(p) + tf ′(p)
dp

dt
+ g′(p)

dp

dt
(2.56)

z funkcj¡ niewiadom¡ p(t). Je±li uda nam si¦ to równanie rozwi¡za¢ i dodatkowo uzyska¢ jawny
wzór na p(t), to rozwi¡zanie ogólne równania (2.54) wyrazi si¦ wzorem

x = tf(p(t)) + g(p(t)). (2.57)

Je±li jednak nie potra�my tego zrobi¢, to mno»ymy równanie (2.56) obustronnie przez dt
dp

i
otrzymujemy równanie liniowe z funkcj¡ niewiadmom¡ t(p),

(p− f(p)) dt
dp
= f ′(p)t+ g′(p). (2.58)
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Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Niech f(p0) = p0 dla pewnych liczb p0 ∈ I. Wówczas ka»da prosta

x = p0t+ g(p0) (2.59)

jest rozwi¡zaniem równania (2.54). S¡ to rozwi¡zania osobliwe i takie, »e problem Cauchy'ego
zwykle nie ma jednoznaczno±ci rozwi¡zania w ka»dym punkcie ich wykresu.
2◦ Zaªó»my, »e f(p) ̸= p dla ka»dego p ∈ I. Po podzieleniu równania (2.58) przez (p− f(p))

dochodzimy do równania liniowego w postaci normalnej

dt

dp
=

f ′(p)
p− f(p)

t+
g′(p)

p− f(p)
. (2.60)

Rozwi¡zanie ogólne równania (2.60) mo»na zapisa¢ wzorem

t(p) = Ca(p) + b(p), C ∈ R.

Je±li potra�my z tego zwi¡zku wyznaczy¢ p(t), to rozwi¡zanie ogólne równania (2.54) przyj-
mie posta¢ (2.57). W przeciwnym razie szukane rozwi¡zanie mo»emy przedstawi¢ w postaci
jednoparametrowej rodziny krzywych caªkowych{

t(p) = Ca(p) + b(p)
x(p) = [Ca(p) + b(p)] f(p) + g(p)

(2.61)

z parametrem C ∈ R, z których ka»da sparametryzowana jest parametrem p.

Przykªad 2.13. Wyznaczy¢ rozwi¡zanie równania

x = t+ (x′)3 − 3x′. (2.62)

Ró»niczkuj¡c wzgl¦dem t, otrzymujemy

x′ = 1 + 3(x′)2x′′ − 3x′′.

Podstawmy
x′ = p, p = p(t).

Wnosimy st¡d, »e

p = 1 + 3p2
dp

dt
− 3dp

dt
,

a po przeksztaªceniu

3(p2 − 1)dp
dt
= p− 1.

Jest to na tyle proste równanie, »e mo»emy je efektywnie rozwi¡za¢. Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Je±li p = 1, to x = t+ 1− 3, czyli x = t− 2 jest rozwi¡zaniem.
2◦ Niech p ̸= 1, co oznacza, »e szukamy rozwi¡za« x(t) ̸= t− 2 w ka»dym punkcie okre±lo-

no±ci. Rozwi¡zuj¡c równanie o zmiennych rozdzielonych

3(p+ 1)
dp

dt
= 1,

mamy:

3
∫
(p+ 1) dp =

∫
dt,

3
2
p2 + 3p = t+ C.
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Obliczamy p(t):

p2 + 2p =
2
3
t+ C,

(p+ 1)2 =
2
3
t+ C,

|p+ 1| =
√
2
3
t+ C,

p = ±
√
2
3
t+ C − 1.

(Zamiast 23C i 23C+1 pozostawili±my C, bo jest to staªa dowolna). Wstawiaj¡c tak wyznaczone
funkcje p(t) do równania wyj±ciowego (2.62), otrzymujemy rozwi¡zanie

x = t+
(
±
√
2
3
t+ C − 1

)3
−3
(
±
√
2
3
t+ C − 1

)
, C ∈ R.

Przykªad 2.14. Rozwi¡za¢ równanie

x = t(1 + x′) + (x′)3. (2.63)

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie zró»niczkujmy wzgl¦dem t:

x′ = 1 + x′ + tx′′ + 3(x′)2x′′.

Podstawmy
x′ = p, p = p(t).

A st¡d otrzymujemy trudne nieliniowe równanie

0 = 1 + (t+ 3p2)
dp

dt

wzgl¦dem p(t), które staje si¦ bardzo ªatwym równaniem liniowym

dt

dp
= −t− 3p2

wzgl¦dem t(p). Obliczamy t(p):
tj = Ce−

∫
dp = Ce−p,

ts = C(p)e−p,

C ′(p)e−p = −3p2,

C(p) = −3
∫
p2ep dp = −3p2ep + 6pep − 6ep,

ts = −3p2 + 6p− 6,
t = Ce−p − 3p2 + 6p− 6.

Wida¢, »e tym razem nie jeste±my w stanie wyznaczy¢ p(t). Szukane rozwi¡zanie mo»emy jednak
wyrazi¢ w postaci parametrycznej, wstawiaj¡c t do równania wyj±ciowego (2.63){

t = Ce−p − 3p2 + 6p− 6
x = (Ce−p − 3p2 + 6p− 6)(1 + p) + p3 , C ∈ R,

a po uproszczeniu {
t = Ce−p − 3p2 + 6p− 6
x = C(1 + p)e−p − 2p3 + 2p2 − 6 , C ∈ R.
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2.9 Równanie Riccatiego

Równanie ró»niczkowe

x′ = a(t)x2 + b(t)x+ c(t), (2.64)

gdzie funkcje a, b, c : R ⊃ I → R s¡ dane, nazywamy równaniem Riccatiego, od nazwiska
wªoskiego matematyka Jacopo Riccatiego. Wida¢, »e je±li c(t) ≡ 0, t ∈ I, to jest to równanie
Bernoulliego z wykªadnikiem α = 2, za± w przypadku a(t) ≡ 0, t ∈ I jest to równanie liniowe.

Nie istnieje ogólny analityczny sposób scaªkowania równania Riccatiego, co spowodowane
jest skªadnikiem c. W zastosowaniach �zycznych reprezentuje on zródªo i jest nazywany czªonem
reakcyjnym. Je»eli jednak znamy jakie± rozwi¡zanie szczególne x1, to przez podstawienie

u = x− x1, u = u(t)

mo»na to równanie sprowadzi¢ do równania Bernoulliego z wykªadnikiem α = 2 postaci

u′ =
(
2a(t)x1(t) + b(t)

)
u+ a(t)u2, (2.65)

a takie równanie sprowadzamy za pomoc¡ podstawienia

y = u−1, y = y(t)

do równania liniowego

y′ = −
(
2a(t)x1(t) + b(t)

)
y − a(t), (2.66)

zgodnie z analiz¡ przeprowadzon¡ w poprzednim rozdziale. Równanie liniowe (2.66) mo»na te»
uzyska¢ bezpo±rednio, podstawiaj¡c

x = x1 +
1
y
, y = y(t).

Poniewa» posta¢ liniowa jest wygodna przy rozwi¡zywaniu konkretnych zada«, skupimy si¦
teraz na jej wyprowadzeniu. Ró»niczkuj¡c powy»sze podstawienie:

x′ = x′1 −
y′

y2

i wstawiaj¡c do równania (2.64), otrzymujemy równo±¢

x′1(t)−
y′

y2
= a(t)

(
x1(t) +

1
y

)2
+ b(t)

(
x1(t) +

1
y

)
+ c(t)

= a(t)x21(t) + 2a(t)x1(t)
1
y
+ a(t)

1
y2
+ b(t)x1(t) + b(t)

1
y
+ c(t).

Poniewa» x1 jest rozwi¡zaniem równania (2.64), po redukcji mamy

− y
′

y2
=
(
2a(t)x1(t) + b(t)

)1
y
+ a(t)

1
y2
,

a po pomno»eniu przez −y2 - równanie (2.66).



34ROZDZIA� 2. PODSTAWOWETYPY RÓWNA�RÓ�NICZKOWYCH CA�KOWALNYCH

Przykªad 2.15. Wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne równania

x′ = x2 − (2t+ 1)x+ t2 + t+ 1, (2.67)

znaj¡c jego rozwi¡zanie szczególne x1(t) = t. Podstawiaj¡c

x = t+
1
y
,

otrzymujemy równanie o zmiennych rozdzielonych (jest to te» równanie liniowe niejednorodne)

y′ = y − 1,

którego rozwi¡zaniem jest funkcja

y = Cet + 1, C ∈ R.

Zatem rozwi¡zanie ogólne równania wyj±ciowego jest postaci

x = t+
1

Cet + 1
, C ∈ R.

Twierdzenie 2.5. Równanie Riccatiego

x′ = ax2 +
b

t
x+

c

t2
, (2.68)

gdzie a, b, c ∈ R, a ̸= 0, ma rozwi¡zanie szczególne postaci x1(t) = dt , d ∈ R wtedy i tylko wtedy,
gdy (b+ 1)2 ­ 4ac.

Dowód. Wstawiamy x1 do równania (2.68) i mamy

− d
t2
= a

d2

t2
+ b

d

t2
+ c
1
t2
,

a po pomno»eniu przez t2:
−d = ad2 + bd+ c,

ad2 + (b+ 1)d+ c = 0.

Teza twierdzenia wynika ze wzoru

∆ = (b+ 1)2 − 4ac.

Przykªad 2.16. Rozwi¡za¢ równanie

x′ = x2 − 2
t2
. (2.69)

Na podstawie twierdzenia 2.5 stwierdzamy, »e mo»na znale¹¢ rozwi¡zanie szczególne x1(t) =
d
t
. Po podstawieniu do równania mamy

− d
t2
=
d2

t2
− 2
t2
,

a st¡d
d2 + d− 2 = 0.

Zatem d1 = 1, d2 = −2.
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Poªó»my

x1(t) =
1
t

i podstawmy

x =
1
t
+
1
y
.

Otrzymujemy liniowe równanie niejednorodne

y′ = −2
t
y − 1.

Rozwi¡zaniem ogólnym skojarzonego z nim równania jednorodnego jest funkcja

yj = C
1
t2
, C ∈ R,

za± rozwi¡zaniem szczególnym jest funkcja

ys = −
1
3
t

i w efekcie rozwi¡zanie ogólne tego równania dane jest wzorem

y = C
1
t2
− 1
3
t, C ∈ R.

Uwzgl¦dniaj¡c podstawienie, rozwi¡zaniem równania wyj±ciowego jest funkcja

x =
1
t
+

1
C 1
t2
− 13t

, C ∈ R.

Poka»emy teraz, »e ka»de równanie Riccatiego (2.64) takie, »e funkcja a jest ró»niczkowalna
i a(t) ̸= 0, t ∈ I mo»na przez podstawienie

x = ϕ(t)y + ψ(t)

sprowadzi¢ do równania Riccatiego

y′ = y2 + c1(t). (2.70)

Rzeczywi±cie, zró»niczkujmy podstawienie:

x′ = ϕ′(t)y + ϕ(t)y′ + ψ′(t)

i wstawmy do równania (2.64):

ϕ′(t)y + ϕ(t)y′ + ψ′(t) = a(t) (ϕ(t)y + ψ(t))2 + b(t) (ϕ(t)y + ψ(t)) + c(t),

ϕ′(t)y + ϕ(t)y′ + ψ′(t) = a(t)ϕ2(t)y2 + 2a(t)ϕ(t)ψ(t)y + a(t)ψ2(t) + b(t)ϕ(t)y + b(t)ψ(t) + c(t).

Nast¦pnie ostatni zwi¡zek pomnó»my przez a(t) i odpowiednio pogrupujmy skªadniki, co im-
plikuje to»samo±¢(

a(t)ϕ(t)
)
y′ =

(
a(t)ϕ(t)

)2
y2 +

(
2a2(t)ϕ(t)ψ(t) + a(t)b(t)ϕ(t)− a(t)ϕ′(t)

)
y

+
(
a2(t)ψ2(t) + a(t)b(t)ψ(t) + a(t)c(t)− a(t)ψ′(t)

)
.
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Rozwa»my ukªad równa« ró»niczkowo-algebraicznych{
a(t)ϕ(t) = 1,
a(t)ϕ′(t) = 2a2(t)ϕ(t)ψ(t) + a(t)b(t)ϕ(t).

Rozwi¡zaniem tego ukladu s¡ funkcje:

ϕ(t) =
1
a(t)

, ψ(t) = −a
′(t) + a(t)b(t)
2a2(t)

.

W równaniu (2.70) kªadziemy

c1(t) = a2(t)ψ2(t) + a(t)b(t)ψ(t) + a(t)c(t)− a(t)ψ′(t).

Poni»ej sformuªujemy i uzasadnimy algorytm rozwi¡zywania równania Riccatiego (2.70) w
przypadku, gdy c1(t) = αtm, α ∈ R, k := m

2m+4 ∈ Z, m ̸= 0 i m ̸= −2.
1. Podstawiamy:

y =
z

t
, u = tm+2 (z = z(u), u = u(t)),

co w istocie generuje zale»no±¢
z(u(t)) = ty(t).

Po jej zró»niczkowaniu, wstawieniu do równania (2.70), pomno»eniu przez t i podzieleniu przez
m+ 2 otrzymujemy kolejno zwi¡zki:

z′u′ = y + ty′,

(m+ 2)tm+1z′ = y + t(y2 + αtm),

(m+ 2)uz′ = z + z2 + αu,

uz′ − 1
m+ 2

z − 1
m+ 2

z2 =
α

m+ 2
u.

Bior¡c pod uwag¦ to»samo±¢ 1
m+2 =

1
2 − k i kªad¡c β0 = k − 12 , γ0 = β0, δ0 = −αβ0, mamy

równanie
uz′ + β0z + γ0z2 = δ0u. (2.71)

2. Je±li β0 < −12 , to robimy ci¡g n ∈ N podstawie«:

v0 = z, vi =
u

Ai + vi+1
, Ai :=

1 + βi
δi

(vi = vi(u), vi+1 = vi+1(u)),

z których ka»de prowadzi do równania postaci

uv′i+1 + βi+1vi+1 + γi+1v
2
i+1 = δi+1u, (2.72)

gdzie βi+1 = βi+1, i = 0, ..., n− 1, a» uzyskamy równanie z βn = −12 . Je±li β0 > −
1
2 , to robimy

ci¡g n ∈ N podstawie«:

v0 = z, vi = Ai +
u

vi+1
, Ai := −

βi
γi
(vi = vi(u), vi+1 = vi+1(u)),

z których ka»de prowadzi do równania (2.72), gdzie βi+1 = βi− 1, i = 0, ..., n− 1, a» uzyskamy
równanie z βn = −12 .
3. Podstawiamy

vn =
√
uw (w = w(u)),
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ró»niczkujemy

v′n =
1
2
√
u
w +
√
uw′,

wstawiamy do równania (2.72) i dochodzimy do prostego równania o zmiennych rozdzielonych

w′ =
1√
u
(−γnw2 + δn). (2.73)

Przykªad 2.17. Rozwi¡za¢ równanie

x′ = x2 +
1
t4
. (2.74)

Równanie to jest postaci (2.70), gdzie c1(t) = t−4, α = 1, m = −4, przy czym funkcj¡ szukan¡
jest x zamiast y. A st¡d k = 1 i mo»emy skorzysta¢ z algorytmu opisanego wy»ej. Najpierw
podstawmy

x =
z

t
, u = t−2 (z = z(u), u = u(t)).

Wykonuj¡c elementarne obliczenia, otrzymujemy równanie

uz′ +
1
2
z +
1
2
z2 = −1

2
u. (2.75)

Poniewa» β0 = 12 , wi¦c teraz podstawmy

z = −1 + u

v1
(v1 = v1(u)).

Wstawiaj¡c do równania (2.75), po prostych przeksztaªceniach otrzymujemy równanie

uv′1 −
1
2
v1 −
1
2
v21 =

1
2
u. (2.76)

Wida¢, »e β1 = −12 i mo»emy podstawi¢

v1 =
√
uw (w = w(u)),

co prowadzi do równania

w′ =
1
2
√
u
(w2 + 1). (2.77)

Rozdzielamy zmienne i caªkujemy: ∫ dw

w2 + 1
=
∫ du

2
√
u
,

arctgw =
√
u+ C,

w = tg (
√
u+ C).

Zgodnie z podstawieniami obliczamy:
v1√
u
= tg (

√
u+ C),

v1 =
√
u tg (
√
u+ C),

u

z + 1
=
√
u tg (
√
u+ C),

z =
√
u ctg (

√
u+ C)− 1,

tx =
√
t−2 ctg (

√
t−2 + C)− 1,

x =
1
t|t|
ctg

(
1
|t|
+ C

)
− 1
t
.
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Przykªad 2.18. Rozwi¡za¢ równanie

x′ = x2 +
1

t
8
5
. (2.78)

Analogicznie jak w przykªadzie 2.17, równanie to jest postaci (2.70), gdzie c1(t) = t−
8
5 , α = 1,

m = −85 , przy czym funkcj¡ szukan¡ jest x zamiast y. Zatem k = −2 i znowu mo»emy skorzysta¢
z zaproponowanego wy»ej algorytmu. Podstawiaj¡c

x =
z

t
, u = t

2
5 (z = z(u), u = u(t)),

otrzymujemy równanie

uz′ − 5
2
z − 5
2
z2 =

5
2
u. (2.79)

Poniewa» β0 = −52 , wi¦c teraz podstawmy

z =
u

−35 + v1
(v1 = v1(u)).

Po wstawieniu do równania (2.79), w wyniku prostych przeksztaªce« dochodzimy do równania

uv′1 −
3
2
v1 +
5
2
v21 = −

5
2
u. (2.80)

Skoro β1 = −32 , to podstawmy jeszcze raz

v1 =
u

1
5 + v2

(v2 = v2(u)),

wstawmy do równania (2.80), a to implikuje równanie

uv′2 −
1
2
v2 −
5
2
v22 =

5
2
u. (2.81)

Tym razem β2 = −12 i mo»emy podstawi¢

v2 =
√
uw (w = w(u)),

co prowadzi do równania

w′ =
5
2
√
u
(w2 + 1). (2.82)

Rozdzielamy zmienne i caªkujemy: ∫ dw

w2 + 1
=
∫ 5 du
2
√
u
,

arctgw = 5
√
u+ C,

w = tg (5
√
u+ C).

Uwzgl¦dniaj¡c wszystkie podstawienia, ostatecznie

x =
5
(
5 5
√
t tg (5 5

√
t+ C) + 1

)
5 5
√
t4
(
5 5
√
t− 3 tg (5 5

√
t+ C)

)
− 3 5
√
t3

jest rozwi¡zaniem.

Uwaga 2.3. Równanie

x′ = x2 +
2
t2

nie ma rozwi¡zania postaci x1 = dt (porównaj z (2.69)). Ponadto nie mo»na go rozwi¡za¢ przy
pomocy powy»szego algorytmu, bo m = −2. Z tego samego powodu równania (2.69) równie»
nie mo»na rozwi¡za¢, u»ywaj¡c tego» algorytmu. Dodajmy, »e równania (2.74) i (2.78) nie maj¡
rozwi¡za« x1 = dt .



2.10. RÓWNANIA DRUGIEGO RZ�DU SPROWADZALNE DORÓWNA� PIERWSZEGORZ�DU39

2.10 Równania drugiego rz¦du sprowadzalne do równa«

pierwszego rz¦du

I Najprostszy jest przypadek
x′′ = f(t). (2.83)

Wtedy po prostu dwukrotnie caªkujemy.

Przykªad 2.19. Rozwi¡za¢ równanie
x′′ = t. (2.84)

Po scaªkowaniu mamy równanie

x′ =
1
2
t2 + C1,

które znowu caªkujemy, otrzymuj¡c rozwi¡zanie

x =
1
6
t3 + C1t+ C2.

II Teraz niech
F (t, x′, x′′) = 0. (2.85)

Zróbmy podstawienie
y = x′, y = y(t).

A st¡d
x′′ = y′

i równanie (2.85) sprowadza si¦ do równania

F (t, y, y′) = 0. (2.86)

Przykªad 2.20. Rozwi¡za¢ równanie

x′′ = t(x′)2 (2.87)

Zgodnie z powy»szym podstawieniem równanie to przechodzi w równanie o rozdzielonych zmien-
nych postaci

y′ = ty2,

którego rozwi¡zaniami s¡ funkcje:

y(t) ≡ 0, y = − 1
1
2t
2 + C1

.

Dalej musimy rozwi¡za¢ równania:

x′ = 0, x′ = − 1
1
2t
2 + C1

.

Po elementarnych obliczeniach otrzymujemy:

x = C,

x =
2
t
+ C2, gdy C1 = 0,

x = − 2√
C1

arctg
t√
C1
+ C2, gdy C1 > 0,

x = − 1√
−C1
ln

∣∣∣∣∣t−
√
−C1

t+
√
−C1

∣∣∣∣∣+ C2, gdy C1 < 0.

(Zamiast 2C1 napisali±my C1, bo jest to dowolna staªa).
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III Rozwa»my przypadek
F (x, x′, x′′) = 0. (2.88)

Zróbmy trudniejsze podstawienie ni» poprzednio

y = x′, y = y(x).

Zatem
x′′ = y′x′ = y′y

i równanie (2.88) sprowadza si¦ do równania

F (x, y, yy′) = 0, (2.89)

w którym x jest zmienn¡ niezale»n¡.

Przykªad 2.21. Rozwi¡za¢ równanie

xx′x′′ − (x′)3 − (x′′)2 = 0. (2.90)

Podstawiaj¡c jak wy»ej, otrzymujemy równanie

xy2y′ − y3 − y2(y′)2 = 0.

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Funkcja y(x) ≡ 0 jest rozwi¡zaniem, co poci¡ga x′ = 0 i ostatecznie x = C, C ∈ R jest

rozwi¡zaniem równania (2.90).
2◦ Niech y ̸= 0. Równanie (2.90) sprowadza si¦ do równania Clairauta

y = xy′ − (y′)2.

Post¦puj¡c analogicznnie jak w przykªadzie 2.10, znajdujemy odpowiednio jednoparametrow¡
rodzin¦ prostych i ich obwiedni¦:

y = C1x− C21 , y =
1
4
x2.

Uwzgl¦dniaj¡c podstawienie, musimy jeszcze rozwi¡za¢ równania:

x′ = C1x− C21 , x′ =
1
4
x2.

Przyjmijmy, »e C1 ̸= 0, bo wtedy rozwi¡zaniami s¡ funkcje staªe znalezione juz w pierwszym
przypadku. Z tego samego powodu pomi«my rozwi¡zanie x(t) ≡ 0 w drugim równaniu. Szuka-
nymi rozwi¡zaniami s¡:

ln |x− C1| = C1t+ C2, x = − 4
t+ C

.

IV Zbadajmy sytuacj¦ ogóln¡
F (t, x, x′, x′′) = 0. (2.91)

De�nicja 2.3. Funkcj¦ F zmiennych t, u1, u2, u3 nazywamy jednorodn¡ wzgl¦dem zmiennych
u1, u2, u3 stopnia m ∈ N, gdy

F (t, ru1, ru2, ru3) = rmF (t, u1, u2, u3), r ∈ R.

Je±li F jest jednorodna wzgl¦dem zmiennych u1, u2, u3 stopnia m, to równanie (2.91) nazywamy
jednorodnym wzgl¦dem x, x′, x′′ stopnia m.
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Poka»emy, »e równanie (2.91) jednorodne wzgl¦dem x, x′, x′′ stopnia m mo»na przez pod-
stawienie

x′ = xy, y = y(t)

sprowadzi¢ do równania pierwszego rz¦du. Rzeczywi±cie, uwzgl¦dniaj¡c pochodn¡

x′′ = x′y + xy′ = x(y2 + y′),

otrzymujemy
F (t, x, xy, x(y2 + y′)) = xmF (t, 1, y, y2 + y′),

a tym samym po podzieleniu przez xm, relacja

F (t, 1, y, y2 + y′) = 0 (2.92)

jest »¡danym równaniem. Oczywi±cie wcze±niej zauwa»amy, »e x(t) ≡ 0 jest rozwi¡zaniem.
Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e równanie (2.90) w przykªadzie 2.21 nie jest jednorodne

wzgl¦dem x, x′, x′′, poniewa» nie w ka»dym skªadniku suma wykªadników funkcji x i jej po-
chodnych jest taka sama. Jest ona równa odpowiednio trzy, trzy i dwa.

Przykªad 2.22. Rozwi¡za¢ równanie

t2xx′′ = (x− tx′)2. (2.93)

Aby si¦ przekona¢, »e jest to równanie jednorodne wzgl¦dem x, x′, x′′ stopnia dwa, wystarczy
podnie±¢ praw¡ stron¦ do kwadratu,

t2xx′′ = x2 − 2txx′ + t2(x′)2

i zauwa»y¢, »e w ka»dym skªadniku suma wykªadników funkcji x i jej pochodnych jest równa
dwa.

Wykorzystuj¡c zaproponowane podstawienie, mamy

t2x2(y2 + y′) = x2 − 2tx2y + t2x2y2 = 0.

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Funkcja x(t) ≡ 0 jest rozwi¡zaniem.
2◦ Zaªó»my, »e x ̸= 0. Dzielimy ostatni zwi¡zek przez x2, nast¦pnie redukujemy, dzielimy

przez t2 i otrzymujemy równanie liniowe

y′ = −2
t
y +
1
t2
.

Obliczamy:

yj = C1e−2
∫
dt
t = C1e−2 ln |t| = C1

1
t2
,

ys = C1(t)
1
t2
,

C ′1(t)
1
t2
=
1
t2
,

C1(t) =
∫
dt = t,

ys =
1
t
,
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y = C1
1
t2
+
1
t
.

Rozwi¡zuj¡c równanie

x′ =
(
C1
1
t2
+
1
t

)
x,

znajdujemy rozwi¡zanie równania (3.3)

ln |x| = −C1
1
t
+ ln |t|+ C2, C1, C2 ∈ R.

2.11 Zadania

1. Rozwi¡za¢ równania o rozdzielonych zmiennych:

1.1. x′ = t2 + t+ 1,

1.2. x′ = tg t+ t2 − 1,
1.3. x′ = 3t+ 5,

1.4. x′ = 4t2 − 9,
1.5. x′ = 3t2 + 6,

1.6. x′ = (2t+ 3)x,

1.7. x′ = t
(1−t)x ,

1.8. x′ = t3x
1−t2 ,

1.9. x′ = 2tx− tx2,
1.10. x′ = x4e2t,

1.11. (t3x− 8x− t3 + 8)x′ = −x− x2 + t2x+ t2x2,
1.12. x′ = x sin ln t+ x cos ln t+ x,

1.13. (1 + x2) (e2t − exx′)− (1 + x)x′ = 0.

2. Rozwi¡za¢ równania jednorodne:

2.1. x′ = x
t
+ t
x
,

2.2. x′ = x
t
−
(
x
t

)2
,

2.3. x′ = 1 + x
t
+
(
x
t

)2
,

2.4. x′ = 1
sin 2x

t
+ x
t
,

2.5. x′ = x
3+t2x
t3

,

2.6. x′ = t
2+2tx−x2
x2+2tx−t2 ,

2.7. tx′ =
√
t2 − 4x2 + x,

2.8. tx′ − x = (t+ x) ln t+x
t
,

2.9. tx′ = x (1 + ln x− ln t),
2.10. x′ = e2

x
t + x

t
,

2.11. tx′ − x = t tg x
t
,

2.12. t (x+ tx′) cos x
t
= x (tx′ − x) sin x

t
.
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3. Rozwi¡za¢ równania wymierne:

3.1. x′ = (8t+ 2x+ 1)2,

3.2. x′ = 1
t+x ,

3.3. x′ = 10t+x,

3.4. x′ = sin (t− x),
3.5. x′ = 2t+3x

t
,

3.6. x′ = x+t
x−t ,

3.7. x′ = −3t−3x+1
t+x+1 ,

3.8. x′ = − t−2x+52t−5x+4 ,

3.9. x′ = −x+t−2
t−x−4 ,

3.10. x′ =
(
1 + x−12t

)2
,

3.11. x′ = (t+ x+ 1)3 + 5 (t+ x+ 1)2 − t− x− 7.

4. Rozwi¡za¢ równania liniowe:

4.1. x′ = 1
t
x+ t2 sin 5t,

4.2. x′ = tx+ t3,

4.3. x′ = 3
t
x+ t,

4.4. x′ = 2x+ (et − t),
4.5. x′ = − (sin t)x+ sin t,
4.6. x′ = (t+ 2)x+ t+ 2,

4.7. x′ = −2x+ e3t,
4.8. x′ = −1

t
x+
√
t,

4.9. (1 + t2)x′ − 2tx = (1 + t2)2,
4.10. x′ + x cos t = sin t cos t,

4.11. x′ + x tg t = sin 2t,

4.12. x′ + 2tx = 2te−t
2
,

4.13. x′ − 2t+1
t2+t+1x = cos t−

2t+1
t2+t+1 sin t,

4.14. x′ − 2
sin 2tx =

sin2 t
cos t ,

4.15. x′ + 2x = t2e3t + sin 2t,

4.16. tx′ + x = ln t+ 1,

4.17. x′ + x tg t = 1
cos t ,

4.18. x′ + tg x = t
cosx (wskazówka: zastosowa¢ odpowiednie podstawienie).

5. Rozwi¡za¢ równania Bernoulliego:

5.1. x′ + tx = tx3,

5.2. x′ = −1
t
x+ 12x

3,

5.3. 2x′ cos t = x sin t− x3,
5.4. x′ − 12x = −

2t
x
,
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5.5. x′ + 2x tg t = x2 ctg t,

5.6. (1 + t2)x′ − 2tx = 4
√
x (1 + t2) arctg t,

5.7. (1− t2)x′ − tx− tx2 = 0,
5.8. x− x′ cos t = x2 cos t (1− sin t),
5.9. x′ = x−

√
x,

5.10. tx′ + x = x2 ln t.

6. Rozwi¡za¢ równania zupeªne:

6.1. xdt+ (t− 1) dx = 0,
6.2. (3t2 + 6tx2) dt+ (6t2x+ 4x3) dx = 0,

6.3. (t+2x)dt+xdx
(t+x)2

= 0,

6.4.
(
x

cos2 tx + sin t
)
dt+

(
t

cos2 tx + sinx
)
dx = 0,

6.5.
(
sin 2t
x
+ t

)
dt+

(
x− sin2t

x2

)
dx = 0,

6.6.
(
1 + e

t
x

)
dt+ e

t
x

(
1− t

x

)
dx = 0.

7. Rozwi¡za¢ równania z czynnikiem caªkuj¡cym:

7.1. (2tx2 − x) dt+ (x2 + t+ x) dx = 0,

7.2.
(
t
x
+ 1

)
dt+

(
t
x
− 1

)
dx = 0,

7.3. (et − sinx) dt+ cosxdx = 0,
7.4. et (t+ 1) dt+ (xex − tet) dx = 0,
7.5. (t sinx+ x) dt+ (t2 cosx+ t ln t) dx = 0,

7.6. (t− tx) dt+ (x+ t2) dx = 0,

7.7. t
(
4 + 1

t2−x2
)
dt− x

(
4− 1

t2−x2
)
dx = 0,

7.8.
(
2x+ 1

(t+x)2

)
dt+

(
3x+ t+ 1

(t+x)2

)
dx = 0.

Wskazówka: W zadaniach 7.1-7.6 czynnik caªkuj¡cy zale»y tylko od jednej zmiennej,
a w zadaniach 7.6-7.8 jest on jednej z postaci: µ = µ (tx), µ = µ (t+ x), µ = µ (t2 − x2),
µ = µ (t2 + x2).

8. Rozwi¡za¢ równania Clairauta:

8.1. 2xx′ − 2t(x′)2 − 1 = 0,
8.2. x = tx′ + (x′)4,

8.3. x = tx′ +
√
1− (x′)2,

8.4. t = x
x′
+ 1
(x′)2 .

9. Rozwi¡za¢ równania Lagrange'a:

9.1. xx′ − t(x′)3 − 1 = 0,

9.2. 2tx′ − x+
√
1 + (x′)2 = 0,

9.3. x = t+ tx′ + (x′)2,
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9.4. x = x′ lnx′,

9.5. x = tx′ − t
√
1 + (x′)2,

9.6. x = 2tx′ + (x′)3.

10. Rozwi¡za¢ równania Riccatiego:

10.1. x′ = x2 + 1
t
x+ 1

t2
,

10.2. x′ = t
2x2+1
2t2 ,

10.3. x′ = −x2 + t2 + 1 (uwaga: wynik zawiera caªk¦ nieelementarn¡).

11. Rozwi¡za¢ równania, wiedz¡c, »e maj¡ jedno rozwi¡zanie szczególne postaci x1 = at+ b,
gdzie a, b s¡ staªe:

11.1. x′ = x2 − tx− t,
11.2. tx′ = x2 − (2t+ 1)x+ t2 + 2t.

12. Równanie
x = et(x′)2

nie jest równaniem Lagrange'a. Rozwi¡za¢ je tak¡ metod¡ jak rozwi¡zuje si¦ równanie
Lagrange'a.

13. Sprawdzi¢, czy zbiór rozwi¡za« okre±lonych na R RLJ

x′ = sgn(t)x

z dziaªaniami dodawania funkcji i mno»enia funkcji przez liczby rzeczywiste jest jedno-
wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad R.

14. Wykaza¢, »e równanie
x′ = ax+ b(t),

gdzie a = const ∈ R \ {0}, za± b : R → R jest funkcj¡ ci¡gª¡ i okresow¡, ma dokªadnie
jedno rozwi¡zanie okresowe o tym samym okresie. Znale¹¢ to rozwi¡zanie.

15. Dana jest funkcja ϕ ∈ C1(R,R), ϕ(t) ̸= 0 dla t ∈ R. Rozwi¡za¢ równanie

x′ =
xϕ′(t)− x2

ϕ(t)
.

16. Sprowadzi¢ równanie
x′ + a(t) = b(t)emx,

gdzie m = const ∈ R \ {0}, do równania Bernoulliego.

17. Dane s¡ funkcje a, b : R ⊃ I → R i zaªó»my, »e a jest ci¡gªa. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne
równania liniowego

x′ = a(t)x+ b(t),

je±li znane s¡ jego dwa ró»ne rozwi¡zania szczególne x1, x2 (wynik poda¢ bez caªki).

18. Dane s¡ funkcje a, b, c : R ⊃ I → R i zaªó»my, »e a, b, c s¡ ci¡gªe. Znale¹¢ rozwi¡zanie
ogólne równania Riccatiego

x′ = a(t)x2 + b(t)x+ c(t),

je±li znane s¡ jego trzy ró»ne rozwi¡zania szczególne x1, x2, x3 (wynik poda¢ bez caªki).
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19. Dane s¡ funkcje a, b, c : R ⊃ I → R i zaªó»my, »e a, b, c s¡ ci¡gªe. Wykaza¢, »e ka»de
cztery ró»ne rozwi¡zania równania Riccatiego speªniaj¡ zale»no±¢

(x1 − x2)(x3 − x4)
(x1 − x3)(x2 − x4)

= const.

20. Znale¹¢ tak¡ krzyw¡, »e odcinek stycznej do niej poprowadzonej, zawarty mi¦dzy osiami
wspóªrz¦dnych ma staª¡ dªugo±¢ a.

21. Znale¹¢ krzywe, dla których iloczyn odlegªo±ci stycznych od dwóch zadanych punktów
F1 = (−c, 0), F2 = (c, 0) jest staªy.

22. Znale¹¢ krzywe, dla których trójk¡t, utworzony przez o± rz¦dnych 0x, styczn¡ i wektor
wodz¡cy punktu styczno±ci, jest równoramienny.

23. Znale¹¢ krzywe, dla których stosunek odcinka odci¦tego styczn¡ na osi rz¦dnych 0x oraz
odcinka odci¦tego na osi odci¦tych 0t jest równy dwa.

24. Rozwi¡za¢ równania, sprowadzaj¡c je do równa« pierwszego rz¦du:

24.1. x′′ = arctgt,

24.2. x′′ = (x′)2 + 1
t
x′ + 1

t2
,

24.3. tx′′ = x′(lnx′ − ln t),
24.4. x2x′′ + ex

2
x′ − 2x3(x′)2 = 0,

24.5. 2xx′′ + (x′)2 + (x′)4 = 0,

24.6. 4x′ = 4tx′′ − (x′′)2,
24.7. xx′x′′ = (x′)3 + (x′′)2,

24.8. x′′ = t sin2 t,

24.9. x′′ = 1
t4
(x− tx′)3,

24.10. xx′′ + (x′)2 = (x′)3,

24.11. 2xx′′ − 3(x′)2 = 4x2,
24.12. xx′′ − (x′)2 = x2x′,
24.13. x′′ + (x′)2 = 2e−x,

24.14. t2xx′′ = (x+ tx′)2,

24.15. 2xx′′ − 3(x′)2 = 4x2.



Rozdziaª 3

Problem pocz¡tkowy

3.1 Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« problemu Cau-

chy'ego

Zaczniemy od sformuªowania elementarnego twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci roz-
wi¡zania problemu pocz¡tkowego dla równa« o rozdzielonych zmiennych.

Twierdzenie 3.1. Je±li f : R ⊃ I → R i g : R ⊃ J → R s¡ ci¡gªe oraz g(x) ̸= 0 dla x ∈ J ,
gdzie przedziaªy I, J s¡ otwarte, to dla dowolnego punktu (t0, x0) ∈ I × J problem Cauchy'ego

x′ = f(t)g(x), x(t0) = x0 (3.1)

ma jedyne rozwi¡zanie.

Dowód. Z równania algebraicznego (2.4) wynika, »e

G(x0)− F (t0) = C, (3.2)

gdzie F i G s¡ dowolnie ustalonymi funkcjami pierwotnymi odpowiednio funkcji f i 1
g
. A st¡d

otrzymujemy równanie algebraiczne

G(x)− F (t) = G(x0)− F (t0), t ∈ I, x ∈ J. (3.3)

Zde�niujmy funkcj¦ H : I × J → R okre±lon¡ wzorem

H(t, x) = G(x)− F (t)−G(x0) + F (t0), (t, x) ∈ I × J.

Funkcja H jest klasy C1, H(t0, x0) = 0 oraz ∂H∂x (t0, x0) =
∂G
∂x
(x0) = 1

g(x0)
̸= 0. Z twierdzenia

o funkcji uwikªanej wnioskujemy istnienie jedynej funkcji uwikªanej x : I ⊃ Ĩ → J ró»nicz-
kowalnej i takiej, »e H(t, x(t)) = 0 dla t ∈ Ĩ, gdzie Ĩ jest przedziaªem otwartym, t0 ∈ Ĩ
i x(t0) = x0. A tym samym

G(x(t))− F (t) = G(x0)− F (t0), t ∈ Ĩ , (3.4)

co oznacza, »e funkcja x jest jedynym rozwi¡zaniem zagadnienia (3.1).

Uwaga 3.1. Rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowego (3.1) w twierdzeniu 3.1 mo»na wyznaczy¢
jawnym wzorem. Wystarczy zauwa»y¢, »e funkcja G jest ró»nowarto±ciowa. Wiemy, »e 1

g(x) =
G′(x) dla x ∈ J . Z wªasno±ci Darboux dla funkcji ci¡gªych wnioskujemy, »e funkcja 1

g(x) dla
x ∈ J ma staªy znak, gdy» w przeciwnym razie musiaªaby si¦ zerowa¢ w jakim± punkcie z

47
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przedziaªu J , co jest niemo»liwe. A st¡d G′ ma staªy znak, co implikuje siln¡ monotoniczno±¢
G i w konsekwencji ró»nowarto±ciowo±¢ G. Zatem

x(t) = G−1 (F (t) +G(x0)− F (t0)) , t ∈ Ĩ . (3.5)

Je±li {F (t) + G(x0) − F (t0) : t ∈ I} ⊂ {G(x) : x ∈ J}, to korzystaj¡c z ró»nowarto±ciowo±ci
G istnienie jedynego rozwi¡zania danego wzorem (3.5) problemu (3.1) i to globalnego, tzn. »e
Ĩ = I, wynika te» wprost ze zwi¡zku (3.3). Inkluzja ta nie jest oczywi±cie warunkiem koniecznym
istnienia dokªadnie jednego rozwi¡zania (lokalnego) zagadnienia (3.1).

Przykªad 3.1. Znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania problemu Cauchy'ego

x′ = x2, x(0) = 1. (3.6)

Wykonuj¡c elementarne obliczenia: ∫ dx

x2
=
∫
dt,

−1
x
= t+ C,

C = −1,

znajdujemy rozwi¡zanie

x =
1
1− t

, t ∈
(
−∞, 1

)
.

Na podstawie twierdzenia 3.1 jest to jedyne rozwi¡zanie. Wystarczy poªo»y¢: I = R, J =
(0,∞), f(t) = 1 dla t ∈ I, g(x) = x2 dla x ∈ J .

Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e nie jest to rozwi¡zanie globalne, tj. okre±lone na I. Prze-
±led¹my t¦ sytuacj¦, nawi¡zuj¡c do uwagi 3.1. Mamy: F (t) = t dla t ∈ I, G(x) = − 1

x
dla x ∈ J .

Zwi¡zki (3.2), (3.3) prowadz¡ do relacji

−1
x
= t− 1,

co wymusza zaªo»enie: t < 1, gdy» − 1
x
< 0. Zauwa»my, »e R = {F (t) +G(1)−F (0) : t ∈ I} ̸⊂

{G(x) : x ∈ J} = (−∞, 0).

Przykªad 3.2. Wyznaczy¢ wszystkie rozwi¡zania problemu pocz¡tkowego

x′ = −tx2, x(0) = 1. (3.7)

Po elementarnych obliczeniach: ∫ dx

x2
= −

∫
t dt,

−1
x
= −1
2
t2 + C,

C = −1

otrzymujemy rozwi¡zanie

x =
2

t2 + 2
, t ∈ R.

Z twierdzenia 3.1 wynika, »e jest to jedyne rozwi¡zanie. Aby si¦ o tym przekona¢, kªadziemy:
I = R, J = (0,∞), f(t) = −t dla t ∈ I, g(x) = x2 dla x ∈ J .
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W przeciwie«stwie do przykªadu 3.1 widzimy, »e znalezione rozwi¡zanie jest globalne, czyli
okre±lone na I. Znowu przeanalizujmy t¦ sytuacj¦, nawi¡zuj¡c do uwagi 3.1. Mamy: F (t) = −12t

2

dla t ∈ I, G(x) = − 1
x
dla x ∈ J . Zwi¡zki (3.2), (3.3) implikuj¡ relacj¦

−1
x
= −1
2
t2 − 1,

a to ju» nie wymusza »adnego zaªo»enia na t, jak to miaªo miejsce w przykladzie 3.1. Zwró¢my
uwag¦, »e tym razem prawdziwa jest inkluzja (−∞,−1] = {F (t) + G(1) − F (0) : t ∈ I} ⊂
{G(x) : x ∈ J} = (−∞, 0).

Przeanalizujemy teraz kilka wa»nych przykªadów, gdy zaªo»enia twierdzenia 3.1 nie s¡ speª-
nione.

Przykªad 3.3. Wyznaczy¢ wszystkie rozwi¡zania problemu Cauchy'ego

x′ =
√
|x|, x(0) = 0 (3.8)

okre±lone na R.
Widzimy, »e

x(t) ≡ 0, t ∈ R (3.9)

jest takim rozwi¡zaniem.
Poszukajmy dodatnich rozwi¡za« x(t) > 0 równania x′ =

√
|x|. Obliczamy:

∫ dx√
x
=
∫
dt,

2
√
x = t+ C, t+ C > 0,

x(t) =
1
4
(t+ C)2, t+ C > 0. (3.10)

Zde�niujmy funkcj¦

x1(t) =
{

0, t ¬ 0
1
4(t+ C)

2, t > 0
(3.11)

b¦d¡c¡ sklejeniem w punkcie t0 = 0 rozwi¡za« (3.9) i (3.10). Dobierzmy tak¡ staª¡ C, o ile to
mo»liwe, »eby x1(t) byªa ci¡gªa w t0 = 0. Wystarczy obliczy¢

0 = lim
t→0+

x1(t) = lim
t→0+
1
4
(t+ C)2 =

1
4
C2,

a st¡d C = 0. Sprawd¹my, czy funkcja (3.11) z tak dobran¡ C, tj. funkcja

x1(t) =
{
0, t ¬ 0
1
4t
2, t > 0

(3.12)

jest rozwi¡zaniem problemu (3.8). Trzeba pokaza¢, »e x1(t) jest ró»niczkowalna w punkcie
t0 = 0, speªnia równanie ró»niczkowe x′ =

√
|x| w tym punkcie i speªnia warunek pocz¡tkowy.

Rzeczywi±cie:

x′1(0) = 0 =
√
|x1(0)|,

x1(0) = 0.
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Powy»sza konstrukcja sugeruje mo»liwo±¢ tworzenia niesko«czenie wielu rozwi¡za« problemu
(3.8), sklejaj¡c w sposób ci¡gªy w punkcie t0 = α rozwi¡zania (3.9) i (3.10), gdzie α ­ 0 jest
dowolnie ustalona. Otrzymamy w ten sposób rodzin¦ funkcji

xα(t) =
{

0, t ¬ α
1
4(t− α)

2, t > α
. (3.13)

Ka»da funkcja z tej rodziny rozwi¡zuje problem (3.8), gdy»:

x′α(α) = 0 =
√
|xα(α)|,

xα(0) = 0.

Rozumuj¡c podobnie, sprawdzamy, »e ka»da funkcja

xβ(t) =
{
−14(t− β)

2, t < β
0, t ­ β (3.14)

dla dowolnie ustalonej β ¬ 0 te» jest rozwi¡zaniem naszego problemu.
Nietrudno zauwa»y¢, »e ka»da funkcja

xα,β(t) =


−14(t− β)

2, t < β
0, β ¬ t ¬ α

1
4(t− α)

2, t > α
(3.15)

dla dowolnie ustalonych β ¬ 0 ¬ α równie» jest rozwi¡zaniem tego zagadnienia. Funkcje (3.9),
(3.13), (3.14) i (3.15) wyczerpuj¡ zbiór rozwi¡za« (3.8) okre±lonych na R.

Zwró¢my uwag¦, »e funkcja g(x) =
√
|x|, x ∈ J = R nie speªnia zaªo»e« twierdzenia 3.1, bo

g(0) = 0.

Przykªad 3.4. Uzasadni¢, »e zagadnienie Cauchy'ego

x′ = sgn(t), x(0) = 0 (3.16)

nie ma rozwi¡zania. Przypu±¢my, »e x jest rozwi¡zaniem (3.16) okre±lonym na jakim± prawo-
stronnym otoczeniu punktu t0 = 0. Niech t̄ > 0 nale»y do tego otoczenia. Wówczas:

x′(0) = sgn(0) = 0,

x′(t̄) = sgn(t̄) = 1.

Z twierdzenia Darboux dla pochodnej wynika, »e x′ przyjmuje na przedziale [0, t̄] wszystkie
warto±ci z przedziaªu [0, 1]. A to jest sprzeczne z de�nicj¡ funkcji signum. Analogicznie dochodzi
si¦ do sprzeczno±ci na dowolnym lewostronnym otoczeniu punktu t0 = 0.

Podkre±lmy, »e funkcja f(t) = sgn(t), t ∈ I = R nie speªnia zaªo»e« twierdzenia 3.1, bo nie
jest ci¡gªa w t0 = 0.

Przykªad 3.5. Sprawdzi¢, »e zagadnienie Cauchy'ego

x′ = sgn(x), x(0) = 0 (3.17)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
Funkcja

x(t) ≡ 0, t ∈ R
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jest rozwi¡zaniem (3.17), poniewa»:

x′(t) = 0 = sgn(0),

x(0) = 0.

Przypu±¢my, »e x(t) ̸≡ 0 te» jest rozwi¡zaniem (3.17). Ustalmy t̄ ̸= 0 takie, »e x(t̄) ̸= 0.
Je±li x(t̄) > 0, to

x′(t̄) = sgn(x(t̄)) = 1,

a je±li x(t̄) < 0, to
x′(t̄) = sgn(x(t̄)) = −1.

Oczywiscie
x′(0) = sgn(x(0)) = sgn(0) = 0.

Uwzgl¦dniaj¡c twierdzenie Darboux dla pochodnej, x′ przyjmuje na przedziale [0, t̄], gdy t̄ > 0
albo na przedziale [t̄, 0], gdy t̄ < 0, wszystkie warto±ci z przedziaªu [0, 1] lub [−1, 0], stosownie
do znaku x(t̄). I mamy sprzeczno±¢ z de�nicj¡ funkcji signum.

Zwró¢my uwag¦, »e funkcja g(x) = sgn(x), x ∈ J = R nie speªnia zaªo»e« twierdzenia 3.1,
gdy» nie jest ci¡gªa w x0 = 0.

Zauwa»my, »e ci¡gªo±¢ prawej strony równania ró»niczkowego w zagadnieniu pocz¡tkowym
nie implikuje jednoznaczno±ci rozwi¡zania, co wi¦cej problem ten mo»e mie¢ wtedy nawet nie-
sko«czenie wiele rozwi¡za« tak, jak w przykªadzie 3.3. Ale ci¡gªo±¢ nie jest warunkiem ko-
niecznym istnienia, a nawet jednoznaczno±ci rozwi¡za«, na co wskazuje przykªad 3.5. Jednak
nieci¡gªo±¢ prawej strony mo»e by¢ przyczyn¡ braku rozwi¡zania, jak to ma miejsce w przykªa-
dzie 3.4.

Rozpatrzmy problemy pocz¡tkowe:

x′ = x, x(0) = 0, (3.18)

x′ = x2, x(0) = 0, (3.19)

x′ =
√
|x|, x(0) = 0. (3.20)

Mimo »e równania w tych zagadnieniach s¡ równaniami o rozdzielonych zmiennych, twierdzenia
3.1 o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za« nie mo»na tutaj zastosowa¢, gdy» odpowiednie
funkcje g(x) = x, g(x) = x2 i g(x) =

√
|x| nie s¡ ró»ne od zera w ka»dym przedziale otwartym

J , do którego nale»y x0 = 0. Zmierzamy w kierunku twierdzenia Picarda, które rozstrzygnie
istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« problemów Cauchy'ego (3.18), (3.19), oraz twierdzenia
Peano, z którego wyniknie istnienie rozwi¡zania problemów Cauchy'ego (3.18), (3.19) i (3.20).
Twierdzenia te sformuªujemy w wersjach lokalnej oraz globalnej.

Rozwa»my problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.21)

i równanie caªkowe

x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds. (3.22)

Twierdzenie 3.2. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa, to (3.21) i (3.22) s¡ równowa»ne w nast¦pujacym
sensie: ka»de rozwi¡zanie x ∈ C1 zagadnienia pocz¡tkowego (3.21) jest rozwi¡zaniem równania
caªkowego (3.22) oraz ka»de rozwi¡zanie x ∈ C równania caªkowego (3.22) jest rozwi¡zaniem
problemu pocz¡tkowego (3.21).
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Dowód.
Zaªó»my, »e x ∈ C1 jest rozwi¡zaniem (3.21). Po obustronnym scaªkowaniu równania ró»-

niczkowego w (3.21): ∫ t
t0
x′(s) ds =

∫ t
t0
f(s, x(s)) ds

i uwzgl¦dnieniu warunku pocz¡tkowego w (3.21) widzimy, »e x speªnia (3.22).
Niech teraz x ∈ C b¦dzie rozwi¡zaniem (3.22). Na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza

prawa strona w to»samo±ci caªkowej (3.22), a wi¦c i jej lewa strona, jest klasy C1. Ró»niczku-
jemy obustronnie (3.22) i stwierdzamy, »e x speªnia równanie ró»niczkowe w (3.21). Speªnienie
warunku pocz¡tkowego w (3.21) jest natychmiastowe po poªo»eniu t = t0 w (3.22).

Uwaga 3.2. Z dowodu twierdzenia 3.2 wynika, »e ka»de rozwi¡zanie x ∈ C1 problemu (3.21)
jest rozwi¡zaniem równania (3.22) nawet je±li f nie jest ci¡gªa. Wystarczy zaªo»y¢, »e f jest
caªkowalna (w sensie Riemanna). Ale przy takim uproszczonym zaªo»eniu implikacja w drug¡
stron¦ nie jest prawdziwa nawet dla x ∈ C1.

De�nicja 3.1. Funkcja f : Rd ⊃ U → R speªnia warunek Lipschitza (jest funkcj¡ lipschitzow-
sk¡), gdy

∃L ­ 0 ∀x, x̄ ∈ U |f(x)− f(x̄)| ¬ L∥x− x̄∥.

Najmniejsz¡ warto±¢ staªej L, dla której zachodzi powy»sze oszacowanie, nazywamy staª¡ Lip-
schitza.

De�nicja 3.2. Funkcja f : Rd ⊃ U → R speªnia lokalny warunek Lipschitza (jest funkcj¡
lokalnie lipschitzowsk¡), gdy

∀x0 ∈ U ∃U(x0) ∃L(U(x0)) ­ 0 ∀x, x̄ ∈ U(x0) |f(x)− f(x̄)| ¬ L(U(x0))∥x− x̄∥.

Symbol U(x0) oznacza otoczenie otwarte punktu x0.

De�nicja 3.3. Funkcja f : R2 ⊃ U → R speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem drugiej zmien-
nej, gdy

∃L ­ 0 ∀(t, x), (t, x̄) ∈ U |f(t, x)− f(t, x̄)| ¬ L|x− x̄|.

De�nicja 3.4. Funkcja f : R2 ⊃ U → R speªnia lokalny warunek Lipschitza wzgl¦dem drugiej
zmiennej, gdy

∀(t0, x0) ∈ U ∃U(t0, x0) ∃L(U(t0, x0)) ­ 0 ∀(t, x), (t, x̄) ∈ U(t0, x0)

|f(t, x)− f(t, x̄)| ¬ L(U(t0, x0))|x− x̄|.

Symbol U(t0, x0) oznacza otoczenie otwarte punktu (t0, x0).

Funkcja f(x) = x, x ∈ R speªnia warunek Lipschitza, bo dla ka»dych x, x̄ ∈ R

|x− x̄| ¬ 1 · |x− x̄|.

Ale funkcja f(x) = x2, x ∈ R nie speªnia warunku Lipschitza, gdy» dla dowolnych x, x̄ ∈ R

|x2 − x̄2| = |x+ x̄| · |x− x̄|

i czynnik |x+ x̄| jest nieograniczony. Oczywi±cie funkcja ta speªnia lokalny warunek Lipschitza,
co wi¦cej speªnia ona warunek Lipschitza na ka»dym przedziale ograniczonym I ⊂ R.
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Z kolei funkcja f(x) =
√
x, x ­ 0 nie speªnia nawet lokalnego warunku Lipschitza ze

wzgl¦du na punkt x0 = 0. Przypu±¢my bowiem, »e ten warunek jest speªniony. Wobec tego w
szczególno±ci istnieje staªa L ­ 0 taka, »e dla odpowiednio maªych x > 0

|
√
x−
√
0| ¬ L|x− 0|.

A st¡d
1√
x
¬ L.

Przechodz¡c do granicy

+∞ = lim
x→0+

1√
x
¬ L,

otrzymujemy sprzeczno±¢.
Warto doda¢, »e funkcja niekoniecznie musi by¢ ró»niczkowalna, »eby by¢ lipschitzowsk¡.

Przykªadem jest f(x) = |x|, x ∈ R, dla której prawdziwa jest nierówno±¢

| |x| − |x̄| | ¬ |x− x̄|, x, x̄ ∈ R.

Dwa elementarne twierdzenia uªatwiaj¡ sprawdzanie odpowiednio warunku Lipschitza i lo-
kalnego warunku Lipschitza, gdy funkcja jest ró»niczkowalna.

Twierdzenie 3.3. Niech funkcja f : R ⊃ I → R b¦dzie ró»niczkowalna. Wówczas f speªnia
warunek Lipschitza wtedy i tylko wtedy, gdy f ′ jest ograniczona.

Dowód. Zaªó»my najpierw, »e f speªnia warunek Lipschitza. Ustalmy dowolne x0 ∈ I.
Niech x ∈ I b¦dzie dowolny i ró»ny od x0. Mamy

|f(x)− f(x0)| ¬ L|x− x0|,

a po podzieleniu ∣∣∣∣f(x)− f(x0)x− x0

∣∣∣∣¬ L.
Przechodz¡c do granicy, otrzymujemy, »e

|f ′(x0)| =
∣∣∣∣ limx→x0 f(x)− f(x0)x− x0

∣∣∣∣= limx→x0
∣∣∣∣f(x)− f(x0)x− x0

∣∣∣∣¬ L.
Wobec tego f ′ jest ograniczona z dowolno±ci x0.

Przypu±¢my teraz, »e f ′ jest ograniczona. Z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej
wynika, »e dla dowolnych dwóch ró»nych punktów x, x̄ ∈ I istnieje punkt po±redni x̃ ∈ I taki,
»e

|f(x)− f(x̄)| = |f ′(x̃)| |x− x̄| ¬M |x− x̄|.

Zatem f jest lipschitzowska, bo kªadziemy L :=M .

Twierdzenie 3.4. Je±li funkcja f : R ⊃ I → R jest klasy C1, to speªnia lokalny warunek
Lipschitza.

Dowód. Ustalmy dowolne x0 ∈ I. Niech Ĩ(x0) ⊂ I b¦dzie przedziaªem domkni¦tym, do któ-
rego nale»y x0. Rozwa»my dowolne dwa ró»ne punkty x, x̄ ∈ Ĩ(x0). Uwzgl¦dniaj¡c regularno±¢
f , wprost z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej wnioskujemy, »e istnieje punkt po±redni
x̃ ∈ Ĩ(x0) taki, »e

|f(x)− f(x̄)| = |f ′(x̃)| |x− x̄| ¬M(Ĩ(x0))|x− x̄|.

A to implikuje, »e f jest lipschitzowska, gdy» mo»emy poªo»y¢ L(Ĩ(x0)) :=M(Ĩ(x0)).
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Wniosek 3.1. Z dowodu twierdzenia 3.4 wynika, »e je±li funkcja f : R ⊃ I → R jest klasy C1,
gdzie I jest przedziaªem domkni¦tym, to speªnia warunek Lipschitza.

Wniosek 3.2. Zaªó»my, »e funkcja f : R2 ⊃ I × J → R, f = f(t, x) jest ró»niczkowalna
wzgl¦dem drugiej zmiennej x. Wówczas f speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem x wtedy i
tylko wtedy, gdy ∂f

∂x
jest ograniczona. Je±li f jest klasy C1 wzgl¦dem x, to speªnia lokalny

warunek Lipschitza wzgl¦dem x. Je±li f jest klasy C1 wzgl¦dem x, gdzie I, J s¡ przedziaªami
domkni¦tymi, to speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem x.

Lemat 3.1. Niech (xn) b¦dzie ci¡giem funkcji xn : R ⊃ [a, b]→ R takim, »e

|xn+1(t)− xn(t)| ¬ αn, t ∈ [a, b], n ∈ N.

Zaªó»my, »e szereg liczbowy
∑∞
n=1 αn jest zbie»ny. Wówczas ci¡g (xn) jest jednostajnie zbie»ny

w przedziale [a, b]. Je±li ponadto funkcje xn s¡ ci¡gªe, to granica tego ci¡gu równie» jest funkcj¡
ci¡gª¡.

Lemat 3.2. Niech f : [α, β] × [a, b] → R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Niech ponadto (xn) b¦dzie
ci¡giem funkcji ci¡gªych xn : [α, β]→ [a, b], n ∈ N zbie»nym jednostajnie w przedziale [α, β] do
funkcji x. Wówczas

lim
n→∞

∫ t
α
f(s, xn(s)) ds =

∫ t
α
f(s, x(s)) ds, t ∈ [α, β].

Dowody lematów 3.1 i 3.2 Czytelnik znajdzie w [Myjak], str. 10, 11.

Twierdzenie 3.5 (Picard, lokalne istnienie i jednoznaczno±¢ dla prostok¡ta). Niech f : P → R,
gdzie P = {(t, x) ∈ R2 : |t− t0| ¬ a, |x− x0| ¬ b}, a, b > 0, b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, speªniaj¡c¡
warunek Lipschitza wzgl¦dem zmiennej x ze staª¡ L > 0. Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.23)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (lokalne) w przedziale [t0−α, t0+α], gdzie α < min
{
a, b
M
, 1
L

}
,

M = max {|f(t, x)| : (t, x) ∈ P} > 0.

Dowód. W dowodzie wykorzystamy indukcj¦ matematyczn¡, równanie caªkowe (3.22), le-
maty 3.1, 3.2 i twierdzenie 3.2.

Najpierw wyka»emy istnienie rozwi¡zania metod¡ Picarda.
1. Stosuj¡c indukcj¦ matematyczn¡, skonstruujemy ci¡g kolejnych przybli»e« Picarda, tj.

ci¡g (xn) funkcji xn : [t0 − α, t0 + α]→ R, n ∈ N0 okre±lonych wzorem rekurencyjnym

x0(t) = x0, t ∈ [t0 − α, t0 + α], (3.24)

xn+1(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, xn(s)) ds, t ∈ [t0 − α, t0 + α], n ∈ N0. (3.25)

Dla uproszczenia dowodu, bez straty ogólno±ci, ograniczymy si¦ do przedziaªu [t0, t0+α]. Wyka-
»emy indukcyjnie, »e ci¡g (xn) jest dobrze okre±lony, tzn. »e xn s¡ ci¡gªe w przedziale [t0, t0+α]
i xn(t) ∈ [x0 − b, x0 + b] dla t ∈ [t0, t0 + α], n ∈ N0.
1◦ W pierwszym kroku indukcyjnym niech n = 0. Oczywi±cie x0(t) jest ci¡gªa jako funkcja

staªa i
|x0(t)− x0| = 0 ¬ b, t ∈ [t0, t0 + α].

2◦ W drugim kroku indukcyjnym ustalmy dowolne n ∈ N0 i zaªó»my, »e xn jest ci¡gªa w
[t0, t0 + α] i |xn(t) − x0| ¬ b dla t ∈ [t0, t0 + α]. Poka»emy, »e xn+1 jest ci¡gªa w [t0, t0 + α]
i |xn+1(t) − x0| ¬ b dla t ∈ [t0, t0 + α]. Ci¡gªo±¢ xn+1 wynika z zaªo»enia indukcyjnego o



3.1. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNO�� ROZWI�ZA� PROBLEMU CAUCHY'EGO 55

ci¡gªo±ci xn, ci¡gªo±ci f i twierdzenia Newtona-Leibniza. W nast¦pnej kolejno±ci, korzystaj¡c z
ograniczono±ci f , uzyskujemy oszacowanie

|xn+1(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t
t0
f(s, xn(s)) ds

∣∣∣∣ ¬ ∫ t
t0
|f(s, xn(s))| ds

¬Mα ¬M b

M
= b, t ∈ [t0, t0 + α],

co ko«czy dowód indukcyjny.
2. Znowu korzystaj¡c z indukcji matematycznej, uzasadnimy prawdziwo±¢ nierówno±ci

|xn+1(t)− xn(t)| ¬
MLn(t− t0)n+1

(n+ 1)!
, t ∈ [t0, t0 + α], n ∈ N0. (3.26)

1◦ Niech n = 0. Dzi¦ki ograniczonosci f mamy oszacowanie

|x1(t)− x0(t)| =
∣∣∣∣∫ t
t0
f(s, x0) ds

∣∣∣∣ ¬M(t− t0), t ∈ [t0, t0 + α].

2◦ Ustalmy dowolne n ∈ N0 i zaªó»my, »e

|xn+1(t)− xn(t)| ¬
MLn(t− t0)n+1

(n+ 1)!
, t ∈ [t0, t0 + α].

Sprawdzimy, »e

|xn+2(t)− xn+1(t)| ¬
MLn+1(t− t0)n+2

(n+ 2)!
, t ∈ [t0, t0 + α].

Warunek Lipschitza dla f wzgl¦dem x i zaªo»enie indukcyjne implikuj¡ ci¡g nierówno±ci

|xn+2(t)− xn+1(t)| =
∣∣∣∣∫ t
t0
[f(s, xn+1(s))− f(s, xn(s))] ds

∣∣∣∣
¬
∫ t
t0
|f(s, xn+1(s))− f(s, xn(s))| ds

¬
∫ t
t0
L |xn+1(s)− xn(s)| ds

¬ L MLn

(n+ 1)!

∫ t
t0
(s− t0)n+1 ds

=
MLn+1

(n+ 1)!
(t− t0)n+2

n+ 2

=
MLn+1(t− t0)n+2

(n+ 2)!
t ∈ [t0, t0 + α],

a to ko«czy dowód indukcyjny.
W konsekwencji nierówno±ci (3.26) otrzymujemy oszacowanie

|xn+1(t)− xn(t)| ¬
MLnαn+1

(n+ 1)!
, t ∈ [t0, t0 + α], n ∈ N0. (3.27)

Na mocy kryterium d'Alemberta szereg liczbowy

∞∑
n=0

MLnαn+1

(n+ 1)!
=
M

L

∞∑
n=0

(αL)n+1

(n+ 1)!
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jest zbie»ny, gdy»

lim
n→∞

(αL)n+2(n+ 1)!
(n+ 2)!(αL)n+1

= lim
n→∞

αL

n+ 2
= 0.

W efekcie, bior¡c pod uwag¦ lemat 3.1, ci¡g (xn) jest jednostajnie zbie»ny w przedziale [t0, t0+α]
i jego granica, któr¡ oznaczymy przez x, jest funkcj¡ ci¡gª¡.
3. Zauwa»my, »e ci¡g (xn+1) te» jest jednostajnie zbie»ny do x w przedziale [t0, t0+α], jako

podci¡g ci¡gu (xn). Przechodz¡c we wzorze (3.25) z n do niesko«czono±ci i uwzgl¦dniaj¡c lemat
3.2 o przejsciu granicznym, stwierdzamy, »e funkcja ci¡gªa x speªnia równanie caªkowe (3.22).
Zgodnie z twierdzeniem 3.2, funkcja x speªnia równie» zagadnienie pocz¡tkowe (3.23).

Pozostaªo wykaza¢ jednoznaczno±¢ rozwi¡zania. Przypu±my, »e x, y : [t0, t0 + α] → [x0 −
b, x0 + b] s¡ rozwi¡zaniami problemu (3.23). Znowu posªuguj¡c si¦ twierdzeniem 3.2, wniosku-
jemy, »e x, y s¡ rozwi¡zaniami równania caªkowego (3.22):

x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, y(t) = x0 +

∫ t
t0
f(s, y(s)) ds.

Odejmuj¡c te równo±ci stronami oraz korzystaj¡c z warunku Lipschitza dla f i de�nicji α,
otrzymujemy oszacowanie

|x(t)− y(t)| =
∣∣∣∣∫ t
t0
[f(s, x(s))− f(s, y(s))] ds

∣∣∣∣
¬
∫ t
t0
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds

¬ L
∫ t
t0
|x(s)− y(s)| ds

¬ L ∥x− y∥
∫ t
t0
ds

= L ∥x− y∥(t− t0)
¬ αL ∥x− y∥, t ∈ [t0, t0 + α],

gdzie symbol ∥ ∥ oznacza norm¦ maksimum w przestrzeni wektorowej skalarnych funkcji ci¡-
gªych okre±lonych na przedziale t ∈ [t0, t0 + α];

∥x− y∥ = max{|x(t)− y(t)| : t ∈ [t0, t0 + α]}.

Poniewa» prawa strona w powy»szej nierównosci nie zale»y od t, wi¦c mo»emy napisa¢

∥x− y∥ ¬ αL∥x− y∥.

Wobec tego
(1− αL)∥x− y∥ ¬ 0.

Ale z zaªo»enia 1− αL > 0, wi¦c ∥x− y∥ = 0, czyli x = y. Dowód jest kompletny.

Nietrudno obliczy¢, rozdzielaj¡c zmienne, »e funkcja x(t) = et, t ∈ R jest rozwi¡zaniem
problemu Cauchy'ego

x′ = x, x(0) = 1. (3.28)

Poka»emy teraz, »e zagadnienie to mo»na równie» efektywnie rozwi¡za¢ przy pomocy ci¡gu
Picarda:

x0(t) = 1,

xn+1(t) = 1 +
∫ t
0
xn(s) ds.
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Obliczmy kilka pierwszych elementów tego ci¡gu:

x0(t) = 1,

x1(t) = 1 +
∫ t
0
ds = 1 + t,

x2(t) = 1 +
∫ t
0
(1 + s) ds = 1 + t+

1
2
t2,

x3(t) = 1 +
∫ t
0
(1 + s+

1
2
s2) ds = 1 + t+

1
2
t2 +
1
6
t3.

Widzimy, »e n-ty jego element jest postaci

xn(t) =
n∑
k=0

tk

k!
.

Zatem (xn) jest ciagiem sum cz¡stkowych szeregu pot¦gowego
∑∞
k=0

tk

k! , którego suma jest równa
x(t) = et, a promie« zbie»no±ci R =∞.

Ale formalnie, posªuguj¡c si¦ twierdzeniem 3.5, wynik w kontek±cie rozwi¡zania (3.28) uzy-
skali±my tylko dla maªego przedziaªu [−α, α], gdzie α < min {a, b

b+1}. Oczywi±cie, wstawiaj¡c
znalezion¡ funkcj¦ x(t) = et do równania ró»niczkowego w (3.28), stwierdzamy natychmiast, »e
jest ona rozwi¡zaniem dla t ∈ R.

Twierdzenie 3.6 (Picard, lokalne istnienie i jednoznaczno±¢ dla zbioru otwartego). Zaªó»my,
»e f : R2 ⊃ U → R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcj¡ ci¡gª¡, speªniaj¡c¡ lokalny
warunek Lipschitza wzgl¦dem zmiennej x. Wówczas dla dowolnego punktu (t0, x0) ∈ U problem
Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.29)

ma dokªadnie jedno rozwi¡za]nie (lokalne).

Dowód. Ustalmy punkt (t0, x0) ∈ U . Poniewa» U jest zbiorem otwartym, wi¦c istnieje oto-
czenie U(t0, x0) ⊂ U punktu (t0, x0), w którym funkcja f speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem
x. Dobieramy prostok¡t P ⊂ U(t0, x0) i stosujemy twierdzenie 3.5.

Przykªad 3.6. Problemy pocz¡tkowe:

x′ = sin (x2 + t2), x(0) = 0, (3.30)

x′ = sin (x+ t2) + |x|, x(0) = 0, (3.31)

x′ = sin (x2 + t2) + |x|, x(0) = 0 (3.32)

maj¡ dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
Sprawd¹my to dla pierwszego problemu (3.30). Rozwa»my funkcj¦ f : R2 → R okre±lon¡

wzorem
f(t, x) = sin (x2 + t2), (t, x) ∈ R2.

Funkcja ta jest ci¡gªa i lokalnie lipschitzowska wzgl¦dem zmiennej x, poniewa» pochodna

∂f

∂x
(t, x) = 2x cos (x2 + t2), (t, x) ∈ R2

jest ci¡gªa (zobacz wniosek 3.2). Istnienie jedynego rozwi¡zania wynika z twierdzenia 3.6.
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De�nicja 3.5. Niech funkcje ϕ : R ⊃ I → R i ψ : R ⊃ J → R b¦d¡ rozwi¡zaniami problemu
Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0. (3.33)

Zaªó»my, »e ϕ(t) = ψ(t) dla t ∈ I ∩J . Je»eli I ⊂ J , to rozwi¡zanie ψ nazywamy przedªu»eniem
rozwi¡zania ϕ. Rozwi¡zanie ϕ, które nie ma przedªu»enia wªa±ciwego nazywamy wysyconym.

Powstaje naturalne pytanie: kiedy istnieje maksymalny przedziaª istnienia i jak jest on du»y?
Odpowied¹ na to pytanie daje nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.7 (Maksymalny przedziaª i osi¡ganie brzegu; tw. pierwsze). Zaªó»my, »e f :
R2 ⊃ U → R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcj¡ ci¡gª¡, speªniaj¡c¡ lokalny warunek
Lipschitza wzgl¦dem zmiennej x i ograniczon¡. Wówczas dla dowolnego punktu (t0, x0) ∈ U
problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.34)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (lokalne). Ponadto rozwi¡zanie to mo»na jednoznacznie prze-
dªu»y¢ w prawo tak, aby byªo okre±lone w przedziale [t0,+∞) albo, aby osi¡gaªo brzeg ∂U . Podob-
nie rozwi¡zanie to mo»na jednoznacznie przedªu»y¢ w lewo tak, aby byªo okre±lone w przedziale
(−∞, t0] albo, aby osi¡gaªo brzeg ∂U .

Dowód. Istnienie jedynego rozwi¡zania w maªym przedziale [t0 − α, t0 + α] wynika wprost
z twierdzenia 3.6.

Teraz poka»emy, »e rozwi¡zanie to mo»na odpowiednio przedªu»y¢ w prawo. Zde�niujmy

t∗ = sup {t > t0 : problem (3.34) ma jedyne rozwi¡zanie w przedziale [t0, t]}.

Takie t∗ ¬ ∞ istnieje, gdy» zbiór, którego supremum obliczamy jest niepusty. Z de�nicji supre-
mum wynika, »e problem (3.34) ma jedyne rozwi¡zanie w przedziale [t0, t∗). Oznaczmy je przez
x. Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Je±li t∗ =∞, to dowód jest zako«czony.
2◦ Przypu±¢my, »e t∗ <∞. Wyka»emy, »e

lim
t→t−∗

x(t) ∈ R. (3.35)

W tym celu sprawdzimy najpierw, »e x jest funkcj¡ lipschitzowsk¡, tzn. »e

∀t1, t2 ∈ [t0, t∗) |x(t1)− x(t2)| ¬M |t1 − t2|, (3.36)

gdzie M = sup {|f(t, x)| : (t, x) ∈ U} < ∞. Ustalmy dowolne t1, t2 ∈ [t0, t∗). Na podstawie
twierdzenia 3.2 stwierdzamy, »e x speªnia równanie caªkowe (3.22), a wi¦c w szczególno±ci:

x(t1) = x0 +
∫ t1
t0
f(s, x(s)) ds,

x(t2) = x0 +
∫ t2
t0
f(s, x(s)) ds.

Odejmuj¡c stronami powy»sze równo±ci, otrzymujemy nierówno±ci

|x(t1)− x(t2)| =
∣∣∣∣∫ t2
t1
f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣ ¬ ∣∣∣∣∫ t2
t1
|f(s, x(s))| ds

∣∣∣∣ ¬M |t1 − t2|,
a z dowolno±ci t1, t2 - zwi¡zek (3.36). Teraz skorzystamy z de�nicji Heinego granicy funkcji w
punkcie. Niech (tn) b¦dzie dowolnym ci¡giem zbie»nym do t∗ z lewej strony. St¡d wynika, »e (tn)
jest ci¡giem Cauchy'ego, a wobec (3.36), (x(tn)) te» jest ci¡giem Cauchy'ego. W konsekwencji
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(x(tn)) jest zbie»ny do granicy wªa±ciwej, poniewa» (R, | |) jest przestrzeni¡ Banacha. Granica ta
nie zale»y od wyboru ci¡gu (tn). Rzeczywi±cie, niech dla dowolnych ci¡gów (tn), (sn) zbie»nych
do t∗ z lewej strony, ci¡gi (x(tn)), (x(sn)) zmierzaj¡ odpowiednio do g1 i g2. W rezultacie (3.36)
mamy oszacowanie

|x(tn)− x(sn)| ¬M |tn − sn|, n ∈ N.

Przechodz¡c z n do niesko«czono±ci otrzymujemy, »e

|g1 − g2| ¬ 0.

A zatem g1 = g2. W ten sposób udowodnili±my wªasno±¢ (3.35). Poªó»my x∗ = limt→t−∗ x(t).
Rozwa»my dwa przypadki.

a) Je±li (t∗, x∗) ∈ ∂U , to teza twierdzenia jest speªniona.
b) Przypu±¢my, »e (t∗, x∗) ∈ U . Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t∗) = x∗

ma, na podstawie twierdzenia 3.6, jedyne rozwi¡zanie w pewnym przedziale [t∗ − β, t∗ + β]. A
st¡d problem (3.34) ma jedyne rozwi¡zanie w przedziale [t0, t∗+β], co jest sprzeczne z de�nicj¡
t∗.

Z punktów 1◦ i 2◦ wynika, »e t∗ =∞ lub (t∗, x∗) ∈ ∂U .
Przedªu»anie rozwi¡zania w lewo uzasadnia sie analogicznie, co ko«czy dowód.

Uwaga 3.3. W twierdzeniu 3.7 zaªo»enie ograniczono±ci f jest istotne. Bez niego rozwi¡zanie
zagadnienia pocz¡tkowego mo»e by¢ jedyne, ale nie musi ani osi¡ga¢ brzegu, ani by¢ przedªu-
»alne do +∞ i −∞. Tak si¦ dzieje w przykªadzie 3.1, przyjmuj¡c np., »e U = (−∞, a) × R,
a ­ 12 albo U = R2.

Zarówno w teorii, jak i ze wzgl¦du na zastosowania bardzo wa»ne jest istnienie i jednoznacz-
no±¢ rozwi¡za« problemu Cauchy'ego w caªym przedziale, do którego nale»y zmienna niezale»na
t. Takie rozwi¡zania nazywane s¡ globalnymi. Podamy teraz trzy twierdzenia dotycz¡ce roz-
wi¡za« globalnych.

Twierdzenie 3.8 (Picard, globalne istnienie i jednoznaczno±¢ dla f ograniczonej). Niech f :
[t0 − a, t0 + a] × R → R, a > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, speªniaj¡c¡ lokalnie warunek Lipschitza
wzgl¦dem zmiennej x i ograniczon¡. Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (3.37)

gdzie x0 ∈ R, ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (globalne) w przedziale [t0 − a, t0 + a].

Dowód. Poªó»my U = (t0 − a, t0 + a) × R. Twierdzenie 3.7 implikuje istnienie jedynego
rozwi¡zania x zagadnienia pocz¡tkowego (3.37) osi¡gaj¡cego brzeg tego pasa, czyli okre±lonego
w przedziale otwartym (t0−a, t0+a). Poka»emy, »e rozwi¡zanie to mo»na przedªu»y¢ na przedzial
domkni¦ty [t0 − a, t0 + a]. Poªó»my x1 := limt→(t0−a)+ x(t) ∈ R i x2 := limt→(t0+a)− x(t) ∈ R.
Zde�niujmy funkcj¦

x̃(t) =


x(t), t ∈ (t0 − a, t0 + a)
x1, t = t0 − a
x2, t = t0 + a

.
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Aby wykaza¢, »e x̃ speªnia (3.37) w [t0 − a, t0 + a], wystarczy rozwa»y¢ punkty t0 − a i t0 + a.
Oczywi±cie x̃ jest w tych punktach ci¡gªa. Wykonujemy elementarne obliczenia:

lim
t→(t0−a)+

x̃′(t) = lim
t→(t0−a)+

x′(t) = lim
t→(t0−a)+

f(t, x(t)) = f(t0 − a, x1),

lim
t→(t0+a)−

x̃′(t) = lim
t→(t0+a)−

x′(t) = lim
t→(t0+a)−

f(t, x(t)) = f(t0 + a, x2)

i mamy:

x̃′(t0 − a) = f(t0 − a, x1) = f(t0 − a, x̃(t0 − a)),
x̃′(t0 + a) = f(t0 + a, x2) = f(t0 + a, x̃(t0 + a)),

co nale»aªo dowie±¢.

W twierdzeniu 3.8 przyj¦to bardzo mocne zaªo»enie o ograniczonosci funkcji f . Dla przy-
kªadu równania x′ = sinx i x′ = sin (x2 + t2) speªniaj¡ to zaªo»enie, ale proste równanie liniowe
x′ = x ju» nie speªnia. Ni»ej sformuªujemy twierdzenie bez tego zaªo»enia, ale z kolei lokalny
warunek Lipschiza wzgl¦dem x wzmocnimy, przyjmuj¡c warunek Lipschitza wzgl¦dem x. Takie
uogólnienie dopuszcza ju» wspomniane równanie x′ = x.

Twierdzenie 3.9 (Picard, globalne istnienie i jednoznaczno±¢ dla f lipschitzowskiej). Niech
f : [t0 − a, t0 + a] × R → R, a > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i speªniaj¡c¡ warunek Lipschitza
wzgl¦dem zmiennej x ze staªa L > 0. Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (3.38)

gdzie x0 ∈ R, ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (globalne) w przedziale [t0 − a, t0 + a].

Dowód. Istnienie rozwi¡zania x(t)mo»na udowodni¢metod¡ Picarda. Wystarczy zmody-
�kowa¢ de�nicj¦ liczby M w dowodzie twierdzenia 3.5, kªad¡cM = max {|f(t, x0)| : t ∈ [t0 − a,
t0 + a]}. Jednoznaczno±¢ rozwi¡za« wynika z twierdzenia 3.5 zastosowanego do zagadnienia po-
cz¡tkowego

x′ = f(t, x), x(t1) = x1,

gdzie (t1, x1) jest dowolnym punktem z trajektorii naszego rozwi¡zania x(t).

Rozwa»my równanie x′ = sin (x2 + t2) + |x|. Funkcja f(t, x) = sin (x2 + t2) + |x| generuj¡ca
to równanie nie jest ani ograniczona, ani lipschitzowska wzgl¦dem x. Jest ona tylko lokalnie
lipschitzowska wzgl¦dem x. Speªnia jednak warunek wzrostu liniowego:

|f(t, x)| ¬ |x|+ 1, (t, x) ∈ R2.

I wªa±nie w kierunku takich wªasno±ci funkcji f uogólnimy teraz twierdzenie 3.9.

Twierdzenie 3.10 (Picard, globalne istnienie i jednoznaczno±¢ dla f o liniowym wzro±cie).
Niech f : [t0 − a, t0 + a] × R → R, a > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, speªniaj¡c¡ lokalnie warunek
Lipschitza wzgl¦dem zmiennej x, która ma liniowy wzrost:

|f(t, x)| ¬ α|x|+ β, |t− t0| ¬ a, x ∈ R

dla pewnych α, β ­ 0. Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (3.39)

gdzie x0 ∈ R, ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (globalne) w przedziale [t0 − a, t0 + a].



3.2. ISTNIENIE ROZWI�ZANIA PROBLEMU CAUCHY'EGO 61

Twierdzenie 3.11. Je±li funkcja f : R2 ⊃ I × R → R, gdzie I jest przedziaªem domkni¦tym,
jest ci¡gªa i speªnia warunek lipschitza wzgl¦dem drugiej zmiennej, to speªnia warunek wzrostu
liniowego

|f(t, x)| ¬ α|x|+ β, (t, x) ∈ I × R
ze staªymi α, β ­ 0.

Dowód. Niech x̄ ∈ R b¦dzie ustalony. Dla dowolnego t ∈ I i x ∈ R prawdziwe s¡ nierów-
no±ci: ∣∣∣|f(t, x)| − |f(t, x̄)|∣∣∣¬ L|x− x̄|,

|f(t, x)| ¬ L|x− x̄|+ |f(t, x̄)| ¬ L|x|+
(
L|x̄|+ |f(t, x̄)|

)
.

Kªadziemy:
α := L, β := L|x̄|+max

t∈I
|f(t, x̄)|.

Uwaga 3.4. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, na co wskazuje przykªad funkcji f(x) =√
|x|, x ∈ R. Funkcja ta speªnia warunek wzrostu liniowego∣∣∣√|x|∣∣∣¬ |x|+ 1, x ∈ R,

ale nie jest nawet lokalnie lipschitzowska (porównaj rozdziaª 3.1).

Uwaga 3.5. Twierdzenia 3.8 i 3.9 s¡ szczególnymi przypadkami twierdzenia 3.10. W twierdze-
niu 3.10 zaªo»enie liniowego wzrostu f jest wa»ne. Je±li wzrost jest silniejszy, to rozwi¡zanie
zagadnienia pocz¡tkowego mo»e by¢ jedyne, ale nie musi by¢ przedªu»alne na caªy przedziaª
[t0 − a, t0 + a]. Ma to miejsce w przykªadzie 3.1, bior¡c dowolne a ­ 12 .

Przykªad 3.7. Zagadnienia pocz¡tkowe (3.30), (3.31) i (3.32) w przykªadzie 3.6 maj¡ dokªadnie
jedno rozwi¡zanie, które jest przedªu»alne na R.

Sprawd¹my to dla pierwszego problemu (3.30). Ustalmy dowolne a > 0. Rozwa»my funkcj¦
f : [−a, a]× R→ R okre±lon¡ wzorem

f(t, x) = sin (x2 + t2), (t, x) ∈ [−a, a]× R.

Funkcja ta jest ci¡gªa i ograniczona oraz speªnia lokalny warunek Lipschitza wzgl¦dem zmiennej
x, poniewa» pochodna

∂f

∂x
(t, x) = 2x cos (x2 + t2), (t, x) ∈ [−a, a]× R

jest ci¡gªa (zobacz wniosek 3.2). A st¡d twierdzenie 3.8 (twierdzenie 3.10 oczywi±cie te») im-
plikuje istnienie jedynego rozwi¡zania okre±lonego na przedziale [−a, a]. Poniewa» a > 0 jest
dowolne, wi¦c rozwi¡zanie to jest przedªu»alne na R. Warto jeszcze zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e
∂f
∂x

nie speªnia warunku Lipschitza, wi¦c nie mo»na zastosowa¢ twierdzenia 3.9.

3.2 Istnienie rozwi¡zania problemu Cauchy'ego

De�nicja 3.6. Ci¡g (xn) funkcji xn : R ⊃ [α, β]→ R, n ∈ N jest wspólnie ograniczony, gdy

∃M ­ 0 ∀n ∈ N ∀t ∈ [α, β] |xn(t)| ¬M.

De�nicja 3.7. Ci¡g (xn) funkcji xn : R ⊃ [α, β] → R, n ∈ N jest równoci¡gªy (jednakowo
ci¡gªy), gdy

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀n ∈ N ∀t1, t2 ∈ [α, β] |t1 − t2| < δ =⇒ |xn(t1)− xn(t2)| < ε.
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Z de�nicji 3.7 wynika natychmiast, »e je±li ci¡g (xn) jest równoci¡gªy, to funkcje xn, n ∈ N
s¡ jednostajnie ci¡gªe.

Uwaga 3.6. Jak nietrudno zauwa»y¢ je±li wszystkie funkcje xn, n ∈ N speªniaj¡ warunek
Lipschitza ze wspóln¡ staª¡ L > 0, to ci¡g (xn) jest równoci¡gªy. Dla ka»dego t1, t2 ∈ [α, β]
mo»emy napisa¢

∀n ∈ N |xn(t1)− xn(t2)| ¬ L|t1 − t2|.

Wystarczy dla zadanego ε > 0 poªo»y¢ δ := ε
L
. Je±li za± funkcje xn, n ∈ N s¡ ró»niczkowal-

ne i ci¡g (x′n) jest wspólnie ograniczony, to ci¡g (xn) jest równoci¡gªy. Jest to bezpo±rednim
wnioskiem z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej, gdy» dla dowolnych dwóch ró»nych
punktów t1, t2 ∈ [α, β] mamy wtedy

∀n ∈ N |xn(t1)− xn(t2)| = |x′n(t̃)| |t1 − t2| ¬M |t1 − t2|,

gdzie t̃ ∈ [α, β] jest punktem po±rednim. Dla zadanego ε > 0 kªadziemy δ := ε
M
.

Lemat 3.3 (Arzela-Ascoli). Z ka»dego ci¡gu (xn) funkcji xn : [α, β] → R, n ∈ N, który jest
wspólnie ograniczony i równoci¡gªy mo»na wybra¢ podci¡g (xnk) jednostajnie zbie»ny w [α, β].

Czytelnik znajdzie dowód lematu 3.3 w [Myjak], str. 20.

Twierdzenie 3.12 (Peano, lokalne istnienie dla prostok¡ta). Niech f : P → R, gdzie P =
{(t, x) ∈ R2 : |t− t0| ¬ a, |x− x0| ¬ b}, a, b > 0, b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas problem Cau-
chy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.40)

ma co najmniej jedno rozwi¡zanie (lokalne) w przedziale [t0−α, t0+α], gdzie α = min
{
a, b
M

}
,

M = max {|f(t, x)| : (t, x) ∈ P} > 0.

Dowód. Twierdzenie wyka»emy metod¡ ªamanych Eulera. W dowodzie wykorzystamy
indukcj¦ matematyczn¡, równanie caªkowe (3.22), lemat 3.3 i twierdzenie 3.2.
1. Stosuj¡c indukcj¦ matematyczn¡, skonstruujemy ci¡g (xn) funkcji ci¡gªych xn : [t0 −

α, t0+α]→ R, n ∈ N, tzw. ªamanych Eulera. W celu uproszczenia dowodu, bez straty ogólno±ci,
ograniczymy si¦ do przedziaªu [t0, t0 + α]. Ustalmy dowolne n ∈ N. Zdyskretyzujmy przedziaª
[t0, t0 + α], de�niuj¡c punkty tni = t0 + iδn, i = 0, ..., n, gdzie δn = α

n
jest krokiem siatki.

Rozwa»my jeszcze punkty xn(tni ) okre±lone wzorem rekurencyjnym{
xn(tni+1)−xn(t

n
i )

δn
= f(tni , xn(t

n
i )), i = 0, ..., n− 1,

xn(t0) = x0.
(3.41)

Zwró¢my uwag¦, »e równania w dyskretnym zagadnieniu pocz¡tkowym (3.41) powstaªy w wy-
niku aproksymacji pochodnej x′ w ró»niczkowym problemie pocz¡tkowym (3.40), ilorazem ró»-
nicowym. Ka»de dwa punkty (tni , xn(t

n
i )), (t

n
i+1, xn(t

n
i+1)) ª¡czymy odcinkiem i otrzymujemy w

ten sposób krzyw¡ (ªaman¡ Eulera), która jest wykresem funkcji ci¡gªej xn : [t0, t0 + α] → R
okre±lonej wzorem

xn(t) = xn(tni ) +
xn(tni+1)− xn(tni )

δn
(t− tni ), t ∈ [tni , tni+1], i = 0, ..., n− 1.

Uwzgl¦dniaj¡c (3.41), mo»emy napisa¢

xn(t) = xn(tni ) + f(t
n
i , xn(t

n
i ))(t− tni ), t ∈ [tni , tni+1], i = 0, ..., n− 1. (3.42)
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De�nicja (3.42) jest poprawna, o ile xn(t) ∈ [x0−b, x0+b] dla t ∈ [t0, t0+α]. Fakt ten wyka»emy
indukcyjnie ze wzgl¦du na i, i = 0, ..., n, gdzie n jest dowolnie ustalone.
1◦ W pierwszym kroku indukcyjnym niech i = 0. Mamy

|xn(t)− x0| = |f(t0, x0)|(t− t0) ¬Mα ¬M b

M
= b, t ∈ [t0, tn1 ].

2◦Wdrugim kroku indukcyjnym ustalmy dowolne i = 0, ..., n−1 i zaªó»my, »e |xn(t)−x0| ¬ b
dla t ∈ [t0, tni ]. Poka»emy, »e |xn(t) − x0| ¬ b dla t ∈ [tn0 , tni+1]. Dzi¦ki zaªo»eniu indukcyjnemu
wystarczy zacie±ni¢ si¦ do przedziaªu [tni , t

n
i+1]. Zauwa»my, »e

xn(t) = x0 + f(t0, x0)δn + ...+ f(tni−1, xn(t
n
i−1))δn + f(t

n
i , xn(t

n
i ))(t− tni ), t ∈ [tni , tni+1].

(3.43)

Aby si¦ o tym przekona¢, przeanalizujmy posta¢ funkcji xn dla i = 0, 1. Je±li i = 0, to wprost
z de�nicji (3.42) mamy

xn(t) = x0 + f(t0, x0)(t− t0), t ∈ [t0, tn1 ].

W szczególno±ci
xn(tn1 ) = x0 + f(t0, x0)δn.

Dla i = 1 na podstawie de�nicji (3.42) i obserwacji powy»ej widzimy, »e

xn(t) = xn(tn1 ) + f(t
n
1 , xn(t

n
1 ))(t− tn1 ) = x0 + f(t0, x0)δn + f(tn1 , xn(tn1 ))(t− tn1 ) t ∈ [tn1 , tn2 ].

Korzystaj¡c ze wzoru (3.43), stwierdzamy, »e

|xn(t)− x0| = |f(t0, x0)δn + ...+ f(tni−1, xn(tni−1))δn + f(tni , xn(tni ))(t− tni )|

¬M(i+ 1)δn =M(i+ 1)
α

n
¬Mα ¬M b

M
= b, t ∈ [tni , tni+1],

co ko«czy dowód indukcyjny.
2. Ustalmy dowolne n ∈ N. Rozwa»my funkcj¦ schodkow¡ ψn : [t0, t0+α]→ R dan¡ wzorem

ψn(t) =
{
f(t0, x0), t ∈ [t0, tn1 ],
f(tni , xn(t

n
i )) t ∈ (tni , tni+1], i = 1, ..., n− 1.

Na podstawie de�nicji (3.42) wnioskujemy, »e równo±¢ (3.43) jest prawdziwa dla ka»dego i =
0, ..., n− 1. A to implikuje zwi¡zek

xn(t) = x0 +
∫ t
t0
ψn(s) ds, t ∈ [t0, t0 + α]. (3.44)

Prze±led¹my bowiem t¦ sytuacj¦, gdy i = 0, 1. Je±li i = 0, to

x0 +
∫ t
t0
ψn(s) ds = x0 +

∫ t
t0
f(t0, x0) ds = x0 + f(t0, x0)(t− t0) = xn(t), t ∈ [t0, tn1 ].

A je±li i = 1, to

x0 +
∫ t
t0
ψn(s) ds = x0 +

∫ tn1
t0
ψn(s) ds+

∫ t
tn1

ψn(s) ds

= x0 +
∫ tn1
t0
f(t0, x0) ds+

∫ t
tn1

f(tn1 , xn(t
n
1 )) ds

= x0 + f(t0, x0)δn + f(tn1 , xn(t
n
1 ))(t− tn1 ) = xn(t), t ∈ [tn1 , tn2 ].
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Korzystaj¡c z formuªy (3.44), sprawdzimy, »e ci¡g (xn) jest równoci¡gªy w [t0, t0 + α], gdy»
ka»da funkcja xn jest lipschitzowska ze wspóln¡, tj. niezale»n¡ od n, staª¡. Rzeczywi±cie

|xn(t1)− xn(t2)| =
∣∣∣∣∫ t2
t1
ψn(s) ds

∣∣∣∣ ¬ ∣∣∣∣∫ t2
t1
|ψn(s)| ds

∣∣∣∣ ¬M |t1 − t2|, t1, t2 ∈ [t0, t0 + α], n ∈ N.

Ci¡g ten jest równie» wspólnie ograniczony w [t0, t0 + α], bo

| |xn(t)| − |x0| | ¬ |xn(t)− x0| ¬ b, t ∈ [t0, t0 + α], n ∈ N,

a w konsekwencji

|xn(t)| ¬ |x0|+ b, t ∈ [t0, t0 + α], n ∈ N.

Z lematu 3.3 wynika, »e istnieje podci¡g (xnk) jednostajnie zbie»ny w przedziale [t0, t0 + α] i
jego granica, któr¡ oznaczymy przez x, jest funkcj¡ ci¡gª¡.
3. Wzór (3.44) dla podci¡gu (xnk) mo»emy zapisa¢ w postaci

xnk(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds+

∫ t
t0

(
ψnk(s)− f(s, x(s))

)
ds, t ∈ [t0, t0 + α]. (3.45)

Poka»emy, »e druga caªka w (3.45) zbiega do zera, gdy k zmierza do niesko«czono±ci. Zde�niujmy
dwa pomocnicze ci¡gi funkcji schodkowych yn : [t0, t0 + α]→ R i zn : [t0, t0 + α]→ R:

yn(t) =
{
t0, t ∈ [t0, tn1 ],
tni t ∈ (tni , tni+1], i = 1, ..., n− 1,

zn(t) =
{
xn(t0), t ∈ [t0, tn1 ],
xn(tni ) t ∈ (tni , tni+1], i = 1, ..., n− 1.

Dla dowolnie zadanego ε > 0 istnieje N1 ∈ N takie, »e

∥yn − id∥ = max
{
|tni − t| : t ∈ [tni , tni+1], i = 0, ..., n− 1

}
= δn =

α

n
< ε

dla n ­ N1, co znaczy, »e yn ⇒ id (n → ∞) w [t0, t0 + α]. Poniewa» xnk ⇒ x (k → ∞) w
[t0, t0 + α] i xnk s¡ ci¡gªe, dla dowolnie zadanego ε > 0 istnieje N2 ∈ N takie, »e

∥znk − x∥ = max
{
|xnk(t

nk
i )− x(t)| : t ∈ [t

nk
i , t

nk
i+1], i = 0, ..., nk − 1

}
¬ max

{
|xnk(t

nk
i )− xnk(t)|+ |xnk(t)− x(t)| : t ∈ [t

nk
i , t

nk
i+1], i = 0, ..., nk − 1

}
< ε

dla n ­ N2, czyli znk ⇒ x (k →∞) w [t0, t0 + α]. Bior¡c pod uwag¦ uogólnion¡ wersj¦ lematu
3.2 na przypadek dwóch ci¡gów zbie»nych jednostajnie, stwierdzamy, »e

lim
k→∞

∫ t
t0
f
(
ynk(s), znk(s)

)
ds =

∫ t
t0
f(s, x(s)) ds,

a tym samym

lim
k→∞

∫ t
t0

(
ψnk(s)− f(s, x(s))

)
= 0.

A wi¦c po wykonaniu przej±cia granicznego, funkcja ci¡gªa x speªnia równanie caªkowe (3.22).
Zgodnie z twierdzeniem 3.2, x speªnia równie» zagadnienie pocz¡tkowe (3.23).
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Twierdzenie 3.13 (Peano, lokalne istnienie dla zbioru otwartego). Zaªó»my, »e f : R2 ⊃
U → R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcj¡ ci¡gª¡. Wówczas dla dowolnego punktu
(t0, x0) ∈ U problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.46)

ma co najmniej jedno rozwi¡zanie (lokalne).

Dowód. Ustalmy punkt (t0, x0) ∈ U . Poniewa» U jest zbiorem otwartym, istnieje otoczenie
U0 ⊂ U punktu (t0, x0). Dobieramy prostok¡t P ⊂ U0 i stosujemy twierdzenie 3.12.

Podobnie jak wcze±niej, postawmy sobie pytania o maksymalny przedziaª istnienia i je-
go wielko±¢ dowolnego rozwi¡zania zagadnienia Cauchy'ego, a tak»e o istnienie rozwi¡zania
w caªym przedziale, do którego nale»y zmienna niezale»na t, gdy nie mamy zagwaratowane
jednoznaczno±ci.

Twierdzenie 3.14 (Maksymalny przedziaª i osi¡ganie brzegu; tw. drugie). Zaªó»my, »e f :
R2 ⊃ U → R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest funkcj¡ ci¡gª¡ i ograniczon¡. Wówczas dla
dowolnego punktu (t0, x0) ∈ U ka»de rozwi¡zanie problemu Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (3.47)

mo»na przedªu»y¢ w prawo tak, aby byªo okre±lone w przedziale [t0,+∞) albo, aby osi¡gaªo brzeg
∂U . Podobnie ka»de rozwi¡zanie tego problemu mo»na przedªu»y¢ w lewo tak, aby byªo okre±lone
w przedziale (−∞, t0] albo, aby osi¡gaªo brzeg ∂U .

Dowód. Uzasadnienie tego twierdzenia jest dokªadnie takie samo, jak dowód twierdzenia
3.7. Trzeba tylko zmody�kowa¢ de�nicj¦ t∗ w nast¦puj¡cy sposób:

t∗ = sup {t > t0 : problem (3.47) ma rozwi¡zanie w przedziale [t0, t]}.

Twierdzenie 3.15 (Peano, globalne istnienie dla f ograniczonej). Niech f : [t0−a, t0+a]×R→
R, a > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ i ograniczon¡. Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (3.48)

gdzie x0 ∈ R, ma co najmniej jedno rozwi¡zanie (globalne) w przedziale [t0 − a, t0 + a].

Dowód. Twierdzenie to dowodzi si¦ analogicznie jak twierdzenie 3.8, przy czym korzysta
si¦ z twierdzenia 3.14 zamiast twierdzenia 3.7.

Twierdzenie 3.16 (Peano, globalne istnienie dla f o liniowym wzro±cie). Niech f : [t0−a, t0+
a]× R→ R, a > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, która ma liniowy wzrost:

|f(t, x)| ¬ α|x|+ β, |t− t0| ¬ a, x ∈ R

dla pewnych α, β ­ 0. Wówczas problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (3.49)

gdzie x0 ∈ R, ma co najmniej jedno rozwi¡zanie (globalne) w przedziale [t0 − a, t0 + a].

Uwaga 3.7. Dowody twierdze« 3.10 i 3.16 przeprowadzimy w dalszej cz¦±ci, sprowadzaj¡c
wyj±ciowy problem pocz¡tkowy do równowa»nego zagadnienia z praw¡ stron¡ ograniczon¡ lub
korzystaj¡c z odpowiedniego nieliniowego twierdzenia porównawczego.
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Uwaga 3.8. W twierdzeniach 3.8, 3.9, 3.10 o globalnym istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za«
zagadnienia pocz¡tkowego oraz w twierdzeniach 3.15, 3.16 o globalnym istnieniu rozwi¡zania
tego problemu, zaªo»enie o okre±lono±ci funkcji f dla wszystkich x ∈ R jest istotne. Rozwa»my
bowiem problem pocz¡tkowy{

x′ = 1
x
, (t, x) ∈ [−1, 1]× [12 ,∞)

x(0) = 1
. (3.50)

Zde�niujmy funkcj¦ f : [−1, 1]× [12 ,∞)→ R wzorem

f(t, x) =
1
x
, (t, x) ∈ [−1, 1]×

[1
2
,∞

)
.

Oczywi±cie f jest ci¡gªa i ograniczona. Jest to równie» funkcja lipschitzowska, gdy»

∣∣∣∂f
∂x
(t, x)

∣∣∣= ∣∣∣− 1
x2

∣∣∣¬ 4, (t, x) ∈ [−1, 1]× [1
2
,∞

)
(zobacz wniosek 3.2). Speªnia ona te» warunek liniowego wzrostu

|f(t, x)| ¬ 4|x|, (t, x) ∈ [−1, 1]×
[1
2
,∞

)
.

Jedynym rozwi¡zanie zagadnienia (3.50) jest funkcja

x(t) =
√
2t+ 1, t ∈

[
−3
8
, 1
]
,

która, jak wida¢, nie jest okre±lona na caªym przedziale [−1, 1].

De�nicja 3.8. Ukªadem n równa« ró»niczkowych zwyczajnych pierwszego rz¦du w postaci
normalnej nazywamy zwi¡zek 

x′1(t) = F1 (t, x1(t), ..., xn(t)) ,
...
x′n(t) = Fn (t, x1(t), ..., xn(t)) ,

(3.51)

gdzie Fi : R × Rn ⊃ U → R, i = 1, ..., n s¡ danymi funkcjami, t zmienn¡ niezale»n¡, a xi,
i = 1, ..., n funkcjami szukanymi.

Uwaga 3.9. Ukªad (3.51) mo»na zapisa¢ w formie jednego równania wektorowego

x′(t) = F (t, x(t)), (3.52)

gdzie F : R × Rn ⊃ U → Rn, F = (F1, ..., Fn), x = (x1, ..., xn). Wszystkie twierdzenia i uwagi
przedstawione w tym rozdziale s¡ prawdziwe dla równania (3.52) z warunkiem pocz¡tkowym

x(t0) = x0, (3.53)

gdzie punkt (t0, x0) ∈ U , x0 = (x01, ..., x0n) jest dany. W dowodach wystarczy moduª zast¡pi¢
dowoln¡ norm¡ w Rn.

Uwaga 3.10. Niech funkcja f : R×Rn ⊃ U → R i punkt (t0, x0) ∈ U , x0 = (x01, ..., x0n) b¦d¡
dane. Zagadnienie Cauchy'ego dla równania ró»niczkowego zwyczajnego n-tego rz¦du

x(n)(t) = f(t, x(t), x(1)(t), ..., x(n−1)(t)),
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x(t0) = x01, x(1)(t0) = x02, ..., x(n−1)(t0) = x0n

jest równowa»ne zagadnieniu Cauchy'ego dla ukªadu n równa« ró»niczkowych zwyczajnych
pierwszego rz¦du 

x′1(t) = x2(t)
x′2(t) = x3(t)
...

x′n−1(t) = xn(t)
x′n(t) = f (t, x1(t), ..., xn(t))

,


x1(t0) = x01
x2(t0) = x02
...

xn(t0) = x0n

.

Funkcj¦ F : U → Rn generuj¡c¡ ten ukªad równa« mo»emy zapisa¢ wzorem

F (t, x1, ..., xn) = (x2, ..., xn, f(t, x1, ..., xn)).

Wida¢, »e F jest ci¡gªa oraz lipschitzowska i speªnia warunek wzrostu liniowego wzgl¦dem
x = (x1, ..., xn) wtedy i tylko wtedy, gdy takie wªasno±ci ma f .

Przykªad 3.8. Zagadnienie Cauchy'ego dla równania ró»niczkowego drugiego rz¦du
x′′ = x′ + x2

x(0) = 1
x′(0) = 2

(3.54)

i dla ukªadu dwóch równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du{
x′1 = x2
x′2 = x2 + x

2
1
,

{
x1(0) = 1
x2(0) = 2

(3.55)

s¡ równowa»ne. Je±li x jest rozwi¡zaniem (3.54), to (x1, x2) = (x, x′) jest rozwi¡zaniem (3.55)
i na odwrót je±li (x1, x2) jest rozwi¡zaniem (3.55), to x = x1 jest rozwi¡zaniem (3.54).

3.3 Zadania

1. Wyznaczy¢ wszystkie rozwi¡zania zagadnie« pocz¡tkowych:

1.1. x′ = 1− x2, x (0) = 0,

1.2. x′ = t (2x− 3), x (1) = 32 ,

1.3. x′ =
√
2−x+1
t2+t+1 , x(0) = 2.

Odpowied¹ uzasadni¢. Znale¹¢ te» dziedzin¦ rozwi¡za«.

2. Wykaza¢, »e problemy Cauchy'ego:

2.1. x′ = 1
t

(
t2x

2
3 − x 23 − t2x 25 + x 25 − t2 + 1

)
, x(1) = 0,

2.2. x′ = sin (x2 + t2) + x sgn(t), x(0) = 0

maj¡ dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

3. Pokaza¢, »e suma i ró»nica funkcji lipschitzowskich f, g : R ⊃ I → R jest lipschitzowska.
A czy iloczyn i iloraz te» maj¡ t¦ wªasno±¢? Ponadto wykaza¢, »e je±li sklejenie funkcji
lipschitzowskich f : (a, b] → R i g : [b, c) → R jest funkcj¡, to jest ona lipschitzowska.
A jak b¦dzie, gdy zaªo»ymy, »e funkcje f i g speªniaj¡ tylko lokalny warunek Lipschitza?
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4. Wykaza¢, »e funkcja

f(x) =
{
|x| 32 sin 1

x
dla x ̸= 0

0 dla x = 0

nie speªnia warunku Lipschitza.

5. Sprawdzi¢, czy problem Cauchy'ego

x′ = sgn(t− 1), x(1) = 0

ma rozwi¡zanie.

6. Sprawdzi¢, ile rozwi¡za« ma problem Cauchy'ego

x′ = sgn(3x− 6), x(0) = 2.

7. Dana jest funkcja f : R→ R okre±lona wzorem

f(x) =
{
x ln |x| dla x ̸= 0
0 dla x = 0

.

Zbada¢ istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« problemu Cauchy'ego

x′ = f(x), x(2) = 0.

Wykaza¢, »e funkcja f jest ci¡gªa, ale nie speªnia warunku Lipschitza w ka»dym przedziale,
do którego nale»y x = 0.

8. Dana jest funkcja f : R2 → R okre±lona wzorem

f(t, x) =
{
x3

t
dla t ̸= 0

0 dla t = 0
.

Sprawdzi¢, czy problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(0) = x0

ma rozwi¡zanie dla x0 = 1, x0 = 0.

9. Niech funkcja f : (−a, a) × (−b, b) → R, gdzie a, b > 0, b¦dzie ci¡gªa oraz taka, »e
f(t, x) < 0 dla tx > 0 i f(t, x) > 0 dla tx < 0. Udowodni¢, »e problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(0) = 0

ma jedyne rozwi¡zanie x(t) ≡ 0. Korzystaj¡c z tego twierdzenia wykaza¢, »e powy»sze
zagadnienie Cauchy'ego ma jedyne rozwi¡zanie x(t) ≡ 0, gdy f(t, x) = − 3

√
tx(t2 + x2).

Czy ta funkcja f jest lipschitzowska wzgl¦dem x w jakimkolwiek obszarze, do którego
nale»y (t, x) = (0, 0)?

10. Znale¹¢ niesko«czenie wiele rozwi¡za« zagadnienia Cauchy'ego

x′ − 9t2x = (t5 + t2)x
2
3 , x(0) = 0

okre±lonych na R.
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11. Pokaza¢, »e funkcja x(t) ≡ 2 oraz rodzina funkcji

xα(t) =
{
2, t < α
1
4(t− α)

2 + 2, t ­ α ,

gdzie α ­ 1, s¡ rozwi¡zaniami zagadnienia pocz¡tkowego

x′ =
√
x− 2, x(1) = 2.

12. Uzasadni¢, »e problem pocz¡tkowy

tx′ = 2x, x(0) = 0

ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« okre±lonych na R.

13. Pokaza¢, »e rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowego

x′ = x3, x(0) = x0,

gdzie x0 ̸= 0, nie mo»e by¢ przedªu»one poza przedziaª (−∞, 12x20 ). Przeanalizowa¢ przy-
padek, gdy x0 = 0.

14. Wykaza¢, »e problemy Cauchy'ego maj¡ dokªadnie jedno rozwi¡zanie i jest ono przedªu-
»alne na R:

14.1. x′ = t arcctgx− π2 t, x(0) = 0,

14.2. x′ = (t2 + x2) sinx+ x cosx, x(0) = 0.

15. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce równania maj¡ wszystkie rozwi¡zania przedªu»alne na R:

15.1. x′ = sin (x2 + t2),

15.2. x′ = sin (x2 + t2) + 3|x|,
15.3. x′ = x2

x2+t2+1 + cos
5 t,

15.4. x′ = |x|
|x|+t2+1 ,

15.5. x′ = arc sin 1
x2+t2+2 .

16. Dana jest funkcja

f(x) =
{
1, x ¬ 1
−1, x > 1

.

Wykaza¢, »e:

16.1. zagadnienie pocz¡tkowe
x′ = f(x), x(0) = 1

ma rozwi¡zanie dla t ¬ 0 i nie ma rozwi¡zania dla t ­ 0,
16.2. równanie caªkowe

x(t) = 1 +
∫ t
0
f(x(s)) ds, t ­ 0

nie ma ci¡gªego rozwi¡zania.
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17. Niech f : [t0, t0 + a] × [x0 − b, x0 + b] → R, a, b > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, nierosn¡c¡
wzgl¦dem zmiennej x. Udowodni¢, »e problem pocz¡tkowy

x′ = f(t, x), x(t0) = x0

ma jedyne rozwi¡zanie. Uzasadni¢ te» analogiczne twierdzenie dla funkcji f : [t0− a, t0]×
[x0 − b, x0 + b]→ R ci¡gªej, niemalej¡cej wzgl¦dem zmiennej x.

18. Sprawdzi¢, »e problem pocz¡tkowy

x′ = − sinx− |x|αsgn(x), x(0) = 0,

gdzie α ­ 0, ma jedyne rozwi¡zanie x(t) ≡ 0 dla t ­ 0. Pokaza¢, »e je±li α = 0, to jest to
równie» jedyne rozwi¡zanie dla t ¬ 0.

19. Obliczy¢ x′′′(0), je±li funkcja x(t) jest rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego

x′ = x2 + x+ t, x(0) = 1.

20. Wyznaczy¢ rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowego

x′ = x+ t, x(0) = 0

przy pomocy ci¡gu Picarda.

21. Sprawdzi¢, czy problem pocz¡tkowy

x′ =
√
x+ 1, x(0) = 0

ma rozwi¡zanie dla t ¬ 0. Dlaczego nie mo»na zastosowa¢ ani twierdzenia 3.1, ani »adnego
twierdzenia Picarda i Peano? A czy mo»na wykorzysta¢ które± z tych twierdze« dla t ∈ R?



Rozdziaª 4

Metoda punktów staªych

4.1 Twierdzenie Banacha o punkcie staªym

Twierdzenia 3.5 i 3.9 mo»na udowodni¢ metod¡ punktu staªego. To bardzo popularna, nowo-
czesna i reprezentatywna technika dowodowa wykorzystuj¡ca narz¦dzia analizy funkcjonalnej.
Jest ona cz¦sto u»ywana w dowodach twierdze« o istnieniu rozwi¡za« oraz o istnieniu i jedno-
znaczno±ci rozwi¡za«, zarówno w teorii równa« ró»niczkowych zwyczajnych, jak i cz¡stkowych.
W tym przypadku skorzystamy z twierdzenia Banacha o punkcie staªym.

Twierdzenie 4.1 (Banacha o punkcie staªym). Je±li (X, d) jest niepust¡ przestrzeni¡ metrycz-
n¡ zupeªn¡ i F : X → X jest operatorem zw¦»aj¡cym (kontrakcj¡):

∀x1, x2 ∈ X d(F (x1), F (x2)) ¬ k d(x1, x2),

gdzie k ∈ [0, 1), to F ma dokªadnie jeden punkt staªy x∗ ∈ X, tzn. taki »e F (x∗) = x∗. Ponadto
x∗ jest granic¡ ciagu xn = F (xn−1), n ∈ N z dowolnym x0 ∈ X oraz

d(xn, x∗) ¬
kn

1− k
d(x1, x0).

Dowód twierdzenia 3.5 przy pomocy twierdzenia 4.1 Banacha o punkcie staªym.
Dla uproszczenia rozwa»my przedziaª [t0, t0 + α]. Symbolem X = C([t0, t0 + α],R) oznaczmy
przestrze« wektorow¡ skalarnych funkcji ci¡gªych okre±lonych na [t0, t0 + α]. Przestrze« unor-
mowana (X, ∥ ∥) z norm¡ maksimum jest przestrzeni¡ Banacha. Zde�niujmy w tej przestrzeni
kul¦ domkni¦t¡

B(x0, b) = {x ∈ X : ∥x− x0∥ ¬ b} ,

przy czym x0 traktujemy tutaj jako funkcj¦ staª¡ na przedziale [t0, t0 + α]. W przestrzeni X
wprowad¹my metryk¦ generowan¡ przez norm¦

d(x, y) = ∥x− y∥, x, y ∈ X.

Przestrze« metryczna (B(x0, b), d) jest zupeªna, gdy» kula domkni¦ta B(x0, b) jest zbiorem
domkni¦tym w (X, ∥ ∥). Zde�niujmy operator F : X ⊃ B(x0, b)→ X okre±lony wzorem

F (x)(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + α].

Poniewa» f i x s¡ ci¡gªe, wi¦c na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza F jest dobrze okre-
±lony.

Zastosujemy twierdzenie Banacha do przestrzeni metrycznej (B(x0, b), d) i operatora F .

71
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1. Poka»emy, »e operator F jest dziaªaniem wewn¦trznym (przeksztaªca kul¦ B(x0, b) w
siebie):

F (B(x0, b)) ⊂ B(x0, b).

Niech funkcja x ∈ B(x0, b) b¦dzie dowolna i ustalmy dowolne t ∈ [t0, t0 + α]. Korzystaj¡c z
ograniczono±ci f i de�nicji α, znajdujemy oszacowanie

|F (x)(t)− x0| =
∣∣∣∣∫ t
t0
f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣ ¬ ∫ t
t0
|f(s, x(s))| ds

¬Mα ¬M b

M
= b, t ∈ [t0, t0 + α].

Przechodz¡c po lewej stronie do maksimum wzgl¦dem t, otrzymujemy, »e d(F (x), x0) ¬ b.
Zatem F (x) ∈ B(x0, b).
2. Teraz sprawdzimy, »e F jest kontrakcj¡ (jest operatorem zw¦»aj¡cym). Bierzemy dwie

dowolne funkcje x, y ∈ B(x0, b) i ustalamy dowolne t ∈ [t0, t0 + α]. Warunek Lipschitza dla f
wzgl¦dem x i de�nicja α poci¡gaj¡ za sob¡ nierówno±ci

|F (x)(t)− F (y)(t)| =
∣∣∣∣∫ t
t0
[f(s, x(s))− f(s, y(s))] ds

∣∣∣∣
¬
∫ t
t0
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds

¬ L
∫ t
t0
|x(s)− y(s)| ds

¬ Ld(x, y)
∫ t
t0
ds

= Ld(x, y)(t− t0)
¬ αLd(x, y), t ∈ [t0, t0 + α].

Poªó»my k = αL. Z zaªo»enia α < 1
L
, wi¦c k < 1. Znowu przechodz¡c po lewej stronie do

maksimum wzgl¦dem t, uzyskujemy oszacowanie

d(F (x), F (y)) ¬ k d(x, y), x, y ∈ B(x0, b).

Z twierdzenia Banacha o punkcie staªym wynika, »e operator F ma dokªadnie jeden punkt
staªy x∗ ∈ B(x0, b), F (x∗) = x∗.

Wprost z de�nicji F wnioskujemy, »e równanie operatorowe

F (x) = x

i równanie caªkowe
x(t) = x0 +

∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + α]

s¡ równowa»ne w B(x0, b). Bior¡c pod uwag¦ twierdzenie 3.2, x∗ jest jedynym rozwi¡zaniem
problemu pocz¡tkowego (3.23), co ko«czy dowód.

Niech X = C([t0, t0+a],R), a > 0 oznacza przestrze« wektorow¡ skalarnych funkcji ci¡gªych
okre±lonych na przedziale [t0, t0 + a]. W przestrzeni X zde�niujmy norm¦

∥x∥p = max
{
e−(t−t0)p|x(t)| : t ∈ [t0, t0 + a]

}
, x ∈ X,

gdzie p ­ 0 jest dowoln¡ liczb¡. Aby udowodni¢ twierdzenie 3.9, korzystaj¡c z twierdzenia
Banacha o punkcie staªym, wykorzystamy poni»szy lemat.
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Lemat 4.1. Normy maksimum ∥ ∥ i ∥ ∥p, p ­ 0 s¡ równowa»ne oraz

∥x∥p ¬ ∥x∥ ¬ eap ∥x∥p, x ∈ X,

Dowód twierdzenia 3.9 przy pomocy twierdzenia 4.1 Banacha o punkcie staªym.
Dla uproszczenia rozwa»my przedziaª [t0, t0+a]. SymbolemX = C([t0, t0+a],R) oznaczmy prze-
strze« wektorow¡ skalarnych funkcji ci¡gªych okre±lonych na [t0, t0+a]. Przestrze« unormowana
(X, ∥ ∥) z norm¡ maksimum jest przestrzeni¡ Banacha. W przestrzeni X wprowad¹my jeszcze
norm¦ Bieleckiego z p = L. Bior¡c pod uwag¦ lemat 4.1, przestrze« unormowana (X, ∥ ∥L) te»
jest przestrzeni¡ Banacha. Zde�niujmy operator F : X → X okre±lony wzorem

F (x)(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + a].

Poniewa» f i x s¡ ci¡gªe, na podstawie twierdzenia Newtona-Leibniza F jest dobrze okre±lony.
Zastosujemy wspomniane twierdzenie Banacha do przestrzeni (X, ∥ ∥L) i operatora F .

Zwró¢my uwag¦, »e tym razem nie zacie±niamy si¦ do kuli domkni¦tej tak, jak miaªo to miejsce
w przypadku dowodu twierdzenia 3.5 o lokalnym istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za«.

Wystarczy sprawdzi¢, »e F jest kontrakcj¡, gdy» dziaªaniem wewn¦trznym jest z de�nicji.
We¹my dwie dowolne funkcje x, y ∈ X i ustalmy dowolne t ∈ [t0, t0 + a]. Warunek Lipschitza
dla f wzgl¦dem x poci¡ga za sob¡ nierówno±ci

∥F (x)− F (y)∥L = max
{
e−(t−t0)L |F (x)(t)− F (y)(t)| : t ∈ [t0, t0 + a]

}
= max

{
e−(t−t0)L

∣∣∣∣∫ t
t0
[f(s, x(s))− f(s, y(s))] ds

∣∣∣∣ : t ∈ [t0, t0 + a]}
¬ max

{
e−(t−t0)L

∫ t
t0
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds : t ∈ [t0, t0 + a]

}
¬ max

{
e−(t−t0)LL

∫ t
t0
|x(s)− y(s)| ds : t ∈ [t0, t0 + a]

}
= max

{
e−(t−t0)LL

∫ t
t0
e−(s−t0)L |x(s)− y(s)| e(s−t0)L ds : t ∈ [t0, t0 + a]

}
¬ max

{
e−(t−t0)LL

∫ t
t0
∥x− y∥Le(s−t0)L ds : t ∈ [t0, t0 + a]

}
= max

{
e−(t−t0)LL

∫ t
t0
e(s−t0)L ds : t ∈ [t0, t0 + a]

}
∥x− y∥L

= max
{
e−(t−t0)L

(
e(t−t0)L − 1

)
: t ∈ [t0, t0 + a]

}
∥x− y∥L

= max
{
1− e−(t−t0)L : t ∈ [t0, t0 + a]

}
∥x− y∥L

=
(
1− e−aL

)
∥x− y∥L.

Poªó»my k = 1− e−aL. Mamy wi¦c oszacowanie

∥F (x)− F (y)∥L ¬ k ∥x− y∥L, x, y ∈ X.

Nietrudno sprawdzi¢, »e 0 < k < 1.
Z twierdzenia Banacha o punkcie staªym wynika, »e operator F ma dokªadnie jeden punkt

staªy x∗ ∈ X, F (x∗) = x∗.
Rozumuj¡c tak samo, jak w dowodzie twierdzenia 3.5, stwierdzamy, »e x∗ jest jedynym

rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego (3.38).
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4.2 Twierdzenie Schaudera o punkcie staªym

W tym podrozdziale udowodnimy twierdzenia 3.12, 3.15 i 3.16 przy pomocy dwóch ró»nych
wersji twierdzenia Schaudera o punkcie staªym. B¦dziemy zakªada¢, »e (X, ∥ ∥) jest przestrzeni¡
Banacha. Symbolem A b¦dziemy oznacza¢ domkni¦cie zbioru A ⊂ X.

Zaczniemy od najprostszej wersji twierdzenia Schaudera, tj. takiej, gdy operator okre±lony
jest na zbiorze zwartym. Ale przykªadowo kula domkni¦ta w przestrzeni niesko«czenie wymia-
rowej nie jest zwarta. Dlatego w dalszej cz¦±ci sformuªujemy to twierdzenie bez kr¦puj¡cego
w zastosowaniach zaªo»enia o zwarto±ci dziedziny operatora, »¡daj¡c w zamian zwarto±ci sa-
mego operatora.

Twierdzenie 4.2 (Schaudera o punkcie staªym). Je±liM ⊂ X jest zbiorem niepustym, zwartym
i wypukªym oraz F :M →M jest operatorem ci¡gªym, to F ma punkt staªy.

De�nicja 4.1. Zbiór A ⊂ X jest wzgl¦dnie zwarty, gdy zwarty jest zbiór A.

De�nicja 4.2. Operator F : M → X, M ⊂ X jest zwarty, gdy jest ci¡gªy i zbiór F (A) jest
wzgl¦dnie zwarty dla ka»dego ograniczonego zbioru A ⊂M .

Uwaga 4.1. Je±li operator F : M → X, M ⊂ X jest ci¡gªy i zbiór F (M) jest wzgl¦dnie
zwarty, to F jest zwarty. Ustalmy bowiem dowolny ograniczony zbiór A ⊂ M . Z wªasno±ci
obrazu zbioru oraz operacji domkni¦cia zbioru wiadomo, »e F (A) ⊂ F (M) i F (A) ⊂ F (M).
Wobec tego zbiór F (A) jest zwarty jako domkni¦ty podzbiór zwartego zbioru F (M).

Uwaga 4.2. Wprost z uwagi 4.1 i twierdzenia Weierstrassa wynika, »e je±li operator F :M →
X, M ⊂ X jest ci¡gªy i zbiór M jest zwarty, to F jest zwarty.

Twierdzenie 4.3 (Schaudera o punkcie staªym). Je±li M ⊂ X jest zbiorem niepustym, do-
mkni¦tym, ograniczonym i wypukªym oraz F : M → M jest operatorem zwartym, to F ma
punkt staªy.

Twierdzenie 4.4 (Schaudera o punkcie staªym). Je±li F : X → X jest operatorem zwartym,
to ma punkt staªy.

Twierdzenie 4.5 (Arzela-Ascoli). Niech dim X < ∞. Zbiór Z ⊂ C([α, β], X), [α, β] ⊂ R
jest wzgl¦dnie zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiorem funkcji równoci¡gªych i wspólnie
ograniczonych.

Dowód twierdzenia 3.12 Peano przy pomocy twierdzenia 4.3 Schaudera o punk-
cie staªym. Dla uproszczenia rozwa»my przedziaª [t0, t0 + α]. Poªó»my X = C([t0, t0 + α],R).
Przestrze« (X, ∥ ∥) z norm¡ maksimum jest przestrzeni¡ Banacha. Zde�niujmy w tej przestrzeni
kul¦ domkni¦t¡

B(x0, b) = {x ∈ X : ∥x− x0∥ ¬ b} .
Oczywi±cie jest to zbiór niepusty, domkni¦ty, ograniczony i wypukªy. Zde�niujmy operator
F : B(x0, b)→ X wzorem

F (x)(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + α].

Skoro f i x s¡ ci¡gªe, to na mocy twierdzenia Newtona-Leibniza F jest dobrze okre±lony.
Zastosujemy twierdzenie 4.3 Schaudera do naszej przestrzeni X, zbioru M = B(x0, b) i

operatora F .
1. Uzasadnienie, »e F jest operatorem wewn¦trznym, tj. »e F

(
B(x0, b)

)
⊂ B(x0, b) jest do-

kªadnie takie samo, jak w dowodzie twierdzenia 3.5 Picarda przy pomocy twierdzenia Banacha
o punkcie staªym.
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2. Aby wykaza¢, »e F jest operatorem zwartym, sprawdzimy, »e jest on ci¡gªy i zbiór
F
(
B(x0, b)

)
jest wzgl¦dnie zwarty (zobacz uwag¦ 4.1).

Najpierw zbadamy ci¡gªo±¢ operatora F . Ustalmy dowoln¡ funkcj¦ x̃ ∈ B(x0, b). Chcemy
pokaza¢, »e F jest ci¡gªy w x̃. Niech ε > 0 b¦dzie dowolnie ustalon¡ liczb¡.

Poniewa» prostok¡t P jest zbiorem zwartym, wi¦c funkcja f jest jednostajnie ci¡gªa na P .
Oznacza to w szczególno±ci, »e istnieje liczba δ > 0 taka, »e dla dowolnych y1, y2 ∈ [x0−b, x0+b]
je±li |y1 − y2| < δ, to |f(t, y1)− f(t, y2)| < ε

α
dla ka»dego t ∈ [t0, t0 + α].

Zatem, je»eli x ∈ B(x0, b) i ∥x− x̃∥ < δ, to

∥F (x)− F (x̃)∥ = max
t∈[t0,t0+α]

∣∣∣∣∫ t
t0
(f(s, x(s))− f(s, x̃(s))) ds

∣∣∣∣ (4.1)

¬ max
t∈[t0,t0+α]

∫ t
t0
|f(s, x(s))− f(s, x̃(s))| ds

< α
ε

α
= ε.

Tym samym pokazali±my, »e F jest operatorem ci¡gªym w x̃. Z dowolno±ci x̃ wynika, »e F jest
ci¡gªy.

W dalszej cz¦±ci dowiedziemy, »e zbiór F
(
B(x0, b)

)
jest wzgl¦dnie zwarty. Na mocy twier-

dzenia 4.5 Arzeli-Ascoliego wystarczy pokaza¢, »e jest on zbiorem funkcji równoci¡gªych i wspól-
nie ograniczonych.

Ustalmy dowolne ε > 0 i poªó»my δ = ε
M
. We¹my dowoln¡ funkcj¦ y ∈ F

(
B(x0, b)

)
, czyli

y = F (x) dla pewnej funkcji x ∈ B(x0, b). Je±li t1, t2 ∈ [t0, t0+α] i |t1− t2| < δ, to otrzymujemy

|y(t1)− y(t2)| =
∣∣∣∣∫ t1
t0
f(s, x(s)) ds−

∫ t2
t0
f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ t2
t1
f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣
¬
∣∣∣∣∫ t2
t1
|f(s, x(s))| ds

∣∣∣∣
< δM =

ε

M
M = ε,

co dowodzi, »e F
(
B(x0, b)

)
jest zbiorem funkcji równoci¡gªych.

Teraz niech y ∈ F
(
B(x0, b)

)
, przy czym y = F (x), x ∈ B(x0, b), b¦dzie dowoln¡ funkcj¡.

Wówczas dla ka»dego t ∈ [t0, t0 + α] mamy

|y(t)| =
∣∣∣∣x0 + ∫ t1

t0
f(s, x(s)) ds

∣∣∣∣
¬ |x0|+

∫ t1
t0
|f(s, x(s))| ds

¬ |x0|+ αM,

czyli F
(
B(x0, b)

)
jest zbiorem funkcji wspólnie ograniczonych.

Twierdzenie 4.3 Schaudera implikuje istnienie punktu staªego x∗ ∈ B(x0, b) operatora F . W
efekcie x∗ jest rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego (3.12) i dowód jest sko«czony.

Dowód twierdzenia 3.15 Peano przy pomocy twierdzenia 4.4 Schaudera o punk-
cie staªym. Uzasadnienie jest podobne, jak dowód twierdzenia 3.12 Peano dla prostok¡ta
powy»ej, z t¡ ró»nic¡, »e teraz F : X → X, gdzie X = C([t0, t0 + a],R). Jedynie sprawdzenie
ci¡gªo±ci operatora F jest bardziej subtelne, bo zbiór [t0, t0 + a] × R nie jest zwarty. Ustalmy
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wi¦c dowoln¡ funkcj¦ x̃ ∈ X. Niech ε b¦dzie dowolnie ustalon¡ liczb¡. Poªó»my b̃ = ∥x0 − x̃∥.
Rozpatrzmy kul¦ domkni¦t¡

B(x0, 2b̃) =
{
x ∈ X : ∥x− x0∥ ¬ 2b̃

}
w przestrzeni X.

Prostok¡t [t0, t0+ a]× [x0− 2b̃, x0+2b̃] jest zbiorem zwartym. Dzi¦ki jednostajnej ci¡gªo±ci
funkcji f na tym prostok¡cie, istnieje liczba δ > 0 taka, »e dla dowolnych y1, y2 ∈ [x0−2b̃, x0+2b̃]
je±li |y1−y2| < δ, to |f(t, y1)−f(t, y2)| < ε

a
dla ka»dego t ∈ [t0, t0+a]. Bez zmniejszenia ogólno±ci

rozwa»a« zaªó»my, »e δ ¬ b̃.
Oczywi±cie x̃ ∈ B(x0, b̃) ⊂ B(x0, 2b̃). Przypu±¢my teraz, »e x ∈ X i ∥x− x̃∥ < δ. Mamy

∥x− x0∥ ¬ ∥x− x̃∥+ ∥x̃− x0∥
< δ + b̃ ¬ 2b̃,

a st¡d x ∈ B(x0, 2b̃). Nierówno±¢

|F (x)− F (x̃)| < ε

otrzymujemy w ten sam sposób jak we wzorze (4.1).

Dowód twierdzenia 3.16 Peano przy pomocy twierdzenia 4.4 Schaudera o punk-
cie staªym. Wystarczy zamiast wyj±ciowego problemu Cauchy'ego (8.11), rozwa»y¢ problem
(8.12) i skorzysta¢ z twierdzenia 8.3 oraz z udowodnionego wy»ej twierdzenia 3.15 dla funkcji
f ograniczonej.

4.3 Zadania

1. Udowodni¢ lemat 4.1.

2. Pokaza¢, »e dla dowolnego n ∈ N równanie

xn − (1 + n)(1− x) = 0

ma w przedziale (0, 1) dokªadnie jeden pierwiastek.

3. Wykaza¢, »e je±li |λ| > M ­ 0 oraz funkcja f : [a, b] → [|λ|a, |λ|b] jest ci¡gªa w [a, b]
i ró»niczkowalna w (a, b), przy czym |f ′(x)| ¬M dla x ∈ (a, b), to równanie

f(x) = |λ|x

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

4. Udowodni¢, »e istnieje ci¡gªa funkcja rzeczywista f okre±lona na przedziale I = [0, 1]
speªniaj¡ca równanie

f(x) =
∫ 1
0
sin

(
x+ f 2(t)

)
dt

dla wszystkich x ∈ I.



Rozdziaª 5

Równania ró»niczkowe liniowe n-tego
rz¦du

5.1 Teoria równa« ró»niczkowych liniowych

Równanie ró»niczkowe

x(n) + a1(t)x(n−1) + ...+ an−1(t)x(1) + an(t)x = b(t), (5.1)

gdzie funkcje ai, b : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n s¡ dane, nazywamy równaniem liniowym n-tego
rz¦du. Gdy b(t) ≡ 0, t ∈ I, to mówimy, »e (5.1) jest równaniem liniowym jednorodnym (RLJ)

x(n) + a1(t)x(n−1) + ...+ an−1(t)x(1) + an(t)x = 0 (5.2)

w przeciwnym razie - równaniem liniowym niejednorodnym (RLN). Je±li (5.1) jest równaniem
niejednorodnym (RLN), to (5.2) nazywamy równaniem jednorodnym (RLJ) z nim skojarzonym.

Uwaga 5.1. Je±li funkcje ai, b : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to zagadnienie pocz¡tkowe{
x(n) + a1(t)x(n−1) + ...+ an−1(t)x(1) + an(t)x = b(t)
x(t0) = x01, x(1)(t0) = x02, ..., x(n−1)(t0) = x0n

(5.3)

ma jedyne rozwi¡zanie okre±lone na I. W przypadku je±li przedziaª I jest domkni¦ty, wynika to
wprost z uwag 3.9, 3.10 i twierdzenia 3.9 zastosowanych do funkcji f : I × Rn → R okre±lonej
wzorem

f(t, x1, ..., xn) = −a1(t)xn − ...− an(t)x1 + b(t).

Funkcja ta jest ci¡gªa, a ponadto speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem x = (x1, ..., xn), bo dla
dowolnych x = (t, x1, ..., xn), x = (t, x1, ..., xn) ∈ I × Rn mamy∣∣∣f(t, x1, ..., xn)− f(t, x1, ..., xn)∣∣∣ ¬ ∥a1∥|xn − xn|+ ...+ ∥an∥|x1 − x1|

¬
(
∥a1∥+ ...+ ∥an∥

)
∥x− x∥E,

gdzie symbole ∥ ∥ i ∥ ∥E oznaczaj¡ odpowiednio norm¦ maksimum w przestrzeni funkcji ci¡gªych
C(I,R) i norm¦ euklidesow¡ w Rn. Je±li za± przedziaª I nie jest domkni¦ty, to mo»emy powy»sze
rozumowanie przeprowadzi¢ do ka»dego przedziaªu domkni¦tego Ĩ ⊂ I, co implikuje tez¦.

Zanim przejdziemy do dalszej analizy równa« (5.1) i (5.2), najpierw sformuªujemy i omówi-
my poj¦cie wro«skianu, wygodnego narz¦dzia do sprawdzania liniowej niezale»no±ci funkcji.

77



78 ROZDZIA� 5. RÓWNANIA RÓ�NICZKOWE LINIOWE N-TEGO RZ�DU

De�nicja 5.1. Wro«skianem zbioru n funkcji skalarnych {x1, ..., xn}, xk : R ⊃ I → R, k =
1, ..., n, (n− 1)-krotnie ró»niczkowalnych nazywamy wyznacznik

W (x1, ..., xn)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xn(t)
x
(1)
1 (t) · · · x(1)n (t)
...

. . .
...

x
(n−1)
1 (t) · · · x(n−1)n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (5.4)

W skrócie, o ile to b¦dzie oczywiste, b¦dziemy pisa¢ W (t).

Twierdzenie 5.1. Zaªó»my, »e funkcje skalarne x1, ..., xn : R ⊃ I → R s¡ (n − 1)-krotnie
ró»niczkowalne. Je±li W (t0) ̸= 0 dla pewnego t0 ∈ I, to funkcje x1, ..., xn s¡ liniowo niezale»ne.

Dowód. Przypu±¢my, »e W (t0) ̸= 0 dla pewnego t0 ∈ I. Rozwa»my zerow¡ liniow¡ kombi-
nacj¦

α1x1(t) + α2x2(t) + ...+ αnxn(t) = 0, t ∈ I.
Ró»niczkuj¡c (n − 1) razy w punkcie t0 powy»sze równanie, otrzymujemy jednorodny ukªad
równa« algebraicznych 

x1(t0) · · · xn(t0)
x
(1)
1 (t0) · · · x(1)n (t0)
...

. . .
...

x
(n−1)
1 (t0) · · · x(n−1)n (t0)



α1
α2
...
αn

 =

0
0
...
0

 .

Poniewa» W (t0) ̸= 0, wi¦c ukªad ten ma jedyne rozwi¡zanie (α1, α2, ..., αn)T = (0, 0, ..., 0)T , a
to implikuje liniow¡ niezale»no±¢ funkcji x1, ..., xn.

Uwaga 5.2. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. z liniowej niezale»no±ci (n − 1)-
krotnie ró»niczkowalnych funkcji skalarnych x1, ..., xn : R ⊃ I → R nie musi wynika¢, »e
W (t0) ̸= 0 w jakim± punkcie t0 ∈ I. Rozwa»my bowiem dwie ró»niczkowalne funkcje x1(t) = t2,
x2(t) = t|t|, t ∈ R. Funkcje te s¡ liniowo niezale»ne, za± W (t) ≡ 0, t ∈ R.

De�nicja 5.2. Dowolny zbiór {x1, ..., xn} liniowo niezale»nych rozwi¡za« RLJ okre±lonych
w przedziale Ĩ ⊂ I nazywamy ukªadem fundamentalnym (podstawowym) tego równania w
przedziale Ĩ.

Uwaga 5.3. Je±li funkcje ai : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to ukªad fundamentalny RLJ
w przedziale I istnieje. Istotnie, wystarczy rozwa»y¢ funkcje xk : I → R, k = 1, ..., n, które s¡
rozwi¡zaniami RLJ z warunkami pocz¡tkowymi

x(j)(t0) = δj,k−1, k = 1, ..., n, j = 0, ..., n− 1,

gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone; symbol δj,k−1 oznacza delt¦ Kroneckera. Takie rozwi¡zania
istniej¡ i dane s¡ jednoznacznie na mocy uwagi 5.1. Wtedy

W (t0) = |I| = 1 ̸= 0.

Zgodnie z twierdzeniem 5.1, zbiór {x1, ..., xn} jest ukªadem fundamentalnym RLJ w przedziale
I. Niestety nie ma ogólnej metody znajdowania takich rozwi¡za«. Problem efektywnego wy-
znaczania ukªadu fundamentalnego w pewnych przypadkach omówimy w dalszej cz¦±ci.

W uwadze 5.2 zauwa»yli±my, »e twierdzenie 5.1 dziaªa w ogólno±ci tylko w jedn¡ stron¦. Ale
je±li funkcje x1, ..., xn s¡ rozwi¡zaniami RLJ o ci¡gªych wspóªczynnikach, to dziaªa ono równie»
w drug¡ stron¦, co wi¦cej w drug¡ stron¦ jest mocniejsze.



5.1. TEORIA RÓWNA� RÓ�NICZKOWYCH LINIOWYCH 79

Twierdzenie 5.2. Niech funkcje skalarne x1, ..., xn : R ⊃ I → R b¦d¡ rozwi¡zaniami RLJ
o ci¡gªych wspóªczynnikach ai, i = 1, ..., n. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. zbiór {x1, ..., xn} jest ukªadem fundamentalnym RLJ w przedziale I,

2. istnieje t0 ∈ I takie, »e W (t0) ̸= 0,

3. dla ka»dego t ∈ I W (t) ̸= 0.

Dowód. Oczywi±cie z punktu 3. natychmiast wynika punkt 2., za± z punktu 2 wynika punkt
1. na podstawie twierdzenia 5.1.

Wyka»emy teraz, »e punkt 1. implikuje punkt 3.. Zrobimy to przez zaprzeczenie, tzn. poka»e-
my, »e z zerowania si¦ wro«skianu w jakim± punkcie wynika liniowa zale»no±¢ funkcji x1, ..., xn.
Przypu±¢my, »e istnieje t0 ∈ I takie, »e W (t0) = 0. Oznacza to, »e wektory

x1(t0) =


x1(t0)
x
(1)
1 (t0)
...

x
(n−1)
1 (t0)

 , · · · , xn(t0) =


xn(t0)
x(1)n (t0)

...
x(n−1)n (t0)


s¡ liniowo zale»ne. Rozwa»my zerow¡ kombinacj¦ liniow¡

α1x
1(t0) + ...+ αnxn(t0) = 0 (5.5)

o nie wszystkich staªych α1, ..., αn równych zeru. Zde�niujmy funkcj¦

x(t) = α1x1(t) + ...+ αnxn(t), t ∈ I

z tak dobranymi staªymi. Nietrudno sprawdzi¢, »e x jest rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego{
x(n) + a1(t)x(n−1) + ...+ an−1(t)x(1) + an(t)x = 0
x(t0) = 0, x(1)(t0) = 0, ..., x(n−1)(t0) = 0

,

gdy» kombinacja liniowa rozwi¡za« RLJ jest rozwi¡zaniem RLJ, a speªnienie warunków pocz¡t-
kowych poci¡ga za sob¡ relacja (5.5). Poniewa» zgodnie z uwag¡ 5.1, zagadnienie to ma jedyne
rozwi¡zanie zerowe okre±lone na I, wi¦c x(t) ≡ 0, t ∈ I. Zatem

α1x1(t) + ...+ αnxn(t) = 0, t ∈ I,

co oznacza, »e funkcje x1, ..., xn s¡ liniowo zale»ne.

Przykªad 5.1. Rozwa»my dwie funkcje skalarne x1(t) = t3 i x2(t) = t2|t|, t ∈ R. Sprawdzi¢,
czy istniej¡ ci¡gªe funkcje a1, a2 : R→ R takie, »e x1, x2 s¡ rozwi¡zaniami równania

x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = 0, t ∈ R. (5.6)

Odpowied¹ jest negatywna. Zauwa»my bowiem, »e x1, x2 s¡ dwukrotnie ró»niczkowalne i liniowo
niezale»ne. Gdyby x1, x2 rozwi¡zywaªy równanie (5.6), to tworzyªyby ukªad fundamentalny tego
równania. A to jest niemo»liwe, gdy» W (t) ≡ 0, t ∈ R.

Uwaga 5.4. Niech A(t) = [aij(t)]ni,j=1 b¦dzie macierz¡ kwadratow¡, której elementami s¡ funk-
cje ró»niczkowalne aij : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n. Wówczas

|A(t)|′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a′11(t) · · · a′1n(t)
a21(t) · · · a2n(t)

...
. . .

...
an1(t) · · · ann(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ ...+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11(t) · · · a1n(t)
a21(t) · · · a2n(t)

...
. . .

...
a′n1(t) · · · a′nn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, t ∈ I.



80 ROZDZIA� 5. RÓWNANIA RÓ�NICZKOWE LINIOWE N-TEGO RZ�DU

Twierdzenie 5.3 (Liouville). Niech funkcje ai : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n b¦d¡ ci¡gªe. Je±li
funkcje x1, ..., xn s¡ rozwi¡zaniami RLJ w przedziale I, to

W (t) = W (t0)e
−
∫ t
t0
a1(s) ds

, t ∈ I, (5.7)

gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone.

Dowód. Obliczmy pochodn¡ wro«skianu

W ′(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xn(t)
x
(1)
1 (t) · · · x(1)n (t)
...

. . .
...

x
(n−2)
1 (t) · · · x(n−2)n (t)
x
(n)
1 (t) · · · x(n)n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, t ∈ I.

Zast¦puj¡c ostatni wiersz wyra»eniami

x
(n)
i (t) = −a1(t)x

(n−1)
i (t)− ...− an−1(t)x(1)i (t)− an(t)xi(t), i = 1, ..., n,

i korzystaj¡c z wªasno±ci wyznaczników, mamy równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du

W ′(t) = −a1(t)W (t), t ∈ I.

W konsekwencji

W (t) = Ce
−
∫ t
t0
a1(s) ds

, t ∈ I.

Obliczamy C = W (t0).

Wniosek 5.1. Je±li funkcje ai : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n s¡ ci¡gªe i funkcje x1, ..., xn s¡
rozwi¡zaniami RLJ w przedziale I, to wro«skian albo jest identycznie równy zeru w przedziale
I, albo jest ró»ny od zera w ka»dym punkcie tego przedziaªu.

Twierdzenie 5.4. Je±li funkcje ai : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to rozwi¡zanie ogólne
RLJ dane jest wzorem

x(t) = C1x1(t) + ...+ Cnxn(t), t ∈ I, (5.8)

gdzie zbiór {x1, ..., xn} jest ukªadem fundamentalnym RLJ w przedziale I, i s¡ to wszystkie
rozwi¡zania tego równania na I.

Dowód. Zauwa»my, »e ka»da funkcja okre±lona wzorem (5.8) zale»y od n parametrów
C1, ..., Cn ∈ R i jest rozwi¡zaniem równania (5.2), gdy ustalimy parametry.

Poka»emy, »e ka»de rozwi¡zanie ϕ równania (5.2) w przedziale I jest postaci (5.8), tzn. »e
istniej¡ staªe C1, ..., Cn ∈ R takie, »e

ϕ(t) = C1x1(t) + ...+ Cnxn(t), t ∈ I. (5.9)

Niech ϕ b¦dzie rozwi¡zaniem równania (5.2) w przedziale I. Zró»niczkujmy równanie (5.9)
(n−1)-krotnie. �eby uzasadni¢ istnienie staªych C1, ..., Cn wystarczy sprawdzi¢, »e ukªad równa«

x1(t) · · · xn(t)
x
(1)
1 (t) · · · x(1)n (t)
...

. . .
...

x
(n−1)
1 (t) · · · x(n−1)n (t)



C1
C2
...
Cn

 =


ϕ(t)
ϕ(1)(t)

...
ϕ(n−1)(t)


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ma rozwi¡zanie (C1, ..., Cn)T , które nie zale»y od t. Dla dowolnie ustalonego t ∈ I jest to ukªad
liniowych równa« algebraicznych, którego wyznacznik gªówny W (t) ̸= 0 w ±wietle twierdzenia
5.2. Zgodnie ze wzorami Cramera ukªad ten ma jedyne rozwi¡zanie z

Ci(t) =
Wi(t)
W (t)

, i = 1, ..., n,

gdzie

Wi(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xi−1(t) ϕ(t) xi+1(t) · · · xn(t)
x
(1)
1 (t) · · · x

(1)
i−1(t) ϕ(1)(t) x

(1)
i+1(t) · · · x(1)n (t)

...
...

...
...

...
...

...
x
(n−1)
1 ](t) · · · x

(n−1)
i−1 (t) ϕ(n−1)(t) x

(n−1)
i+1 (t) · · · x(n−1)n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Twierdzenie Liouville'a poci¡ga za sob¡ równo±ci

Ci(t) =
Wi(t)
W (t)

=
Wi(t0)e

−
∫ t
t0
a1(s) ds

W (t0)e
−
∫ t
t0
a1(s) ds

=
Wi(t0)
W (t0)

, i = 1, ..., n,

gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone. Oznacza to, »e warto±ci Ci, i = 1, ..., n nie zale»¡ od t, co
ko«czy dowód.

Wniosek 5.2. Je±li wspóªczynniki ai : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to zbiór rozwi¡za«
RLJ z dziaªaniem dodawania funkcji i mno»enia ich przez liczby rzeczywsite jest n wymiarow¡
przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 5.5. Je±li xj jest rozwi¡zaniem ogólnym RLJ skojarzonego z RLN okre±lonym na
przedziale Ĩ ⊂ I, za± xs jest rozwi¡zaniem szczególnym RLN okre±lonym na Ĩ, to rozwi¡zanie
ogólne RLN na Ĩ dane jest wzorem

x = xj + xs, (5.10)

i s¡ to wszystkie rozwi¡zania tego równania na Ĩ.

Dowód. Uzasadnienie powy»szego twierdzenia jest analogiczne, jak dowód twierdzenia 2.2.

Uwaga 5.5. Je±li b(t) = b1(t) + ... + bm(t), to xs = xs1 + ... + xsm, gdzie xsk, k = 1, ...,m s¡
rozwi¡zaniami szczególnymi równa« RLN

x(n) + a1(t)x(n−1) + ...+ an−1(t)x(1) + an(t)x = bk(t), k = 1, ...,m.

Wynika to z liniowo±ci RLN (5.1) i liniowo±ci operacji pochodnej. Istotnie, po wstawieniu xsk
do powy»szych równa« i dodaniu ich stronami mamy

(
xs1 + ...+ xsm

)(n)
+a1(t)

(
xs1 + ...+ xsm

)(n−1)
+...+ an−1(t)

(
xs1 + ...+ xsm

)(1)
+

+an(t)
(
xs1 + ...+ xsm

)
= b1(t) + ...+ bm(t).

W przypadku równa« liniowych pierwszego rz¦du poznali±my metod¦ uzmienniania staªej,
która pozwala wyznacza¢ rozwi¡zanie szczególne xs RLN. Metod¦ t¦ mo»na uogólni¢ na równa-
nia liniowe n-tego rz¦du. Zaªó»my, »e ai, b : I → R, i = 1, ..., n s¡ ci¡gªe. Niech zbiór {x1, ..., xn}
b¦dzie ukªadem fundamentalnym RLJ skojarzonego z RLN w przedziale I. Na mocy twierdzenia
5.4 wiemy, »e rozwi¡zanie ogólne RLJ jest postaci

xj(t) = C1x1(t) + ...+ Cnxn(t), t ∈ I. (5.11)
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Zaproponujmy
xs(t) = C1(t)x1(t) + ...+ Cn(t)xn(t), t ∈ I, (5.12)

gdzie Ci : I → R, i = 1, ..., n s¡ funkcjami klasy C1. Twierdzimy, »e takie funkcje istniej¡ i
mo»na je efektywnie wyznaczy¢, rozwi¡zuj¡c ukªad równa«

x1(t) · · · xn(t)
x
(1)
1 (t) · · · x(1)n (t)
...

. . .
...

x
(n−2)
1 (t) · · · x(n−2)n (t)
x
(n−1)
1 (t) · · · x(n−1)n (t)





C ′1(t)
C ′2(t)
...

C ′n−1(t)
C ′n(t)

 =


0
0
...
0
b(t)

 , t ∈ I. (5.13)

Metoda ta nosi nazw¦ metody uzmienniania staªych. Uzasadnienie przeprowadzimy dla
n = 1 i n = 2. Dla n > 2 dowód jest analogiczny.

Niech n = 1. Równania (5.1) i (5.2) maj¡ odpowiednio posta¢

x′ + a1(t)x = b(t), (5.14)

x′ + a1(t)x = 0. (5.15)

Zbiór {x1} jest ukªadem fundamentalnym równania (5.15) w I, wi¦c

xj(t) = C1x1(t), t ∈ I,

xs(t) = C1(t)x1(t), t ∈ I.

Obliczamy
x′s(t) = C1(t)x

′
1(t) + C

′
1(t)x1(t)︸ ︷︷ ︸
b(t)

, t ∈ I.

Sprawd¹my, »e funkcj¦ C1(t) mo»na uzyska¢, rozwi¡zuj¡c równanie

x1(t)C ′1(t) = b(t), t ∈ I. (5.16)

Oczywi±cie równanie to ma jedyne rozwi¡zanie C ′1(t), gdy» na mocy twierdzenia 5.2

W (t) = |x1(t)| ≠ 0, t ∈ I.

Ponadto funkcje x1 i b s¡ ci¡gªe, co pozwala wyznaczy¢ C(t). Po wstawieniu do równania (5.14)
mamy

L = C1(t)x′1(t) + b(t) + a1(t)
(
C1(t)x1(t)

)
= C1(t)

(
x′1(t) + a1(t)x1(t)︸ ︷︷ ︸

0

)
+b(t) = b(t) = P, t ∈ I.

Niech n = 2. Teraz równania (5.1) i (5.2) maj¡ odpowiednio posta¢

x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = b(t), (5.17)

x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = 0. (5.18)

Zbiór {x1, x2} jest ukªadem fundamentalnym równania (5.18) w I, czyli

xj(t) = C1x1(t) + C2x2(t), t ∈ I,

xs(t) = C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t), t ∈ I.
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Obliczamy:

x′s(t) = C1(t)x
′
1(t) + C

′
1(t)x1(t) + C2(t)x

′
2(t) + C

′
2(t)x2(t)

= C1(t)x′1(t) + C2(t)x
′
2(t) + C

′
1(t)x1(t) + C

′
2(t)x2(t)︸ ︷︷ ︸

0

, t ∈ I.

x′′s(t) = C1(t)x
′′
1(t) + C

′
1(t)x

′
1(t) + C2(t)x

′′
2(t) + C

′
2(t)x

′
2(t)

= C1(t)x′′1(t) + C2(t)x
′′
2(t) + C

′
1(t)x

′
1(t) + C

′
2(t)x

′
2(t)︸ ︷︷ ︸

b(t)

, t ∈ I.

Sprawd¹my, »e funkcje C1(t) i C2(t) mo»na uzyska¢, rozwi¡zuj¡c ukªad równa«[
x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

] [
C ′1(t)
C ′2(t)

]
=
[
0
b(t)

]
, t ∈ I. (5.19)

Widzimy, »e ukªad ten ma jedyne rozwi¡zanie (C ′1(t), C
′
2(t))

T , poniewa» zgodnie z twierdzeniem
5.2

W (t) =

∣∣∣∣∣ x1(t) x2(t)
x′1(t) x′2(t)

∣∣∣∣∣ ̸= 0, t ∈ I.

Ponadto funkcje x1, x2, x′1, x
′
2 i b s¡ ci¡gªe, a to pozwala wyznaczy¢ C1(t) i C2(t). Po wstawieniu

do równania (5.17) otrzymujemy

L =C1(t)x′′1(t) + C2(t)x
′′
2(t) + b(t) + a1(t)

(
C1(t)x′1(t) + C2(t)x

′
2(t)

)
+ a2(t)

(
C1(t)x1(t) + C2(t)x2(t)

)
=C1(t)

(
x′′1(t) + a1(t)x

′
1(t) + a2(t)x1(t)︸ ︷︷ ︸
0

)
+C2(t)

(
x′′2(t) + a1(t)x

′
2(t) + a2(t)x2(t)︸ ︷︷ ︸
0

)
+b(t)

=b(t) = P, t ∈ I.

5.2 Równania ró»niczkowe liniowe o staªych wspóªczynni-

kach

Rozwa»my odpowiednio RLN i RLJ

x(n) + a1x(n−1) + ...+ an−1x(1) + anx = b(t), (5.20)

x(n) + a1x(n−1) + ...+ an−1x(1) + anx = 0, (5.21)

gdzie staªe wspóªczynniki ai ∈ R, i = 1, ..., n i ci¡gªa funkcja b : R ⊃ I → R s¡ dane. Równania
(5.20) i (5.21) s¡ oczywi±cie szczególnymi przypadkami odpowiednio równa« (5.1) i (5.2). A
skoro tak, to w celu wyznaczenia rozwi¡zania ogólnego równania (5.21) wystarczy znale¹¢ jaki±
jego ukªad fundamentalny, za± »eby wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne równania (5.20), trzeba
wyznaczy¢ wpomniany ukªad fundamentalny równania (5.21) z nim skojarzonego i dodatkowo
znale¹¢ jakiekolwiek rozwi¡zanie szczególne równania (5.21).

Zajmijmy si¦ teraz efektywnym wyznaczeniem ukªadu fundamentalnego RLJ. Poszukajmy
rozwi¡za« RLJ (rzeczywistych lub zespolonych) w postaci

x1 = eλt,
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gdzie λ ∈ C jest staª¡, któr¡ trzeba znale¹¢. Wstawiaj¡c do równania (5.21), mamy

0 =
(
eλt
)(n)
+a1

(
eλt
)(n−1)

+...+ an−1
(
eλt
)(1)
+aneλt

= eλt(λn + a1λn−1 + ...+ an−1λ+ an),

a nast¦pnie dziel¡c przez eλt, otrzymujemy tzw. równanie charekterystyczne równania (5.21)

λn + a1λn−1 + ...+ an = 0. (5.22)

Wielomian

∆(λ) = λn + a1λn−1 + ...+ an

nazywamy wielomianem charakterystycznym równania (5.21). Zgodnie z podstawowym twier-
dzeniem algebry równanie (5.22) ma ª¡cznie z krotno±ciami dokªadnie n pierwiastków. Mo»emy
napisa¢

eλt∆(λ) = 0.

Widzimy, »e je±li λ jest pierwiastkiem rzeczywistym równania (5.22), tzn. »e ∆(λ) = 0, to
funkcja

x1 = eλt

jest rozwi¡zaniem rzeczywistym równania (5.21), a je±li λ = α+ βi (β ̸= 0) jest pierwiastkiem
zespolonym równania (5.22), to funkcja

x1 = e(α+βi)t = eαt(cos βt+ i sin βt)

jest rozwi¡zaniem zespolonym równania (5.21). W przypadku rozwi¡zania zespolonego mo»na
zauwa»y¢, korzystaj¡c z liniowo±ci równania (5.21) i liniowo±ci ró»niczkowania, »e jego cz¦±ci
rzeczywista i urojona

x11 = eαt cos βt, x12 = eαt sin βt

te» s¡ rozwi¡zaniami tego równania. Rzeczywi±cie mamy

0 = x(n)1 + a1x
(n−1)
1 + ...+ an−1x

(1)
1 + anx1

= (x11 + x12i)(n) + a1(x11 + x12i)(n−1) + ...+ an−1(x11 + x12i)(1) + an(x11 + x12i)

=
(
x
(n)
11 + a1x

(n−1)
11 + ...+ an−1x

(1)
11 + anx11

)
+
(
x
(n)
12 + a1x

(n−1)
12 + ...+ an−1x

(1)
12 + anx12

)
i.

A st¡d:
x
(n)
11 + a1x

(n−1)
11 + ...+ an−1x

(1)
11 + anx11 = 0,

x
(n)
12 + a1x

(n−1)
12 + ...+ an−1x

(1)
12 + anx12 = 0.

Okazuje si¦, »e je±li λ jest k-krotnym pierwiastkiem rzeczywistym równania (5.22), to roz-
wi¡zaniami rzeczywistymi równania (5.21) s¡ funkcje

xj = tj−1eλt, j = 1, ..., k,

a je±li λ = α + βi (β ̸= 0) jest k-krotnym pierwiastkiem zespolonym równania (5.22), to
rozwi¡zaniami zespolonymi równania (5.21) s¡ funkcje

xj = tj−1e(α+βi)t = tj−1eαt(cos βt+ i sin βt), j = 1, ..., k.

Sprawd¹my to dla k = 2, gdy» dla k > 2 idea uzasadnienia jest analogiczna. Oczywi±cie
wystarczy rozwa»y¢ j = 2, bo dla j = 1 rozumowanie przeprowadzili±my powy»ej. Kªadziemy

x2 = teλt
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i chcemy pokaza¢, »e je±li λ jest dwukrotnym pierwiastkiem równania (5.22), to

(teλt)(n) + a1(teλt)(n−1) + ...+ an−1(teλt)(1) + anteλt = 0.

Zauwa»my, »e dla dowolnej λ ∈ C prawdziwe s¡ równo±ci

(teλt)(n) + a1(teλt)(n−1) + ...+ an−1(teλt)(1) + anteλt

=
( d
dλ
eλt
)(n)
+a1

( d
dλ
eλt
)(n−1)

+...+ an−1
( d
dλ
eλt
)(1)
+an

d

dλ
eλt

=
d

dλ

[(
eλt
)(n)
+a1

(
eλt
)(n−1)

+...+ an−1
(
eλt
)(1)
+aneλt

]
=
d

dλ

[
eλt∆(λ)

]
=teλt∆(λ) + eλt∆′(λ).

A je±li λ jest dwukrotnym pierwiastkiem równania (5.22), to ∆(λ) = 0 i ∆′(λ) = 0, co ko«-
czy uzasadnienie. Rozumuj¡c dokªadnie tak samo jak wcze±niej dla j = 1, stwierdzamy, »e w
przypadku zespolonym cz¦±ci rzeczywiste i urojone

xj1 = tj−1eαt cos βt, xj2 = tj−1eαt sin βt, j = 1, ..., k

równie» s¡ rozwi¡zaniami równania (5.21).
Zde�niujmy zbiór n funkcji {x1, ..., xn} odpowiadaj¡cy n (licz¡c z krotno±ciami) pierwiast-

kom równania charakterystycznego (5.22) w nast¦puj¡cy sposób.
1. Je»eli λ ∈ R jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego, to w skªad

ukªadu {x1, ..., xn} wª¡czamy k funkcji:

eλt, teλt, . . . , tk−1eλt.

2. Je»eli λ = α + βi, λ = α − βi ∈ C (β ̸= 0) s¡ k-krotnymi pierwiastkami równania
charakterystycznego, to w skªad ukªadu {x1, ..., xn} wª¡czamy 2k funkcji:

eαt cos βt, teαt cos βt, . . . , tk−1eαt cos βt,

eαt sin βt, teαt sin βt, . . . , tk−1eαt sin βt.

Zbiór {x1, ..., xn} zde�niowany powy»ej jest ukªadem fundamentalnym RLJ. Oczywi±cie wy-
starczy pokaza¢, »e funkcje x1, ..., xn s¡ liniowo niezale»ne. Dowód tego faktu dla dowolnego n
podamy w rozdziale 6 jako prosty wniosek z analizy ukªadów n liniowych równa« ró»niczko-
wych pierwszego rz¦du. Teraz ograniczymy si¦ jedynie do uzasadnienia liniowej niezale»no±ci w
prostszym przypadku n = 2. W tym celu skorzystamy z wªasno±ci wro«skianu.

Je±li n = 2, to równanie (5.21) ma posta¢

x′′ + a1x′ + a2x = 0. (5.23)

Równanie charakterystyczne jest równaniem kwadratowym

λ2 + a1λ+ a2 = 0. (5.24)

1. Przypadek ∆ > 0. Pierwiastkami jednokrotnymi równania (5.24) s¡ dwie ró»ne liczby
λ1, λ2 ∈ R, za± funkcje

x1 = eλ1t, x2 = eλ2t, t ∈ R
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s¡ rozwi¡zaniami równania (5.23). Obliczamy

W (t) =

∣∣∣∣∣ eλ1t eλ2t

λ1e
λ1t λ2e

λ2t

∣∣∣∣∣ = (λ2 − λ1)e(λ1+λ2)t ̸= 0, t ∈ R,

sk¡d na podstawie twierdzenia 5.2 stwierdzamy, »e zbiór {x1, x2} jest ukªadem fundamentalnym
równania (5.23).

2. Przypadek ∆ = 0. Pierwiastkiem dwukrotnym równania (5.24) jest liczba λ1 ∈ R, za±
funkcje

x1 = eλ1t, x2 = teλ1t, t ∈ R

s¡ rozwi¡zaniami równania (5.23). Obliczamy

W (t) =

∣∣∣∣∣ eλ1t teλ1t

λ1e
λ1t eλ1t + λ1teλ1t

∣∣∣∣∣ = e2λ1t ̸= 0, t ∈ R

i znowu korzystaj¡c z twierdzenia 5.2, wnioskujemy, »e zbiór {x1, x2} jest ukªadem fundamen-
talnym równania (5.23).

3. Przypadek ∆ < 0. Pierwiastkami jednokrotnymi równania (5.24) s¡ dwie ró»ne liczby
λ1 = α + βi, λ1 = α− βi ∈ C, β ̸= 0 za± funkcje

x11 = eαt cos βt, x12 = eαt sin βt, t ∈ R

s¡ rozwi¡zaniami równania (5.23). Obliczamy

W (t) =

∣∣∣∣∣ eαt cos βt eαt sin βt
αeαt cos βt− βeαt sin βt αeαt sin βt+ βeαt cos βt

∣∣∣∣∣ = βe2αt ̸= 0, t ∈ R

i analogicznie jak wy»ej, dochodzimy do wniosku, »e zbiór {x11, x12} jest ukªadem fundamen-
talnym równania (5.23).

W poprzednim rozdziale omówili±my metod¦ uzmienniania staªych, która pozwala znajdo-
wa¢ rozwi¡zanie szczególne xs RLN, o ile znamy ukªad fundamentalny skojarzonego z nim RLJ.
Okazuje si¦, »e je±li wspóªczynniki ai, i = 1, ..., n s¡ staªe i prawa strona b(t) tego równania jest
odpowiedniej postaci, to rozwi¡zanie szczególne potra�my przewidzie¢, a nast¦pnie obliczy¢ i
to bez znajomo±ci ukªadu fundamentalnego, a tak»e bez caªkowania. Taki sposób wyznaczania
xs nazywamy metod¡ przewidywania lub metod¡ wspóªczynników nieoznaczonych.

1. b(t) = eatpn(t), liczba a ∈ R jest k-krotnym pierwiastkiem równania charakterystycznego
skojarzonego RLJ, za± pn(t) jest wielomianem stopnia n.

Przewidujemy
xs(t) = tkeatqn(t),

gdzie qn(t) jest wielomianem stopnia n, który znajdujemy, wstawiaj¡c xs do RLN.
2. b(t) = eαt

(
pn(t) cos βt + qm(t) sin βt

)
, liczba α + βi ∈ C jest k-krotnym pierwiastkiem

równania charakterystycznego skojarzonego RLJ, za± pn(t) i qm(t) s¡ wielomianami odpowiednio
stopnia n i m.

Przewidujemy
xs(t) = tkeαt

(
wl(t) cos βt+ rl(t) sin βt

)
,

gdzie wl(t) i rl(t) s¡ wielomianami stopnia l, l = max{n,m}, który znajdujemy, wstawiaj¡c xs
do RLN.

Przykªad 5.2. Znale¹¢ rozwi¡zanie ogólne RLN

x′′ + x′ − 2x = et. (5.25)
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Zacznijmy od wyznaczenia rozwi¡zania ogólnego RLJ skojarzonego z RLN

x′′ + x′ − 2x = 0. (5.26)

Równanie charakterystyczne dane jest wzorem

λ2 + λ− 2 = 0.

Pierwiastkami tego równania s¡ liczby:

λ1 = −2, λ2 = 1.

A wi¦c
xj(t) = C1e−2t + C2et, C1, C2 ∈ R.

Rozwi¡zanie szczególne RLN znajdziemy metod¡ uzmienniania staªych i metod¡ przewidy-
wania, a pó¹niej porównamy otrzymane wyniki.

I sposób (metoda uzmienniania staªych).
Szukamy rozwi¡zania szczególnego RLN zgodnie ze wzorem

xs1(t) = C1(t)e−2t + C2(t)et.

W tym celu nale»y rozwi¡za¢ ukªad równa«[
e−2t et

−2e−2t et

] [
C ′1(t)
C ′2(t)

]
=
[
0
et

]
.

Obliczamy wyznacznik gªówny

W (t) =

∣∣∣∣∣ e−2t et

−2e−2t et

∣∣∣∣∣ = 3e−t
oraz dwa wyznaczniki:

W1(t) =

∣∣∣∣∣ 0 et

et et

∣∣∣∣∣ = −e2t,
W2(t) =

∣∣∣∣∣ e−2t 0
−2e−2t et

∣∣∣∣∣ = e−t.
Korzystaj¡c ze wzorów Cramera, otrzymujemy jedyne funkcje:

C ′1(t) = −
1
3
e3t,

C ′2(t) =
1
3
,

a po scaªkowaniu mo»emy przyj¡¢:

C1(t) = −
1
9
e3t,

C2(t) =
1
3
t.

St¡d

xs1(t) = −
1
9
et +
1
3
tet.



88 ROZDZIA� 5. RÓWNANIA RÓ�NICZKOWE LINIOWE N-TEGO RZ�DU

II sposób (metoda przewidywania).
Poniewa» b(t) = et, a = 1, k = 1, wi¦c przewidujemy rozwi¡zanie szczególne RLN w postaci

xs2(t) = Atet.

�eby wyznaczy¢ staª¡ A, zró»niczkujmy xs2:

x′s2(t) = Ae
t + Atet,

x′′s2(t) = 2Ae
t + Atet

i wstawmy xs2 wraz z jej pochodnymi do RLN. Po uproszczeniu mamy równanie algebraiczne

3Aet = et,

z którego obliczamy A = 13 . Zatem

xs2(t) =
1
3
tet.

Bez przeprowadzania rachunków wida¢, »e xs1 ̸= xs2.
Ostatecznie rozwi¡zanie ogólne RLN dane jest wzorem

x(t) = C1e−2t + C2et + xs1(t), C1, C2 ∈ R

lub równowa»nie
x(t) = C1e−2t + C2et + xs2(t), C1, C2 ∈ R.

Przykªad 5.3. Wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne RLN

x′′′ + 9x′ = cos 2t+ sin 3t+ t sin t+ t2 + 1 +
1
cos t

. (5.27)

Najpierw znajdziemy rozwi¡zanie ogólne RLJ skojarzonego z RLN

x′′′ + 9x′ = 0. (5.28)

Pierwiastkami równania charakterystycznego

λ3 + 9λ = 0

s¡ liczby:
λ1 = 0, λ2 = 3i, λ3 = −3i.

Zatem
xj(t) = C1 + C2 cos 3t+ C3 sin 3t, Ci ∈ R, i = 1, 2, 3.

W celu znalezienia rozwi¡zania szczególnego RLN, wygodnie b¦dzie przeprowadzi¢ oblicze-
nia dla pi¦ciu RLN z bi, i = 1, ..., 5 odpowiednio równymi:

b1(t) = cos 2t, b2(t) = sin 3t, b3(t) = t sin t, b4(t) = t2 + 1, b5(t) =
1
cos t

.

Do pierwszych czterech RLN zastosujemy metod¦ przewidywania, za± do ostatniego metod¦
uzmienniania staªych, gdy» w tym przypadku u»ycie metody przewidywania jest niemo»liwe.

1) b1(t) = cos 2t = e0t(1 cos 2t+ 0 sin 2t), α + βi = 2i, k = 0.
Przewidujemy

xs1 = A cos 2t+B sin 2t.
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Aby wyznaczy¢ staªe A i B, zró»niczkujmy xs1:

x′s1 = −2A sin 2t+ 2B cos 2t,
x′′s1 = −4A cos 2t− 4B sin 2t,
x′′′s1 = 8A sin 2t− 8B cos 2t,

wstawmy te pochodne do RLN
x′′′ + 9x′ = cos t

i po uproszczeniu otrzymujemy równanie algebraiczne

−10A sin 2t+ 10B cos 2t = cos 2t.

W konsekwencji A = 0 i B = 1
10 , co implikuje

xs1 =
1
10
sin 2t.

2) b2(t) = sin 3t = e0t(0 cos 3t+ 1 sin 3t), α + βi = 3i, k = 1.
Teraz przewidujemy

xs2 = t(A cos 3t+B sin 3t).

Wykonajmy ró»niczkowanie xs2:

x′s2 = A cos 3t+B sin 3t+ t(−3A sin 3t+ 3B cos 3t),
x′′s2 = −6A sin 3t+ 6B cos 3t+ t(−9A cos 3t− 9B sin 3t),
x′′′s2 = −27A cos 3t− 27B sin 3t+ t(27A sin 3t− 27B cos 3t),

nast¦pnie wstawmy te pochodne do RLN

x′′′ + 9x′ = sin 3t

i po uproszczeniu mamy równanie algebraiczne

−18A cos 3t− 18B sin 3t = sin 3t.

W efekcie A = 0 i B = − 118 , a st¡d

xs2 = −
1
18
t sin 3t.

3) b3(t) = t sin t = e0t(0 cos t+ t sin t), α + βi = i, k = 0.
Tym razem przewidujemy

xs3 = (At+B) cos t+ (Ct+D) sin t.

Zró»niczkujmy xs3:

x′s3 = A cos t− (At+B) sin t+ C sin t+ (Ct+D) cos t,
x′′s3 = −2A sin t− (At+B) cos t+ 2C cos t− (Ct+D) sin t,
x′′′s3 = −3A cos t+ (At+B) sin t− 3C sin t− (Ct+D) cos t,

wstawmy te pochodne do RLN
x′′′ + 9x′ = t sin t
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i po uproszczeniu dochodzimy do równania algebraicznego

(6A+ 8D) cos t+ (−8B + 6C) sin t+ 8Ct cos t− 8At sin t = t sin t.

Rozwi¡zuj¡c ukªad równa« 
6A+ 8D = 0
−8B + 6C = 0
8C = 0
−8A = 1

,

mamy A = −18 , B = 0, C = 0 i D =
3
32 , czyli

xs3 = −
1
8
t cos t+

3
32
sin t.

4) b4(t) = t2 + 1 = e0t(t2 + 1), a = 0, k = 1.
I znowu przewidujemy

xs4 = t(At2 +Bt+ C).

Po zró»niczkowaniu xs4:

x′s4 = 3At
2 + 2Bt+ C,

x′′s4 = 6At+ 2B,
x′′′s4 = 6A,

wstawieniu pochodnych do RLN
x′′′ + 9x′ = t2 + 1

i uproszczeniu otrzymujemy równanie algebraiczne

27At2 + 18Bt+ 6A+ 9C = t2 + 1.

Rozwi¡zuj¡c ukªad równa« 
27A = 0
18B = 0
6A+ 9C = 1

,

mamy A = 1
27 , B = 0, C =

7
81 , a co za tym idzie

xs4 =
1
27
t3 +

7
81
t.

5) b5(t) = 1
cos t .

Zastosujemy metod¦ uzmienniania staªych, tj. poszukamy

xs5 = C1(t) + C2(t) cos 3t+ C3(t) sin 3t.

Musimy rozwi¡za¢ ukªad równa« 1 cos 3t sin 3t
0 −3 sin 3t 3 cos 3t
0 −9 cos 3t −9 sin 3t


 C ′1(t)
C ′2(t)
C ′3(t)

 =
 00

1
cos t

 .
Obliczamy wyznacznik gªówny

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 cos 3t sin 3t
0 −3 sin 3t 3 cos 3t
0 −9 cos 3t −9 sin 3t

∣∣∣∣∣∣∣ = 27
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oraz trzy wyznaczniki:

W1(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 cos 3t sin 3t
0 −3 sin 3t 3 cos 3t
1
cos t −9 cos 3t −9 sin 3t

∣∣∣∣∣∣∣ =
3
cos t

,

W2(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0 sin 3t
0 0 3 cos 3t
0 1
cos t −9 sin 3t

∣∣∣∣∣∣∣ = −
3 cos 3t
cos t

,

W3(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 cos 3t 0
0 −3 sin 3t 0
0 −9 cos 3t 1

cos t

∣∣∣∣∣∣∣ = −
3 sin 3t
cos t

.

Ze wzorów Cramera otrzymujemy jedyne funkcje:

C ′1(t) =
1
9 cos t

, C ′2(t) = −
cos 3t
9 cos t

, C ′3(t) = −
sin 3t
9 cos t

,

a po scaªkowaniu mo»emy poªo»y¢:

C1(t) = −
1
18
ln
1− sin t
1 + sin t

,

C2(t) = −
2
9
sin 2t+

1
3
t,

C3(t) = −
1
6
ln(1 + tg2 t) +

4
9
arctg(tg t)− 4

9
tg t
1 + tg2 t

.

Zatem

xs5 = −
1
18
ln
1− sin t
1 + sin t

+
(
−2
9
sin 2t+

1
3
t
)
cos 3t+

(
−1
6
ln(1+tg2 t)+

4
9
arctg(tg t)−4

9
tg t
1 + tg2 t

)
sin 3t.

Poszukiwane rozwi¡zanie szczególne RLN (5.27) ma wi¦c posta¢

xs(t) = xs1(t) + xs2(t) + xs3(t) + xs4(t) + xs5(t),

a jego rozwi¡zanie ogólne dane jest wzorem

x(t) = C1 + C2 cos 3t+ C3 sin 3t+ xs(t), Ci ∈ R, i = 1, 2, 3.

5.3 Równania ró»niczkowe liniowe o wspóªczynnikach za-

le»nych od t

W poprzednim rozdziale skonstruowali±my ukªad fundamentalny {x1, ..., xn} RLJ w przy-
padku, gdy wspóªczynniki ai, i = 1, ..., n byªy staªe. Wykorzystali±my w tym celu pierwiastki
równania charakterystycznego (5.22), w którym wspóªczynnikami wielomianu charakterystycz-
nego ∆(λ) byªy wªa±nie liczby ai. Uogólnienie tego rozumowania na dowolne wspóªczynniki
funkcyjne ai(t), i = 1, ..., n niestety nie jest mo»liwe wªa±nie ze wzgl¦du na równanie charak-
terystyczne. Ale w szczególnym przypadku tzw. równa« Cauchy'ego-Eulera da si¦ to zrobi¢
do±¢ podobnie. W ogólno±ci próbujemy obni»y¢ rz¡d równania lub znale¹¢ jakie± rozwi¡zanie
szczególne i dopiero wtedy obni»y¢ rz¡d.

I Rozwa»my równanie Cauchy'ego-Eulera drugiego rz¦du

t2x′′ + atx′ + bx = 0, t > 0, (5.29)
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gdzie a, b ∈ R s¡ dowolnymi staªymi. Poszukajmy rozwi¡za« tego równania (rzeczywistych lub
zespolonych) w postaci

x = tλ,

gdzie λ ∈ C jest staª¡, któr¡ trzeba znale¹¢. Wstawiaj¡c do równania (5.29), otrzymujemy
to»samo±¢

t2λ(λ− 1)tλ−2 + atλtλ−1 + btλ = 0,

a po podzieleniu przez tλ dostajemy równanie kwadratowe

λ2 + (a− 1)λ+ b = 0. (5.30)

Oczywi±cie je±li λ jest pierwiastkiem rzeczywistym równania (5.30), to funkcja

x = tλ

jest rozwi¡zaniem rzeczywistym równania (5.29), a je±li λ = α+ βi (β ̸= 0) jest pierwiastkiem
zespolonym równania (5.30), to funkcja

x = tα+βi = tαtβi = tα
(
eln t

)βi
= tαe(β ln t)i = tα

(
cos (β ln t) + i sin (β ln t)

)
jest rozwi¡zaniem zespolonym równania (5.29). W przypadku rozwi¡zania zespolonego mo»na
zauwa»y¢, rozumuj¡c analogicznie jak w poprzednim rozdziale, »e jego cz¦±ci rzeczywista i
urojona

x1 = tα cos (β ln t), x2 = tα sin (β ln t)

te» s¡ rozwi¡zaniami tego równania.
1. Przypadek ∆ > 0. Pierwiastkami jednokrotnymi równania (5.30) s¡ dwie ró»ne liczby

λ1, λ2 ∈ R, za± funkcje
x1 = tλ1 , x2 = tλ2

s¡ rozwi¡zaniami równania (5.29). Obliczamy

W (t) =

∣∣∣∣∣ tλ1 tλ2

λ1t
λ1−1 λ2t

λ2−1

∣∣∣∣∣ = (λ2 − λ1)tλ1+λ2−1 ̸= 0,
sk¡d na podstawie twierdzenia 5.2 stwierdzamy, »e zbiór {x1, x2} jest ukªadem fundamentalnym
równania (5.29).

2. Przypadek ∆ = 0. Pierwiastkiem dwukrotnym równania (5.30) jest liczba λ1 ∈ R, za±
funkcja

x1 = tλ1

jest rozwi¡zaniem równania (5.29). Poka»emy, »e funkcja

x2 = tλ1 ln t

te» jest rozwi¡zaniem tego równania. Uwzgl¦dniaj¡c jej pochodne:

x′2 = λ1t
λ1−1 ln t+ tλ1−1 = tλ1−1[λ1 ln t+ 1],

x′′2 = (λ1 − 1)tλ1−2(λ1 ln t+ 1) + λ1tλ1−2 = tλ1−2[(λ1 − 1)(λ1 ln t+ 1) + λ1],
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otrzymujemy

t2x′′2 + atx
′
2 + bx2

=tλ1
[
(λ1 − 1)(λ1 ln t+ 1) + λ1

]
+atλ1

[
λ1 ln t+ 1

]
+btλ1 ln t

=tλ1
[
(λ1 − 1)(λ1 ln t+ 1) + λ1 + a(λ1 ln t+ 1) + b ln t

]
=tλ1

[
(λ21 + (a− 1)λ1 + b︸ ︷︷ ︸

0

) ln t+ 2λ1 − 1 + a︸ ︷︷ ︸
0

]
= 0,

gdy» λ1 = 12(1− a). Obliczamy

W (t) =

∣∣∣∣∣ tλ1 tλ1 ln t
λ1t
λ1−1 λ1t

λ1−1 ln t+ tλ1−1

∣∣∣∣∣ = t2λ1−1 ̸= 0
i znowu korzystaj¡c z twierdzenia 5.2, wnioskujemy, »e zbiór {x1, x2} jest ukªadem fundamen-
talnym równania (5.29).

3. Przypadek ∆ < 0. Pierwiastkami jednokrotnymi równania (5.30) s¡ dwie ró»ne liczby
λ1 = α + βi, λ1 = α− βi ∈ C, β ̸= 0 za± funkcje

x1 = tα cos (β ln t), x2 = tα sin (β ln t)

s¡ rozwi¡zaniami równania (5.29). Obliczamy

W (t) =

∣∣∣∣∣ tα cos (β ln t) tα sin (β ln t)
αtα−1 cos (β ln t)− βtα−1 sin (β ln t) αtα−1 sin (β ln t) + βtα−1 cos (β ln t)

∣∣∣∣∣
= βt2α−1 ̸= 0

i analogicznie jak wy»ej, dochodzimy do wniosku, »e zbiór {x1, x2} jest ukªadem fundamental-
nym równania (5.29).

Przykªad 5.4. Rozwi¡zania ogólne równa« Cauchy'ego-Eulera:

t2x′′ + tx′ − x = 0, t > 0, (5.31)

t2x′′ + 3tx′ + x = 0, t > 0, (5.32)

t2x′′ − tx′ + 2x = 0, t > 0 (5.33)

dane s¡ odpowiednio wzorami:

x = C1t+ C2t−1, C1, C2 ∈ R,

x = C1t−1 + C2t−1 ln t, C1, C2 ∈ R,

x = C1t cos(ln t) + C2t sin(ln t), C1, C2 ∈ R.

II Zwró¢my teraz uwag¦ na nast¦puj¡cy fakt. Równanie RLJ jest jednorodne wzgl¦dem
x, x(1), ..., x(n) stopnia m = 1, poniewa»

F (t, ru1, ..., run+1) = rF (t, u1, ..., un+1), r ∈ R,

gdzie
F (t, u1, ..., un+1) = un+1 + a1(t)un + ...+ an(t)u1

(porównaj de�nicj¦ 2.3). Przeprowadzaj¡c analogiczne rozumowanie jak w rozdziale 2.10, mo-
»emy przez podstawienie

x′ = xy (y = y(t))
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obni»y¢ rz¡d tego równania o jeden, ale powstaªe równanie b¦dzie nieliniowe. W przypadku
RLJ drugiego rz¦du

x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = 0 (5.34)

otrzymamy równanie Riccatiego. Rzeczywi±cie, po zró»niczkowaniu

x′′ = x′y + xy′ = xy2 + xy′,

wstawieniu do równania (5.34) i podzieleniu przez x dochodzimy do równania

y′ = −y2 − a1(t)y − a2(t). (5.35)

Przykªad 5.5. Rozwi¡za¢ równanie

t4x′′ + x = 0, t > 0. (5.36)

Odpowiadaj¡ce mu równanie Riccatiego, otrzymane zgodnie z podstawieniem zaproponowanym
powy»ej, dane jest wzorem

y′ = −y2 − 1
t4
.

Podstawiaj¡c
u = −y (u = u(t)),

przeksztaªcamy je do postaci

u′ = u2 +
1
t4
.

A to równanie potra�my efektywnie rozwi¡za¢ i rozwi¡zanie dane jest wzorem

u =
1
t2
ctg

(1
t
+ C1

)
− 1
t

(zobacz przykªad 2.17). W konsekwencji

x = C2e−
∫
u(t) dt, C2 ∈ R.

Podstawiamy

z =
1
t
+ C1 (z = z(t))

i obliczamy:

dz = − 1
t2
dt,∫ 1

t2
ctg

(1
t
+ C1

)
dt = −

∫
ctg z dz = − ln | sin z|+ C = − ln

∣∣∣∣sin(1t + C1
)∣∣∣∣+ C.

Ostatecznie:
x = C2e

ln|sin ( 1t+C1)|+ln t,

x = C2t sin
(1
t
+ C1

)
.

III W przypadku, gdy znamy jedno niezerowe rozwi¡zanie szczególne x1 RLJ, to mo»emy
przez podstawienie

x = x1y, z = y′ (y = y(t), z = z(t))

obni»y¢ rz¡d tego równania o jeden i powstaªe równanie te» b¦dzie RLJ. W ten sam sposób
mo»emy obni»y¢ rz¡d RLN o jeden, gdy znamy jedno niezerowe rozwi¡zanie szczególne x1 RLJ
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z nim skojarzonego i powstaªe równanie te» b¦dzie RLN. Przyjrzyjmy si¦ temu na przykªadzie
RLN drugiego rz¦du

x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = b(t). (5.37)

Ró»niczkujemy:
x′ = x′1y + x1y

′, x′′ = x′′1y + 2x
′
1y
′ + x1y′′,

wstawiamy do równania (5.37) i po pogrupowaniu otrzymujemy

x1y
′′ +

(
2x′1 + a1(t)x1

)
y′ +

(
x′′1 + a1(t)x

′
1 + a2(t)x1︸ ︷︷ ︸
0

)
y = b(t).

Finalnie
x1z
′ +

(
2x′1 + a1(t)x1

)
z = b(t). (5.38)

Ponadto je±li znamy dwa ró»ne rozwi¡zania szczególne x1, x2 RLN, to ich ró»nica x1 − x2
jest rozwi¡zaniem szczególnym skojarzonego RLJ, wskutek czego rz¡d tego równania mo»emy
obni»y¢ o jeden.

Przykªad 5.6. Rozwi¡za¢ równanie

tx′′ − x′ + 4t3x = 0, t > 0, (5.39)

wiedz¡c, »e x1 = sin t2 jest jego rozwi¡zaniem szczególnym. Po podstawieniu

x = (sin t2)y, z = y′ (y = y(t), z = z(t))

równanie (5.39) ma posta¢

(sin t2)z′ +
(
4t cos t2 − sin t

2

t

)
z = 0,

a po normalizacji

z′ =
(1
t
− 4t ctg t2

)
z.

Rozwi¡zaniem ogólnym tego RLJ jest funkcja

z = C
t

sin2 t2
, C ∈ R.

Dalej mamy równanie

y′ = C
t

sin2 t2
,

którego rozwi¡zaniem jest

y = −1
2
C ctg t2 +

1
2
CD, C,D ∈ R.

W konsekwencji

x = −1
2
C cos t2 +

1
2
CD sin t2,

czyli zapisuj¡c pro±ciej
x = C1 cos t2 + C2 sin t2, C1, C2 ∈ R.
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IV Je±li wspóªczynniki s¡ dowolnymi wielomianami, to warto spróbowa¢ poszuka¢ rozwi¡za«
RLJ, proponuj¡c jakie± podstawienie (np. wielomianowe lub wykªadnicze), które wygeneruje
zwi¡zek

∆λ(t) ≡ 0, t ∈ I,
gdzie ∆λ(t) jest wielomianem zmiennej t z parametrem λ. Czasami przynosi to efekt nawet
w bardziej ogólnej sytuacji. Taka do±¢ sztuczna metoda mo»e doprowadzi¢ do wyznaczenia
ukªadu fundamentalnego lub znalezienia chocia»by jednego rozwi¡zania, co pozwoli obni»y¢
rz¡d równania, zachowuj¡c jego liniowo±¢.

Przykªad 5.7. Rozwi¡za¢ RLJ

(2t− t2)x′′ + (t2 − 2)x′ + 2(1− t)x = 0, t > 2. (5.40)

Poszukajmy najpierw rozwi¡zania postaci

x1 = eλt.

Obliczaj¡c pochodne:
x′1 = λe

λt, x′′1 = λ
2eλt

i wstawiaj¡c do równania, otrzymujemy to»samo±¢

λ(1− λ)t2 + 2(λ2 − 1)t+ 2(1− λ) = 0.

A to prowadzi do ukªadu równa« 
λ(1− λ) = 0
2(λ2 − 1) = 0
2(1− λ) = 0

,

którego rozwi¡zaniem jest λ = 1.
Teraz poszukajmy rozwi¡zania postaci

x2 = tλ.

Po obliczeniu pochodnych:
x′2 = λt

λ−1, x′′2 = λ(λ− 1)tλ−2

i wstawieniu do równania, mamy to»samo±¢

(λ− 2)t2 + (−λ2 + λ+ 2)t+ 2λ(λ− 2) = 0.

Rozwi¡zaniem powstaªego ukªadu równa«
λ− 2 = 0
−λ2 + λ+ 2 = 0
2λ(λ− 2) = 0

jest λ = 2.
W efekcie otrzymali±my dwa rozwi¡zania:

x1 = et, x2 = t2,

które s¡ liniowo niezale»ne, gdy»

W (t) =

∣∣∣∣∣ et t2

et 2t

∣∣∣∣∣ = ett(2− t) ̸= 0.
Zatem rozwi¡zanie ogólne dane jest wzorem

x = C1et + C2t2, C1, C2 ∈ R.
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5.4 Zadania

1. Rozwi¡za¢ równania:

1.1. x(iv) + x′′′ − x′′ − x′ = 0,
1.2. x′′′ + 3x′′ + x′ − 5x = 0,
1.3. x′′ + 4x = et + sin 2t,

1.4. x′′ + 9x = 4 sin 2t+ cos 3t,

1.5. x′′ − 2x′ + x = e3t + sin 2t+ t,
1.6. x′′ − 4x′ + 4x = e2t + sin t,
1.7. x′′′ − x′′ + 4x′ − 4x = 3e2t,
1.8. x′′′ + x′′ = t2 + cos 4t,

1.9. x′′ − x′ = 1
1+et , x(0) = 1, x′(0) = 2,

1.10. x′′ + 3x′ + 2x =
√
1− et, x(0) = 1, x′(0) = 0,

1.11. x′′ − 2x′ + x = et√
4−t2 ,

1.12. x′′ − 2x′ + x = et
t2
,

1.13. x′′ + x = 1
sin2 t ,

1.14. x′′ + 4x′ + 4x = e−2t ln t,

1.15. x′′ + x = −1
sin 2t

√
sin 2t

.

2. Rozwi¡za¢ równania:

2.1. t2x′′ + 6tx′ + 4x = 0, t > 0,

2.2. t2x′′ + 7tx′ + 5x = t, t > 0,

2.3. t2x′′ − 6x = 5 ln t,
2.4. t2x′′ − tx′ + x = 1, t > 0,

2.5. t2x′′ − tx′ + 5x = 0, t > 0,

2.6. t2x′′ + 4tx′ + 2x = t, t > 0.

3. Rozwi¡za¢ równania, wiedz¡c, »e wskazane funkcje s¡ ich rozwi¡zaniami szczególnymi:

3.1. t(t− 1)2x′′ + t(t− 1)x′ − x = 0, x1 = t
1−t ,

3.2. t(2− t)x′′ + 2(t− 1)x′ − 2x = 0, x1 = t− 1,
3.3. tx′′ − (t+ 1)x′ + x = 0, x1 = t+ 1 (uwaga: pojawi si¦ caªka nieelementarna).

4. Rozwa»my RLN rz¦du n postaci

x(n) + a1(t)x(n−1) + ...,+an−1(t)x(1) + an(t)x = b(t).

Udowodni¢, »e je±li znane jest jedno niezerowe rozwi¡zanie szczególne x1 RLJ skojarzonego
z tym równaniem i jedno jego rozwi¡zanie szczególne x2, to mo»na je sprowadzi¢ do RLJ
rz¦du (n − 1) przez podstawienie x = x1y + x2, z = y′ (wskazówka: wystarczy rozwa»y¢
n = 2).

5. Rozwi¡za¢ równanie
(2t− t2)x′′ + 2(t− 1)x′ − 2x = −2,

wiedz¡c, »e x1(t) = 1, x2(t) = t s¡ jego rozwi¡zaniami szczególnymi.
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6. Uzasadni¢, »e zbiór funkcji {x1, x2}, gdzie x1(t) = arc sin t, x2(t) = arc cos t, jest ukªadem
fundamentalnym równania liniowego

(t2 − 1)x′′ + tx′ = 0, t ∈ (−1, 1).

Znale¹¢ ukªad fundamentalny tego równania w przypadku, gdy t > 1. W obu przypadkach
rozwi¡za¢ równanie

(t2 − 1)x′′ + tx′ = π

2
.

7. Rozwi¡za¢ równania:

7.1. x′′ − 1
t
x′ + 1

t2
x = 0,

7.2. x′′ + 1
4t2x = 0.

8. Równanie Riccatiego
x′ = x2 + t

sprowadzi¢ przez odpowiednie podstawienie do liniowego jednorodnego równania ró»nicz-
kowego drugiego rz¦du.

9. Rozwi¡za¢ równania Riccatiego:

9.1. x′ = −x2 + 1
t
x+ 1

t2
,

9.2. x′ = −x2 − 1
t
x− 1

t2
,

9.3. x′ = x2 − 1
t
x+ 1

t2
.

10. Znale¹¢ liniowe jednorodne równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du o staªych wspóªczynni-
kach, którego ukªadem fundamentalnym jest zbiór:

10.1. {et, e−4t},
10.2. {et, tet},
10.3. {et cos 2t, et sin 2t}.

11. Dana jest caªka szczególna x1 = e3t pewnego liniowego jednorodnego równania ró»niczko-
wego drugiego rz¦du o staªych wspóªczynnikach. Odpowiednie równanie charakterystycz-
ne ma pierwiastek podwójny. Znale¹¢ rozwi¡zanie tego równania speªniaj¡ce warunek
pocz¡tkowy

x(0) = x′(0) = 1.

12. Dane jest równanie
x′′ + a0x = 0,

gdzie a0 = const ∈ R. Sprawdzi¢ dla jakiego wspóªczynnika a0 istniej¡ niezerowe rozwi¡-
zania tego równania zmierzaj¡ce do zera, gdy t→ +∞.

13. Dane jest równanie
x′′ + a1x′ + a0x = 0,

gdzie a0, a1 = const ∈ R. Sprawdzi¢ dla jakich wspóªczynników a0, a1 wszystkie rozwi¡-
zania tego równania s¡:

13.1. ograniczone dla t ­ 0,
13.2. zmierzaj¡ do zera, gdy t→ +∞,
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13.3. okresowe.

14. Zbada¢ istnienie rozwi¡za« okresowych równa«:

14.1. x′′ + 4x = sin2 t,

14.2. x′′ + 2x =
∑∞
k=1

sin kt
k4

,

14.3. x′′ + x =
∑∞
k=2

cos kt
k2

.



100 ROZDZIA� 5. RÓWNANIA RÓ�NICZKOWE LINIOWE N-TEGO RZ�DU



Rozdziaª 6

Ukªady równa« ró»niczkowych liniowych
pierwszego rz¦du

6.1 Teoria ukªadów równa« ró»niczkowych liniowych

Ukªad równa« ró»niczkowych
x′1 = a11(t)x1 + ...+ a1n(t)xn + b1(t)
...
x′n = an1(t)x1 + ...+ ann(t)xn + bn(t)

, (6.1)

gdzie funkcje aij, bi : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n s¡ dane, nazywamy ukªadem równa« liniowych
pierwszego rz¦du. Gdy bi(t) ≡ 0, t ∈ I, i = 1, ..., n, to mówimy, »e (6.1) jest ukªadem liniowym
jednorodnym (ULJ) 

x′1 = a11(t)x1 + ...+ a1n(t)xn)
...
x′n = an1(t)x1 + ...+ ann(t)xn

, (6.2)

w przeciwnym razie - ukªadem liniowym niejednorodnym (ULN). Je±li (6.1) jest ukªadem nie-
jednorodnym (ULN), to (6.2) nazywamy ukªadem jednorodnym (ULJ) z nim skojarzonym.
Powy»sze ukªady mo»emy zapisa¢ odpowiednio w równowa»nej postaci macierzowej

x′ = A(t)x+ b(t), (6.3)

x′ = A(t)x, (6.4)

gdzie

A(t) =


a11(t) · · · a1n(t)

...
. . .

...
an1(t) · · · ann(t)

 , b(t) =


b1(t)
...

bn(t)

 , x =


x1
...
xn

 .
Posta¢ macierzowa jest wygodna zarówno ze wzgl¦du na badania teoretyczne, jak i praktyczne
rozwi¡zywanie.

Uwaga 6.1. Je±li funkcje aij, bi : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to zagadnienie pocz¡tkowe{
x′ = A(t)x+ b(t)
x(t0) = x0

, (6.5)

101
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gdzie (t0, x0) ∈ I × Rn, ma jedyne rozwi¡zanie okre±lone na I. W przypadku je±li przedziaª
I jest domkni¦ty, wynika to wprost z uwagi 3.9 i twierdzenia 3.9 zastosowanych do funkcji
F : I × Rn → Rn okre±lonej wzorem

F (t, x) = A(t)x+ b(t).

Funkcja ta jest ci¡gªa, a ponadto speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem x, bo dla dowolnych
(t, x), (t, x) ∈ I × Rn mamy

∥F (t, x)− F (t, x)∥E ¬
( n∑
j=1

∥a1j∥+ ...+
n∑
j=1

∥anj∥
)
∥x− x∥E,

gdzie symbole ∥ ∥ i ∥ ∥E oznaczaj¡ odpowiednio norm¦ maksimum w przestrzeni funkcji ci¡gªych
C(I,R) i norm¦ euklidesow¡ w Rn. Je±li za± przedziaª I nie jest domkni¦ty, to mo»emy powy»sze
rozumowanie przeprowadzi¢ do ka»dego przedziaªu domkni¦tego t0 ∋ Ĩ ⊂ I, co implikuje tez¦.

Zanim przejdziemy do dalszej analizy ukªadów równa« (6.1) i (6.2), najpierw sformuªujemy
i omówimy poj¦cie wro«skianu ukªadu funkcji wektorowych, wygodnego narz¦dzia do spraw-
dzania liniowej niezale»no±ci ukªadów takich funkcji.

De�nicja 6.1. Wro«skianem zbioru n funkcji wektorowych {x1, ..., xn}, xk : R ⊃ I → Rn,
xk =

(
xk1, ..., x

k
n

)
, k = 1, ..., n nazywamy wyznacznik

W (x1, ..., xn)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) · · · xn1 (t)
...

. . .
...

x1n(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (6.6)

W skrócie, o ile to b¦dzie oczywiste, b¦dziemy pisa¢ W (t).

Twierdzenie 6.1. Je±li W (t0) ̸= 0 dla pewnego t0 ∈ I, to funkcje wektorowe x1, ..., xn : R ⊃
I → Rn s¡ liniowo niezale»ne.

Dowód. Przypu±¢my, »e W (t0) ̸= 0 dla pewnego t0 ∈ I. Rozwa»my zerow¡ liniow¡ kombi-
nacj¦

α1x
1(t) + α2x2(t) + ...+ αnxn(t) = 0, t ∈ I.

Dla punktu t0 zapiszmy j¡ w postaci jednorodnego ukªadu równa« algebraicznych
x11(t0) · · · xn1 (t0)

...
. . .

...
x1n(t0) · · · xnn(t0)



α1
...
αn

 =

0
...
0

 .
Poniewa» W (t0) ̸= 0, wi¦c ukªad ten ma jedyne rozwi¡zanie (α1, α2, ..., αn)T = (0, 0, ..., 0)T , co
implikuje liniow¡ niezale»no±¢ funkcji wektorowych x1, ..., xn.

Uwaga 6.2. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. z liniowej niezale»no±ci funkcji
wektorowych x1, ..., xn : R ⊃ I → Rn nie musi wynika¢, »e W (t0) ̸= 0 w jakim± punkcie t0 ∈ I.
Rozwa»my bowiem dwie funkcje wektorowe

x1(t) =
[
t
1

]
, x2(t) =

[
|t|
sgn(t)

]
, t ∈ R.

Funkcje te s¡ liniowo niezale»ne, za± W (t) ≡ 0, t ∈ R.
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De�nicja 6.2. Dowolny zbiór {x1, ..., xn} liniowo niezale»nych rozwi¡za« ULJ okre±lonych w
przedziale Ĩ ⊂ I nazywamy ukªadem fundamentalnym (podstawowym) tego ukªadu w przedzia-
le Ĩ, za± macierz X = [xki ]

n
i,k=1, której kolumnami s¡ rozwi¡zania xk z ukªadu fundamentalnego,

nazywamy jego macierz¡ fundamentaln¡ (podstawow¡) w tym przedziale.

Uwaga 6.3. Je±li funkcje aij : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to ukªad fundamentalny
ULJ w przedziale I istnieje. Istotnie, mo»emy rozwa»y¢ funkcje xk : I → Rn, k = 1, ..., n, które
s¡ rozwi¡zaniami ULJ z warunkami pocz¡tkowymi

xkj (t0) = δkj, k, j = 1, ..., n,

gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone; symbol δki oznacza delt¦ Kroneckera. Takie rozwi¡zania
istniej¡ i dane s¡ jednoznacznie na mocy uwagi 6.1. Wówczas

W (t0) = |I| = 1 ̸= 0.

Z twierdzenia 6.1 wynika, »e zbiór {x1, ..., xn} jest ukªadem fundamentalnym ULJ w przedziale
I. Nie ma jednak ogólnego sposobu znajdowania takich rozwi¡za«. Metody efektywnego wy-
znaczania ukªadu fundamentalnego w pewnych przypadkach omówimy w dalszej cz¦±ci.

W uwadze 6.2 zauwa»yli±my, »e twierdzenie 6.1 dziaªa w ogólno±ci tylko w jedn¡ stron¦. Ale
je±li funkcje x1, ..., xn s¡ rozwi¡zaniami ULJ o ci¡gªych wspóªczynnikach, to dziaªa ono równie»
w drug¡ stron¦, a nawet w drug¡ stron¦ jest mocniejsze.

Twierdzenie 6.2. Niech funkcje wektorowe x1, ..., xn : R ⊃ I → Rn b¦d¡ rozwi¡zaniami ULJ
o ci¡gªych wspóªczynnikach aij, i, j = 1, ..., n. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. Zbiór {x1, ..., xn} jest ukªadem fundamentalnym ULJ w przedziale I,

2. istnieje t0 ∈ I takie, »e W (t0) ̸= 0,

3. dla ka»dego t ∈ I W (t) ̸= 0.

Dowód. Z punktu 3. wynika wprost punkt 2., za± z punktu 2 wynika punkt 1. na podstawie
twierdzenia 6.1.

Poka»emy teraz, »e punkt 1. implikuje punkt 3.. Zrobimy to przez zaprzeczenie, tzn. poka»e-
my, »e z zerowania si¦ wro«skianu w jakim± punkcie wynika liniowa zale»no±¢ funkcji x1, ..., xn.
Zaªó»my, »e istnieje t0 ∈ I takie, »e W (t0) = 0. Oznacza to, »e wektory x1(t0), ..., xn(t0) s¡
liniowo zale»ne. Rozwa»my zerow¡ kombinacj¦ liniow¡

α1x
1(t0) + ...+ αnxn(t0) = 0 (6.7)

o nie wszystkich staªych α1, ..., αn równych zeru. Zde�niujmy funkcj¦

x(t) = α1x1(t) + ...+ αnxn(t), t ∈ I

z tak dobranymi staªymi. Oczywi±cie x jest rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego{
x′ = A(t)x
x(t0) = 0

,

bo kombinacja liniowa rozwi¡za« ULJ jest rozwi¡zaniem ULJ, a warunek pocz¡tkowy jest speª-
niony na podstawie (6.7). Poniewa» zgodnie z uwag¡ 6.1, zagadnienie to ma jedyne rozwi¡zanie
zerowe okre±lone na I, wi¦c x(t) ≡ 0, t ∈ I. Wobec tego

α1x
1(t) + ...+ αnxn(t) = 0, t ∈ I,

a to oznacza, »e funkcje x1, ..., xn s¡ liniowo zale»ne.
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Przykªad 6.1. Rozwa»my dwie funkcje wektorowe

x1(t) =
[
1
t

]
, x2(t) =

[
t
1

]
, t ∈ R.

Sprawdzi¢, czy istniej¡ ci¡gªe funkcje aij : R→ R, i, j = 1, 2 takie, »e x1, x2 s¡ rozwi¡zaniami
ukªadu równa« {

x′1 = a11(t)x1 + a12(t)x2
x′2 = a21(t)x1 + a22(t)x2

, t ∈ R. (6.8)

Odpowied¹ jest negatywna. Zauwa»my bowiem, »e x1, x2 s¡ ró»niczkowalne, a ponadto na
podstawie twierdzenia 6.1 s¡ liniowo niezale»ne, gdy»W (0) = 1 ̸= 0. Gdyby x1, x2 rozwi¡zywaªy
ukªad (6.8), to tworzyªyby jego ukªad fundamentalny. Bior¡c pod uwag¦ twierdzenie 6.2, jest
to niemo»liwe, bo W (1) = 0.

Uwaga 6.4. Wprost z twierdze« 6.1 i 6.2 wynika, »e je±li wspóªczynniki aij, i, j = 1, ..., n
s¡ ci¡gªe, to rzeczywista macierz X = [xki ]

n
i,k=1, gdzie x

k
i : I → R, i, k = 1, ..., n, jest ma-

cierz¡ fundamentaln¡ ULJ w przedziale I wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje t0 ∈ I takie, »e
W (x1, ..., xn)(t0) ̸= 0 i X speªnia równanie macierzowe

X ′ = A(t)X, t ∈ I. (6.9)

Ponadto, przy tym zaªo»eniu, je±li X jest macierz¡ fundamentaln¡ ULJ w przedziale I, to
macierz X(t) jest nieosobliwa dla ka»dego t ∈ I.

Twierdzenie 6.3 (Abel). Niech funkcje aij : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n b¦d¡ ci¡gªe. Je±li
funkcje x1, ..., xn s¡ rozwi¡zaniami ULJ w przedziale I, to

W (t) = W (t0)e
∫ t
t0
TrA(s) ds

, t ∈ I, (6.10)

gdzie t0 ∈ I jest dowolnie ustalone; TrA(t) :=
∑n
i=1 aii(t) jest ±ladem macierzy A(t).

Dowód. W celu skupienia uwagi, dowód bez straty ogólno±ci przeprowadzimy dla n = 2.
Obliczmy pochodn¡ wro«skianu

W ′(t) =

∣∣∣∣∣ (x11)′(t) (x21)′(t)x12(t) x22(t)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ x11(t) x21(t)
(x12)

′(t) (x22)
′(t)

∣∣∣∣∣ =: I1(t) + I2(t).
Zast¦puj¡c pierwszy wiersz w macierzy I1(t) wyra»eniami

(x11)
′(t) = a11(t)x11(t) + a12(t)x

1
2(t), (x

2
1)
′(t) = a11(t)x21(t) + a12(t)x

2
2(t),

a nast¦pnie mono»¡c drugi wiersz przez −a12(t) i dodaj¡c do wiersza pierwszego, dochodzimy
do zwi¡zku

I1(t) =

∣∣∣∣∣ a11(t)x11(t) + a12(t)x12(t) a11(t)x21(t) + a12(t)x
2
2(t)

x12(t) x22(t)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ a11(t)x11(t) a11(t)x21(t)
x12(t) x22(t)

∣∣∣∣∣
= a11(t)

∣∣∣∣∣ x11(t) x21(t)
x12(t) x22(t)

∣∣∣∣∣
= a11(t)W (t).
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Analogicznie obliczamy
I2(t) = a22(t)W (t).

Po dodaniu otrzymujemy równanie ró»niczkowe pierwszego rz¦du

W ′ = TrA(t)W.

W konsekwencji

W (t) = Ce
∫ t
t0
TrA(s) ds

, t ∈ I.

Obliczamy C = W (t0).

Wniosek 6.1. Je±li funkcje aij : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n s¡ ci¡gªe i funkcje x1, ..., xn s¡
rozwi¡zaniami ULJ w przedziale I, to wro«skian albo jest identycznie równy zeru w przedziale
I, albo jest ró»ny od zera w ka»dym punkcie tego przedziaªu.

Twierdzenie 6.4. Je±li funkcje aij : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to rozwi¡zanie ogólne
ULJ dane jest wzorem

x(t) = C1x1(t) + ...+ Cnxn(t), t ∈ I, (6.11)

gdzie zbiór {x1, ..., xn} jest ukªadem fundamentalnym ULJ w przedziale I, Ci ∈ R, i = 1, ..., n,
i s¡ to wszystkie rozwi¡zania tego ukªadu na I. W zapisie macierzowym

x(t) = X(t)C, t ∈ I, (6.12)

gdzie X = [xki ]
n
i,k=1 jest macierz¡ fundamentaln¡ ULJ w przedziale I, za± C = (C1, ..., Cn)T ∈

Rn.

Dowód. Idea dowodu powy»szego twierdzenia jest taka sama, jak w dowodzie twierdzenia
5.4. Przy czym teraz zamiast z twierdzenia Liouville'a trzeba skorzysta¢ z twierdzenia Abela.

Wniosek 6.2. Je±li wspóªczynniki aij : R ⊃ I → R, i, j = 1, ..., n s¡ ci¡gªe, to zbiór rozwi¡za«
ULJ z dziaªaniem dodawania funkcji wektorowych i mno»enia ich przez liczby rzeczywsite jest
n wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad ciaªem liczb rzeczywistych R.

Twierdzenie 6.5. Je±li xj jest rozwi¡zaniem ogólnym ULJ skojarzonego z ULN okre±lonym na
przedziale Ĩ ⊂ I, za± xs jest rozwi¡zaniem szczególnym ULN okre±lonym na Ĩ, to rozwi¡zanie
ogólne ULN na Ĩ dane jest wzorem

x = xj + xs, (6.13)

i s¡ to wszystkie rozwi¡zania tego ukªadu na Ĩ.

Dowód. Uzasadnienie powy»szego twierdzenia jest analogiczne, jak dowód twierdzenia 2.2.

Podobnie jak w przypadku jednego równania liniowego, postawmy naturalne pytanie: Jak
wyznaczy¢ rozwi¡zanie szczególne xs ULN? Jak nietrudno si¦ domy±le¢, efektywnym sposobem
jest metoda uzmienniania staªych. Zaªó»my, »e aij, bi : I → R, i, j = 1, ..., n s¡ ci¡gªe.
Niech X b¦dzie macierz¡ fundamentaln¡ ULJ skojarzonego z ULN w przedziale I. W ±wietle
twierdzenia 6.4, rozwi¡zanie ogólne ULJ jest postaci

xj(t) = X(t)C, t ∈ I. (6.14)

Zaproponujmy
xs(t) = X(t)C(t), t ∈ I, (6.15)
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gdzie C(t) =
(
C1(t), ..., Cn(t)

)T
∈ Rn jest wektorem funkcji klasy C1. Zró»niczkujmy

x′s(t) = X
′(t)C(t) +X(t)C ′(t), t ∈ I

i wstawmy do ULN:

X ′(t)C(t) +X(t)C ′(t) = A(t)X(t)C(t) + b(t), t ∈ I.

Na podstawie uwagi 6.4 mamy

X ′(t) = A(t)X(t), t ∈ I.

W konsekwencji
X(t)C ′(t) = b(t), t ∈ I.

Z uwagi 6.4 wnioskujemy dalej, »e macierz X(t) jest nieosobliwa dla ka»dego t ∈ I. St¡d

C ′(t) = X−1(t)b(t), t ∈ I,

gdzie X−1(t) oznacza macierz odwrotn¡ do macierzy X(t), a po scaªkowaniu

C(t) =
∫
X−1(t)b(t)dt, t ∈ I.

Regularno±¢ funkcji wektorowej C(t) wynika z ci¡gªo±ci macierzy X−1 i funkcji b. Szukane
rozwi¡zanie szczególne ULN dane jest wi¦c wzorem

xs(t) = X(t)
∫
X−1(t)b(t)dt, t ∈ I.

Uwaga 6.5. Przypu±¢my, »e znamy twierdzenie Abela dla ULJ i na jego podstawie chcemy
udowodni¢ twierdzenie Liouville'a dla RLJ. Przyjmuj¡c

x1 = x, x2 = x(1), ..., xn = x(n−1),

mo»emy RLJ
x(n) + a1(t)x(n−1) + ...+ an−1(t)x(1) + an(t)x = 0 (6.16)

zapisa¢ w postaci równowa»nego ULJ

x1
x2
...

xn−1
xn



′

=



0 1 0 · · · 0

0 0 1 . . .
...

...
. . . . . . . . . 0

0 · · · 0 0 1
−an(t) −an−1(t) · · · · · · −a1(t)





x1
x2
...

xn−1
xn

 . (6.17)

Zauwa»my, »e wro«skian W (x1, ..., xn)(t) zbioru rozwi¡za« {x1, ..., xn} ukªadu (6.17) jest rów-
ny wro«skianowi W (x1, ..., xn)(t) zbioru rozwi¡za« {x1, ..., xn} równania (6.16), gdzie x1 =
x11, ..., xn = x

n
1 , tj.

W (x1, ..., xn)(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) · · · xn1 (t)
x12(t) · · · xn2 (t)
...

. . .
...

x1n(t) · · · xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xn(t)
x
(1)
1 (t) · · · x(1)n (t)
...

. . .
...

x
(n−1)
1 (t) · · · x(n−1)n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= W (x1, ..., xn)(t),

a ponadto TrA(t) = −a1(t), gdzie A(t) jest macierz¡ ukªadu (6.17). Zatem

W (x1, ..., xn)(t) = W (x1, ..., xn)(t) = W (x1, ..., xn)(t0)e
∫ t
t0
TrA(s) ds

= W (x1, ..., xn)(t0)e
−
∫ t
t0
a1(s) ds

,

czyli udowodnili±my twierdzenie Liouville'a dla RLJ.
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6.2 Ukªady równa« ró»niczkowych liniowych o staªych wspóª-

czynnikach

Rozwa»my odpowiednio ULN i ULJ
x′1 = a11x1 + ...+ a1nxn + b1(t)
...
x′n = an1x1 + ...+ annxn + bn(t)

, (6.18)


x′1 = a11x1 + ...+ a1nxn
...
x′n = an1x1 + ...+ annxn

, (6.19)

gdzie staªe wspóªczynniki aij ∈ R, i, j = 1, ..., n i ci¡gªe funkcje bi : R ⊃ I → R, i = 1, ..., n
s¡ dane, które s¡ szczególnymi przypadkami odpowiednio ukªadów (6.1) i (6.2). A wi¦c, »eby
wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne ukªadu (6.19) wystarczy znale¹¢ jaki± jego ukªad fundamentalny,
za± »eby wyznaczy¢ rozwi¡zanie ogólne ukªadu (6.18), trzeba wyznaczy¢ wpomniany ukªad
fundamentalny ukªadu (6.19) z nim skojarzonego i dodatkowo znale¹¢ jakiekolwiek rozwi¡zanie
szczególne ukªadu (6.18).

Efektywne wyznaczenie ukªadu fundamentalnego ULJ o staªych wspóªczynnikach jest o wiele
trudniejsze ni» to miaªo miejsce w poprzednim rozdziale dla RLJ o staªych wspóªczynnikach.
Procedur¦ zaczynamy troch¦ podobnie, tj. od zde�niowania równania charakterystycznego i
wielomianu charakterystycznego. Postawmy sobie pytanie, do czego prowadzi próba znalezienia
rozwi¡za« (rzeczywistych lub zespolonych) ULJ w postaci

x = eλtw,

gdzie staª¡ λ ∈ C i wektor w = (w1, ..., wn) ∈ Cn \{0} trzeba znale¹¢. Po wstawieniu do ukªadu
(6.19) mamy:

Aw = λw,

(A− λI)w = 0.
Widzimy, »e poszukiwana para (λ,w) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik

|A− λI| = 0. (6.20)

Jest to tzw. równanie charakterystyczne macierzy A. Wielomian

∆(λ) = |A− λI|

nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A. Na podstawie podstawowego twier-
dzenia algebry równanie charakterystyczne ma ª¡cznie z krotno±ciami dokªadnie n pierwiastków.
Liczb¦ λ nazywamy warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A, a odpowiadajacy jej wektor w - wektorem
wªasnym macierzy A. Zbiór

σ(A) = {λ ∈ C : ∆(λ) = 0} (6.21)

wszystkich warto±ci wªasnych macierzy A nazywamy widmem tej macierzy. Warto±ci wªasne
charakteryzuj¡ dwie liczby: krotno±¢ algebraiczna i krotno±¢ geometryczna.

De�nicja 6.3. Krotno±ci¡ algebraiczn¡ (w skrócie krotno±ci¡) ka(λ) warto±ci wªasnej λ ∈ σ(A)
nazywamy jej krotno±¢ jako pierwiastka równania charakterystycznego ∆(λ) = 0. Krotno±ci¡
geometryczn¡ warto±ci wªasnej λ ∈ σ(A) nazywamy liczb¦

kg(λ) = dim Ker(A− λI).
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Dobrze znane jest nast¦pujace twierdzenie z algebry.

Twierdzenie 6.6. Je±li λ ∈ σ(A), to

1 ¬ kg(λ) ¬ ka(λ) ¬ n.

W przypadku, gdy kg(λ) = ka(λ) dla wszystkich warto±ci wªasnych λ ∈ σ(λ), to wyzna-
czenie ukªadu fundamentalnego jest stosunkowo proste. W przypadku, gdy kg(λ) < ka(λ) dla
chocia»by jednej warto±ci wªasnej λ ∈ σ(λ) jest to bardziej zªo»one. Znanych jest wiele metod
algorytmicznych pozwalaj¡cych wyznaczy¢ ukªad fundamentalny w obydwóch przypadkach.
Zaczniemy od zaproponowania ukªadu fundamentalnego w postaci funkcji macierzowej

X(t) = etA, t ∈ R,

gdzie

etA :=
∞∑
k=0

(tA)k

k!
, t ∈ R.

Zbiór macierzy kwadratowych Mn(C) z dziaªaniami dodawania macierzy i mno»enia macie-
rzy przez liczby zespolone jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad C. Symbolem ∥ ∥ oznaczmy norm¦
w tej przestrzeni okre±lon¡ wzorem

∥A∥ =
( n∑
i,j=1

|aij|2
) 1
2 , A = [aij]nij=1 ∈Mn(C).

Nietrudno sprawdzi¢, »e norma ta ma wªasno±¢ submultyplikatywno±ci

∥AB∥ ¬ ∥A∥∥B∥, A,B ∈Mn(C).

Przestrze« unormowana (Mn(C), ∥ ∥) jest przestrzeni¡ Banacha.
Rozwa»my jeszcze przestrze« wektorow¡ ci¡gªych funkcji macierzowych C([−a, a],Mn(C)),

gdzie a > 0 jest dowolnie ustalone, z dziaªaniami dodawania funkcji i mno»enia funkcji przez
liczby zespolone. Przestrze« unormowana

(
C([−a, a],Mn(C)), ∥ ∥0

)
z norm¡

∥f∥0 = max
t∈[−a,a]

∥f(t)∥, f ∈ C([−a, a],Mn(C))

równie» jest przestrzeni¡ Banacha.
Symbolem N0 b¦dziemy oznacza¢ zbiór liczb naturalnych wraz z zerem.

Lemat 6.1. Niech A,B ∈Mn(C). Wówczas:

1. szereg macierzowy
∑∞
k=0

(tA)k

k! jest bezwzgl¦dnie (normowo) zbie»ny dla ka»dego t ∈ R
i jednostajnie zbie»ny na ka»dym przedziale [−a, a], a > 0;

2. (etA)′ = AetA, t ∈ R;

3. AetA = etAA, t ∈ R;

4. e(s+t)A = esAetA, s, t ∈ R;

5. (etA)−1 = e−tA, t ∈ R;

6. je±li AB = BA, to et(A+B) = etAetB, t ∈ R.
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Dowód.
1. Rozwa»my ci¡g sum cz¡stkowych (sm) zde�niowany wzorem

sm(t) =
m∑
k=0

(tA)k

k!
, t ∈ [−a, a], m ∈ N0. (6.22)

Sprawd¹my, »e (sm) jest ci¡giem Cauchy'ego w przestrzeni Banacha
(
C([−a, a],Mn(C)), ∥ ∥0

)
,

tzn. »e dla ka»dego ε > 0 istnieje m0 ∈ N0 takie, »e dla dowolnych N0 ∋ i, j ­ m0

∥si − sj∥0 < ε.

Powy»sza nierówno±¢ wynika z nast¦puj¡cych oszacowa«

∥si(t)− sj(t)∥ =
∥∥∥∥ i∑
k=j+1

(tA)k

k!

∥∥∥∥¬ i∑
k=j+1

∥(tA)k∥
k!

¬
i∑

k=j+1

∥(tA)∥k

k!

=
i∑

k=j+1

(|t|∥A∥)k

k!
¬

i∑
k=j+1

(a∥A∥)k

k!
< ε, t ∈ [−a, a]

dla pewnego m0 ∈ N0 i dowolnych N0 ∋ i, j ­ m0, i > j, przy czym ostatnia nierówno±¢
jest efektem zbie»no±ci szeregu liczbowego

∑∞
k=0

(a∥A∥)k
k! na podstawie kryterium d'Alemberta.

Zatem (sm), a wi¦c i szereg
∑∞
k=0

(tA)k

k! , jest zbie»ny jednostajnie na ka»dym przedziale [−a, a],
a co za tym idzie jest on te» zbie»ny dla ka»dego t ∈ R.

Aby uzasadni¢ bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ szeregu
∑∞
k=0

(tA)k

k! dla ka»dego t ∈ R, wystarczy
przeprowadzi¢ podobne rozumowanie jak wy»ej dla liczbowego ci¡gu sum cz¡stkowych (s̃m(t))
danego wzorem

s̃m(t) =
m∑
k=0

∥∥∥∥(tA)kk!

∥∥∥∥, m ∈ N0,

gdzie t ∈ R jest dowolnie ustalone.
2. Udowodnili±my w punkcie 1., »e ci¡g sum cz¡stkowych (sm) okre±lony formuª¡ (6.22) jest

zbie»ny niemal jednostajnie na R do funkcji etA. Funkcje sm(t) s¡ oczywi±cie ró»niczkowalne i
wida¢, »e

s′m(t) =
m∑
k=1

A(tA)k−1

(k − 1)!
= A

m−1∑
k=0

(tA)k

k!
= Asm−1(t), t ∈ R, m ∈ N0.

A st¡d ci¡g (s′m) jest zbie»ny niemal jednostajnie na R do funkcji AetA. Znane twierdzenie z
analizy matematycznej mówi, »e zbie»no±¢ niemal jednostajna ci¡gu funkcji i ci¡gu jej pochod-
nych gwarantuje ró»niczkowalno±¢ funkcji granicznej, przy czym jej pochodna jest granic¡ ci¡gu
pochodnych. W naszym przypadku daje to tez¦.
3. Ka»da suma cz¡stkowa sm(t) szeregu de�niuj¡cego etA komutuje z A. W konsekwencji

przechodzimy z m do ∞.
4. Ustalmy s ∈ R, wektor C = (C1, ..., Cn)T ∈ Rn i zde�niujmy funkcj¦

x(t) = e(s+t)AC, t ∈ R.

Funkcja ta jest rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowego

x′ = Ax, x(0) = esAC, (6.23)

gdy» na podstawie punktu 2. mamy:

x′(t) = Ae(s+t)AC = Ax(t), t ∈ R,
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x(0) = esAC.

Ale funkcja
y(t) = esAetAC, t ∈ R

równie» rozwi¡zuje problem (6.23), bo bior¡c pod uwag¦ punkty 2. i 3., mo»emy napisa¢:

y′(t) = esAAetAC = AesAetAC = Ay(t), t ∈ R,

y(0) = esAC.

Z jednoznaczno±ci rozwi¡zania problemu Cauchy'ego (6.23) (zobacz uwag¦ 6.1) wynika, »e x =
y, czyli

e(s+t)AC = esAetAC, t ∈ R.

Otrzymali±my wi¦c, »e w szczególno±ci dla dowolnie ustalonych s, t ∈ R zachodzi równo±¢

e(s+t)AC = esAetAC, C ∈ Rn,

co ko«czy dowód tego punktu.
5. Punkt 4. implikuje równo±ci:

etAe−tA = e(t−t)A = e0A = I,

e−tAetA = e(−t+t)A = e0A = I.

6. Poniewa» ka»da suma cz¡stkowa sm(t) szeregu de�niuj¡cego etA komutuje z B, po przej-
±ciu z m do ∞ otrzymujemy

etAB = BetA.

Ustalmy wektor C = (C1, ..., Cn)T ∈ Rn i zde�niujmy funkcj¦

x(t) = et(A+B)C, t ∈ R.

Funkcja ta jest rozwi¡zaniem zagadnienia pocz¡tkowego

x′ = (A+B)x, x(0) = C, (6.24)

bo:
x′(t) = (A+B)et(A+B)C = (A+B)x(t), t ∈ R,

x(0) = C.

Z kolei funkcja
y(t) = etAetBC, t ∈ R

te» rozwi¡zuje problem (6.24), gdy»:

y′(t) = AetAetBC+etABetBC = AetAetBC+BetAetBC = (A+B)etAetAC = (A+B)y(t), t ∈ R,

y(0) = C.

Z jednoznaczno±ci rozwi¡zania problemu Cauchy'ego (6.23) (zobacz uwag¦ 6.1) wnioskujemy,
»e x = y, a wi¦c

et(A+B)C = etAetBC, t ∈ R.

Otrzymali±my, »e w szczególno±ci dla dowolnie ustalonego t ∈ R zachodzi równo±¢

et(A+B)C = etAetBC, C ∈ Rn

i dowód jest sko«czony.
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Twierdzenie 6.7. Macierz X(t) = etA, t ∈ R, A ∈Mn(R) jest macierz¡ fundamentaln¡ ULJ

x′ = Ax. (6.25)

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e macierz X(t) = etA, t ∈ R jest rzeczywista i speªnia
równanie macierzowe (6.9), gdy»

(etA)′ = AetA, t ∈ R.

Dalej rozwa»my wro«skian
W (t) =

∣∣∣etA∣∣∣, t ∈ R.

Poniewa»
W (0) = |I| = 1 ̸= 0,

wi¦c na podstawie uwagi 6.4 etA jest macierz¡ fundamentaln¡ ukªadu (6.25).

6.2.1 Metoda wielomianu minimalnego

W tym rozdziale zajmiemy si¦ efektywnym wyznaczaniem macierzy etA z wykorzystaniem
wielomianu minimalnego. Niech A ∈Mn(C) b¦dzie zadan¡ macierz¡.

De�nicja 6.4. Je±li
w(λ) = a0λm + a1λm−1 + ...+ am, λ ∈ C

jest wielomianem skalarnym o wspóªczynnikach ai ∈ C, i = 0, ...,m, to macierz

w(A) = a0Am + a1Am−1 + ...+ amI

nazywamy wielomianem macierzy A.

De�nicja 6.5. Wielomianem anuluj¡cym macierzy A nazywamy wielomian skalarny

w(λ) = a0λm + a1λm−1 + ...+ am, λ ∈ C,

gdzie ai ∈ C, i = 0, ...,m, taki, »e
w(A) = 0.

Twierdzenie 6.8 (Cayley-Hamilton). Wielomian charakterystyczny ∆(λ) macierzy A jest wie-
lomianem anuluj¡cym tej macierzy, tzn. »e

∆(A) = 0.

De�nicja 6.6. Wielomianem minimalnym macierzy A nazywamy wielomian m(λ) anuluj¡cy
tej macierzy, najni»szego stopnia o wspóªczynniku 1 przy najwy»szej pot¦dze.

Twierdzenie 6.9. Istnieje dokªadnie jeden wielomian minimalny m(λ) macierzy A.

Dowód. Wielomian minimalny m(λ) macierzy A istnieje, bo na podstawie twierdzenia
Cayley'a-Hamiltona kandydatem jest znormalizowany wielomian charakterystyczny ∆(λ) tej
macierzy, tj. wielomian ∆(λ) podzielony przez wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze.

Gdyby istniaªy dwa wielomiany minimalne m1(λ) i m2(λ) macierzy A (tego samego stopnia,
alem1(λ) ̸= m2(λ)), to wtedy mamym1(A) = 0 im2(A) = 0, a co za tym idziem1(A)−m2(A) =
0. A to oznacza, »e znormalizowany wielomian m1(λ)−m2(λ), który jest stopnia ni»szego ni»
stopie« wielomianów m1(λ) i m2(λ) jest wielomianem anuluj¡cym macierzy A, co jest sprzeczne
z de�nicj¡ wielomianu minimalnego. Zatem m1(λ) = m2(λ).
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Uwaga 6.6. Z de�nicji 6.5 i 6.6 wynika, »e jedynym staªym wielomianem w(λ) = a0 anuluj¡cym
macierzy A jest w(λ) ≡ 0, za± wielomian minimalny m(λ) macierzy A jest stopnia wi¦kszego
lub równego 1.

Twierdzenie 6.10. Wielomian minimalny m(λ) macierzy A jest dzielnikiem ka»dego wielo-
mianu w(λ) anuluj¡cego macierzy A.

Dowód. Niech w(λ) b¦dzie wielomianem anuluj¡cym macierzy A. Mo»na go przedstawi¢
jednoznacznie w postaci

w(λ) = q(λ)m(λ) + r(λ),

gdzie q(λ), r(λ) s¡ wielomianami i stopie« wielomianu r(λ) jest ni»szy od stopnia wielomianu
m(λ). Podstawiaj¡c za λ macierz A, mamy

w(A) = q(A)m(A) + r(A).

Z zaªo»enia w(A) = 0, m(A) = 0, a wi¦c r(A) = 0. Gdyby r(λ) ̸≡ 0, to znormalizowany r(λ)
byªby wielomianem anuluj¡cym macierzy A i stopnia ni»szego od stopnia wielomianu m(λ), co
jest sprzeczne z de�nicj¡ wielomianu minimalnego. Wobec tego r(λ) = 0.

Twierdzenie 6.11. Niech

∆(λ) = a0(λ− λ1)k1 · ... · (λ− λs)ks (6.26)

b¦dzie wielomianem charakterystycznym macierzy A, gdzie liczby ki s¡ krotno±ciami ró»nych
warto±ci wªasnych λi, i = 1, ..., s tej macierzy, k1 + ... + ks = n. Wielomian minimalny m(λ)
macierzy A mo»na wyrazi¢ wzorem

m(λ) = (λ− λ1)l1 · ... · (λ− λs)ls , (6.27)

przy czym liczby
1 ¬ li ¬ ki, i = 1, ..., s

dane s¡ jednoznacznie.

Dowód. Na podstawie twierdzenia Cayley'a-Hamiltona wielomian ∆(λ) jest wielomianem
anuluj¡cym macierzy A. Zgodnie z twierdzeniem 6.10 wielomian m(λ) jest dzielnikiem wielo-
mianu ∆(λ), co uzasadnia jego posta¢ (6.27). Jedyno±¢ tej reprezentacji wynika z twierdzenia
6.9.

Wielomian minimalny m(λ) macierzy A mo»na te» wyrazi¢ wzorem

m(λ) =
∆(λ)

Dn−1(λ)
, (6.28)

gdzie wielomianDn−1(λ) jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem elementów macierzy (A−λI)D
dopeªnie« algebraicznych elementów macierzy (A− λI) (zobacz twierdzenie 7.3.1 w [1]).

W przypadku gdy wymiar n macierzy A jest maªy, to w praktyce wygodniejsze jest wyzna-
czanie wielomianu minimalnego w postaci (6.27), metod¡ elementarnego znajdowania wykªad-
ników li, i = 1, ..., s. Najpierw proponujemy

m(λ) = (λ− λ1) · ... · (λ− λs).

Je±li m(A) = 0, to taki m(λ) jest wielomianem minimalnym. W przeciwnym razie zwi¦kszamy
wykªadniki w proponowanym m(λ) dot¡d, a» m(A) = 0.
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Zde�niujemy teraz funkcj¦ od macierzy f(A), maj¡c zadan¡ funkcj¦ argumentu skalarnego
f(λ), która niekoniecznie jest wielomianem. Nast¦pnie podamy praktyczny sposób jej wyzna-
czania. Pozwoli nam to w szczególno±ci do±¢ ªatwo znajdowa¢ f(A) = etA, gdzie t traktujemy
jako parametr. A jak ju» wiemy, taka macierz jest ukªadem fundamentalnym ULJ.

W dalszym ci¡gu A ∈ Mn(C) jest zadan¡ macierz¡. Rozwa»my funkcj¦ f(λ) i wielomian
minimalny m(λ) macierzy A w postaci (6.27). Zbiór liczb

f(σ(A)) =
{
f(λi), f (1)(λi), ..., f (li−1)(λi) : i = 1, ..., s

}
nazywamy zbiorem warto±ci funkcji f(λ) na widmie σ(A). Funkcja f(λ) jest okre±lona na widmie
σ(A), gdy zbiór f(σ(A)) ma sens. Mówimy, »e dwie funkcje f(λ) i g(λ) okre±lone na widmie
σ(A) przyjmuj¡ na tym widmie te same warto±ci, gdy

f (j−1)(λi) = g(j−1)(λi), j = 1, ..., li, i = 1, ..., s,

co symbolicznie zapisujemy f(σ(A)) = g(σ(A)).

Twierdzenie 6.12. Je±li w(λ) i v(λ) s¡ dowolnymi wielomianami takimi, »e w(σ(A)) =
v(σ(A)), to w(A) = v(A).

Dowód. Zaªó»my, »e w(σ(A)) = v(σ(A)). Zde�niujmy wielomian

d(λ) = w(λ)− v(λ).

Skoro
w(j−1)(λi) = v(j−1)(λi), j = 1, ..., li, i = 1, ..., s,

to
d(j−1)(λi) = 0, j = 1, ..., li, i = 1, ..., s.

A to oznacza, »e ka»da liczba λi jest co najmniej li-krotnym pierwiastkiem wielomianu d(λ).
Wnioskujemy st¡d, »e wielomian d(λ) jest podzielny przez wielomian minimalny m(λ), co mo-
»emy zapisa¢

d(λ) = m(λ)q(λ),

gdzie q(λ) jest pewnym wielomianem. W konsekwencji

d(A) = m(A)q(A) = 0 q(A) = 0,

czyli
w(A) = v(A).

De�nicja 6.7. Zaªó»my, »e funkcja f(λ) jest okre±lona na widmie σ(A). De�niujemy

f(A) = w(A),

gdzie w(λ) jest dowolnym wielomianem przyjmuj¡cym te same warto±ci na widmie σ(A) co
f(λ), tzn. »e f(σ(A)) = w(σ(A)).

Twierdzenie 6.13. Istnieje dokªadnie jeden wielomian r(λ) stopnia mniejszego od stopnia
l = l1+...+ls wielomianu minimalnegom(λ) macierzy A taki, »e r(σ(A)) = f(σ(A)). Wielomian
r(λ) wyznacza si¦, rozwi¡zuj¡c zagadnienie interpolacyjne

r(j−1)(λi) = f (j−1)(λi), j = 1, ..., li, i = 1, ..., s, (6.29)

i nosi on nazw¦ wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a-Sylwestra dla funkcji f(λ) na widmie
σ(A). Ponadto:
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1. je±li m(λ) = (λ− λ1) · ... · (λ− λn), to

r(λ) =
n∑
i=1

(λ− λ1) · ... · (λ− λi−1)(λ− λi+1) · ... · (λ− λn)
(λi − λ1) · ... · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · ... · (λi − λn)

f(λi), (6.30)

f(A) = r(A) =
n∑
i=1

(A− λ1I) · ... · (A− λi−1I)(A− λi+1I) · ... · (A− λnI)
(λi − λ1) · ... · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · ... · (λi − λn)

f(λi); (6.31)

2. je±li m(λ) = (λ− λ1) · ... · (λ− λs), s < n, to

r(λ) =
s∑
i=1

(λ− λ1) · ... · (λ− λi−1)(λ− λi+1) · ... · (λ− λs)
(λi − λ1) · ... · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · ... · (λi − λs)

f(λi), (6.32)

f(A) = r(A) =
s∑
i=1

(A− λ1I) · ... · (A− λi−1I)(A− λi+1I) · ... · (A− λsI)
(λi − λ1) · ... · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · ... · (λi − λs)

f(λi); (6.33)

3. je±li m(λ) = (λ− λ1)l1 · ... · (λ− λs)ls, s ¬ n, to

r(λ) =
s∑
i=1

[
ai1 + ai2(λ− λi) + ...+ aili(λ− λi)li−1

]
mi(λ), (6.34)

f(A) = r(A) =
s∑
i=1

[
ai1I + ai2(A− λiI) + ...+ aili(A− λiI)li−1

]
mi(A), (6.35)

gdzie:

aij =
1

(j − 1)!

(
f

mi

)(j−1)
(λi), (6.36)

mi(λ) =
m(λ)
(λ− λi)li

, j = 1, ..., li, i = 1, ..., s. (6.37)

Dowód. Wielomiany (6.30), (6.32) i (6.34) s¡ oczywi±cie stopnia co najwy»ej l − 1.
Sprawdzenie, »e wielomiany (6.30) i (6.32) speªniaj¡ warunki (6.29) z li = 1 jest trywialne.

Uzasadnimy wzór (6.34). Dziel¡c obustronnie (6.34) przez m(λ), otrzymujemy

r(λ)
m(λ)

=
s∑
i=1

[
ai1

(λ− λi)li
+

ai2
(λ− λi)li−1

+ ...+
aili

λ− λi

]
. (6.38)

To»samo±¢ t¦ mno»ymy obustronnie przez (λ− λi)li , i = 1, ..., s i mamy

r(λ)
mi(λ)

= ai1 + ai2(λ− λi) + ...+ aili(λ− λi)li−1 + (λ− λi)liϱi(λ), (6.39)

gdzie ϱi(λ) jest funkcj¡ wymiern¡, okre±lon¡ wraz z pochodnymi w pewnym otoczeniu punktu
λi. W ostatniej równo±ci, podstawiaj¡c λ = λi, otrzymujemy

0! ai1 =
r(λi)
mi(λi)

=
(
f

mi

)
(λi).

Nast¦pnie ró»niczkuj¡c równo±¢ (6.39) stronami j razy, otrzymujemy

(j − 1)! aij =
(
r

mi

)(j−1)
(λi) =

(
f

mi

)(j−1)
(λi), j = 1, ..., li,

a w efekcie wzór na wspóªczynniki (6.36). Znaj¡c aij, mno»my (6.38) przez m(λ), co daje nam
formuª¦ (6.34).
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Jednoznaczno±¢ wynika st¡d, »e ró»nica dwóch wielomianów speªniaj¡cych warunki (6.29)
byªaby wielomianem stopnia co najwy»ej l − 1, maj¡cym ª¡cznie z krotno±ciami l miejsc zero-
wych, a to znaczy, »e ta ró»nica byªaby wielomianem identycznie równym zeru.

Zauwa»my, »e prawe strony wzorów (6.31), (6.33) i (6.35) zale»¡ wyª¡cznie od macierzy A
i jej warto±ci wªasnych albo lepiej od wielomianu minimalnego oraz warto±ci funkcji f(λ) na
widmie macierzy A. Wzory (6.30)�(6.33) mo»na zapisa¢ odpowiednio w postaci:

r(λ) = ϕ1(λ)f(λ1) + ...+ ϕn(λ)f(λn), (6.40)

f(A) = f(λ1)B1 + ...+ f(λn)Bn, (6.41)

gdzie

ϕi(λ) =
(λ− λ1) · ... · (λ− λi−1)(λ− λi+1) · ... · (λ− λn)
(λi − λ1) · ... · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · ... · (λi − λn)

,

Bi = ϕi(A), i = 1, ..., n;

r(λ) = ϕ1(λ)f(λ1) + ...+ ϕs(λ)f(λs), (6.42)

f(A) = f(λ1)B1 + ...+ f(λs)Bs, (6.43)

gdzie

ϕi(λ) =
(λ− λ1) · ... · (λ− λi−1)(λ− λi+1) · ... · (λ− λs)
(λi − λ1) · ... · (λi − λi−1)(λi − λi+1) · ... · (λi − λs)

,

Bi = ϕi(A), i = 1, ..., s.

Jak widzimy wielomiany ϕi(λ) s¡ stopnia mniejszego od l, za± macierze Bi nie zale»¡ od funkcji
f(λ). Analogicznie wzory (6.34) i (6.35), po uwzgl¦dnieniu (6.36) i (6.37), mo»na zapisa¢ w
postaci:

r(λ) =
s∑
i=1

[
ϕi1(λ)f(λi) + ϕi2(λ)f (1)(λi) + ...+ ϕili(λ)f

(li−1)(λi)
]
, (6.44)

f(A) =
s∑
i=1

[
f(λi)Bi1 + f (1)(λi)Bi2 + ...+ f (li−1)(λi)Bili

]
, (6.45)

gdzie ϕij(λ) s¡ odpowiednimi wielomianami stopnia mniejszego od l, za±

Bij = ϕij(A), j = 1, ..., li, i = 1, ..., s

macierzami nie zale»¡cymi of funkcji f(λ). Macierze Bi we wzorach (6.41), (6.43) i macierze
Bij we wzorze (6.45) nazywamy skªadowymi macierzy A.

Przykªad 6.2. Obliczy¢
√
A, gdy

A =
[
2 1
3 4

]
.

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ 2− λ 1
3 4− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ− 5).
Równanie charakterystyczne macierzy A

(λ− 1)(λ− 5) = 0

ma dwa pierwiastki jednokrotne
λ1 = 1, λ2 = 5.
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A wi¦c bez sprawdzania widzimy, »e

m(λ) = (λ− 1)(λ− 5)

jest wielomianem minimalnym macierzy A. Wielomian interpolacyjny Lagrange'a-Sylwestra dla
funkcji

f(λ) =
√
λ

(pierwiastek arytmetyczny, λ ∈ R+), która oczywi±cie na widmie σ(A) jest okre±lona, ma posta¢

r(λ) = ϕ1(λ) + ϕ2(λ)
√
5,

gdzie

ϕ1(λ) = −
1
4
(λ− 5), ϕ2(λ) =

1
4
(λ− 1).

Zatem korzystaj¡c ze wzoru (6.41), mamy

f(A) =
√
A = B1 +

√
5B2,

gdzie

B1 = ϕ1(A) = −
1
4
(A− 5I) =

[
3
4 −

1
4

−34
1
4

]
, B2 = ϕ2(A) =

1
4
(A− I) =

[
1
4
1
4

3
4
3
4

]
.

Finalnie
√
A =

[
3+
√
5
4

−1+
√
5

4
−3+3

√
5

4
1+3
√
5

4

]
.

Przykªad 6.3. Obliczy¢ etA, gdy

A =
[
−5 2
1 −6

]
.

Zmienna t ∈ R peªni tutaj rol¦ parametru. Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest
wzorem

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ −5− λ 2
1 −6− λ

∣∣∣∣∣ = (λ+ 7)(λ+ 4).
Równanie charakterystyczne macierzy A

(λ+ 7)(λ+ 4) = 0

ma dwa pierwiastki jednokrotne
λ1 = −7, λ2 = −4.

A wi¦c
m(λ) = (λ+ 7)(λ+ 4)

jest wielomianem minimalnym macierzy A. Wielomian interpolacyjny Lagrange'a-Sylwestra dla
funkcji

f(λ) = eλt,

która na widmie σ(A) jest okre±lona, ma posta¢

r(λ) = ϕ1(λ)e−7t + ϕ2(λ)e−4t,
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gdzie

ϕ1(λ) = −
1
3
(λ+ 4), ϕ2(λ) =

1
3
(λ+ 7).

Zatem korzystaj¡c ze wzoru (6.41), mo»emy napisa¢

f(A) = etA = e−7tB1 + e−4tB2,

gdzie

B1 = ϕ1(A) = −
1
3
(A+ 4I) =

[
1
3 −

2
3

−13
2
3

]
, B2 = ϕ2(A) =

1
3
(A+ 7I) =

[
2
3
2
3

1
3
1
3

]
.

Ostatecznie

etA =
[

1
3e
−7t + 23e

−4t −23e
−7t + 23e

−4t

−13e
−7t + 13e

−4t 2
3e
−7t + 13e

−4t

]
.

Uwaga 6.7. Warto zwróci¢ uwag¦, »e
√
A dla macierzy A w przykªadzie 6.3 nie jest de�nio-

walny, gdy» funkcja f(λ) =
√
λ nie jest okre±lona na widmie σ(A). Po prostu arytmetyczne

pierwiastki kwadratowe z liczb ujemnych λ1 = −7 i λ2 = −4 nie istniej¡.

Nietrudno zauwa»y¢, »e wzory (6.30)�(6.33) s¡ odpowiednio szczególnymi przypadkami wzo-
rów (6.34) i (6.35). Dalsze rozwa»ania ograniczymy wi¦c do tych ostatnich.

Twierdzenie 6.14. Skªadowe Bij, j = 1, ..., li, i = 1, ..., s macierzy A s¡ liniowo niezale»ne.

Dowód. Rozwa»my zerow¡ kombinacj¦ liniow¡

s∑
i=1

li∑
j=1

αijBij = 0.

Wyznaczmy wielomian interpolacyjny r̃(λ) stopnia mniejszego od l taki, »e

r̃(j−1)(λi) = αij, j = 1, ..., li, i = 1, ..., s.

Rozumuj¡c analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 6.13, znajdujemy

r̃(λ) =
s∑
i=1

li∑
j=1

ϕij(λ)αij.

W konsekwencji

r̃(A) =
s∑
i=1

li∑
j=1

ϕij(A)αij =
s∑
i=1

li∑
j=1

αijBij = 0.

Gdyby r̃(λ) ̸≡ 0, to znormalizowany r̃(λ) byªby wielomianem anuluj¡cym macierzy A i stopnia
mniejszego od stopnia wielomianu minimalnego m(λ), co jest sprzeczne z de�nicj¡ wielomianu
minimalnego. Zatem

r̃(λ) ≡ 0.

A to oznacza, »e
αij = 0, j = 1, ..., li, i = 1, ..., s,

co ko«czy dowód.
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W dalszej cz¦±ci przydadz¡ nam si¦ pewne dodatkowe informacje z teorii macierzy. Rozwa»-
my prostok¡tn¡ macierz blokow¡

A =


A11 A12 . . . A1t
A21 A22 . . . A2t
...

...
. . .

...
As1 As2 . . . Ast


zªo»on¡ z st macierzy Aij, i = 1, ..., s, j = 1, ..., t.

Lemat 6.2 (Schur). Je±li s = t = 2, macierze Aij, i, j = 1, 2 s¡ kwadratowe i tego samego
wymiaru oraz

A11A21 = A21A11,

to
|A| = |A11A22 − A21A12|.

Przypu±¢my, »e macierz A11 jest kwadratowa i nieosobliwa. Wówczas stosuj¡c uogólnio-
n¡ metod¦ eliminacji Gaussa dla macierzy blokowych, mo»emy mno»¡c lewostronnie pierwszy
wiersz przez −Ai1A−111 i dodaj¡c do wiersza i-tego, i = 2, ..., s, sprowadzi¢ macierz A do macierzy
blokowej

A(1) =


A11 A12 . . . A1t
0 A

(1)
22 . . . A

(1)
2t

...
...

. . .
...

0 A
(1)
s2 . . . A

(1)
st

 ,

gdzie A(1)ij = −Ai1A−111 A1j + Aij, i = 2, ..., s, j = 2, ..., t.

Lemat 6.3. Je±li macierz A jest kwadratowa oraz macierz A11 jest kwadratowa i nieosobliwa,
to

|A| = |A(1)| = |A11|

∣∣∣∣∣∣∣∣
A
(1)
22 . . . A

(1)
2t

...
. . .

...

A
(1)
s2 . . . A

(1)
st

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Powy»sze lematy s¡ dobrze znane w teorii macierzy (zobacz F.R. Gantmacher, Matrix The-

ory). W szczególno±ci lemat 6.3 pozwala sprowadza¢ obliczanie wyznacznika macierzy zªo»onej
z st bloków do obliczania wyznacznika macierzy zªo»onej z (s− 1)(t− 1) bloków.

Omówimy teraz chyba najwygodniejsz¡ metod¦ wyznaczania skªadowych Bij macierzy A.
Polega ona na rozwi¡zaniu odpowiedniego ukªadu równa« macierzowych, który otrzymujemy ze
wzoru (6.45), przyjmuj¡c za f(λ) l dowolnych liniowo niezale»nych wielomianów fk(λ) stopnia
mniejszego od l. Przykªadowo mog¡ to by¢ wielomiany odpowiednio stopnia 0, 1, ..., l − 1.

Przypu±¢my, »e we wzorze (6.45) nie znamy macierzy Bij. Rozwa»my dowolne wielomiany
skalarne f1(λ), ..., fl(λ). Wstawmy w miejsce macierzy f(A) macierze fk(A):

fk(A) =
s∑
i=1

[
fk(λi)Bi1 + f

(1)
k (λi)Bi2 + ...+ f

(li−1)
k (λi)Bili

]
, k = 1, ..., l. (6.46)

Je±li z ukªadu (6.46) potra�my obliczy¢ Bij jednoznacznie, to wstawimy je do wzoru (6.45) i
Bij = ϕij(A). Spróbujmy znale¹¢ warunki, które powinny speªnia¢ wielomiany fk(λ), »eby to
byªo mo»liwe. Okazuje si¦, »e warunkiem koniecznym i wystarczaj¡cym jest ∆ ̸= 0, gdzie

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(λ1) · · · f

(l1−1)
1 (λ1) · · · f1(λs) · · · f

(ls−1)
1 (λs)

...
...

...
...

...
...

...
fl(λ1) · · · f

(l1−1)
l (λ1) · · · fl(λs) · · · f

(ls−1)
l (λs)

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Wyja±nijmy to, rozwa»aj¡c prostszy przypadek wielomianu minimalnego

m(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) (6.47)

z l = 2. Ukªad (6.46) ma posta¢{
f1(A) = f1(λ1)B1 + f1(λ2)B2
f2(A) = f2(λ1)B1 + f2(λ2)B2

(dla uproszczenia zapisu przyj¦li±my notacj¦ odpowiednio B1, B2 zamiast B11, B21). Wykorzy-
stuj¡c macierz blokow¡, mo»emy go przedstawi¢ w nast¦puj¡cy sposób[

f1(λ1) I f1(λ2) I
f2(λ1) I f2(λ2) I

] [
B1
B2

]
=
[
f1(A)
f2(A)

]
,

gdzie I, Bi, fi(A) ∈Mn, i = 1, 2. Poniewa»

(f1(λ1)I)(f2(λ1)I) = (f2(λ1)I)(f1(λ1)I),

wi¦c na podstawie lematu 6.2 mamy

∆̃ =

∣∣∣∣∣ f1(λ1) I f1(λ2) I
f2(λ1) I f2(λ2) I

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣(f1(λ1) I)(f2(λ2) I)− (f2(λ1) I)(f1(λ2) I)∣∣∣
=
∣∣∣(f1(λ1)f2(λ2)− f2(λ1)f1(λ2))I∣∣∣= ∆n,

gdzie

∆ =

∣∣∣∣∣ f1(λ1) f1(λ2)
f2(λ1) f2(λ2)

∣∣∣∣∣ .
A to oznacza, »e ∆̃ ̸= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ∆ ̸= 0. W konsekwencji macierze B1, B2
znajdziemy jednoznacznie tylko wtedy, gdy ∆ ̸= 0, zgodnie z formuª¡[

B1
B2

]
=
[
f1(λ1) I f1(λ2) I
f2(λ1) I f2(λ2) I

]−1 [
f1(A)
f2(A)

]
.

Zwi¡zek
∆̃ = ∆n

prawdziwy jest te» w ogólno±ci, co mo»na uzasadni¢, post¦puj¡c podobnie jak wy»ej z zastoso-
waniem lematów 6.2, 6.3.

Wyka»emy teraz, »e je±li wielomiany f1(λ),...,fl(λ) s¡ liniowo niezale»ne i ich stopnie s¡
mniejsze od l, to ∆ ̸= 0. Znowu rozwa»my prostszy wielomian minimalny (6.47) z l = 2.
Niech wielomiany f1(λ) i f2(λ) stopnia mniejszego od l b¦d¡ liniowo niezale»ne. Przypu±¢my,
»e ∆ = 0. Rozwa»my ukªad równa«{

α1f1(λ1) + α2f2(λ1) = 0
α1f1(λ2) + α2f2(λ2) = 0

,

co mo»na zapisa¢ macierzowo[
f1(λ1) f2(λ1)
f1(λ2) f2(λ2)

] [
α1
α2

]
=
[
0
0

]
.

Poniewa»

∆ =

∣∣∣∣∣ f1(λ1) f1(λ2)
f2(λ1) f2(λ2)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ f1(λ1) f2(λ1)
f1(λ2) f2(λ2)

∣∣∣∣∣ = 0,
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wi¦c ukªad ten ma rozwi¡zanie niezerowe (α1, α2)T ̸= (0, 0)T . Zde�niujmy wielomian

g(λ) = α1f1(λ) + α2f2(λ), λ ∈ C

z tak dobranymi α1, α2. Wielomian ten jest stopnia mniejszego od l = 2 i ma dwa miejsca
zerowe λ1, λ2. St¡d wnioskujemy, »e

g(λ) = 0, λ ∈ C,

czyli
α1f1(λ) + α2f2(λ) = 0, λ ∈ C.

Z liniowej niezale»no±ci wielomianów f1(λ) i f2(λ) mamy α1 = α2 = 0, co daje nam sprzeczno±¢.
Konkluduj¡c, w celu wyznaczenia macierzy Bij, bez wykorzystywania skomplikowanych wzo-

rów na wielomiany ϕij(λ), najlepiej zaproponowa¢ jakiekolwiek l liniowo niezale»nych wielomia-
nów fk(λ) stopnia mniejszego od l i rozwi¡za¢ ukªad równa« macierzowych (6.46). Mog¡ to by¢
na przykªad wielomiany odpowiednio stopnia 0, 1, ..., l − 1.

Zamiast rozwi¡zywa¢ ukªad równa« macierzowych (6.46) mo»na, korzystaj¡c z rozwini¦cia
Laplace'a wzdªu» pierwszego wiersza, rozwi¡za¢ równanie skalarne∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

w(λ) f(λ1) · · · f (l1−1)(λ1) · · · f(λs) · · · f (ls−1)(λs)
f1(λ) f1(λ1) · · · f

(l1−1)
1 (λ1) · · · f1(λs) · · · f

(ls−1)
1 (λs)

...
...

...
...

...
...

...
...

fl(λ) fl(λ1) · · · f
(l1−1)
l (λ1) · · · fl(λs) · · · f

(ls−1)
l (λs)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

w którym niewiadom¡ jest wielomian w(λ). Nietrudno sprawdzi¢, »e je±li ∆ ̸= 0, to istnieje
dokªadnie jeden w(λ) i

f(σ(A)) = w(σ(A)),

a st¡d
f(A) = w(A).

Metoda ta jest wygodna dla du»ych l.

Przykªad 6.4. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych{
x′ = −5x+ 2y
y′ = x− 6y . (6.48)

Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =
[
−5 2
1 −6

]
.

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ −5− λ 2
1 −6− λ

∣∣∣∣∣ = (λ+ 7)(λ+ 4).
Równanie charakterystyczne macierzy A

(λ+ 7)(λ+ 4) = 0

ma dwa pierwiastki jednokrotne
λ1 = −7, λ2 = −4.
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Wprost ze wzoru (6.27) wnioskujemy bez sprawdzania, »e

m(λ) = (λ+ 7)(λ+ 4)

jest wielomianem minimalnym macierzy A. Korzystamy ze wzoru (6.41) i mamy

f(A) = f(−7)B1 + f(−4)B2.

Przyjmuj¡c
f1(λ) = λ+ 7, f2(λ) = λ+ 4,

mo»emy napisa¢
f1(A) = A+ 7I, f2(A) = A+ 4I,

a w konsekwencji otrzymujemy ukªad równa« macierzowych (zdegenerowany){
A+ 7I = 3B2
A+ 4I = −3B1

.

St¡d

B1 = −
1
3
(A+ 4I) =

[
1
3 −

2
3

−13
2
3

]
, B2 =

1
3
(A+ 7I) =

[
2
3
2
3

1
3
1
3

]
.

Kªad¡c teraz
f(λ) = eλt,

znajdujemy macierz

f(A) = etA = e−7tB1 + e−4tB2 =
[

1
3e
−7t + 23e

−4t −23e
−7t + 23e

−4t

−13e
−7t + 13e

−4t 2
3e
−7t + 13e

−4t

]

(zobacz przykªad 6.3). Wobec tego rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych (6.48) ma
posta¢ [

x
y

]
=
[

1
3e
−7t + 23e

−4t −23e
−7t + 23e

−4t

−13e
−7t + 13e

−4t 2
3e
−7t + 13e

−4t

] [
C1
C2

]

=
[
(13e
−7t + 23e

−4t)C1 + (−23e
−7t + 23e

−4t)C2
(−13e

−7t + 13e
−4t)C1 + (23e

−7t + 13e
−4t)C2

]
, C1, C2 ∈ R.

Przykªad 6.5. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych{
x′ = −7x+ y
y′ = −2x− 5y . (6.49)

Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =
[
−7 1
−2 −5

]
.

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ −7− λ 1
−2 −5− λ

∣∣∣∣∣ = (λ+ 6− i)(λ+ 6 + i).
Równanie charakterystyczne macierzy A

(λ+ 6− i)(λ+ 6 + i) = 0
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ma dwa zespolone pierwiastki jednokrotne

λ1 = −6 + i, λ2 = −6− i.

Zatem
m(λ) = (λ+ 6− i)(λ+ 6 + i)

jest wielomianem minimalnym macierzy A, za±

f(A) = f(−6 + i)B1 + f(−6− i)B2.

Niech
f1(λ) = λ+ 6− i, f2(λ) = λ+ 6 + i.

Mamy wi¦c
f1(A) = A+ (6− i)I, f2(A) = A+ (6 + i)I.

A to prowadzi do ukªadu równa« {
A+ (6− i)I = −2iB2
A+ (6 + i)I = 2iB1

,

którego rozwi¡zaniem s¡ macierze

B1 =
1
2i
(A+ (6 + i)I) = −1

2
i

[
−1 + i 1
−2 1 + i

]
=
1
2

[
1 + i −i
2i 1− i

]
,

B2 = −
1
2i
(A+ (6− i)I) = 1

2
i

[
−1− i 1
−2 1− i

]
=
1
2

[
1− i i
−2i 1 + i

]
.

Dla punkcji
f(λ) = eλt

obliczamy macierz

f(A) = etA = e(−6+i)tB1 + e(−6−i)tB2 = e−6t(cos t+ i sin t)B1 + e−6t(cos t− i sin t)B2

=
1
2
e−6t(cos t+ i sin t)

[
1 + i −i
2i 1− i

]
+
1
2
e−6t(cos t− i sin t)

[
1− i i
−2i 1 + i

]

=
[
e−6t(cos t− sin t) e−6t sin t
−2e−6t sin t e−6t(cos t+ sin t)

]
.

Rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych (6.49) ma posta¢[
x
y

]
=
[
e−6t(cos t− sin t) e−6t sin t
−2e−6t sin t e−6t(cos t+ sin t)

] [
C1
C2

]

=
[

e−6t(cos t− sin t)C1 + e−6t(sin t)C2
−2e−6t(sin t)C1 + e−6t(cos t+ sin t)C2

]
, C1, C2 ∈ R.

Przykªad 6.6. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych
x′ = 2x− y + 2z
y′ = 10x− 5y + 7z
z′ = 4x− 2y + 2z

. (6.50)
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Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =

 2 −1 210 −5 7
4 −2 2

 .
Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 2
10 −5− λ 7
4 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ2(λ+ 1).
Rozwi¡zaniami równania charakterystycznego macierzy A

−λ2(λ+ 1) = 0

s¡ liczby
λ1 = 0, λ2 = −1,

przy czym λ1 jest pierwiastkiem dwukrotnym, a λ2 - jednokrotnym. Proponujemy

m(λ) = λ(λ+ 1),

ale niestety

m(A) = A(A+ I) =

 4 −2 38 −4 6
0 0 0

 ̸= 0.
A st¡d wielomianem minimalnym macierzy A jest

m(λ) = λ2(λ+ 1).

Uwzgl¦dniaj¡c wzór (6.45), mamy

f(A) = f(0)B1 + f ′(0)B2 + f(−1)B3

(dla uproszczenia zapisu przyj¦li±my notacj¦ odpowiednio B1, B2, B3 zamiast B11, B12, B21).
Poªó»my

f1(λ) = 1, f2(λ) = λ, f3(λ) = λ2.

Zatem
f ′1(λ) = 0, f ′2(λ) = 1, f ′3(λ) = 2λ,

f1(A) = I, f2(A) = A, f3(A) = A2,

co generuje ukªad równa« macierzowych
I = B1 +B3
A = B2 −B3
A2 = B3

.

Rozwi¡zaniem tego ukªadu s¡ macierze

B3 =

 2 −1 1
−2 1 −1
−4 2 −2

 , B2 =

 4 −2 38 −4 6
0 0 0

 , B1 =

 −1 1 −1
2 0 1
4 −2 3

 .
Dalej dla funkcji

f(λ) = eλt,
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po obliczeniu jej pochodnej
f ′(λ) = teλt

znajdujemy macierz

f(A) = etA = B1 + tB2 + e−tB3 =

 −1 + 4t+ 2e
−t 1− 2t− e−t −1 + 3t+ e−t

2 + 8t− 2e−t −4t+ e−t 1 + 6t− e−t
4− 4e−t −2 + 2e−t 3− 2e−t

 .
Rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych (6.50) dane jest wzorem x

y
z

 =
 −1 + 4t+ 2e

−t 1− 2t− e−t −1 + 3t+ e−t
2 + 8t− 2e−t −4t+ e−t 1 + 6t− e−t
4− 4e−t −2 + 2e−t 3− 2e−t


 C1
C2
C3



=

 (−1 + 4t+ 2e
−t)C1 + (1− 2t− e−t)C2 + (−1 + 3t+ e−t)C3

(2 + 8t− 2e−t)C1 + (−4t+ e−t)C2 + (1 + 6t− e−t)C3
(4− 4e−t)C1 + (−2 + 2e−t)C2 + (3− 2e−t)C3

 , C1, C2, C3 ∈ R.

Przykªad 6.7. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych
x′ = −2x+ 2y − 3z
y′ = 2x+ y − 6z
z′ = −x− 2y

. (6.51)

Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =

 −2 2 −3
2 1 −6
−1 −2 0

 .
Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
−2− λ 2 −3
2 1− λ −6
−1 −2 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 3)2(λ− 5).
Rozwi¡zaniami równania charakterystycznego macierzy A

−(λ+ 3)2(λ− 5) = 0

s¡ liczby
λ1 = −3, λ2 = 5,

przy czym λ1 jest pierwiastkiem dwukrotnym, a λ2 - jednokrotnym. Proponujemy

m(λ) = (λ+ 3)(λ− 5)

i sprawdzamy, »e istotnie
m(A) = (A+ 3I)(A− 5I) = 0.

A wi¦c jest to wielomian minimalny macierzy A. Bior¡c pod uwag¦ wzór (6.43), widzimy, »e

f(A) = f(−3)B1 + f(5)B2.

Kªad¡c
f1(λ) = λ+ 3, f2(λ) = λ− 5,
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mamy
f1(A) = A+ 3I, f2(A) = A− 5I,

a w efekcie otrzymujemy ukªad równa« macierzowych (zdegenerowany){
A+ 3I = 8B2
A− 5I = −8B1

.

St¡d

B1 = −
1
8
(A− 5I) =


7
8 −

1
4
3
8

−14
1
2
3
4

−18
1
4
5
8

 , B2 =
1
8
(A+ 3I) =


1
8

1
4 −

3
8

1
4

1
2 −

3
4

−18 −
1
4

3
8

 .
Zatem dla funkcji

f(λ) = eλt

znajdujemy macierz

f(A) = etA = e−3tB1 + e5tB2 =


7
8e
−3t + 18e

5t −14e
−3t + 14e

5t 3
8e
−3t − 38e

5t

−14e
−3t + 14e

5t 1
2e
−3t + 12e

5t 3
4e
−3t − 34e

5t

−18e
−3t − 18e

5t 1
4e
−3t − 14e

5t 5
8e
−3t + 38e

5t


i rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych (6.51) dane jest wzorem x

y
z

 =


7
8e
−3t + 18e

5t −14e
−3t + 14e

5t 3
8e
−3t − 38e

5t

−14e
−3t + 14e

5t 1
2e
−3t + 12e

5t 3
4e
−3t − 34e

5t

−18e
−3t − 18e

5t 1
4e
−3t − 14e

5t 5
8e
−3t + 38e

5t


 C1
C2
C3



=

 (
7
8e
−3t + 18e

5t)C1 + (−14e
−3t + 14e

5t)C2 + (38e
−3t − 38e

5t)C3
(−14e

−3t + 14e
5t)C1 + (12e

−3t + 12e
5t)C2 + (34e

−3t − 34e
5t)C3

(−18e
−3t − 18e

5t)C1 + (14e
−3t − 14e

5t)C2 + (58e
−3t + 38e

5t)C3

 , C1, C2, C3 ∈ R.

Przykªad 6.8. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych{
x′ = x+ 4y
y′ = −x+ 5y + e3t . (6.52)

Macierz tego ukªadu i jego prawa strona maj¡ odpowiednio posta¢

A =
[
1 4
−1 5

]
, b(t) =

[
0
e3t

]
.

Najpierw znajdziemy rozwi¡zanie ogólne skojarzonego ukªadu jednorodnego{
x′ = x+ 4y
y′ = −x+ 5y . (6.53)

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ 1− λ 4
−1 5− λ

∣∣∣∣∣ = (λ− 3)2.
Równanie charakterystyczne macierzy A

(λ− 3)2 = 0
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ma jeden pierwiastek dwukrotny
λ1 = 3.

Sprawdzamy, »e
m(λ) = λ− 3

nie jest wielomianem minimalnym macierzy A, gdy»

m(A) = A− 3I =
[
−2 4
−1 2

]
̸= 0.

Zatem wielomianem minimalnym tej macierzy jest

m(λ) = (λ− 3)2.

Zgodnie ze wzorem (6.45)
f(A) = f(3)B1 + f ′(3)B2

(dla uproszczenia zapisu przyj¦li±my notacj¦ odpowiednio B1, B2 zamiast B11, B12). Rozwa»my
wielomiany

f1(λ) = 1, f2(λ) = λ− 3,

a wi¦c
f ′1(λ) = 0, f ′2(λ) = 1,

f1(A) = I, f2(A) = A− 3I.

Obliczamy {
I = B1
A− 3I = B2

,

czyli

B1 =
[
1 0
0 1

]
, B2 =

[
−2 4
−1 2

]
.

Dla funkcji
f(λ) = eλt

mamy
f ′(λ) = teλt,

f(A) = etA = e3tB1 + te3tB2 =
[
(1− 2t)e3t 4te3t

−te3t (1 + 2t)e3t

]
i rozwi¡zanie ogólne równania (6.53) ma posta¢[

x
y

]
j

=
[
(1− 2t)e3t 4te3t

−te3t (1 + 2t)e3t

] [
C1
C2

]
C1, C2 ∈ R.

Teraz poszukamy rozwi¡zania szczególnego ukªadu (6.52) metod¡ uzmiennniania staªych.
Dla funkcji

f(λ) = e−λt

obliczamy
f ′(λ) = −te−λt,

f(A) = e−tA = e−3tB1 − te−3tB2 =
[
(1 + 2t)e−3t −4te−3t

te−3t (1− 2t)e−3t
]
.
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Rozwi¡zanie szczególne b¦dzie mie¢ posta¢[
x
y

]
s

= etA
[
C1(t)
C2(t)

]
,

gdzie szukana funkcja wektorowa [C ′1(t), C
′
2(t)]

T speªnia równanie

etA
[
C ′1(t)
C ′2(t)

]
= b(t)

(zobacz rozdziaª 5.1). Dalej rozwi¡zujemy to równanie[
C ′1(t)
C ′2(t)

]
= e−tAb(t) =

[
(1 + 2t)e−3t −4te−3t

te−3t (1− 2t)e−3t
] [
0
e3t

]
=
[
−4t
1− 2t

]

(zobacz twierdzenie 6.1) i caªkuj¡c, obliczamy jedn¡ funkcj¦ wektorow¡[
C1(t)
C2(t)

]
=
∫
e−tAb(t) dt =

∫ [
−4t
1− 2t

]
dt =

[
−2t2
t− t2

]
.

Wobec tego rozwi¡zanie szczególne ukªadu (6.52) dane jest wzorem[
x
y

]
s

=
[
(1− 2t)e3t 4te3t

−te3t (1 + 2t)e3t

] [
−2t2
t− t2

]
,

a jego rozwi¡zanie ogólne ma posta¢[
x
y

]
=
[
(1− 2t)e3t 4te3t

−te3t (1 + 2t)e3t

]([
C1
C2

]
+
[
−2t2
t− t2

])

=

 (
(1− 2t)(C1 − 2t2) + 4t(C2 + t− t2)

)
e3t(

−t(C1 − 2t2) + (1 + 2t)(C2 + t− t2)
)
e3t

 , C1, C2 ∈ R.

Przykªad 6.9. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych
x′ = −4x+ y + z + e−2t
y′ = x− y − 2z
z′ = −2x+ y − z

. (6.54)

Macierz tego ukªadu i jego praw¡ stron¦ mo»na zapisa¢ odpowiednio w postaci

A =

 −4 1 1
1 −1 −2
−2 1 −1

 , b(t) =

 e−2t

0
0

 .
Zacznijmy od znalezienia rozwi¡zania ogólnego skojarzonego ukªadu jednorodnego

x′ = −4x+ y + z
y′ = x− y − 2z
z′ = −2x+ y − z

. (6.55)

Wielomian charakterystyczny macierzy A dany jest wzorem

∆(λ) = |A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
−4− λ 1 1
1 −1− λ −2
−2 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −(λ+ 2)3.
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Rozwi¡zaniem równania charakterystycznego macierzy A

−(λ+ 2)3 = 0

jest pierwiastek trzykrotny
λ1 = −2.

Sprawdzamy, »e ani
m(λ) = λ+ 2,

ani
m(λ) = (λ+ 2)2

nie jest wielomianem minimalnym macierzy A, gdy»

m(A) = A+ 2I =

 −2 1 1
1 1 −2
−2 1 1

 ̸= 0
oraz

m(A) = (A+ 2I)2 =

 3 0 −33 0 −3
3 0 −3

 ̸= 0.
St¡d wnioskujemy, »e wielomianem minimalnym tej macierzy jest

m(λ) = (λ+ 2)3.

Zgodnie ze wzorem (6.45)

f(A) = f(−2)B1 + f ′(−2)B2 + f ′′(−2)B3

(dla uproszczenia zapisu przyj¦li±my notacj¦ odpowiednio B1, B2, B3 zamiast B11, B12, B13).
Zaproponujmy wielomiany

f1(λ) = 1, f2(λ) = λ+ 2, f3(λ) = (λ+ 2)2,

a wi¦c
f ′1(λ) = 0, f ′2(λ) = 1, f ′3(λ) = 2(λ+ 2),

f ′′1 (λ) = 0, f ′′2 (λ) = 0, f ′′3 (λ) = 2,

f1(A) = I, f2(A) = A+ 2I, f3(A) = (A+ 2I)2.

Rozwi¡zaniem ukªadu 
I = B1
A+ 2I = B2
(A+ 2I)2 = 2B3

s¡ macierze

B1 =

 1 0 00 1 0
0 0 1

 , B2 =

 −2 1 1
1 1 −2
−2 1 1

 , B3 =


3
2 0 −

3
2

3
2 0 −

3
2

3
2 0 −

3
2

 .
Dla funkcji

f(λ) = eλt
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mamy
f ′(λ) = teλt, f ′′(λ) = t2eλt,

f(A) = etA = e−2tB1+te−2tB2+t2e−2tB3 =

 (1− 2t+
3
2t
2)e−2t te−2t (t− 32t

2)e−2t

(t+ 32t
2)e−2t (1 + t)e−2t (−2t− 32t

2)e−2t

(−2t+ 32t
2)e−2t te−2t (1 + t− 32t

2)e−2t


i rozwi¡zanie ogólne równania (6.55) ma posta¢ x

y
z


j

=

 (1− 2t+
3
2t
2)e−2t te−2t (t− 32t

2)e−2t

(t+ 32t
2)e−2t (1 + t)e−2t (−2t− 32t

2)e−2t

(−2t+ 32t
2)e−2t te−2t (1 + t− 32t

2)e−2t


 C1
C2
C3

 C1, C2, C3 ∈ R.

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie, rozwi¡zania szczególnego ukªadu (6.54) poszukamy
metod¡ uzmienniania staªych. Dla funkcji

f(λ) = e−λt

obliczamy
f ′(λ) = −te−λt, f ′′(λ) = t2e−λt,

f(A) = e−tA = e2tB1 − te2tB2 + t2e2tB3 =

 (1 + 2t+
3
2t
2)e2t −te2t (−t− 32t

2)e2t

(−t+ 32t
2)e2t (1− t)e2t (2t− 32t

2)e2t

(2t+ 32t
2)e2t −te2t (1− t− 32t

2)e2t

 .
Rozwi¡zanie szczególne tego ukªadu b¦dzie mie¢ posta¢ x

y
z


s

= etA

 C1(t)
C2(t)
C3(t)

 ,
gdzie szukana funkcja wektorowa [C ′1(t), C

′
2(t), C3(t)]

T speªnia równanie

etA

 C ′1(t)
C ′2(t)
C ′3(t)

 = b(t).
Rozwi¡zujemy to równanie C ′1(t)

C ′2(t)
C ′3(t)

 = e−tAb(t) =
 (1 + 2t+

3
2t
2)e2t −te2t (−t− 32t

2)e2t

(−t+ 32t
2)e2t (1− t)e2t (2t− 32t

2)e2t

(2t+ 32t
2)e2t −te2t (1− t− 32t

2)e2t


 e−2t

0
0



=

 1 + 2t+
3
2t
2

−t+ 32t
2

2t+ 32t
2


i obliczamy jedn¡ funkcj¦ wektorow¡ C1(t)

C2(t)
C3(t)

 = ∫ e−tAb(t) dt =
∫  1 + 2t+

3
2t
2

−t+ 32t
2

2t+ 32t
2

 dt =
 t+ t2 + 12t

3

−12t
2 + 12t

3

t2 + 12t
3

 .
A st¡d rozwi¡zanie szczególne ukªadu (6.54) dane jest wzorem x

y
z


s

=

 (1− 2t+
3
2t
2)e−2t te−2t (t− 32t

2)e−2t

(t+ 32t
2)e−2t (1 + t)e−2t (−2t− 32t

2)e−2t

(−2t+ 32t
2)e−2t te−2t (1 + t− 32t

2)e−2t


 t+ t2 + 12t

3

−12t
2 + 12t

3

t2 + 12t
3

 ,



130ROZDZIA� 6. UK�ADY RÓWNA�RÓ�NICZKOWYCH LINIOWYCH PIERWSZEGORZ�DU

za± jego rozwi¡zanie ogólne przyjmuje form¦ x
y
z

 =
 (1− 2t+

3
2t
2)e−2t te−2t (t− 32t

2)e−2t

(t+ 32t
2)e−2t (1 + t)e−2t (−2t− 32t

2)e−2t

(−2t+ 32t
2)e−2t te−2t (1 + t− 32t

2)e−2t



 C1
C2
C3

+
 t+ t2 + 12t

3

−12t
2 + 12t

3

t2 + 12t
3




=


(
(1− 2t+ 32t

2)(C1 + t+ t2 + 12t
3) + t(C2 − 12t

2 + 12t
3) + (t− 32t

2)(C3 + t2 + 12t
3)
)
e−2t(

(t+ 32t
2)(C1 + t+ t2 + 12t

3) + (1 + t)(C2 − 12t
2 + 12t

3) + (−2t− 32t
2)(C3 + t2 + 12t

3)
)
e−2t(

(−2t+ 32t
2)(C1 + t+ t2 + 12t

3) + t(C2 − 12t
2 + 12t

3) + (1 + t− 32t
2)(C3 + t2 + 12t

3)
)
e−2t

 ,
C1, C2, C3 ∈ R.

6.2.2 Metoda Putzera

W tym rozdziale opiszemy algorytmiczn¡ metod¦ Putzera konstrukcji macierzy fundamen-
talnej etA, A ∈Mn(R) ULJ.

Twierdzenie 6.15. Niech λ1, ..., λn b¦d¡ warto±ciami wªasnymi macierzy A ∈Mn(R) (dopusz-
czamy warto±ci wielokrotne). Wówczas

etA =
n−1∑
j=0

uj+1(t)Pj, t ∈ R, (6.56)

gdzie

P0 = I, Pj =
j∏
k=1

(A− λkI), j = 1, ..., n− 1,

a funkcje u1, ..., un s¡ rozwi¡zaniami zagadnie« pocz¡tkowych dla skalarnych liniowych równa«
ró»niczkowych danych wzorami rekurencyjnymi:

u′1 = λ1u1, u1(0) = 1,

u′j = λjuj + uj−1, uj(0) = 0, j = 2, ..., n.

Dowód. Dowód, »e prawa strona we wzorze (6.56), tj. X(t) =
∑n−1
j=0 uj+1(t)Pj jest macierz¡

fundamentaln¡ ULJ x′ = Ax podany jest w [Myjak, str. 80]. Trzeba jeszcze zauwa»y¢, »e etA

podobnie jak X(t) jest rozwi¡zaniem macierzowego problemu Cauchy'ego

X ′ = AX, X(0) = I

i »e problem ten ma jedyne rozwi¡zanie.

Postawmy sobie pytanie, jak wyznaczy¢ metod¡ Putzera macierz e−tA, maj¡c ju» macierz
etA? Zauwa»my, »e λ jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A wtedy i tylko wtedy, gdy −λ jest
warto±ci¡ wªasn¡ macierzy −A. Wynika to z prostej obserwacji

Aw = λw ⇐⇒ (−A)w = (−λ)w.

Ponadto
(−A) + λkI = −(A− λkI).

A to prowadzi do wzoru

e−tA =
n−1∑
j=0

vj+1(t)(−1)jPj, t ∈ R, (6.57)
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gdzie funkcje v1, ..., vn s¡ rozwi¡zaniami zagadnie« pocz¡tkowych dla skalarnych liniowych rów-
na« ró»niczkowych danych wzorami rekurencyjnymi:

v′1 = −λ1v1, v1(0) = 1,

v′j = −λjvj + vj−1, vj(0) = 0, j = 2, ..., n.

Niestety, jak wida¢, trzeba znowu rozwi¡za¢ n problemów pocz¡tkowych. Metoda wielomianu
minimalnego jest tutaj wygodniejsza (zobacz przykªady 6.8, 6.9).

Przykªad 6.10. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych{
x′ = −5x+ 2y
y′ = x− 6y . (6.58)

Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =
[
−5 2
1 −6

]
.

I sposób. Jak ju» obliczyli±my w przykªadach 6.3 i 6.4, równanie chrakterystyczne tej ma-
cierzy ma dwa pierwiastki jednokrotne

λ1 = −7, λ2 = −4.

Obliczamy

P0 = I, P1 = A+ 7I =
[
2 2
1 1

]
.

Rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego

u′1 = −7u1, u1(0) = 1

jest funkcja
u1 = e−7t,

za± rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego

u′2 = −4u2 + e−7t, u2(0) = 0

jest funkcja

u2 =
1
3
e−4t − 1

3
e−7t.

Na podstawie wzoru (6.56) mamy

etA = e−7tP0 +
(1
3
e−4t − 1

3
e−7t

)
P1 =

[
1
3e
−7t + 23e

−4t −23e
−7t + 23e

−4t

−13e
−7t + 13e

−4t 2
3e
−7t + 13e

−4t

]

(zobacz przykªady 6.4 i 6.3). Wobec tego rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych
(6.58) ma posta¢[

x
y

]
=
[

1
3e
−7t + 23e

−4t −23e
−7t + 23e

−4t

−13e
−7t + 13e

−4t 2
3e
−7t + 13e

−4t

] [
C1
C2

]

=
[
(13e
−7t + 23e

−4t)C1 + (−23e
−7t + 23e

−4t)C2
(−13e

−7t + 13e
−4t)C1 + (23e

−7t + 13e
−4t)C2

]
, C1, C2 ∈ R.
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II sposób. Zmie«my teraz numeracj¦ pierwiastków równania charakterystycznego

λ1 = −4, λ2 = −7.

Obliczamy

P0 = I, P1 = A+ 4I =
[
−1 2
1 −2

]
.

Rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego

u′1 = −4u1, u1(0) = 1

jest funkcja
u1 = e−4t,

za± rozwi¡zaniem problemu pocz¡tkowego

u′2 = −7u2 + e−4t, u2(0) = 0

jest funkcja

u2 = −
1
3
e−7t +

1
3
e−4t.

Zgodnie z formuª¡ (6.56)

etA = e−4tP0 +
(
−1
3
e−7t +

1
3
e−4t

)
P1 =

[
1
3e
−7t + 23e

−4t −23e
−7t + 23e

−4t

−13e
−7t + 13e

−4t 2
3e
−7t + 13e

−4t

]

i rozwi¡zanie ukªadu ró»niczkowego (6.58) znajdujemy tak jak sposobem I.

6.2.3 Metoda Jordana

Poni»ej zaproponujemy metod¦ wyznaczania macierzy fundamentalnej etA i pewnej innej
macierzy fundamentalnej ULJ o staªych wspóªczynnikach przy pomocy macierzy Jordana.

Twierdzenie 6.16. Je±li B ∈Mn(C) i P ∈Mn(C) jest nieosobliwa, to

et(PBP
−1) = PetBP−1.

Dowód. Rozwa»my ci¡g sum cz¡stkowych (sm) szeregu macierzowego
∑∞
k=0

(tPBP−1)k

k! okre-
±lony wzorem

sm(t) =
m∑
k=0

(tPBP−1)k

k!
, t ∈ R, m ∈ N0.

Obliczmy kilka pierwszych jego elementów:

s0(t) = I,

s1(t) = I +
tPBP−1

1!
= I + P

tB

1!
P−1,

s2(t) = I +
tPBP−1

1!
+
t2(PBP−1)2

2!
= I + P

tB

1!
P−1 +

t2PBP−1PBP−1

2!

= I + P
tB

1!
P−1 + P

(tB)2

2!
P−1.

Widzimy, »e m-ty wyraz tego ci¡gu mo»na zapisa¢ w postaci

sm(t) = P
( m∑
k=0

(tB)k

k!

)
P−1, t ∈ R, m ∈ N0.

Dalej przechodzimy z m do ∞.
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De�nicja 6.8. Macierze A,B ∈ Mn(C) s¡ podobne, gdy istnieje nieosobliwa macierz P ∈
Mn(C) taka, »e

A = PBP−1.

Twierdzenie 6.17. Macierze podobne A,B ∈Mn(C) maj¡ te same warto±ci wªasne.

Twierdzenie 6.18. Ka»da macierz A ∈Mn(C) jest podobna do swojej macierzy Jordana, tzn.
»e istnieje nieosobliwa macierz P ∈Mn(C) taka, »e

A = PJP−1.

Twierdzenie 6.19. Je±li A ∈Mn(C), P ∈Mn(C) jest nieosobliwa i A = PJP−1, to

etA = PetJP−1.

Dowód. Kªadziemy B = J i korzystamy wprost z dwóch ostatnich twierdze«.

De�nicja 6.9. Macierz A ∈Mn(C) jest diagonalizowalna, gdy jej macierz Jordana

J = diag{λ1, ..., λn},

gdzie λi ∈ σ(A), i = 1, ..., n (λi mog¡ sie powtarza¢).

Twierdzenie 6.20. Macierz A ∈ Mn(C) jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
ka»dej λi ∈ σ(A)

kg(λi) = ka(λi).

Zajmiemy si¦ teraz dalsz¡ analiz¡ prostszego przypadku, gdy macierz A ∈ Mn(C) jest
diagonalizowalna.

Twierdzenie 6.21. Je±li macierz A ∈Mn(C) jest diagonalizowalna, to

etJ = diag{eλ1t, ..., eλnt},

gdzie J jest jej macierz¡ Jordana oraz λi ∈ σ(A), i = 1, ..., n.

Dowód. Rozwa»my ci¡g sum cz¡stkowych (sm) szeregu macierzowego
∑∞
k=0

(tJ)k

k! okre±lony
wzorem

sm(t) =
m∑
k=0

(tJ)k

k!
, t ∈ R, m ∈ N0.

Rozpisujemy wzór na m-ty wyraz tego ci¡gu

sm(t) =
m∑
k=0

1
k!


λ1t · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λnt


k

=
m∑
k=0


(λ1t)k

k! · · · 0
...

. . .
...

0 · · · (λnt)k

k!



=


∑m
k=0

(λ1t)k

k! · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ∑m
k=0

(λnt)k

k!

 , t ∈ R.

Przechodzimy z m do ∞ i otrzymujemy tez¦.

Twierdzenie 6.22. Je±li A ∈ Mn(C) jest diagonalizowalna, P ∈ Mn(C) jest nieosobliwa
i A = PJP−1, to ka»da j-ta kolumna macierzy P jest wektorem wªasnym odpowiadaj¡cym
warto±ci wªasnej λj. Przy czym je±li λj jest krotna, to odpowiednie wektory wªasne s¡ liniowo
niezale»ne.
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Dowód. Widzimy, »e
AP = PJ.

Mamy wi¦c nast¦puj¡c¡ równo±¢ elementów macierzy AP i PJ :

n∑
k=1

aikpkj = pijλj, i, j = 1, ..., n. (6.59)

Ustalmy indeks j ∈ {1, ..., n}. Niech w = (w1, ..., wn)T , wi := pij, i = 1, ..., n b¦dzie j-t¡
kolumn¡ macierzy P . Równo±¢ (6.59) mo»emy teraz zapisa¢ w postaci

n∑
k=1

aikwk = wiλj, i = 1, ..., n, (6.60)

co oznacza, »e
Aw = λjw.

Pokazali±my tym samym, »e w jest wektorem wªasnym odpowiadaj¡cym warto±ci wªasnej λj.
Druga cz¦±¢ tezy wynika wprost z nieosobliwo±ci macierzy P .

Poni»ej sformuªujemy twierdzenie, które pozwala skonstruowa¢ macierz fundamentaln¡ ULJ
bez konieczno±ci wyznaczania macierzy odwrotnej P−1.

Twierdzenie 6.23. Zaªó»my, »e macierz A ∈ M(R) jest diagonalizowalna. De�niujemy zbiór
{x1, ..., xn} w nast¦puj¡cy sposób:

1. je»eli λ ∈ R jest k-krotn¡ warto±ci¡ wªasn¡ macierzy A, to w skªad zbioru {x1, ..., xn}
wª¡czamy k funkcji

eλtw1, eλtw2, ..., eλtwk

gdzie w1, ..., wk s¡ liniowo niezale»nymi wektorami wªasnymi odpowiadaj¡cymi λ;
2. je»eli λ = α+βi, λ̄ = α−βi ∈ C (β ̸= 0) s¡ k-krotnymi warto±ciami wªasnymi macierzy

A, to w skªad zbioru {x1, ..., xn} wª¡czamy 2k funkcji

Re
(
eλtw1

)
, Re

(
eλtw2

)
, ..., Re

(
eλtwk

)
,

Im
(
eλtw1

)
, Im

(
eλtw2

)
, ..., Im

(
eλtwk

)
,

gdzie w1, ..., wk s¡ liniowo niezale»nymi wektorami wªasnymi odpowiadaj¡cymi λ.
Wówczas macierz X = [xki ]

n
i,k=1 jest macierz¡ fundamentaln¡ ULJ

x′ = Ax (6.61)

Dowód. Rozwa»my przypadek n = 2, poniewa» dla n > 2 uzasadnienie jest analogiczne.
Niech λ1, λ2 ∈ R (w szczególno±ci mog¡ by¢ równe). Oznacza to, »e kolumnami macierzy

PetJ s¡ funkcje rzeczywiste x1, x2, a wi¦c X(t) = PetJ , t ∈ R. Macierz ta speªnia równanie
(6.9), bo

(PetJ)′ = PJetJ = A(PetJ), t ∈ R.

Ponadto jest ona nieosobliwa jako iloczyn dwóch macierzy nieosobliwych. Wobec tego X jest
macierz¡ fundamentaln¡ ULJ.

Niech teraz λ ∈ C. W tym przypadku kolumnami macierzy PetJ s¡ funkcje zespolone
y1(t) = eλtw1, y2(t) = eλtw1. Podobnie jak wy»ej macierz PetJ jest rozwi¡zaniem (zespolonym)
równania macierzowego (6.9) i jest nieosobliwa. A st¡d funkcje

x1(t) = Re
(
eλtw1

)
= Re(y1(t)) =

1
2

(
y1(t) + y1(t)

)
=
1
2

(
y1(t) + y2(t)

)
, t ∈ R
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x2(t) = Im
(
eλtw1

)
= Im(y1(t)) =

1
2i

(
y1(t)− y1(t)

)
=
1
2i

(
y1(t)− y2(t)

)
, t ∈ R

s¡ rozwi¡zaniami rzeczywistymi ULJ i nietrudno sprawdzi¢, »e s¡ liniowo niezale»ne. Zatem X
jest macierz¡ fundamentaln¡ ULJ.

Przykªad 6.11. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych{
x′ = −5x+ 2y
y′ = x− 6y . (6.62)

Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =
[
−5 2
1 −6

]
.

Jak ju» obliczyli±my w przykªadach 6.3 i 6.4, równanie chrakterystyczne tej macierzy ma dwa
pierwiastki jednokrotne (krotno±¢ algebraiczna)

λ1 = −7, λ2 = −4.

A st¡d ich krotno±¢ geometryczna równie» wynosi jeden. Znajdujemy wektory wªasne odpowia-
daj¡ce λ1 i λ2, rozwi¡zuj¡c odpowiednio ukªady równa«

(A+ 4I)w1 = 0, (A+ 7I)w2 = 0,

które mo»emy zapisa¢ w postaci[
−1 2
1 −2

] [
w11
w12

]
=
[
0
0

]
,

[
2 2
1 1

] [
w21
w22

]
=
[
0
0

]
.

Wyznaczamy wektory wªasne np. w1 = (2, 1)T i w2 = (1,−1)T . Wypisujemy macierz funda-
mentaln¡

X(t) =
[
2e−4t e−7t

e−4t −e−7t
]
,

w której kolumnami s¡ liniowo niezale»ne rozwi¡zania (6.62)

x1(t) = e−4t
[
2
1

]
, x2(t) = e−7t

[
1
−1

]
.

Wobec tego rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych (6.62) ma posta¢[
x
y

]
=
[
2e−4t e−7t

e−4t −e−7t
] [

C1
C2

]
=
[
2e−4tC1 + e−7tC2
e−4tC1 − e−7tC2

]
, C1, C2 ∈ R

(porównaj przykªad 6.4).

Przejd¹my do analizy trudniejszego przypadku, gdy macierz A ∈ Mn(C) jest niediagonali-
zowalna. Teraz macierz Jordana J jest blokow¡ macierz¡ diagonaln¡

J = diag
(
Jλ1,k1 , ..., Jλr,kr

)
,

gdzie r < n oznacza liczb¦ klatek Jordana tworz¡cych J , a klatka Jλi,ki ∈Mki(C) jest macierz¡
postaci

Jλi,ki =



λi 1 0 · · · 0
0 λi 1 . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . λi 1
0 · · · · · · 0 λi


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Twierdzenie 6.24. Je±li macierz A ∈Mn(C) jest niediagonalizowalna, to

etJ = diag
(
etJλ1,k1 , ..., etJλr,kr

)
,

gdzie J jest macierz¡ Jordana oraz λi ∈ σ(A), i = 1, ..., n, r < n (λi mog¡ si¦ powtarza¢).

Dowód. Oznaczmy przez (sm) ci¡g sum cz¡stkowych szeregu macierzowego
∑∞
k=0

(tJ)k

k! okre-
±lony wzorem

sm(t) =
m∑
k=0

(tJ)k

k!
, t ∈ R, m ∈ N0.

Rozpisujemy wzór na m-ty wyraz tego ci¡gu

sm(t) =
m∑
k=0

1
k!


tJλ1,k1 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · tJλr,kr


k

=
m∑
k=0


(tJλ1,k1 )

k

k! · · · 0
...

. . .
...

0 · · · (tJλr,kr )
k

k!



=


∑m
k=0

(tJλ1,k1 )
k

k! · · · 0
...

. . .
...

0 · · · ∑m
k=0

(tJλr,kr )
k

k!

 , t ∈ R.

Przechodzimy z m do ∞ i otrzymujemy tez¦.

Poszukajmy przepisu na macierz etJλi,ki . W tym celu macierz Jλi,ki przedstawiamy w postaci
Jλi,ki = λiIki +Rki , gdzie

Rki =



0 1 0 · · · 0
0 0 1 . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 0 1
0 · · · · · · 0 0


.

Nietrudno sprawdzi¢, »e kolejne pot¦gi macierzy Rki przesuwaj¡ systematycznie nadprzek¡tn¡
zawieraj¡c¡ 1 w kierunku prawego górnego rogu, aby dla pot¦g k ­ ki zwraca¢ ostatecznie
macierz zerow¡. Przeanalizujmy to na przykªadzie ki = 4,

R4 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Obliczamy kolejno:

R24 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , R34 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , R44 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

A st¡d

etJλi,ki = eλitIki+tRki = eλitIkietRki = eλit
∞∑
k=0

(tRki)
k

k!
= eλit

ki−1∑
k=0

(tRki)
k

k!
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i ostatecznie

eJλi,ki = eλit



1 t t2

2! · · ·
tki−1

(ki−1)!

0 1 t
. . .

...
...

. . . . . . . . . t2

2!
...

. . . . . . 1 t
0 · · · · · · 0 1


.

Dalej w celu konstrukcji macierzy etA post¦pujemy podobnie, jak w przypadku macierzy
diagonalizowalnej, przy czym kolumny macierzy P to wektory gªówne macierzy A (wypisane
w kolejno±ci zgodnej z zasadami tworzenia macierzy Jordana J i odpowiadaj¡cej jej macierzy
przej±cia P ).

Podobnie jak to miaªo miejsce w przypadku macierzy diagonalizowalnej, sformuªujemy twier-
dzenie, które pozwala skonstruowa¢ macierz fundamentaln¡ ULJ bez konieczno±ci wyznaczania
macierzy odwrotnej P−1.

Twierdzenie 6.25. Zaªó»my, »e macierz A ∈ M(R) jest niediagonalizowalna. De�niujemy
zbiór {x1, ..., xn} w nast¦puj¡cy sposób:

1. je»eli Jλ,k jest rzeczywist¡ klatk¡ Jordana stopnia k macierzy A, to w skªad zbioru {x1, ..., xn}
wª¡czamy k funkcji

eλtv1,

eλt
(
v2 + tv1

)
,

· · ·

eλt
(
vk + tvk−1 + ...+

tk−1

(k − 1)!
v1
)
,

gdzie v1, ..., vk s¡ liniowo niezale»nymi wektorami gªównymi kolejno rz¦du 1, 2, ..., k odpowiada-
j¡cymi parze wªasnej (λ,w), v1 = w, tzn. »e

(A− λI)vi+1 = vi, i = 1, ..., k − 1;

2. je»eli Jλ,k, Jλ,k, λ = α + βi, λ̄ = α − βi ∈ C (β ̸= 0), s¡ zespolonymi klatkami Jordana
stopnia k macierzy A, to w skªad zbioru {x1, ..., xn} wª¡czamy 2k funkcji

Re
(
eλtv1

)
,

Re
(
eλt
(
v2 + tv1

))
,

· · ·

Re
(
eλt
(
vk + tvk−1 + ...+

tk−1

(k − 1)!
v1
))
,

Im
(
eλtv1

)
,

Im
(
eλt
(
v2 + tv1

))
,

· · ·

Im
(
eλt
(
vk + tvk−1 + ...+

tk−1

(k − 1)!
v1
))
,

gdzie v1, ..., vk de�niujemy tak jak w punkcie 1. dla pary wªasnej (λ,w).
Wówczas macierz X = [xki ]

n
i,k=1 jest macierz¡ fundamentaln¡ ULJ

x′ = Ax (6.63)



138ROZDZIA� 6. UK�ADY RÓWNA�RÓ�NICZKOWYCH LINIOWYCH PIERWSZEGORZ�DU

Dowód. Twierdzenie to dowodzi si¦ analogicznie jak twierdzenie 6.23.

Przykªad 6.12. Rozwi¡za¢ ukªad równa« ró»niczkowych
x′ = 2x− y + 2z
y′ = 10x− 5y + 7z
z′ = 4x− 2y + 2z

. (6.64)

Macierz tego ukªadu ma posta¢

A =

 2 −1 210 −5 7
4 −2 2

 .
W przykªadzie 6.6 obliczyli±my dwa pierwiastki równania charakterystycznego:

λ1 = 0, λ2 = −1

o krotno±ciach algebraicznych ka(0) = 2 i ka(−1) = 1. Zatem krotno±¢ geometryczna kg(−1) =
1. Krotno±¢ geometryczna kg(0) = 1, bo

rz(A− 0I) = rz

 2 −1 210 −5 7
4 −2 2

 = rz
 2 −1 2
0 0 −3
0 0 −2

 = 2. (6.65)

Obliczamy wektor wªasny (wektor gªówny rz¦du 1) odpowiadaj¡cy λ1, rozwi¡zuj¡c ukªad rów-
na«

(A− 0I)w1 = 0,
który mo»na zapisa¢ w formie  2 −1 210 −5 7

4 −2 2


 w11
w12
w13

 =
 00
0

 .
Mamy w1 = (1, 2, 0)T . Kªadziemy v1 := w1 i obliczamy wektor gªówny rz¦du 2 odpowiadaj¡cy
λ1, rozwi¡zuj¡c ukªad równa«

(A− 0I)v2 = v1,
tj. uklad  2 −1 210 −5 7

4 −2 2


 v21
v22
v23

 =
 12
0

 .
Otrzymujemy v2 = (0, 1, 1)T . Znajdujemy jeszcze wektor wªasny odpowiadaj¡cy λ2, rozwi¡zuj¡c
ukªad równa«

(A+ 1I)w2 = 0,

czyli  3 −1 210 −4 7
4 −2 3


 w21
w22
w23

 =
 00
0

 .
A st¡d w2 = (−1, 1, 2)T . Wypisujemy macierz fundamentaln¡

X(t) =

 1 t −e−t
2 1 + 2t e−t

0 1 2e−t

 ,
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w której kolumnami s¡ liniowo niezale»ne rozwi¡zania (6.64)

x1(t) =

 12
0

 , x2(t) =

 01
1

+ t
 12
0

 , x3(t) = e−t

 −11
2

 .
Rozwi¡zanie ogólne ukªadu równa« ró»niczkowych (6.64) dane jest wzorem x

y
z

 =
 1 t −e−t
2 1 + 2t e−t

0 1 2e−t


 C1
C2
C3

 =
 C1 + tC2 − e−tC3
2C1 + (1 + 2t)C2 + e−tC3

C2 + 2e−tC3

 , C1, C2, C3 ∈ R

(porównaj przykªad 6.6).

Warto podkre±li¢, »e wprawdzie w twierdzeniach 6.23 i 6.25 mo»na byªo wyznaczy¢ ukªad
fundamentalny ULJ bez obliczania macierzy odwrotnej P−1, ale chc¡c rozwi¡za¢ ULN i tak trze-
ba obliczy¢ macierz odwrotn¡ X−1(t). A to jest zdecydowanie prostsze, wr¦cz natychmiastowe
dla ukªadu fundamentalnego etA, który znajdziemy metod¡ wielomianu minimalnego (zobacz
przykªad 6.8), czy te» nawet metod¡ Putzera.

6.3 Zadania

1. Rozwi¡za¢ jednorodne ukªady liniowych równa« ró»niczkowych:

1.1. x′ = −4x− y, y′ = 5x+ 2y,

1.2. x′ = x+ 2y, y′ = −x+ 3y,
1.3. x′ = x− 2y + 2z, y′ = −2x+ y + 2z, z′ = 2x+ 2y + z,

1.4. x′ = 4x− z, y′ = x+ y, z′ = 3x− y + z,
1.5. x′ = −x+ y, y′ = −y + z − u, z′ = −z + 3u, u′ = 2u,

1.6. x′ = x, y′ = x+ y, z′ = x+ y + z, u′ = 3u+ v, v′ = −4u− v.

2. Rozwi¡za¢ niejednorodne ukªady liniowych równa« ró»niczkowych:

2.1. x′ = x− y + e2t sin t, y′ = x+ y + e2t cos t,

2.2. x′ = x+ 3y, y′ = x− y + 8 sin 2t,
2.3. x′ = x+ z, y′ = x+ 2y + e2t, z′ = −x+ 3z,
2.4. x′ = −2x+ 2y − 3z + e−3t, y′ = 2x+ y − 6z, z′ = −x− 2y.

3. Rozwi¡za¢ problemy pocz¡tkowe:

3.1. ... ,

3.2. x′ = 2x+ y − z, y′ = −3x− y + z + t, z′ = 9x+ 3y − 4z,
x(0) = 0, y(0) = 3, z(0) = 1.
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Rozdziaª 7

Stabilno±¢ rozwi¡za« ukªadów równa«
ró»niczkowych

Niech U b¦dzie zbiorem otwartym i niech funkcja f : R × Rn ⊃ U → Rn b¦dzie dana.
Rozwa»my ukªad równa«

x′ = f(t, x) (7.1)

i niech ϕ : (a,∞)→ Rn b¦dzie ustalonym rozwi¡zaniem tego ukªadu.

De�nicja 7.1. Mówimy, »e rozwi¡zanie ϕ ukªadu (7.1) jest stabilne w sensie Lapunowa, gdy

∀t0 ∈ (a,∞) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x− rozwi¡zanie (7.1)
∥x(t0)− ϕ(t0)∥ < δ =⇒ ∥x(t)− ϕ(t)∥ < ε, t ­ t0.

De�nicja 7.2. Mówimy, »e rozwi¡zanie ϕ ukªadu (7.1) jest asymptotycznie stabilne w sensie
Lapunowa, gdy jest stabilne w sensie Lapunowa oraz

∀t0 ∈ (a,∞) ∃δ > 0 ∀x− rozwi¡zanie (7.1)
∥x(t0)− ϕ(t0)∥ < δ =⇒ lim

t→∞
∥x(t)− ϕ(t)∥ = 0.

Przykªad 7.1. Rozwi¡zanie ϕ(t) = t2, t ∈ R równania

x′ = 2t (7.2)

jest stabilne. Wystarczy dla ustalonego t0 ∈ R i zadanego ε > 0 przyj¡¢ δ = ε, poniewa» dla
ka»dego rozwi¡zania x(t) = t2 + C, C ∈ R, t ­ t0 mamy równo±¢

|x(t)− ϕ(t)| = |C| = |x(t0)− ϕ(t0)|.

Zauwa»my, »e rozwi¡zanie ϕ nie jest asymptotycznie stabilne.

Przykªad 7.2. Rozwi¡zanie ϕ(t) = 0, t ∈ R równania

x′ = −x (7.3)

jest asymptotycznie stabilne. Zwró¢my uwag¦, »e x(t) = Ce−t, C ∈ R jest rozwi¡zaniem ogól-
nym tego równania. Aby wykaza¢ stabilno±¢ ϕ, rozumujemy analogicznie jak w przykªadzie 7.1
z δ = ε, dzi¦ki nierówno±ci

|x(t)− ϕ(t)| = |C|e−t ¬ |C|e−t0 = |x(t0)− ϕ(t0)|, t ­ t0.

Asymptotyczna stabilno±¢ ϕ wynika z równo±ci

lim
t→∞
|x(t)− ϕ(t)| = lim

t→∞
|C|e−t = 0.

141
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Przykªad 7.3. Rozwi¡zanie ϕ(t) = 0, t ∈ R równania

x′ = x (7.4)

jest niestabilne. Jest to konsekwencj¡ postaci rozwi¡zania ogólnego tego równania x(t) = Cet,
C ∈ R i nierówno±ci

|x(t)− ϕ(t)| = |C|et ­ |C|et0 = |x(t0)− ϕ(t0)|, t ­ t0.

Uwaga 7.1. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa i jest lipschitzowska wzgl¦dem zmiennej x, to wystarczy
zbada¢ stabilno±¢ lub asymptotyczn¡ stabilno±¢ tylko dla jakiej± jednej chwili t0 ∈ (a,∞).

W dalszej cz¦±ci b¦dziemy zakªada¢, »e t ∈ Ia = (a,∞).

De�nicja 7.3. Ukªad (7.1) jest stabilny (asymptotycznie stabilny), gdy ka»de jego rozwi¡zanie
jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

Niech x : (a,∞) → Rn b¦dzie dowolnym rozwi¡zaniem ukªadu (7.1). Dokonajmy zamiany
zmiennych

y(t) = x(t)− ϕ(t).

Ró»niczkuj¡c to podstawienie, mamy

y′(t) = x′(t)− ϕ′(t) = f(t, x(t))− ϕ′(t) = f(t, y(t) + ϕ(t))− ϕ′(t).

Widzimy, »e ϕ jest rozwi¡zaniem ukªadu (7.1) wtedy i tylko wtedy, gdy ψ = 0 jest rozwi¡zaniem
ukªadu

y′ = f(t, y + ϕ(t))− ϕ′(t). (7.5)

W zwi¡zku z tym prawdziwe jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Rozwi¡zanie ϕ ukªadu (7.1) jest stabilne (asymptotycznie stabilne) wtedy i
tylko wtedy, gdy rozwi¡zanie ψ = 0 ukªadu (7.5) jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e ka»de rozwi¡zanie x ukªadu (7.1) generuje rozwi¡zanie y
ukªadu (7.5) i na odwrót. Ponadto nast¦pujace implikacje s¡ równowa»ne:

∥x(t0)− ϕ(t0)∥ < δ =⇒ ∥x(t)− ϕ(t)∥ < ε, t ­ t0,

∥y(t0)− 0∥ < δ =⇒ ∥y(t)− 0∥ < ε, t ­ t0.

Implikacje:
∥x(t0)− ϕ(t0)∥ < δ =⇒ lim

t→∞
∥x(t)− ϕ(t)∥ = 0,

∥y(t0)− 0∥ < δ =⇒ lim
t→∞
∥y(t)− 0∥ = 0,

te» s¡ równowa»ne, co ko«czy dowód.

W konsekwencji mo»emy sformuªowa¢ odpowiednie twierdzenie dotycz¡ce ukªadów linio-
wych

x′ = A(t)x+ b(t), (7.6)

gdzie A(t) ∈Mn(R), t ∈ Ia, b : Ia → Rn s¡ dane.

Twierdzenie 7.2. Stabilno±¢ (asymptotyczna stabilno±¢) ukªadu (7.6) jest równowa»na stabil-
no±ci (asymptotycznej stabilno±ci) rozwi¡zania zerowego ukªadu skojarzonego

x′ = A(t)x. (7.7)
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Dowód. Ustalmy dowolne rozwi¡zanie ϕ : Ia → Rn ukªadu (7.6). Zde�niujmy funkcj¦
f : Ia × Rn → Rn okre±lon¡ wzorem

f(t, x) = A(t)x+ b(t), (t, x) ∈ Ia × Rn.

Równanie (7.5) dla równania (7.6) b¦dzie mie¢ posta¢ (7.7). Rzeczywi±cie

y′ = f(t, y + ϕ(t))− ϕ′(t) = A(t)(y + ϕ(t)) + b(t)−
(
A(t)ϕ(t) + b(t)

)
= A(t)y. (7.8)

Uwzgl¦dniaj¡c twierdzenie 7.1, dowód jest zako«czony.

Wniosek 7.1. Wszystkie rozwi¡zania ukªadu liniowego (7.6) s¡ stabilne (asymptotycznie sta-
bilne), albo »adne jego rozwi¡zanie nie jest stabilne (asymptotycznie stabilne).

Poni»ej sformuªujemy dwa lematy dotycz¡ce stabilno±ci ukªadu jednorodnego (7.7), któ-
rych dowody opieraj¡ si¦ na analizie rozwi¡zania zerowego. Szczegóªy mo»na znale¹¢ w [B.P.
Demidowicz, Matematyczna teoria stabilno±ci, str. 93�96].

Lemat 7.1. Niech A ∈ C(Ia,Mn(R)). Ukªad (7.7) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy ka»de
jego rozwi¡zanie x(t), t ∈ [t0,∞), t0 ∈ Ia jest ograniczone na póªosi [t0,∞).

Lemat 7.2. Niech A ∈ C(Ia,Mn(R)). Ukªad (7.7) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jego rozwi¡zania x(t) zmierzaj¡ do zera dla t→∞, tzn.

lim
t→∞

x(t) = 0.

7.1 Stabilno±¢ ukªadów liniowych o staªych wspóªczynni-

kach

W tym rozdziale b¦dziemy bada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ ULJ

x′ = Ax, (7.9)

gdzie A ∈Mn(R) jest macierz¡ o staªych wspóªczynnikach.

Twierdzenie 7.3 (Lapunow). .

1. ∀λ ∈ σ(A) Re(λ) < 0⇐⇒ ukªad (7.9) jest asymptotycznie stabilny.

2.
[(
∀λ ∈ σ(A) Re(λ) ¬ 0

)
∧
(
∀λ ∈ σ(A) Re(λ) = 0 =⇒ kg(λ) = ka(λ)

)]
⇐⇒

ukªad (7.9) jest stabilny.

3. ∃λ ∈ σ(A) Re(λ) > 0 =⇒ ukªad (7.9) jest niestabilny.

Dowód. ...

Przykªad 7.4. Wykaza¢, »e liniowy ukªad równa«{
x′ = 0
y′ = 0

(7.10)

jest stabilny i nie jest asymptotycznie stabilny, za± liniowy ukªad równa«{
x′ = y
y′ = 0

(7.11)
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jest niestabilny.
Fakt stabilno±ci i braku asymptotycznej stabilno±ci ukªadu (7.10) mo»na natychmiast wy-

dedukowa¢ z postaci jego rozwi¡zania ogólnego[
x(t)
y(t)

]
=
[
C1
C2

]
, C1, C2 ∈ R.

A jak uzyska¢ tak¡ informacj¦ z twierdzenia Lapunowa? Otó» dla macierzy tego ukªadu

A =
[
0 0
0 0

]

mamy

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ −λ 0
0 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 = 0,
σ(A) = {0}, ka(0) = 2.

Poniewa» rz¡d macierzy A− 0I jest równy zeru, wi¦c wymiar podprzestrzeni wªasnej odpowia-
daj¡cej warto±ci wªasnej λ0 = 0 jest równy dwa, czyli kg(0) = 2 = ka(0). Odpowiedzi¡ na nasze
pytanie jest punkt 2. z twierdzenia Lapunowa.

Z kolei rozwi¡zanie ogólne ukªadu (7.11) dane jest wzorem[
x(t)
y(t)

]
=
[
C1t+ C2

C1

]
, C1, C2 ∈ R.

A st¡d ukªad ten jest niestabilny. Znowu chcemy zastosowa¢ twierdzenie Lapunowa. Teraz

A =
[
0 1
0 0

]

oraz

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ −λ 1
0 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 = 0,
σ(A) = {0}, ka(0) = 2.

Rz¡d macierzy A − 0I jest równy jeden, wi¦c wymiar podprzestrzeni wªasnej odpowiadaj¡cej
warto±ci wªasnej λ0 = 0 te» jest równy jeden, czyli kg(0) = 1 ̸= ka(0). Brak stabilno±ci jest
konsekwencj¡ punktu 2. z twierdzenia Lapunowa.

7.2 Stabilno±¢ stacjonarnych rozwi¡za« nieliniowych ukªa-

dów autonomicznych

W tym rozdziale zajmiemy si¦ stabilno±ci¡ i asymptotyczn¡ stabilno±ci¡ rozwi¡za« stacjo-
narnych nieliniowych ukªadów autonomicznych

x′ = f(x), (7.12)

gdzie f : Rn ⊃ U → Rn jest dan¡ funkcj¡, U jest zbiorem otwartym. Fizycznie rozwi¡zania
stacjonarne odpowiadaj¡ stanom równowagi zjawiska, którego modelem jest ukªad (7.12).

De�nicja 7.4. Punkt x0 ∈ U taki, »e f(x0) = 0 nazywamy punktem stacjonarnym (albo kry-
tycznym) ukªadu (7.12). Funkcj¦ staª¡ x(t) = x0 nazywamy wtedy rozwi¡zaniem stacjonarnym
ukªadu (7.12).
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Niech f ∈ C1(U) i f(x0) = 0 dla pewnego x0 ∈ U . Rozwi«my funkcj¦ f wedªug wzoru
Taylora z reszt¡ Peano o ±rodku w punkcie x0:

f(x) = f(x0) + dx0f(x− x0) + o(∥x− x0∥).

Ukªad (7.12) mo»emy zapisa¢ w postaci równowa»nej, tzw. postaci zlinearyzowanej

x′ = dx0f(x− x0) + o(∥x− x0∥).

A teraz przybli»my ten ukªad ukªadem liniowym

x′ = dx0f(x− x0),

lub równowa»nie ukªadem liniowym

(x− x0)′ = dx0f(x− x0).

Rozwa»my funkcj¦
x(t) = x0 + xε(t),

któr¡ mo»na interpretowa¢ jako zaburzenie rozwi¡zania stacjonarnego x(t) = x0 ukªadu (7.12).
Po wstawieniu tej funkcji do powy»szego ukªadu liniowego otrzymujemy ukªad liniowy na za-
burzenie xε(t)

x′ε = dx0f(xε).

Zauwa»my, »e macierz¡ wspóªczynników tego ukªadu jest macierz Jakobiego funkcji f w punkcie
x0

J(x0) = dx0f.

Prawdziwe jest nast¦puj¡ce twierdzenie o topologicznej równowa»no±ci ukªadu (7.12) w
otoczeniu punktu x0 z ukªadem liniowym

x′ε = J(x0)xε, (7.13)

w szczególno±ci w otoczeniu zera (tj. dla maªych zaburze« xε), o ile wszystkie warto±ci wªasne
macierzy Jakobiego J(x0) funkcji f w punkcie x0 maj¡ cz¦±ci rzeczywiste ujemne lub istnieje
warto±¢ wªasna tej macierzy o cz¦±ci rzeczywistej dodatniej.

Twierdzenie 7.4 (Grobman-Hartman). Niech f ∈ C1(U) i f(x0) = 0, x0 ∈ U .

1. ∀λ ∈ σ(J(x0)) Re(λ) < 0 =⇒ rozwi¡zanie x(t) = x0 ukªadu (7.12) jest asymptotycznie stabilne.

2. ∃λ ∈ σ(J(x0)) Re(λ) > 0 =⇒ rozwi¡zanie x(t) = x0 ukªadu (7.12) jest niestabilne.

Przykªad 7.5. Zbada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ rozwi¡za« stacjonarnych ukªadu
równa« {

x′ = 1− xy
y′ = x− y3 . (7.14)

Punkty stacjonarne (1, 1), (−1,−1) ukªadu (7.14) znajdujemy, rozwi¡zuj¡c ukªad równa«{
1− xy = 0
x− y3 = 0 .

Macierz Jakobiego prawej strony ukªadu (7.14) w dowolnym punkcie (x, y) ma posta¢

J(x, y) =
[
−y −x
1 −3y2

]
.
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W przypadku (x0, y0) = (1, 1) obliczamy

J(1, 1) =
[
−1 −1
1 −3

]
,

∆(λ) = |J(1, 1)− λI| =
∣∣∣∣∣ −1− λ −1
1 −3− λ

∣∣∣∣∣ = (λ+ 2)2 = 0.
Poniewa» warto±ci¡ wªasn¡ macierzy J(1, 1) jest λ0 = −2, wi¦c rozwi¡zanie stacjonarne (x(t), y(t)) =
(1, 1) jest asymptotycznie stabilne.

W przypadku (x0, y0) = (1, 1) mamy

J(−1,−1) =
[
1 1
1 −3

]
,

∆(λ) = |J(−1,−1)− λI| =
∣∣∣∣∣ 1− λ 1
1 −3− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + 2λ− 4 = 0.
Tym razem rozwi¡zanie stacjonarne (x(t), y(t)) = (−1,−1) jest niestabilne, bo warto±ciami
wªasnymi macierzy J(−1,−1) s¡ liczby λ1 = −1−

√
5 i λ2 = −1 +

√
5.

Przykªad 7.6. Zbada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ rozwi¡za« stacjonarnych ukªadu
Volterry-Lotki {

x′ = (by − a)x
y′ = (c− dx)y , (7.15)

gdzie a, b, c, d > 0 s¡ pewnymi parametrami. Ukªad ten opisuje wspóªistnienie dwóch gatunków
zwierz¡t typu drapie»nik-o�ara. Rozwi¡zuj¡c ukªad równa«{

(by − a)x = 0
(c− dx)y = 0 ,

otrzymujemy punkty stacjonarne (0, 0), ( c
d
, a
b
) ukªadu (7.15). Znajdujemy macierz Jakobiego

J(x, y) =
[
by − a bx
−dy c− dx

]

prawej strony ukªadu (7.15) w dowolnym punkcie (x, y).
Je±li (x0, y0) = (0, 0), to

J(0, 0) =
[
−a 0
0 c

]
,

∆(λ) = |J(0, 0)− λI| =
∣∣∣∣∣ −a− λ 0
0 c− λ

∣∣∣∣∣ = −(a+ λ)(c− λ) = 0.
Warto±ciami wªasnymi macierzy J(0, 0) s¡ liczby λ1 = −a, λ2 = c, a zatem rozwi¡zanie stacjo-
narne (x(t), y(t)) = (0, 0) jest niestabilne.

Je±li (x0, y0) = ( cd ,
a
b
), to

J
( c
d
,
a

b

)
=
[
0 bc

d

−ad
b
0

]
,

∆(λ) =
∣∣∣J( c

d
,
a

b

)
−λI

∣∣∣= ∣∣∣∣∣ −λ bc
d

−ad
b
−λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + ac = 0.
Warto±ciami wªasnymi macierzy J

(
c
d
, a
b

)
s¡ liczby czysto urojone λ1 = −

√
ac i, λ2 =

√
ac i i

twierdzenie Grobmana-Hartmana niestety nie rozstrzyga kwestii stabilno±ci rozwi¡zania sta-
cjonarnego (x(t), y(t)) = ( c

d
, a
b
). Z punktu widzenia zastosowa« wªa±nie to rozwi¡zanie jest

interesuj¡ce.
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Okazuje si¦, »e w badaniu stabilno±ci rozwi¡za« stacjonarnych wielu ukªadów równa« ró»-
niczkowych oprócz techniki linearyzacji pomocna jest teoria funkcji Lapunowa. S¡ to funk-
cje dodatnio okre±lone, które odpowiednio si¦ zachowuj¡ na wszystkich rozwi¡zaniach ukªadu
(7.12). Mankamentem tej metody jest fakt, »e takie funkcje po prostu trzeba znale¹¢, co cz¦sto
jest do±¢ trudne. Nie ma ogólnej metody wyznaczania funkcji Lapunowa.

Sformuªujemy teraz de�nicje trzech ró»nych funkcji Lapunowa i twierdzenia dotycz¡ce ich
zwi¡zków ze stabilno±ci¡ w wersji mo»liwie ogólnej i sugestywnej, a jednocze±nie praktycznej.

De�nicja 7.5. Funkcj¡ Lapunowa pierwszego rodzaju dla ukªadu (7.12) i punktu stacjonarnego
x0 ∈ U w otwartym otoczeniu U(x0) ⊂ U nazywamy funkcj¦ V : U(x0) → R klasy C1 o
wªasno±ciach:

1. V (x0) = 0, V (x) > 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0},

2. d
dt
V (ϕ(t)) ¬ 0 dla dowolnego rozwi¡zania ϕ ukªadu (7.12).

De�nicja 7.6. Funkcj¡ Lapunowa drugiego rodzaju dla ukªadu (7.12) i punktu stacjonarnego
x0 ∈ U w otwartym otoczeniu U(x0) ⊂ U nazywamy funkcj¦ V : U(x0) → R klasy C1 o
wªasno±ciach:

1. V (x0) = 0, V (x) > 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0},

2. d
dt
V (ϕ(t)) < 0 dla dowolnego rozwi¡zania ϕ(t) ̸≡ x0 ukªadu (7.12).

De�nicja 7.7. Funkcj¡ Lapunowa trzeciego rodzaju dla ukªadu (7.12) i punktu stacjonarnego
x0 ∈ U w otwartym otoczeniu U(x0) ⊂ U nazywamy funkcj¦ V : U(x0) → R klasy C1 o
wªasno±ciach:

1. V (x0) = 0 oraz istnieje ci¡g (xm) elementów zbioru U(x0)\{x0} zbie»ny do x0 i V (xm) > 0,
m ∈ N,

2. d
dt
V (ϕ(t)) > 0 dla dowolnego rozwi¡zania ϕ(t) ̸≡ x0 ukªadu (7.12).

Oznaczmy symbolem ⟨ , ⟩ iloczyn skalarny w Rn.

Uwaga 7.2. Je±li:
⟨∇V (x), f(x)⟩ ¬ 0 dla x ∈ U(x0),

⟨∇V (x), f(x)⟩ < 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0},

⟨∇V (x), f(x)⟩ > 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0},

to zachodzi wªasno±¢ 2. odpowiednio w de�nicjach 7.5, 7.6 i 7.7. Wystarczy zauwa»y¢, »e dla
V , f = (f1, ..., fn) i ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) prawdziwe s¡ to»samo±ci

d

dt
V (ϕ(t)) =

n∑
i=1

∂V

∂xi

(
ϕ(t)

)dϕi(t)
dt
=
n∑
i=1

∂V

∂xi

(
ϕ(t)

)
fi(ϕ(t)) = ⟨∇V (ϕ(t)), f(ϕ(t))⟩.

Wspomnian¡ wªasno±¢ mo»emy wi¦c sprawdza¢ bez znajomo±ci rozwi¡za« ukªadu (7.12).

Twierdzenie 7.5 (pierwsze twierdzenie Lapunowa). Zaªó»my, »e funkcja f : Rn ⊃ U →
Rn jest ci¡gªa. Je±li istnieje funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju dla ukªadu (7.12) i punktu
stacjonarnego x0 ∈ U w otwartym otoczeniu U(x0) ⊂ U , to rozwi¡zanie stacjonarne x(t) = x0
jest stabilne.
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Dowód. Niech t0 ∈ (a,∞) b¦dzie dowolnie ustalone. Bez straty ogólno±ci w rozumowaniu,
rozwa»my ε > 0 odpowiednio maªe, tj. takie »e kula otwarta B(x0, ε) zawiera si¦ wraz ze
swym brzegiem ∂B(x0, ε) (sfer¡) w otoczeniu U(x0). Poniewa» zbiór ∂B(x0, ε) jest zwarty, a
funkcja Lapunowa pierwszego rodzaju jest na nim ci¡gªa i dodatnia, wi¦c na mocy twierdzenia
Weierstrassa

0 < α = min {V (x) : x ∈ ∂B(x0, ε)} .

Dobierzmy 0 < δ ¬ ε tak, aby

V (x) < α dla x ∈ B(x0, δ).

Rozpatrzmy dowolne rozwi¡zanie x ukªadu (7.12) nieb¦d¡ce to»samo±ciowo równe x0, które
speªnia warunek

∥x(t0)− x0∥ < δ. (7.16)

Udowodnimy, »e rozwi¡zanie to jest przedªu»alne w prawo na przedziaª [t0,∞), a jego warto±ci
x(t) pozostaj¡ w kuli B(x0, ε), tzn. »e

∥x(t)− x0∥ < ε dla t ­ t0. (7.17)

Rzeczywi±cie, dla t = t0 mamy
∥x(t0)− x0∥ < δ ¬ ε.

Dalej zauwa»my, »e funkcja f jest ci¡gªa i ograniczona na kuli otwartej B(x0, ε), gdy» ma takie
wªasno±ci na kuli domkni¦tej B(x0, ε). Wedªug twierdzenia 3.14 rozwi¡zanie x osi¡ga brzeg
∂B(x0, ε) albo jest przedªu»alne w prawo na przedziaª [t0,∞). Przypu±¢my, »e x osi¡ga brzeg
∂B(x0, ε) i niech

t0 < t∗ = min {t > t0 : x(t) ∈ ∂B(x0, ε)}

b¦dzie pierwszym punktem warto±ci rozwi¡zania x(t) le»¡cym na tym brzegu. Zbadamy zacho-
wanie si¦ funkcji

v(t) = V (x(t)), t ∈ [t0, t∗]

wzdªu» rozwi¡zania x. Obliczamy

v(t0) = V (x(t0)) < α,

v(t∗) = V (x(t∗)) ­ α,

bo x(t0) ∈ B(x0, δ) i x(t∗) ∈ ∂B(x0, ε). Poniewa» na mocy zaªo»enia twierdzenia

v′(t) =
d

dt
V (x(t)) ¬ 0, t ∈ [t0, t∗],

wi¦c funkcja v jest nierosn¡ca. Zatem

α ¬ v(t∗) ¬ v(t0) < α,

co jest niemo»liwe. A st¡d rozwi¡zanie x jest przedªu»alne na przedziaª [t0,∞) i speªnia nie-
równo±¢ (7.17). Twierdzenie zostaªo udowodnione.

Twierdzenie 7.6 (drugie twierdzenie Lapunowa). Zaªó»my, »e funkcja f : Rn ⊃ U → Rn
speªnia lokalny warunek Lipschitza. Je±li istnieje funkcja Lapunowa drugiego rodzaju dla ukªadu
(7.12) i punktu stacjonarnego x0 ∈ U w otwartym otoczeniu U(x0) ⊂ U oraz dodatkowo

⟨∇V (x), f(x)⟩ < 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0}, (7.18)

to rozwi¡zanie stacjonarne x(t) = x0 jest asymptotycznie stabilne.
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Dowód. Poniewa» zaªo»enia twierdzenia 7.6 s¡ mocniejsze ni» zaªo»enia twierdzenia 7.5,
wi¦c rozwi¡zanie x(t) = x0 ukªadu (7.12) jest stabilne.

Zadajmy dowolne t0 ∈ (a,∞) i ε > 0 takie, »e kula otwarta B(x0, ε) zawiera si¦ wraz ze
swym brzegiem ∂B(x0, ε) w otoczeniu U(x0). Zgodnie z de�nicj¡ stabilno±ci istnieje δ > 0 taka,
»e dla ka»dego rozwi¡zania x ukªadu (7.12) je±li ∥x(t0)−x0∥ < δ, to ∥x(t)−x0∥ < ε dla t ­ t0.
Dobierzmy tak¡ δ > 0 i ustalmy dowolne rozwi¡zanie x(t) ̸≡ x0 ukªadu (7.12) o wªasno±ci

∥x(t0)− x0∥ < δ. (7.19)

Udowodnimy, »e
lim
t→∞
∥x(t)− x0∥ = 0. (7.20)

Rozpatrzmy funkcj¦
v(t) = V (x(t)), t ∈ [t0,∞)

i prze±led¹my jej zachowanie wzdªu» rozwi¡zania x. Uwzgl¦dniaj¡c zaªo»enia twierdzenia,

v′(t) =
d

dt
V (x(t)) < 0, t ∈ [t0,∞),

wi¦c funkcja v jest malej¡ca, a b¦d¡c ograniczon¡ z doªu przez funkcj¦ zerow¡, ma sko«czon¡
granic¦

lim
t→∞

v(t) = α ­ 0. (7.21)

Wyka»emy, »e liczba α nie mo»e by¢ dodatnia. Istotnie przypu±¢my, »e α > 0. Wówczas
istnieje 0 < β ¬ ε taka, »e nasze rozwi¡zanie x(t) ̸≡ x0 speªnia nierówno±¢

∥x(t)− x0∥ ­ β, t ∈ [t0,∞). (7.22)

W przeciwnym razie dla dowolnej 0 < β ¬ ε istnieje t ∈ [t0,∞) o wªasno±ci

∥x(t)− x0∥ < β.

Niech β = 1
n
, t = tn dla n ∈ N tak du»ych, »e 1

n
¬ ε. Wobec tego

lim
n→∞

x(tn) = x0.

Je±li ci¡g (tn) jest ograniczony, to istnieje podci¡g (tnk) zbie»ny do granicy wªa±ciwej t∗ ∈ [t0,∞)
i z ci¡gªo±ci rozwi¡zania x mamy

x0 = lim
k→∞

x(tnk) = x(t∗).

St¡d na mocy twierdzenia 3.6 o jednoznaczno±ci rozwi¡za« otrzymujemy, »e x(t) ≡ x0, co jest
sprzeczne z zaªo»eniem, »e x(t) ̸≡ x0. Zatem ci¡g (tn) jest nieograniczony, co poci¡ga istnienie
podci¡gu (tnk) rozbie»nego do ∞. Ale to przy α > 0 jest sprzeczne z (7.22), poniewa» skoro
α = limt→∞ v(t), to

0 < α = lim
k→∞

v(tnk) = lim
k→∞

V (x(tnk)) = V (x0) = 0.

Czyli nierówno±¢ (7.22) jest prawdziwa, gdy α > 0. Korzystaj¡c z ci¡gªo±ci funkcji V , f i
iloczynu skalarnego oraz zaªo»enia (7.18) i twierdzenia Weierstrassa, mo»emy zde�niowa¢ liczb¦

0 < γ = min {−⟨∇V (x), f(x)⟩ : β ¬ ∥x− x0∥ ¬ ε} .
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Wówczas

v(t) = v(t0) +
∫ t
t0

d

dt
V (x(τ)) dτ

= v(t0) +
∫ t
t0
⟨∇V (x(τ)), x′(τ)⟩ dτ

= v(t0) +
∫ t
t0
⟨∇V (x(τ)), f(x(τ))⟩ dτ

¬ v(t0)−
∫ t
t0
γ dτ

= v(t0)− γ(t− t0), t ∈ [t0,∞)

dzi¦ki relacji (7.22). Z powy»szej nierówno±ci otrzymujemy, »e dla dostatecznie du»ego t

v(t) = V (x(t)) < 0,

co jest sprzeczne z tym, »e V (x) > 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0}. A st¡d

α = lim
t→∞

v(t) = 0. (7.23)

Uzasadnimy teraz interesuj¡cy nas zwi¡zek (7.20). Nie trac¡c ogólno±ci w rozumowaniu,
ustalmy ε1 > 0 takie, »e ε1 ¬ ε i niech

0 < l = min{V (x) : ε1 ¬ ∥x− x0∥ ¬ ε}

na mocy twierdzenia Weierstrassa. Ze wzoru (7.23) wynika, »e istnieje t1 ­ t0 takie, »e

v(t1) = V (x(t1)) < l.

St¡d oraz z faktu, »e funkcja v jest malej¡ca, otrzymujemy

v(t) < l, t ­ t1.

Wyka»emy, »e
∥x(t)− x0∥ < ε1, t ­ t1. (7.24)

Przypu±¢my, »e dla pewnego t2 ­ t1 speªniona jest nierówno±¢ przeciwna

∥x(t2)− x0∥ ­ ε1.

Ale wtedy dla
v(t2) = V (x(t2))

mamy
l ¬ v(t2) < l,

a to daje nam sprzeczno±¢. W konsekwencji nierówno±¢ (7.24) implikuje wzór (7.20), co ko«czy
dowód twierdzenia.

Twierdzenie 7.7 (trzecie twierdzenie Lapunowa). Zaªó»my, »e funkcja f : Rn ⊃ U → Rn
speªnia lokalny warunek Lipschitza. Je±li istnieje funkcja Lapunowa trzeciego rodzaju dla ukªadu
(7.12) i punktu stacjonarnego x0 ∈ U w otwartym otoczeniu U(x0) ⊂ U oraz dodatkowo

⟨∇V (x), f(x)⟩ > 0 dla x ∈ U(x0) \ {x0}, (7.25)

to rozwi¡zanie stacjonarne x(t) = x0 jest niestabilne.
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Dowód. Trzeba pokaza¢, »e istnieje t0 ∈ (a,∞) i ε > 0 takie, »e dla dowolnej δ > 0 istnieje
rozwi¡zanie x ukªadu (7.12) o wªasno±ciach ∥x(t0) − x0∥ < δ i ∥x(t1) − x0∥ ­ ε dla pewnego
t1 > t0. Poka»emy nawet troch¦ wi¦cej. Zadajmy dowolne t0 ∈ (a,∞) i ε > 0 takie, »e kula
otwarta B(x0, ε) zawiera si¦ wraz ze swym brzegiem ∂B(x0, ε) w otoczeniu U(x0). Funkcja V
jest ograniczona na B(x0, ε), gdy» jest ci¡gªa:

∥V (x)∥ ¬M (7.26)

dla ∥x− x0∥ ¬ ε, gdzie M jest pewn¡ liczb¡ dodatni¡. Zaªó»my, »e 0 < δ ¬ ε (dobierana do ε)
jest dowolnie maªa. Na mocy zaªo»enia twierdzenia istnieje m ∈ N i punkt xm ∈ B(x0, δ)\{x0}
oraz

V (xm) = α > 0.

Przyjmijmy
v(t) = V (x(t)), t ∈ I,

gdzie x jest rozwi¡zaniem ukªadu (7.12) z warunkiem pocz¡tkowym x(t0) = xm na pewnym
przedziale I = [t0, t̃). Oczywi±cie

∥x(t0)− x0∥ < δ, (7.27)

a tak»e x(t) ̸≡ x0. Poniewa» funkcja v jest rosn¡ca, wi¦c

v(t) = V (x(t)) > V (x(t0)) = α > 0, t ∈ I.

Udowodnimy, »e istnieje t1 > t0 takie, »e

∥x(t1)− x0∥ ­ ε. (7.28)

Przypu±¢my, »e tak nie jest, tzn.

∥x(t)− x0∥ < ε, t ∈ I.

Zauwa»my, »e istnieje ε1 > ε takie, »e B(x0, ε) ⊂ B(x0, ε1) ⊂ U(x0). Funkcja f jest ci¡gªa na
B(x0, ε1) i ograniczona. Uwzgl¦dniaj¡c ostatni¡ nierówno±¢, rozwi¡zanie x ukªadu (7.12) nie
osi¡ga brzegu ∂B(x0, ε1), czyli jest przedªu»alne na przedziaª [t0,∞) zgodnie w twierdzeniem
3.14, a jego warto±ci x(t) pozostaj¡ w kuli B(x0, ε). Poªó»my I = [t0,∞). Funkcja v jest rosn¡ca
i ograniczona od góry, wi¦c ma sko«czon¡ granic¦

α ¬ lim
t→∞

v(t) <∞.

Powtarzaj¡c rozumowanie z dowodu twierdzenia 7.6, dowodzimy, »e istnieje 0 < β ¬ ε taka, »e
nasze rozwi¡zanie x(t) ̸≡ x0 speªnia nierówno±¢

∥x(t)− x0∥ ­ β, t ∈ [t0,∞). (7.29)

Analogicznie jak we wspomnianym dowodzie, wykorzystuj¡c tym razem zaªo»enie (7.25), zde-
�niujmy liczb¦

0 < γ = min {⟨∇V (x), f(x)⟩ : β ¬ ∥x− x0∥ ¬ ε} .
Obliczamy

v(t) = v(t0) +
∫ t
t0

d

dt
V (x(τ)) dτ

= v(t0) +
∫ t
t0
⟨∇V (x(τ)), x′(τ)⟩ dτ

= v(t0) +
∫ t
t0
⟨∇V (x(τ)), f(x(τ))⟩ dτ

­ v(t0) +
∫ t
t0
γ dτ

= v(t0) + γ(t− t0), t ∈ [t0,∞).
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A to przeczy ograniczono±ci funkcji v.
Nierówno±ci (7.27) i (7.28) ko«cz¡ dowód twierdzenia.

Przykªad 7.7. Uzasadni¢, »e rozwi¡zanie zerowe x0(t) = 0 równania

x′ = −x3 (7.30)

jest asymptotycznie stabilne. Oczywi±cie wynika to natychmiast z postaci rozwi¡zania ogólnego

x(t) = ± 1√
2t+ C

.

Sprawdzenie tego faktu metod¡ linearyzacji z wykorzystaniem twierdzenia Grobmana-Hartmana
nie jest mo»liwe, bo

J(x) =
[
−3x2

]
,

a wi¦c
J(0) =

[
0
]
,

∆(λ) = |J(0)− λI| =
∣∣∣ −λ ∣∣∣ = −λ = 0

i warto±ci¡ wªasn¡ macierzy J(0) jest λ0 = 0.
Asymptotyczn¡ stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego mo»na jednak wykaza¢ metod¡ Lapunowa,

korzystaj¡c z twierdzenia 7.6. Poªó»my

V (x) = x2, x ∈ R.

Tak okre±lona funkcja V jest funkcj¡ Lapunowa drugiego rodzaju dla punktu stacjonarnego
x0 = 0 i otoczenia U(0) = R. Szybko sprawdzamy, »e jest ona klasy C1, V (0) = 0, V (x) > 0
dla x ∈ U(0) \ {0} oraz〈

∇V (x),−x3
〉
=
〈
2x,−x3

〉
= −2x4 < 0 dla x ∈ U(0) \ {0}.

Warto doda¢, »e rozwi¡zanie zerowe jest stabilne, ale nie jest asymptotycznie stabilne dla
równania zlinearyzowanego

x′ = 0

w punkcie x0 = 0. Wynika to wprost z postaci jego rozwi¡zania ogólnego

x(t) = C,

jak równie» z twierdzenia Lapunowa.

Przykªad 7.8. Sprawdzi¢ metod¡ Lapunowa, »e rozwi¡zanie stacjonarne (x(t), y(t)) = ( c
d
, a
b
)

ukªadu Volterry-Lotki (7.15) jest stabilne. Przypominamy, »e metod¡ linearyzacji nie byli±my
w stanie tego rozstrzygn¡¢ w przykªadzie 7.6. Wyka»emy, »e

V (x, y) = c ln
c

d
− c+ a ln a

b
− a− (c lnx− dx+ a ln y − by), x, y ∈ (0,∞)

jest funkcj¡ Lapunowa pierwszego rodzaju dla naszego punktu stacjonarnego ( c
d
, a
b
). Poªó»my

U( c
d
, a
b
) = (0,∞)×(0,∞). Widzimy, »e V jest klasy C1 na U( c

d
, a
b
) oraz V ( c

d
, a
b
) = 0. Zde�niujmy

funkcj¦
F (x, y) = c lnx− dx+ a ln y − by, x, y ∈ (0,∞).

Na mocy kryterium Sylwestera funcja F ma w punkcie ( c
d
, a
b
) silne maksimum, a ponadto osi¡ga

w tym punkcie warto±¢ najwi¦ksz¡

F
( c
d
,
a

b

)
= c ln

c

d
− c+ a ln a

b
− a.
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A st¡d V (x, y) > 0 dla (x, y) ∈ U( c
d
, a
b
) \ {( c

d
, a
b
)}. Obliczamy jeszcze

〈
∇V (x, y),

(
(by − a)x, (c− dx)y

)〉
=
〈(c− dx

x
,
a− by
y

)
,
(
(by − a)x, (c− dx)y

)〉
= 0

dla (x, y) ∈ U
(
c
d
, a
b

)
. Twierdzenie 7.5 implikuje stabilno±¢ badanego rozwi¡zania stacjonarnego.

Przykªad 7.9. Zbada¢ stabilno±¢ staªych rozwi¡za« równania Du�nga

x′′ = x− x3. (7.31)

Równanie to opisuje drgania rdzenia spr¦»ystego podwieszonego w silnym polu magnetycznym.
Staªe rozwi¡zania

x0(t) = 0, x0(t) = 1, x0(t) = −1

otrzymujemy, przyrównuj¡c praw¡ stron¦ do zera

x− x3 = 0.

Teraz zamieniamy równanie drugiego rz¦du (7.31) na ukªad dwóch równa« pierwszego rz¦du{
x′1 = x2
x′2 = x1 − x31

. (7.32)

Jest zrozumiaªe, »e stabilno±¢ staªych rozwi¡za« x0 równania (7.31) równowa»na jest stabilno±ci
rozwi¡za« stacjonarnych odpowiednio

(x10(t), x20(t)) = (0, 0), (x10(t), x20(t)) = (1, 0), (x10(t), x20(t)) = (−1, 0)

ukªadu (7.32).
Najpierw spróbujmy zastosowa¢ metod¦ linearyzacji. Obliczamy macierz Jakobiego

J(x1, x2) =
[
0 1

1− 3x21 0

]
.

Je±li (x10, x20) = (0, 0), to

J(0, 0) =
[
0 1
1 0

]
,

∆(λ) = |J(0, 0)− λI| =
∣∣∣∣∣ −λ 1
1 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 − 1 = 0.
Skoro warto±ciami wªasnymi macierzy J(0, 0) s¡ liczby λ1 = 1, λ2 = −1, to rozwi¡zanie stacjo-
narne (x10(t), x20(t)) = (0, 0) jest niestabilne na podstawie twierdzenia Grobmana-Hartmana.

Niestety dla punktu (x10, x20) = (1, 0) twierdzenie Grobmana-Hartmana kwestii stabilno±ci
nie rozstrzyga, poniewa»

J(1, 0) =
[
0 1
−2 0

]
,

∆(λ) = |J(1, 0)− λI| =
∣∣∣∣∣ −λ 1
−2 −λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + 2 = 0
i warto±ciami wªasnymi macierzy J(1, 0) s¡ liczby λ1 =

√
2 i, λ2 = −

√
2 i. W przypadku punktu

(x10, x20) = (−1, 0) sytuacja jest analogiczna.
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Okazuje si¦, »e dla tych dwóch punktów mo»na z sukcesem skorzysta¢ z metody Lapunowa,
gdy» funkcja

V (x1, x2) =
1
4
(x21 − 1)2 +

1
2
x22

jest funkcj¡ Lapunowa pierwszego rodzaju dla punktu (x10, x20) = (1, 0) w otoczeniu U(1, 0) =
(0,∞)×R, a dla punktu (x10, x20) = (−1, 0) w otoczeniu U(−1, 0) = (−∞, 0)×R. Skupmy si¦
na analizie dla pierwszego punktu, bo sytuacja z drugim punktem jest podobna. Rzeczywi±cie
V jest klasy C1 na U(1, 0), V (1, 0) = 0, V (x1, x2) > 0 dla (x1, x2) ∈ U(1, 0) \ {(1, 0)} oraz〈
∇V (x1, x2), (x2, x1 − x31)

〉
=
〈
(x31 − x1, x2), (x2, x1 − x31)

〉
= 0 dla (x1, x2) ∈ U(1, 0).

Stabilno±¢ rozwi¡zania stacjonarnego (x10(t), x20(t)) = (1, 0) wynika z twierdzenia 7.5.

Przykªad 7.10. Wyznaczy¢ warto±ci parametrów a, b ∈ R, dla których rozwi¡zanie zerowe
równania

x′′ + ax′ + b2x(x+ 1) = 0 (7.33)

jest stabilne, asymptotyczne stabilne, niestabilne.
1◦ Rozwa»my najpierw prostszy przypadek, gdy b = 0. Wtedy równanie (7.33) jest liniowe

i b¦dziemy mogli skorzysta¢ z twierdzenia Lapunowa. Przeksztaªcamy to równanie na liniowy
ukªad równa« {

x′1 = x2
x′2 = −ax2

. (7.34)

Tak wi¦c nale»y zbada¢ stabilno±¢ rozwi¡zania stacjonarnego (x10(t), x20(t)) = (0, 0) tego ukªa-
du. Macierz ukªadu (7.34) ma posta¢

A =
[
0 1
0 −a

]

oraz

∆(λ) = |A− λI| =
∣∣∣∣∣ −λ 1
0 −a− λ

∣∣∣∣∣ = λ(a+ λ) = 0,
σ(A) = {0,−a}.

Na mocy twierdzenia Lapunowa je±li a < 0, to rozwi¡zanie (x10(t), x20(t)) = (0, 0) jest niestabil-
ne. Je±li za± a > 0, to jest ono stabilne i nie jest asymptotycznie stabilne, bo ka(0) = kg(0) = 1.
Dla a = 0 rozwi¡zanie to jest niestabilne, poniewa» ka(0) = 2, kg(0) = 1.
2◦ W przypadku, gdy b ̸= 0, równanie (7.33) jest nieliniowe. Zamieniamy teraz to równanie

na nieliniowy ukªad równa« {
x′1 = x2
x′2 = −b2x1(x1 + 1)− ax2

(7.35)

i zbadamy stabilno±¢ rozwi¡zania stacjonarnego (x10(t), x20(t)) = (0, 0) tego ukªadu. Znajduje-
my macierz Jakobiego

J(x1, x2) =
[

0 1
−2b2x1 − b2 −a

]

i dalej

J(0, 0) =
[
0 1
−b2 −a

]
,



7.3. PRZESTRZE� FAZOWA. KLASYFIKACJA PUNKTÓW STACJONARNYCH. CYKLE GRANICZNE155

∆(λ) = |J(0, 0)− λI| =
∣∣∣∣∣ −λ 1
−b2 −a− λ

∣∣∣∣∣ = λ2 + aλ+ b2 = 0.
Obliczamy

∆ = a2 − 4b2,
a wi¦c pierwiastkami równania charakterystycznego s¡ liczby

λ1 =
−a+

√
a2 − 4b2
2

, λ2 =
−a−

√
a2 − 4b2
2

.

Zauwa»my, »e
√
∆ =
√
a2 − 4b2 jest albo liczb¡ rzeczywist¡, albo czysto urojon¡.

Zgodnie z twierdzeniem Grobmana-Hartmana je±li a < 0, to Re(λ1) > 0 i badane rozwi¡za-
nie stacjonarne jest niestabilne.

Rozpatrzmy sytuacj¦, gdy a > 0. Je±li ∆ < 0, to Re(λ1), Re(λ2) < 0. Dla ∆ ­ 0 mamy
λ2 < 0 i sprawdzamy jeszcze, »e λ1 < 0:

−a+
√
a2 − 4b2 < 0,

√
a2 − 4b2 < a,

a2 − 4b2 < a2,

−4b2 < 0.
Zatem nasze rozwi¡zanie stacjonarne jest asymptotycznie stabilne na podstawie twierdzenia
Grobmana-Hartmana.

Je±li a = 0, to pierwiastkami równania charakterystycznego s¡ liczby ±bi i twierdzenie
Grobmana-Hartmana nie rozstrzyga o interesuj¡cej nas stabilno±ci. Potra�my jednak w tym
przypadku skonstruowa¢ funkcj¦ Lapunowa pierwszego rodzaju dla punktu (x10, x20) = (0, 0)
w otoczeniu U(0, 0) = (−32 ,∞)×R, która jak wiadomo z twierdzenia 7.5 implikuje stabilno±¢:

V (x1, x2) = b2
(1
3
x31 +
1
2
x21
)
+
1
2
x22.

Oczywi±cie V jest klasy C1 na U(0, 0) oraz V (0, 0) = 0. Ponadto V (x1, x2) > 0 dla (x1, x2) ∈
U(0, 0)\{(0, 0)}. Zauwa»my bowiem, »e b2(13x

3
1+
1
2x
2
1) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x

2
1(
1
3x1+

1
2) >

0, bo b2 > 0. Je±li wi¦c x1 ̸= 0, x1 > −32 i x2 ∈ R, to V (x1, x2) > 0. A dla x1 = 0 i x2 ̸= 0
równie» V (x1, x2) > 0. Obliczamy jeszcze iloczyn skalarny〈

∇V (x1, x2), (x2,−b2(x21 + x1))
〉
=
〈
(b2(x21 + x1), x2), (x2,−b2(x21 + x1))

〉
= 0

dla (x1, x2) ∈ U(0, 0).
Warto zwróci¢ uwag¦, »e dodanie w równaniu czªonu nieliniowego (b ̸= 0) poprawiªo stabil-

no±¢, gdy a ­ 0.

7.3 Przestrze« fazowa. Klasy�kacja punktów stacjonarnych.

Cykle graniczne

De�nicja 7.8. Zbiór U zmiennych x nazywamy przestrzeni¡ fazow¡ ukªadu równa« (7.12).

De�nicja 7.9. Portretem fazowym (obrazem fazowym) ukªadu równa« (7.12) nazywamy zbiór
krzywych sparametryzowanych

γ : {x = x[t]}
parametrem t, które tworz¡ rozwi¡zania tego ukªadu, w przestrzeni fazowej. Krzywe te nazywa
si¡ cz¦sto trajektoriami fazowymi.
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Potocznie portret fazowy ukªadu równa« (7.12) jest rzutem wszystkich trajektorii na prze-
strze« fazow¡ z uwzgl¦dnieniem kierunków.

Rozpatrzmy autonomiczny ukªad dwóch równa« ró»niczkowych{
x′ = ax+ by
y′ = cx+ dy

, (7.36)

gdzie a, b, c, d = const ∈ R. Niech

A =
[
a b
c d

]
(7.37)

b¦dzie macierz¡ tego ukªadu, za± zbiór

σ(A) = {λ1, λ2}

jej widmem. Niech (x0, y0) b¦dzie punktem stacjonarnym. Punkt ten mo»na sklasy�kowa¢ ze
wzgl¦du na zachowanie si¦ rozwi¡za« w jego otoczeniu. Klasy�kacji dokonujemy, rozwa»aj¡c
warto±ci wªasne macierzy A.

1. 0 < λ1 < λ2 ¹ródªo (w¦zeª niestabilny).
2. λ1 < λ2 < 0 zlew (w¦zeª stabilny).
3. λ1 < 0 < λ2 siodªo.
4. λ1 = βi, λ2 = −βi, β ̸= 0 ±rodek (centrum).
5. λ1 = α + βi, λ2 = α− βi, α < 0, β ̸= 0 ognisko stabilne.
6. λ1 = α + βi, λ2 = α− βi, α > 0, β ̸= 0 ognisko niestabilne.

Rysunki i ich analiza s¡ na pliku autorstwa V. Vladimirova na mojej stronie internetowej.

De�nicja 7.10. Cyklem granicznym ukªadu równa« (7.12) nazywamy ka»de jego rozwi¡zanie
okresowe w przestrzeni fazowej.

Cykle graniczne cechuj¡ wyª¡cznie równania i ukªady równa« nieliniowych. Dla dowolnego
ukªadu wielomianowego na pªaszczy¹nie maksymalna liczba cykli granicznych jest sko«czona.
Druga cz¦±¢ szesnastego problemu Hilberta zawiera pytanie o podanie maksymalnej liczby cykli
granicznych dla ukªadów wielomianowych na pªaszczy¹nie jako funkcji stopnia wielomianu. Jak
dot¡d problem ten jest nierozwi¡zany nawet w przypadku wielomianów drugiego stopnia.

7.4 Zadania

1. Okre±li¢ rodzaj stabilno±ci rozwi¡zania zerowego ukªadów równa« x′ = Ax:

A =
[
−5 2
1 −6

]
, A =

 −2 2 −3
2 1 −6
−1 −2 0

 , A =
[
−7 1
−2 −5

]
,

A =
[
0 1
−1 0

]
, A =

 0 1 −10 0 2
0 0 −1

 .
2. Okre±li¢ rodzaj stabilno±ci ukªadu równa« x′ = Ax+ b(t), gdzie

A =

 0 0 1
0 0 1
0 0 −1

 ,
za± b : R ⊃ I → R3 jest dowoln¡ funkcj¡.
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3. Zbada¢ stabilno±¢ rozwi¡za« stacjonarnych równania

x′ = x(1− x),

wykorzystuj¡c metod¦ linearyzacji, jak równie» konstruuj¡c odpowiednie funkcje Lapu-
nowa.

4. Zbada¢ metod¡ linearyzacji stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego ukªadów równa«:{
x′ = −x+ y + xy
y′ = −x+ y2 ,

{
x′ = y
y′ = −a(1− x2)y − x ,

gdzie a ∈ R.

5. Konstruuj¡c odpowiedni¡ funkcj¦ Lapunowa, wykaza¢ stabilno±¢ rozwi¡zania zerowego
ukªadów równa«: {

x′ = −x3 − y
y′ = x− y3 ,

{
x′ = y − x+ xy
y′ = x− y − x2 − y3 .

Sprawdzi¢, »e w powy»szych przykªadach metoda linearyzacji nie rozstrzyga o stabilno±ci
rozwi¡zania zerowego.

6. Zbada¢ dwoma poznanymi metodami stabilno±¢ rozwi¡za« stacjonarnych ukªadu równa«{
x′ = −x+ yex
y′ = −xex − y .

7. Zbada¢ czy punkty stacjonarne (0, 0) i (2, 0) ukªadu równa«{
x′ = −xy2
y′ = x2y

s¡ stabilne czy niestabilne.

8. Pokaza¢, »e rozwi¡zanie zerowe jest stabilne dla równania

x′′ + a2x = 0

oraz asymptotycznie stabilne dla równania

x′′ + kx′ + a2x = 0,

gdzie a ̸= 0, k > 0.

9. Zbada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ staªego rozwi¡zania x(t) = −1 równania

x′′ + (x′ + 1)10 = x2.

10. Zbada¢ stabilno±¢ i asymptotyczn¡ stabilno±¢ staªego rozwi¡zania x(t) = 3 równania

x′′ + (x′)8 = (x− 3)10 + x− 3.

11. Sprawdzi¢, czy funkcja

V (x, y) = 1− cosx+ 1
2
y2

jest funkcj¡ Lapunowa pierwszego, drugiego lub trzeciego rodzaju dla ukªadu równa«{
x′ = y
y′ = − sinx

w jakim± otoczeniu punktów stacjonarnych (x, y) = (0, 0) i (x, y) = (π, 0). Wyci¡gn¡¢
wnioski odno±nie stabilno±ci, o ile to mo»liwe.
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Rozdziaª 8

Twierdzenia porównawcze. Zastosowania

Twierdzenia, z których wynika oszacowanie rozwi¡za« jednego równania lub nierówno±ci
rozwi¡zaniami innego równania lub nierówno±ci nosz¡ nazw¦ twierdze« porównawczych. Bywa-
j¡ one szczególnie u»yteczne, gdy rozwi¡zania szacowane dotycz¡ trudniejszych zagadnie« ni»
rozwi¡zania szacuj¡ce.

8.1 Liniowe twierdzenie porównawcze

Niech funcja a : I → R i x0 ∈ R b¦d¡ dane, gdzie I = [t0, t1]. Interesuje nas zwi¡zek
rozwi¡za« liniowego jednorodnego równania ró»niczkowego z warunkiem pocz¡tkowym

x′ = a(t)x, x(t0) = x0 (8.1)

z rozwi¡zaniami liniowej jednorodnej nierówno±ci ró»niczkowej z warunkiem pocz¡tkowym

y′ ­ a(t)y, y(t0) = x0. (8.2)

Twierdzenie 8.1 (liniowe twierdzenie porównawcze). Niech funcja a : I → R b¦dzie ci¡gªa
i niech x : I → R b¦dzie rozwi¡zaniem problemu Cauchy'ego (8.1). Je±li y : I → R jest
rozwi¡zaniem zagadnienia (8.2), to

x(t) ¬ y(t), t ∈ I. (8.3)

Dowód. Wiemy, »e jedyne rozwi¡zanie problemu (8.1) dane jest wzorem

x(t) = x0e
∫ t
t0
a(s) ds

, t ∈ I.

Zde�niujmy funkcj¦ pomocnicz¡ p : I → R okre±lon¡ wzorem

p(t) = y′(t)− a(t)y(t), t ∈ I.

Na mocy nierówno±ci (8.2) mamy oczywi±cie p(t) ­ 0, t ∈ I. Wida¢, »e funkcja y jest rozwi¡-
zaniem liniowego niejednorodnego równania ró»niczkowego z warunkiem pocz¡tkowym

y′ = a(t)y + p(t), y(t0) = x0.

A skoro tak, to

y(t) =
(
x0 +

∫ t
t0
p(τ)e

−
∫ τ
t0
a(s) ds

dτ
)
e
∫ t
t0
a(s) ds

, t ∈ I.

Po pomno»eniu otrzymujemy

y(t) = x0e
∫ t
t0
a(s) ds

+
∫ t
t0
p(τ)e

−
∫ τ
t0
a(s) ds

dτ e
∫ t
t0
a(s) ds ­ x(t), t ∈ I,

159
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co ko«czy dowód.

Korzystaj¡c z twierdzenia 8.1, udowodnimy nast¦puj¡cy wa»ny lemat.

Lemat 8.1 (Gronwall, wersja caªkowa). Zaªó»my, »e ci¡gªa i nieujemna funkcja v : I → R oraz
staªa C ­ 0 s¡ dane. Je±li ci¡gªa i nieujemna funkcja u : I → R jest rozwi¡zaniem nierówno±ci
caªkowej

u(t) ¬ C +
∫ t
t0
v(s)u(s) ds, t ∈ I, (8.4)

to

u(t) ¬ Ce
∫ t
t0
v(s) ds

, t ∈ I. (8.5)

W szczególno±ci je±li C = 0, to u(t) ≡ 0, t ∈ I.

Dowód. Zde�niujmy funkcj¦ pomocnicz¡ y : I → R, kªad¡c

y(t) = −
(
C +

∫ t
t0
v(s)u(s) ds

)
, t ∈ I.

Na podstawie wzoru (8.4) widzimy, »e

u(t) ¬ −y(t), t ∈ I.

Uwzgl¦dniaj¡c powy»sz¡ nierówno±¢ oraz nieujemno±¢ funkcji v, otrzymujemy

y′(t) = −v(t)u(t) ­ v(t)y(t), t ∈ I.

Dzi¦ki temu funkcja y jest rozwi¡zaniem liniowej jednorodnej nierówno±ci ró»niczkowej z wa-
runkiem pocz¡tkowym

y′ ­ v(t)y, y(t0) = −C.
Rozwa»my liniowe jednorodne równanie ró»niczkowe z warunkiem pocz¡tkowym

x′ = v(t)x, x(t0) = −C

i rozwi¡zanie tego zagadnienia

x(t) = −Ce
∫ t
t0
v(s) ds

, t ∈ I.

Twierdzenie 8.1 implikuje nierówno±¢

x(t) ¬ y(t), t ∈ I.

W konsekwencji
x(t) ¬ −u(t), t ∈ I

i ostatecznie

u(t) ¬ −x(t) = Ce
∫ t
t0
v(s) ds

, t ∈ I.
Druga cz¦±¢ tezy jest oczywista.

Uwaga 8.1. Przedstawiony elegancki dowód oszacowania (8.5) w lemacie 8.1 zaproponowaª J.
Szarski (zobacz R. Rabczuk, Elementy nierówno±ci ró»niczkowych, str. 9). W dowodzie tym nie
korzystali±my z typowych zaªo»e« w literaturze o nieujemno±ci rozwi¡zania u i staªej C, a tym
samym wspomniane oszacowanie jest prawdziwe bez tych zaªo»e«. Zaªo»enie o nieujemno±ci u
jest konieczne do uzasadnienia drugiej cz¦±ci tezy.
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Lemat 8.2 (Gronwall, wersja ró»niczkowa). Zaªó»my, »e ci¡gªe i nieujemne funkcje v, w :
I → R s¡ dane. Je±li ci¡gªa i nieujemna funkcja u : I → R jest rozwi¡zaniem nierówno±ci
ró»niczkowej

u′(t) ¬ v(t)u(t) + w(t), t ∈ I, (8.6)

to

u(t) ¬ e
∫ t
t0
v(s) ds

(
u(t0) +

∫ t
t0
w(s) ds

)
, t ∈ I. (8.7)

W szczególno±ci je±li w(t) ≡ 0, t ∈ I i u(t0) = 0, to u(t) ≡ 0, t ∈ I.

Dowód. Obliczamy pochodn¡

d

dτ

(
u(τ)e

−
∫ τ
t0
v(s) ds

)
= u′(τ)e

−
∫ τ
t0
v(s) ds − v(τ)u(τ)e−

∫ τ
t0
v(s) ds

=
(
u′(τ)− v(τ)u(τ)

)
e
−
∫ τ
t0
v(s) ds

, τ ∈ [t0, t].

A st¡d, bior¡c pod uwag¦ formuª¦ (8.6), otrzymujemy

d

dτ

(
u(τ)e

−
∫ τ
t0
v(s) ds

)
¬ w(τ)e−

∫ τ
t0
v(s) ds

, τ ∈ [t0, t].

Dalej, caªkujemy obustronnie t¦ nierówno±¢ na przedziale [t0, t] i mamy

u(t)e
−
∫ t
t0
v(s) ds ¬ u(t0) +

∫ t
t0
w(τ)e

−
∫ τ
t0
v(s) ds

dτ, t ∈ I.

Poniewa» funkcje v i w s¡ nieujemne, wi¦c

u(t)e
−
∫ t
t0
v(s) ds ¬ u(t0) +

∫ t
t0
w(τ) dτ, t ∈ I.

Pomno»enie ostatniej nierówno±ci przez e
∫ t
t0
v(s) ds

ko«czy uzasadnienie oszacowania (8.7).
Druga cz¦±¢ tezy jest oczywista.

Uwaga 8.2. Z dowodu wynika, »e oszacowanie (8.7) w lemacie 8.2 jest prawdziwe bez zaªo»enia
o nieujemno±ci rozwi¡zania u. Podobnie, jak w lemacie 8.1, zaªo»enie o nieujemno±ci u jest
potrzebne do uzasadnienia drugiej cz¦±ci tezy.

Zaprezentujemy teraz kilka wa»nych zastosowa« lematu 8.1 Gronwalla. Udowodnimy jed-
noznaczno±¢ rozwi¡zania w twierdzeniu 3.5 Picarda, ci¡gª¡ zale»no±¢ rozwi¡zania problemu
Cauchy'ego od prawej strony równania i warunku pocz¡tkowego, a tak»e twierdzenie 3.10 Pi-
carda o istnieniu i jednoznaczno±ci globalnego rozwi¡zania problemu Cauchy'ego i twierdzenie
3.16 Peano o istnieniu globalnego rozwi¡zania tego problemu, przy zaªo»eniu liniowego wzrostu
prawej strony równania ró»niczkowego.

Uwaga 8.3. W twierdzeniu 3.5 Picarda jednoznaczno±¢ rozwi¡zania mo»na udowodni¢ bez
zaªo»enia, »e α < 1

L
. A st¡d wystarczy zaªo»y¢ w tym twierdzeniu podobnie, jak w twierdzeniu

3.12 Peana, »e α = min {a, b
M
}. Aby to uzasadni¢, ograniczymy si¦ bez straty ogólno±ci do

dowolnego przedziaªu I = [t0, t1], t0 < t1 ¬ t0 + a. Przypu±¢my, »e funkcje x, y : I → R s¡
rozwi¡zaniami problemu Cauchy'ego (3.23). Wówczas speªniaj¡ one równania caªkowe:

x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ I,

y(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, y(s)) ds, t ∈ I.
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Odejmuj¡c stronami i wykorzystuj¡c warunek Lipschitza wzgl¦dem drugiej zmiennej, który
speªnia funkcja f , otrzymujemy:

|x(t)− y(t)| ¬
∫ t
t0
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds, t ∈ I,

|x(t)− y(t)| ¬
∫ t
t0
L|x(s)− y(s)| ds, t ∈ I.

Kªadziemy v(t) ≡ L, t ∈ I, C = 0 oraz u(t) = |x(t) − y(t)|, t ∈ I. Z lematu 8.1 wnioskujemy,
»e u(t) ≡ 0, t ∈ I, czyli x = y.

Twierdzenie 8.2. Zaªó»my, »e funkcje f, g : R2 ⊃ U → R, gdzie U jest zbiorem otwartym, s¡
ci¡gªe, f lub g speªnia warunek Lipschitza wzgl¦dem drugiej zmiennej ze staª¡ L i ∥f−g∥ <∞.
Niech (t0, x0), (t0, y0) ∈ U . Je±li funkcje x, y : I → R, I = [t0, t1] s¡ odpowiednio rozwi¡zaniami
problemów pocz¡tkowych

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (8.8)

oraz
y′ = g(t, y), y(t0) = y0, (8.9)

to
∥x− y∥ ¬ K

(
|x0 − y0|+ ∥f − g∥

)
, (8.10)

gdzie staªa K ­ 0 nie zale»y od warunków pocz¡tkowych i prawej strony równa«.

Dowód. Funkcje x i y speªniaj¡ równania caªkowe:

x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ I,

y(t) = y0 +
∫ t
t0
g(s, y(s)) ds, t ∈ I.

Przyjmijmy, »e f jest lipschitzowska wzgl¦dem drugiej zmiennej (dla g lipschitzowskiej wzgl¦-
dem drugiej zmiennej dowód jest analogiczny). Odejmujemy stronami powy»sze równo±ci i
mamy:

|x(t)− y(t)| ¬ |x0 − y0|+
∫ t
t0
|f(s, x(s))− g(s, y(s))| ds

¬ |x0 − y0|+
∫ t
t0
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds+

∫ t
t0
|f(s, y(s))− g(s, y(s))| ds, t ∈ I,

|x(t)− y(t)| ¬
(
|x0 − y0|+ ∥f − g∥(t1 − t0)

)
+
∫ t
t0
L|x(s)− y(s)| ds, t ∈ I.

Poªó»my v(t) ≡ L, t ∈ I, C = |x0 − y0| + ∥f − g∥(t1 − t0) oraz u(t) = |x(t) − y(t)|, t ∈ I. Z
lematu 8.1 wynika, »e

|x(t)− y(t)| ¬
(
|x0 − y0|+ ∥f − g∥(t1 − t0)

)
eL(t1−t0), t ∈ I,

co poci¡ga oszacowanie (8.10), gdzie K = max {1, t1 − t0}eL(t1−t0).

Wniosek 8.1. Z twierdzenia 8.2 wynika, »e je±li funkcja f jest ci¡gªa i speªnia warunek Lip-
schitza wzgl¦dem drugiej zmiennej, to rozwi¡zanie problemu Cauchy'ego (8.8) zale»y w sposób
ci¡gªy od prawej strony równania i warunku pocz¡tkowego. Rzeczywi±cie, dla dowolnych zabu-
rze« ε, ε0 ∈ R oraz g = f + ε i y0 = x0 + ε0 mamy

∥x− y(ε, ε0)∥ ¬ K(|ε0|+ |ε|).
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Twierdzenie 8.3. Niech f : [t0 − a, t0 + a] × R → R, a > 0 b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, która ma
liniowy wzrost:

|f(t, x)| ¬ α|x|+ β, |t− t0| ¬ a, x ∈ R

dla pewnych α, β ­ 0 i niech x0 ∈ R. Wówczas funkcja g : [t0−a, t0+a]×R→ R dana wzorem

g(t, x) =
{
f(t, x), |x| ¬M
f
(
t, M|x|x

)
, |x| > M

,

gdzie M = (|x0|+ βa)eαa > 0, jest ci¡gªa i ograniczona, a problemy pocz¡tkowe

x′ = f(t, x), x(t0) = x0, (8.11)

x′ = g(t, x), x(t0) = x0, (8.12)

s¡ równowa»ne. Ponadto je±li f jest lokalnie lipschitzowska wzgl¦dem zmiennej x, to g równie»
jest lokalnie lipschitzowska wzgl¦dem tej zmiennej.

Dowód. Przypu±¢my, »e funkcja f jest ci¡gªa.
Zauwa»my, »e g(t, x) = f(t, x) dla |x| ¬ M oraz g(t, x) = f(t,M) dla x ­ M i g(t, x) =

f(t,−M) dla x ¬ −M . St¡d natychmiast wynika ci¡gªo±¢ i ograniczono±¢ funkcji g.
Postulowan¡ równowa»no±¢ uzasadnimy bez straty ogólno±ci, ograniczaj¡c si¦ do przedziaªu

[t0, t0 + a].
Niech x b¦dzie dowolnym rozwi¡zaniem problemu (8.11) na przedziale [t0, t0 + a]. Na mocy

twierdzenia 3.2 zagadnienie (8.11) równowa»ne jest równaniu caªkowemu

x(t) = x0 +
∫ t
t0
f(s, x(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + a].

A st¡d:

|x(t)| ¬ |x0|+
∫ t
t0
|f(s, x(s))| ds ¬ |x0|+

∫ t
t0
(α|x(s)|+ β) ds, t ∈ [t0, t0 + a],

|x(t)| ¬ (|x0|+ βa) +
∫ t
t0
α|x(s)| ds, t ∈ [t0, t0 + a].

Kªad¡c v(t) = α, C = |x0|+βa i u(t) = |x(t)|, t ∈ [t0, t0+ a], mo»emy skorzysta¢ z nierówno±ci
Gronwalla (zobacz lemat 8.1), co daje nam oszacowanie

|x(t)| ¬ (|x0|+ βa)eαa =M, t ∈ [t0, t0 + a].

Zatem x jest rozwi¡zaniem problemu (8.12).
Teraz niech x b¦dzie dowolnym rozwi¡zaniem problemu (8.12) na przedziale [t0, t0 + a].

Sprawd¹my, »e funkcja g speªnia warunek wzrostu liniowego

|g(t, x)| ¬ α|x|+ β, |t− t0| ¬ a, x ∈ R.

Rzeczywi±cie, je±li |x| ¬M , to

|g(t, x)| = |f(t, x)| ¬ α|x|+ β,

a je±li |x| > M , to

|g(t, x)| =
∣∣∣∣∣f
(
t,
M

|x|
x

)∣∣∣∣∣ ¬ α
∣∣∣∣∣M|x|x

∣∣∣∣∣+ β = αM + β ¬ α|x|+ β
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dla |t− t0| ¬ a. Poniewa» zagadnienie (8.12) równowa»ne jest równaniu caªkowemu

x(t) = x0 +
∫ t
t0
g(s, x(s)) ds, t ∈ [t0, t0 + a],

wi¦c znowu korzystaj¡c z nierówno±ci Gronwalla, jak wy»ej, otrzymujemy oszacowanie

|x(t)| ¬ (|x0|+ βa)eαa =M, t ∈ [t0, t0 + a].

A to oznacza, »e x jest rozwi¡zaniem problemu (8.11).
Ostatnia cz¦±¢ tezy wynika z faktu, »e sklejenie funkcji lokalnie lipschitzowskich, o ile ma

sens, jest funkcj¡ lokalnie lipschitzowsk¡.

Dowód twierdzenia 3.10 Picarda i twierdzenia 3.16 Peano. Wystarczy zamiast wyj-
±ciowego problemu Cauchy'ego (8.11), rozwa»y¢ problem (8.12) i skorzysta¢ z twierdzenia 8.3
oraz odpowiednio z twierdzenia 3.8 i twierdzenia 3.15 dla funkcji f ograniczonej.

8.2 Nieliniowe twierdzenie porównawcze

Twierdzenie 8.4. Niech funkcje f, g : R2 ⊃ U → R b¦d¡ ci¡gªe i niech punkt (t0, x0) ∈ U
b¦dzie ustalony, gdzie U jest zbiorem otwartym. Zaªó»my ponadto, »e

f(t, x) < g(t, x), (t, x) ∈ U. (8.13)

Je±li x, y : I → R (t0 ∈ int I) s¡ odpowiednio rozwi¡zaniami problemów Cauchy'ego:

x′ = f(t, x), x(t0) = x0,

y′ = g(t, y), y(t0) = x0,

to:
x(t) > y(t), t < t0 (t ∈ I), (8.14)

x(t) < y(t), t > t0 (t ∈ I). (8.15)

Dowód. Poka»emy tylko prawdziwo±¢ nierówno±ci (8.15), gdy» uzasadnienie nierówno±ci
(8.14) jest analogiczne. Poªó»my

u = y − x.

Obliczamy

u′(t0) = y′(t0)− x′(t0) = g(t0, y(t0))− f(t0, x(t0)) = g(t0, x0)− f(t0, x0) > 0.

Poniewa» u′ jest funkcj¡ ci¡gª¡, wi¦c istnieje δ > 0 taka, »e u′(t) > 0 dla t ∈ (t0 − δ, t0 + δ).
St¡d i z nierówno±ci u(t0) = 0 wynika, »e u(t) > 0 dla t ∈ (t0, t0+ δ). Zde�niujmy maksymalny
przedziaª (t0, t∗), w którym u(t) > 0, tzn. »e

t∗ = sup {t ∈ I, t > t0 : u(s) > 0 dla s ∈ (t0, t]}.

Rozwa»my dwa przypadki.
1◦ Je±li t∗ = sup I, to dowód jest zako«czony.
2◦ Przypu±¢my, »e t∗ < sup I. Zauwa»my, »e y(t∗) = x(t∗) i dalej

u′(t∗) = y′(t∗)− x′(t∗) = g(t∗, y(t∗))− f(t∗, x(t∗)) = g(t∗, x(t∗))− f(t∗, x(t∗)) > 0.
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Skoro u′ jest funkcj¡ ci¡gª¡, to istnieje δ1 > 0 taka, »e u′(t) > 0 dla t ∈ (t∗ − δ1, t∗ + δ1).
Uwzgl¦dniaj¡c u(t∗) = 0, stwierdzamy, »e u(t) < 0 dla t ∈ (t∗− δ1, t∗). A to jest niemo»liwe, bo
u(t) > 0 dla t ∈ (t0, t∗) zgodnie z de�nicj¡ t∗. Uzyskana sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Poni»ej przedstawimy kilka zastosowa« twierdzenia porównawczego 8.4. Udowodnimy twier-
dzenie 3.10 Picarda o istnieniu i jednoznaczno±ci globalnego rozwi¡zania problemu Cauchy'ego
i twierdzenie 3.16 Peano o istnieniu globalnego rozwi¡zania tego problemu, przy zaªo»eniu li-
niowego wzrostu prawej strony równania ró»niczkowego. Poka»emy te», »e pewne klasyczne
równanie ró»niczkowe niecaªkowalne w kwadraturach nie ma rozwi¡za« przedªu»alnych na R.

Dowód twierdzenia 3.10 Picarda. Poªó»my U = (t0 − a, t0 + a)×R. Istnienie jedynego
rozwi¡zania (lokalnego) x problemu Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (8.16)

wynika z twierdzenia 3.6.
Wyka»emy, »e mo»na go jednoznacznie przedªu»y¢ na przedziaª [t0 − a, t0 + a]. We¹my

dowoln¡ β1 > β. Z zaªo»e« twierdzenia 3.10 wynika, »e

−(α|x|+ β1) < f(t, x), f(t, x) < α|x|+ β1

dla (t, x) ∈ U . Funkcje g(x) = α|x| + β1 i −g(x), x ∈ R s¡ lipschitzowskie. Korzystaj¡c z
twierdzenia 3.9, stwierdzamy, »e problemy pocz¡tkowe:

y′ = −(α|y|+ β1), y(t0) = x0, (8.17)

y′ = α|y|+ β1, y(t0) = x0 (8.18)

maj¡ jedyne rozwi¡zania odpowiednio y1 i y2 okre±lone na [t0 − a, t0 + a]. Twierdzenie 8.4
implikuje nierówno±ci:

y1(t) > y2(t), t ∈ [t0 − a, t0),
y1(t) < y2(t), t ∈ (t0, t0 + a].

I dalej:
y1(t) > x > y2(t), t < t0,

y1(t) < x < y2(t), t > t0

na przedziale, na którym rozwi¡zanie x jest okre±lone. Niech U1 = [t0−a, t0+a]× [x0−b, x0+b]
b¦dzie prostok¡tem takim, »e wykresy funkcji y1 i y2 w nim si¦ zawieraj¡. Oczywi±cie funkcja
f jest na int U1 ograniczona. Z twierdzenia 3.7 zastosowanego do int U1 i z powy»szych nie-
równo±ci wynika, »e rozwi¡zanie x jest jednoznacznie przedªu»alne na przedziaª (t0− a, t0+ a).
Przedªu»alno±¢ x na przedziaª [t0 − a, t0 + a] uzasadnia si¦ analogicznie jak w dowodzie twier-
dzenia 3.8.

Dowód twierdzenia 3.16 Peano. Twierdzenie 3.16 dowodzi si¦ analogicznie jak wy»ej
udowodniono twierdzenie 3.10, przy czym zamiast z twierdze« 3.6 i 3.7 nale»y skorzysta¢ z
twierdze« 3.13 i 3.14.

Przykªad 8.1. Uzasadni¢, »e »adne rozwi¡zanie równania

y′ = y2 + t (8.19)

nie jest przedªu»alne na R. Zwró¢my uwag¦, »e prawa strona tego równania nie speªnia warunku
wzrostu liniowego. Wiadomo, »e równanie to nie jest caªkowalne w kwadraturach.



166 ROZDZIA� 8. TWIERDZENIA PORÓWNAWCZE. ZASTOSOWANIA

Rozpatrzmy jakiekolwiek rozwi¡zanie y równania (8.19). Przypu±¢my, »e rozwi¡zanie y jest
przedªu»alne na przedziaª [T,∞), T ∈ R. Wówczas

lim
t→∞

y′(t) = lim
t→∞

(
(y(t))2 + t

)
=∞.

Wobec tego istniej¡ t0 > max {T, 0} i x0 > 0 takie, »e

y(t0) = x0.

Rozwa»my prosty pomocniczy problem Cauchy'ego

x′ = x2, x(t0) = x0.

Rozwi¡zaniem tego zagadnienia jest funkcja

x(t) =
−1

t− 1+t0x0
x0

, t ∈
(
−∞, 1 + t0x0

x0

)
.

Poniewa»
lim

t→ 1+t0x0
x0

−
x(t) =∞,

wi¦c funkcja x ma w punkcie t1 = 1+t0x0x0
asymptot¦ pionow¡ lewostronn¡. Niech U = R+ × R,

I =
(
max {T, 0}, 1+t0x0

x0

)
i poªó»my f(t, x) = x2, g(t, x) = x2+t, (t, x) ∈ U . Widzimy, »e funkcje

f i g speªniaj¡ nierówno±¢ (8.13). Z twierdzenia 8.4 wnioskujemy, »e funkcje x i y speªniaj¡
nierówno±¢ (8.15). Oznacza to, »e funkcja y równie» ma asymptot¦ pionow¡ lewostronn¡ w
punkcie t1. Zatem nie mo»e ona by¢ przedªu»ona na przedziaª [T,∞) i mamy sprzeczno±¢.

8.3 Zadania

1. Niech funkcje v, w : I → R, I = [t0, t1] b¦d¡ ci¡gªe i nieujemne. Wykaza¢, »e je±li funkcja
u : I → R ci¡gªa i nieujemna jest rozwi¡zaniem nierówno±ci caªkowej

u(t) ¬ w(t) +
∫ t
t0
u(s)v(s) ds, t ∈ I,

to
u(t) ¬ w(t) +

∫ t
t0
w(s)v(s)e

∫ t
s
v(τ) dτ ds, t ∈ I.

2. Zaªó»my, »e funkcje a, b : I → R, I = [t0, t1] s¡ ci¡gªe. Korzystaj¡c z postaci caªkowej
i nierówno±ci Gronwalla, udowodni¢, »e rozwi¡zanie problemu Cauchy'ego

x′ = a(t)x+ b(t), x(t0) = x0

zale»y w sposób ci¡gªy od warunku pocz¡tkowego x0.

3. Wykaza¢, »e wszystkie rozwi¡zania równania

x′ = x+ t

s¡ okre±lone na R, natomiast równanie

x′ = x4 + t

nie ma ani jednego rozwi¡zania okre±lonego na R.
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4. Niech punkt (t0, x0) ∈ R2 b¦dzie dowolnie ustalony. Wykaza¢, »e problem Cauchy'ego

x′ = x4 + x2 + t2 + 1, x(t0) = x0

ma jedyne rozwi¡zanie i nie da si¦ go przedªu»y¢ na [t0,+∞).

5. Dowie±¢, »e problem pocz¡tkowy

x′ = 1 + x2 + sin
√
|x|, x(1) = 0

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie i nie jest ono przedªu»alne na R.
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Rozdziaª 9

Problemy brzegowe dla liniowych równa«
ró»niczkowych drugiego rz¦du

9.1 Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« liniowych proble-

mów brzegowych

Rozwa»my liniowe równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du

a0(t)x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = b(t) (9.1)

z warunkami brzegowymi{
α1x(t1) + α2x′(t1) + α3x(t2) + α4x′(t2) = γ1
β1x(t1) + β2x′(t1) + β3x(t2) + β4x′(t2) = γ2

, (9.2)

gdzie funkcje a0, a1, a2, b : R ⊃ I → R oraz staªe αi, βi, i = 1, 2, 3, 4, γ1, γ2 s¡ dane, za±
I = [t1, t2], t1 < t2. Zakªadamy, »e nie wszystkie staªe w lewo- i prawostronnym warunku
brzegowym zeruj¡ si¦ równocze±nie, czyli α21 + α

2
2 + α

2
3 + α

2
4 > 0, β

2
1 + β

2
2 + β

2
3 + β

2
4 > 0. Gdy

b(t) = γ1 = γ2 ≡ 0, t ∈ I, to mówimy, »e problem brzegowy (9.1), (9.2) jest jednorodny (PBJ)

a0(t)x′′ + a1(t)x′ + a2(t)x = 0, (9.3)

{
α1x(t1) + α2x′(t1) + α3x(t2) + α4x′(t2) = 0
β1x(t1) + β2x′(t1) + β3x(t2) + β4x′(t2) = 0

, (9.4)

w przeciwnym razie - niejednorodny (PBN). Je±li (9.1), (9.2) jest poblemem brzegowym nie-
jednorodnym (PBN), to (9.3), (9.4) nazywamy problemem brzegowym jednorodnym (PBJ) z
nim skojarzonym.

Z punktu widzenia zastosowa« najbardziej interesuj¡ce s¡ nast¦puj¡ce warunki brzegowe,
które s¡ szczególnymi przypadkami (9.2).

Warunek Dirichleta {
x(t1) = γ1
x(t2) = γ2

. (9.5)

Warunek Neumanna {
x′(t1) = γ1
x′(t2) = γ2

. (9.6)
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Warunek Robina {
α1x(t1) + α2x′(t1) = γ1
β3x(t2) + β4x′(t2) = γ2

, (9.7)

α1, α2, β3, β4 ̸= 0.

Warunek mieszany {
x(t1) = γ1
x′(t2) = γ2

lub

{
x′(t1) = γ1
x(t2) = γ2

. (9.8)

Warunek okresowy {
x(t1) = x(t2)
x′(t1) = x′(t2)

. (9.9)

Zagadnienia pocz¡tkowe dla równa« ró»niczkowych zwyczajnych x(n) = f
(
t, x, x(1), ..., x(n−1)

)
maj¡ t¦ wªasno±¢, »e o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡za« decyduje wyª¡cznie regularno±¢
funkcji f generuj¡cej praw¡ stron¦ równa«. W przypadku równa« liniowych (9.1), (9.3) prze-
kªada si¦ to na regularno±¢ wspóªczynników a0, a1, a2 i funkcji b. Dodatkowo istotne jest czy
wspóªczynnik a0 jest ró»ny od zera w ka»dym punkcie t ∈ I, czy te» w jakich± punktach z tego
przedziaªu si¦ zeruje.

Zanim przejdziemy do teoretycznej analizy PBJ i PBN, prze±led¹my kilka przykªadów, w
których wida¢ wpªyw warunków brzegowych, a ±ci±lej generowanego przez te warunki pewnego
wyznacznika ∆ na ilo±¢ rozwi¡za«. Oddziaªuje zarówno rodzaj warunków brzegowych, jak i
przedziaª I. Istotna jest równie» posta¢ ukªadu fundamentalnego równania (9.3) i prawa strona
równania (9.1).

Przykªad 9.1. Rozwi¡za¢ problem brzegowy
x′′ − x = 0
x(t1) = 0
x(t2) = 0

. (9.10)

Rozwi¡zanie ogólne równania jest postaci

x = C1et + C2e−t, C1, C2 ∈ R.

Uwzgl¦dniaj¡c warunki brzegowe, dochodzimy do ukªadu równa« algebraicznych[
et1 e−t1

et2 e−t2

] [
C1
C2

]
=
[
0
0

]

z wektorem szukanym (C1, C2)T . Poniewa» wyznacznik

∆ =

∣∣∣∣∣ et1 e−t1

et2 e−t2

∣∣∣∣∣ = et1−t2 − et2−t1 ̸= 0,
gdy» t1 < t2, wi¦c na podstawie twierdzenia Cramera ukªad ten ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie
(C1, C2)T = (0, 0)T . A tym samym zagadnienie (9.10) ma jedyne rozwi¡zanie zerowe.



9.1. ISTNIENIE I JEDNOZNACZNO�� ROZWI�ZA� LINIOWYCH PROBLEMÓWBRZEGOWYCH171

Przykªad 9.2. Rozwi¡za¢ problem brzegowy
x′′ + x = 0
x(t1) = 0
x(t2) = 0

. (9.11)

W stosunku do poprzedniego przykªadu zmienili±my tylko znak przed funkcj¡ x w równaniu.
Ale to zupeªnie zmienia posta¢ jego rozwi¡zania ogólnego

x = C1 cos t+ C2 sin t, C1, C2 ∈ R.

Teraz po podstawieniu warunków brzegowych otrzymujemy ukªad równa« algebraicznych[
cos t1 sin t1
cos t2 sin t2

] [
C1
C2

]
=
[
0
0

]
.

Wyznacznik

∆ =

∣∣∣∣∣ cos t1 sin t1cos t2 sin t2

∣∣∣∣∣ = cos t1 sin t2 − cos t2 sin t1 = sin (t2 − t1)
jest ró»ny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy t2− t1 ̸= kπ, k ∈ N. A wi¦c tylko wtedy (C1, C2)T =
(0, 0)T jest jedynym rozwi¡zaniem powy»szego ukªadu, a zatem dokªadnie wtedy problem (9.11)
ma jedyne rozwi¡zanie zerowe. W przeciwnym razie zagadnienie (9.11) ma niesko«czenie wiele
rozwi¡za«. Przy czym je±li cos t1 ̸= 0, czyli t1 ̸= π2 + lπ, l ∈ Z, to

x = (−C2tg t1) cos t+ C2 sin t, C2 ∈ R.

Je±li za± cos t1 = 0, czyli t1 = π2 + lπ, l ∈ Z, to

x = C1 cos t, C1 ∈ R.

Dla przykªadu, je±li I =
[
0, π2

]
, to nasz problem ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie zerowe.

Je±li I = [0, π], to ma on niesko«czenie wiele rozwi¡za« x = C2 sin t, C2 ∈ R, a je±li I =
[
π
2 ,
3π
2

]
,

to ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« x = C1 cos t, C1 ∈ R,

Przykªad 9.3. Rozwi¡za¢ problem brzegowy
x′′ + x = 1
x(t1) = 0
x(t2) = 0

. (9.12)

Rozwi¡zanie ogólne równania dane jest wzorem

x = C1 cos t+ C2 sin t+ 1, C1, C2 ∈ R.

Bior¡c pod uwag¦ warunki brzegowe, otrzymujemy ukªad równa« algebraicznych[
cos t1 sin t1
cos t2 sin t2

] [
C1
C2

]
=
[
−1
−1

]
.

Zgodnie z analiz¡ przeprowadzon¡ w przykªadzie 9.2 ukªad ten, jak równie» zagadnienie (9.12),
maj¡ jedyne rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy t2− t1 ̸= kπ, k ∈ N. Obliczamy wyznaczniki:

∆1 =

∣∣∣∣∣ −1 sin t1−1 sin t2

∣∣∣∣∣ = sin t1 − sin t2, ∆2 =
∣∣∣∣∣ cos t1 −1cos t2 −1

∣∣∣∣∣ = cos t2 − cos t1.
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Wobec tego rozwa»any problem brzegowy tylko w tym przypadku ma dokªadnie jedno rozwi¡-
zanie postaci

x =
sin t1 − sin t2
sin (t2 − t1)

cos t+
cos t2 − cos t1
sin (t2 − t1)

sin t+ 1.

Przeanalizujmy teraz przypadek, gdy t2 − t1 = kπ, k ∈ N. A wi¦c je±li{
sin t1 = sin (t1 + kπ)
cos t1 = cos (t1 + kπ)

,

to problem (9.12) ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«, w przeciwnym razie jest sprzeczny. Pierw-
szy przypadek ma miejsce dla k = 2n, n ∈ N, a drugi dla k = 2n − 1, n ∈ N. Je±li k = 2n,
n ∈ N i cos t1 ̸= 0, czyli t1 ̸= π2 + lπ, l ∈ Z, to

x =
( −1
cos t1

− C2tg t1
)
cos t+ C2 sin t+ 1, C2 ∈ R.

Je±li za± k = 2n, n ∈ N i cos t1 = 0, czyli t1 = π2 + lπ, l ∈ Z, to

x = C1 cos t−
1
sin t1

sin t+ 1, C1 ∈ R.

Przykªadowo, je±li I =
[
0, π2

]
, to badany problem ma jedyne rozwi¡zanie x = − cos t−sin t+

1. Je±li I = [0, π], to jest on sprzeczny. Je±li I = [0, 2π], to ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«
x = − cos t + C2 sin t + 1, C2 ∈ R, a je±li I = [π2 ,

5π
2 ], to ma niesko«czenie wiele rozwi¡za«

x = C1 cos t− sin t+ 1, C1 ∈ R.

Przykªad 9.4. Rozwi¡za¢ problem brzegowy w zale»no±ci od parametrów a, b ∈ R
x′′ = 0
x′(t1) = a
x′(t2) = b

. (9.13)

Znajdujemy rozwi¡zanie ogólne równania

x = C1t+ C2, C1, C2 ∈ R

i jego pierwsz¡ pochodn¡
x′ = C1.

Patrz¡c na posta¢ pierwszej pochodnej rozwi¡zania ogólnego i warunki brzegowe, natychmiast
widzimy, »e je±li C1 = a = b, to zagadnienie (9.13) ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« x = at+C2,
C2 ∈ R, a je±li tak nie jest, to mamy sprzeczno±¢. Mo»emy te» post¡pi¢ inaczej, rozwi¡zuj¡c
ukªad równa« algebraicznych [

1 0
1 0

] [
C1
C2

]
=
[
a
b

]
.

Obliczamy wyznaczniki

∆ =

∣∣∣∣∣ 1 01 0
∣∣∣∣∣ = 0,

∆1 =

∣∣∣∣∣ a 0b 0

∣∣∣∣∣ = 0, ∆2 =
∣∣∣∣∣ 1 a
1 b

∣∣∣∣∣ = b− a.
Zatem ukªad ten, a co za tym idzie problem (9.13), ma niesko«czenie wiele rozwi¡za« x =
at+ C2, C2 ∈ R, gdy a = b, za± w przeciwnym razie jest sprzeczny.
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Zde�niujmy teraz dwa brzegowe liniowe rzeczywiste funkcjonaªy dziaªaj¡ce na przestrzeni
funkcji ró»niczkowalnych okre±lonych na przedziale I, za pomoc¡ wzorów

l1(x) = α1x(t1) + α2x′(t1) + α3x(t2) + α4x′(t2),

l2(x) = β1x(t1) + β2x′(t1) + β3x(t2) + β4x′(t2).

Twierdzenie 9.1. Zaªó»my, »e a0, a1, a2 ∈ C(I,R) i a0(t) ̸= 0, t ∈ I. Wówczas PBJ ma jedyne
rozwi¡zanie zerowe na I wtedy i tylko wtedy, gdy

∆ =

∣∣∣∣∣ l1(ϕ1) l1(ϕ2)
l2(ϕ1) l2(ϕ2)

∣∣∣∣∣ ̸= 0,
gdzie zbiór {ϕ1, ϕ2} jest ukªadem fundamentalnym równania (9.3) w przedziale I.

Dowód. Na podstawie twierdzenia 5.4 rozwi¡zanie ogólne równania (9.3) na I ma posta¢

x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t), C1, C2 ∈ R.

Po uwzgl¦dnieniu warunków brzegowych (9.4) mamy l1(x) = 0 i l2(x) = 0, co generuje jedno-
rodny ukªad równa« algebraicznych[

l1(ϕ1) l1(ϕ2)
l2(ϕ1) l2(ϕ2)

] [
C1
C2

]
=
[
0
0

]
. (9.14)

Ukªad ten, zgodnie z twierdzeniem Cramera, ma jedyne rozwi¡zanie zerowe (C1, C2)T = (0, 0)T ,
a tym samym PBJ ma jedyne rozwi¡zanie zerowe na I, wtedy i tylko wtedy, gdy ∆ ̸= 0.

Uwaga 9.1. Niosobliwo±¢ macierzy ukªadu (9.14) nie zale»y od wyboru ukªadu fundamental-
nego równania (9.3) w przedziale I. Istotnie, przypu±¢my, »e zbiór {ϕ̃1, ϕ̃2} jest innym ukªadem
fundamentalnym tego równania w przedziale I. Rozwi¡zanie ogólne równania (9.3) na I dane
jest wzorem

x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t), C1, C2 ∈ R.

W konsekwencji istnieje nieosobliwa macierz

C =
[
c11 c12
c21 c22

]

taka, »e {
ϕ̃1(t) = c11ϕ1(t) + c12ϕ2(t)
ϕ̃2(t) = c21ϕ1(t) + c22ϕ2(t)

.

St¡d wynika, »e [
l1(ϕ̃1) l1(ϕ̃2)
l2(ϕ̃1) l2(ϕ̃2)

]
=
[
l1(ϕ1) l1(ϕ2)
l2(ϕ1) l2(ϕ2)

] [
c11 c21
c12 c22

]
.

Zatem
∆̃ = ∆ |CT |.

Warunek ∆ ̸= 0 implikuje ∆̃ ̸= 0.
Sprawd¹my jeszcze, »e rzeczywi±cie macierz C jest nieosobliwa. Przypu±¢my, »e jest ona

osobliwa. Rozwa»my zerow¡ liniow¡ kombinacj¦

αϕ̃1(t) + βϕ̃2(t) = 0, t ∈ I.
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Obliczamy:

α(c11ϕ1(t) + c12ϕ2(t)) + β(c21ϕ1(t) + c22ϕ2(t)) = 0, t ∈ I

(αc11 + βc21)ϕ1(t) + (αc12 + βc22)ϕ2(t) = 0, t ∈ I.

Na podstawie liniowej niezale»no±ci funkcji ϕ1, ϕ2 stwierdzamy, »e

{
αc11 + βc21 = 0
αc12 + βc22 = 0

,

lub równowa»nie w zapisie macierzowym

[
c11 c21
c12 c22

] [
α
β

]
=
[
0
0

]
.

Z osobliwo±ci macierzy C, a wi¦c i CT wynika istnienie rozwi¡zania (α, β)T ̸= (0, 0)T powy»szego
ukªadu, co przeczy liniowej niezale»no±ci funkcji ϕ̃1, ϕ̃2.

Twierdzenie 9.2. Zaªó»my, »e a0, a1, a2, b ∈ C(I,R) i a0(t) ̸= 0, t ∈ I. Wówczas PBN ma
dokªadnie jedno rozwi¡zanie na I wtedy i tylko wtedy, gdy PBJ z nim skojarzony ma jedyne
rozwi¡zanie zerowe na I.

Dowód. Ustalmy funkcj¦ b oraz staªe γ1 i γ2. Niech zbiór {ϕ1, ϕ2} b¦dzie ukªadem funda-
mentalnym równania (9.3) skojarzonego z równaniem (9.1) w przedziale I, za± ϕ0 - rozwi¡za-
niem szczególnym równanania (9.1) na I. Wówczas, jako wiadomo z twierdzenia 5.5, rozwi¡zanie
ogólne równania (9.1) na I wyra»a si¦ wzorem

x(t) = C1ϕ1(t) + C2ϕ2(t) + ϕ0(t), C1, C2 ∈ R.

Uwzgl¦dnienie warunków brzegowych (9.2), tzn. »e l1(x) = γ1 i l2(x) = γ2, implikuje niejedno-
rodny ukªad równa« algebraicznych

[
l1(ϕ1) l1(ϕ2)
l2(ϕ1) l2(ϕ2)

] [
C1
C2

]
=
[
γ1 − l1(ϕ0)
γ2 − l2(ϕ0)

]
.

Ze wzgl¦du na twierdzenie Cramera, powy»szy ukªad ma jedyne rozwi¡zanie, a wi¦c PBN ma
jedyne rozwi¡zanie na I, wtedy i tylko wtedy, gdy

∆ =

∣∣∣∣∣ l1(ϕ1) l1(ϕ2)
l2(ϕ1) l2(ϕ2)

∣∣∣∣∣ ̸= 0.
Teza wynika wprost z twierdzenia 9.1.

Uwaga 9.2. Dla warunków brzegowych Dirichleta i Neumanna mamy odpowiednio

∆ =

∣∣∣∣∣ ϕ1(t1) ϕ2(t1)
ϕ1(t2) ϕ2(t2)

∣∣∣∣∣ ,

∆ =

∣∣∣∣∣ ϕ′1(t1) ϕ′2(t1)
ϕ′1(t2) ϕ′2(t2)

∣∣∣∣∣ .
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9.2 Regularne zagadnienie Sturma-Liouville'a

Równanie
(p(t)x′)′ + (q(t) + λr(t))x = 0 (9.15)

z warunkami brzegowymi {
α1x(t1) + α2x′(t1) = γ1
β1x(t2) + β2x′(t2) = γ2

, (9.16)

gdzie funkcje p, q, r : R ⊃ I → R, p jest ró»niczkowalna i p(t) ̸= 0 dla t ∈ I oraz staªe
αi, βi, γi ∈ R, i = 1, 2, α21 + α22 > 0, β21 + β22 > 0 s¡ dane, za± λ ∈ C jest parametrem
nazywamy regularnym zagadnieniem Sturma-Liouville'a. Je±li γ1 = γ2 = 0, tzn. »e{

α1x(t1) + α2x′(t1) = 0
β1x(t2) + β2x′(t2) = 0

, (9.17)

to mówimy, »e problem brzegowy (9.15), (9.17) jest jednorodnym regularnym zagadnieniem
Sturma-Liouville'a. W przeciwnym razie problem brzegowy (9.15), (9.16) jest niejednorodnym
regularnym zagadnieniem Sturma-Liouville'a. Zwró¢my uwag¦, »e równanie (9.15) mo»na uzy-
ska¢ z równania (9.3), kªad¡c a0 = p, a1 = p′, a2 = q + λr. Rozwi¡zanie zagadnienia Sturma-
Liouville'a polega na wyznaczeniu wszystkich par (λ, x) speªniaj¡cych problem (9.15), (9.16).
Nale»y zaznaczy¢, »e wspóªczynnik a2 mo»e teraz przyjmowa¢ warto±ci zespolone, gdy» λ ∈ C.
A skoro tak, to dopuszczamy te» rozwi¡zania x o warto±ciach zespolonych.

De�nicja 9.1. Liczb¦ λ ∈ C, dla której regularne zagadnienie Sturma-Liouville'a (9.15), (9.16)
ma niezerowe rozwi¡zanie x nazywamy warto±ci¡ wªasn¡ tego problemu. Rozwi¡zanie x nazy-
wamy wtedy jego funkcj¡ wªasn¡ i oznaczamy symbolem ϕ. Analogicznie de�niuje si¦ te poj¦cia
dla wszystkich problemów Sturma-Liouville'a (9.1), (9.2), tzn. takich, »e wspóªczynniki w rów-
naniu (9.1) zale»¡ od parametru λ.

Twierdzenie 9.3. Zaªó»my, »e p ∈ C1(I,R) i q, r ∈ C(I,R). Niech λ b¦dzie waro±ci¡ wªasn¡
problemu (9.15), (9.17), za± ϕ1, ϕ2 odpowiadaj¡cymi jej funkcjami wªasnymi. Wówczas funkcje
ϕ1, ϕ2 s¡ liniowo zale»ne.

Twierdzenie 9.4. Zaªó»my, »e p ∈ C1(I,R), q, r ∈ C(I,R) i r(t) > 0, t ∈ I. Niech λ1,
λ2, λ1 ̸= λ2, b¦d¡ waro±ciami wªasnymi problemu (9.15), (9.17), za± ϕ1, ϕ2 odpowiadaj¡cymi
im funkcjami wªasnymi. Wówczas funkcje ϕ1, ϕ2 s¡ ortogonalne w przestrzeni L2(I) z funkcj¡
wagow¡ r, tzn. »e ∫ t2

t1
r(t)ϕ1(t)ϕ2(t) dt = 0.

Ponadto funkcje ϕ1, ϕ2 s¡ liniowo niezale»ne.

Twierdzenie 9.5. Je±li p ∈ C1(I,R), q, r ∈ C(I,R) i r(t) > 0, t ∈ I, to warto±ci wªasne
problemu (9.15), (9.17) s¡ rzeczywiste.

Twierdzenie 9.6. Zaªó»my, »e p ∈ C1(I,R), q, r ∈ C(I,R) i p(t), r(t) > 0, t ∈ I. Wtedy zbiór
warto±ci wªasnych problemu (9.15), (9.17) jest przeliczalny i istnieje ci¡g (λn, ϕn), n ∈ N0
warto±ci wªasnych i funkcji wªasnych z dokªadno±ci¡ do staªej, tego problemu taki, »e:

1. λn ∈ R, λ0 < λ1 < λ2 < ...,

2. ϕn ma dokªadnie n miejsc zerowych w przedziale (t1, t2),

3. limn→∞ λn =∞.
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Przykªad 9.5. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i funkcje wªasne problemu brzegowego
x′′ + λx = 0
x(0) = 0
x(π) = 0

. (9.18)

Z twierdzenia 9.6 zastosowanego do naszego zagadnienia wnioskujemy w szczególno±ci, »e zbiór
warto±ci wªasnych jest przeliczalny i s¡ one rzeczywiste.

Przypu±¢my, »e λ = 0 jest warto±ci¡ wªasn¡. Wówczas rozwi¡zanie ogólne równania ró»-
niczkowego ma posta¢

x = C1 + C2t.

Po uwzgl¦dnieniu warunków brzegowych otrzymujemy natychmiast, »e x(t) ≡ 0 i mamy sprzecz-
no±¢.

Sprawd¹my przypadek, gdy λ < 0. Rozwi¡zanie ogólne dane jest teraz wzorem

x = C1e
√
−λt + C2e−

√
−λt.

Warunki brzegowe generuj¡ ukªad równa«, który mo»na zapisa¢ macierzowo[
1 1

e
√
−λπ e−

√
−λπ

] [
C1
C2

]
=
[
0
0

]
.

Wyznacznik ∣∣∣∣∣ 1 1
e
√
−λπ e−

√
−λπ

∣∣∣∣∣ = e−√−λπ − e√−λπ ̸= 0,
a wi¦c C1 = C2 = 0, x(t) ≡ 0 i znowu dostajemy sprzeczno±¢.

Je±li λ > 0, to
x = C1 cos

√
λt+ C2 sin

√
λt

jest rozwi¡zaniem ogólnym. Z warunków brzegowych wynika, »e C1 = 0 i C2 sin
√
λπ = 0.

Zatem, »eby x nie byªo rozwi¡zaniem to»samo±ciowo równym zeru, to C2 ̸= 0 i sin
√
λπ = 0. A

to poci¡ga
√
λπ = nπ, n ∈ N. Ostatecznie

λn−1 = n2, ϕn−1(t) = C2 sinnt, C2 ̸= 0, n ∈ N.

Widzimy, »e otrzymany wynik potwierdza tez¦ twierdzenia 9.6.

Przykªad 9.6. Szczególnym przypadkiem równania (9.15) jest jednowymiarowe stacjonarne
równanie Schrödingera

− ℏ2

2m
△ψ + V (x)ψ = Eψ. (9.19)

Szukane s¡ pary (E,ψ), gdzie E ∈ R, ψ = ψ(x) jest funkcj¡ zespolon¡; x oznacza poªo»enie
cz¡stki. W tym modelu matematycznym zakªada si¦, »e cz¡stka porusza si¦ w potencjalnym
polu siª niezale»nym od czasu V (x) lub jest odizolowana od otoczenia. Symbol m oznacza mas¦
cz¡stki, E jej energi¦ caªkowit¡, która w tym przypadku nie zale»y od czasu t, za± ℏ = h

2π , gdzie
h jest staª¡ Plancka. Równanie (9.19) mo»na zapisa¢ w postaci(

ℏ2

2m
ψ′
)′
+ (−V (x) + E)ψ = 0. (9.20)

Zarówno równanie (9.19), jak i jego wersja ewolucyjna

iℏ
∂Ψ
∂t
= − ℏ2

2m
△Ψ+ V (x)Ψ, (9.21)
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dla ró»nych wymiarów, s¡ podstawowymi równaniami nierelatywistycznej mechaniki kwanto-
wej, sformuªowanymi przez E. Schrödingera w 1926 roku. W ogólno±ci, potencjaª V w równaniu
(9.21) mo»e zale»e¢ od t. Mechanika kwantowa to teoria �zyczna rozszerzaj¡ca mechanik¦ kla-
syczn¡, konieczna do poprawnego opisu mikro±wiata, tj. pojedynczych cz¡stek elementarnych i
ich ukªadów jak atomy czy jony. Jest te» konieczna do wyja±nienia niektórych zjawisk makro-
skopowych jak nadprzewodnictwo czy nadciekªo±¢.

Równanie Schrödingera wi¡»e wªasno±ci falowe i korpuskularne materii. Wedªug hipotezy
de Broglie'a dualizmu korpuskularno-falowego ka»da cz¡stka kwantowa, taka jak na przykªad
elektron, jest reprezentowana przez fal¦ materii, której amplituda okre±la prawdopodobie«stwo
znalezienia cz¡stki. Zgodnie z zasad¡ nieoznaczono±ci Heinsenberga, nie jest mo»liwa obserwacja
poªo»enia cz¡stki elementarnej w konkretnym czasie. Charakterystyczn¡ cech¡ mechaniki kwan-
towej jest to, »e nie opisuje ona wprost zmienno±ci (ewolucji) mierzalnych wielko±ci �zycznych
jak poªo»enie ciaªa czy jego pr¦dko±¢, lecz z pewnym prawdopodobie«stwem. Probabilistyczny
sens funkcji falowej Ψ(t, x) podaª M. Born w 1926 roku. Wyja±niª on, »e funkcja |Ψ(t, x)| ozna-
cza g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa, z jakim cz¡stka znajduje si¦ w ustalonej chwili t w poªo»eniu
x. W naszym modelu, w którym V = V (x), prawdopodobie«stwo to nie zale»y od t, poniewa»
zachodzi zwi¡zek

Ψ(t, x) = e−
i
ℏEtψ(x), (9.22)

a st¡d |Ψ(t, x)| = |ψ(x)|. Je±li V zale»y od t, to wspomniane prawdopodobie«stwo te» zale»y
od t.

Konieczno±¢ teoretycznego wprowadzenia kwantyzacji ukªadów �zycznych na pocz¡tku XX
wieku wynikªa z nowo odkrytych faktów do±wiadczalnych. Stwierdzono bowiem, »e niektóre
ukªady �zyczne nie przyjmuj¡ dowolnych warto±ci energii, a jedynie warto±ci dyskretne. Od-
kryto na przykªad, »e pojedyncze atomy daj¡ dyskretne widmo promieniowania, ciaªa staªe
emituj¡ promieniowanie termiczne o tzw. rozkªadzie ciaªa doskonale czarnego, które daªo si¦
wyja±ni¢, jedynie przyjmuj¡c emisj¦ promieniowania w postaci dyskretnych porcji � fotonów;
jony w ciaªach staªych maj¡ dyskretne energie, co ma wpªyw na charakterystyczn¡ warto±¢
ich ciepªa wªa±ciwego. Twierdzenie 9.6 zastosowane do stacjonarnego równanania Schrödingera
(9.19) potwierdza te �zyczne obserwacje. Mo»na przyj¡¢ odpowiednio du»y przedziaª I = [x1, x2]
i przykªadowo warunki Dirichleta na jego brzegu: ψ(x1) = 0, ψ(x2) = 0.

9.3 Zadania

1. Wyznaczy¢ warto±ci wªasne i funkcje wªasne problemu brzegowego
x′′ + λ2x = 0
x(0) = x(π)
x′(0) = x′(π)

. (9.23)
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Rozdziaª 10

Metoda szeregów pot¦gowych

Spróbujmy znale¹¢ rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowego

x′ = x, x(0) = 1 (10.1)

w postaci sumy szeregu pot¦gowego
∑∞
n=0 ant

n o dodatnim promieniu zbie»no±ci. Przypu±¢my
wi¦c, »e

x(t) =
∞∑
n=0

ant
n.

Po zró»niczkowaniu

x′(t) =
∞∑
n=1

nant
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1tn,

wstawieniu do równania w problemie Cauchy'ego (10.1)

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1tn =
∞∑
n=0

ant
n

i uwzgl¦dnieniu warunku pocz¡tkowego w tym zagadnieniu

x(0) = a0

otrzymujemy zale»no±¢ rekurencyjn¡ na wspóªczynniki szeregu{
a0 = 1
(n+ 1)an+1 = an, n ∈ N0

.

W konsekwencji

an =
1
n!
,

a szukane rozwi¡zanie przyjmuje posta¢

x(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
= et, t ∈ R.

De�nicja 10.1. Funkcja x : R ⊃ (a, b) → R jest analityczna, gdy dla dowolnego t0 ∈ (a, b)
zachodzi wzór

x(t) =
∞∑
n=0

an(t− t0)n,

gdzie (an) jest ci¡giem liczb rzeczywistych, a powy»szy szereg jest zbie»ny do x(t) dla ka»dego
t z pewnego otoczenia punktu t0.
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De�nicja 10.2. Funkcja f : R2 ⊃ U → R, gdzie U jest zbiorem otwartym, jest analityczna,
gdy dla dowolnego (t0, x0) ∈ U zachodzi wzór

f(t, x) =
∞∑
n=0

n1+n2=n

an1n2(t− t0)n1(x− x0)n2 ,

gdzie (an1n2) jest ci¡giem liczb rzeczywistych, a powy»szy szereg jest zbie»ny do f(t, x) dla
ka»dego (t, x) z pewnego otoczenia punktu (t0, x0).

Uwaga 10.1. Mo»na powiedzie¢, »e funkcje x : R ⊃ (a, b) → R i f : R2 ⊃ U → R, gdzie U
jest zbiorem otwartym, s¡ analityczne, gdy s¡ lokalnie rozwijalne w szereg Taylora. Przykªadem
funkcji, która jest klasy C∞, ale nie jest analityczna jest funkcja Cauchy'ego

x(t) =
{
e−

1
t2 , t ̸= 0
0, t = 0

.

Analityczno±¢ tej funkcji psuje punkt t0 = 0, gdy» x(n)(0) = 0, n ∈ N0 i wobec tego promie«
zbie»no±ci szeregu Taylora o ±rodku w t0 = 0 (szeregu Maclaurina) generowanego przez funkcj¦
x jest równy zeru.

Uwaga 10.2. Ka»dy wielomian jest funkcj¡ analityczn¡ na R.

Zauwa»my, »e funkcja f(x) = x, x ∈ R generuj¡ca równanie w zagadnieniu pocz¡tkowym
(10.1) jest analityczna i znalezione powy»ej rozwi¡zanie tego problemu te» jest analityczne.
Na podstawie twierdzenia 3.9 Picarda jest to jedyne rozwi¡zanie analityczne, a nawet jest ono
jedyne w klasie C1. Okazuje si¦, »e prawdziwe jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 10.1 (Cauchy-Kowalewska, lokalne istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« ana-
litycznych). Zaªó»my, »e f : R2 ⊃ U → R jest funkcj¡ analityczn¡, gdzie U jest zbiorem
otwartym. Wówczas dla dowolnego punktu (t0, x0) ∈ U problem Cauchy'ego

x′ = f(t, x), x(t0) = x0 (10.2)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie analityczne (lokalne).
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