STRUKTURY ALGEBRAICZNE

Definicja 1

Z: niech A oznacza zbidr, A+ Q&

Dziataniem wewnetrznym (dziataniem) okreslonym w zb. A nazywamy
kazde odwzorowanie:

h: AxA—A. Warto$¢ tego odwzorowania h(a, b) nazywamy wynikiem
dziatania

Oznaczenia: (A, h) lub (A, )
Zamiast h(a, b) piszemy a-b

Uwaga:
Zapis aob utozsamiamy z wynikiem dziatania.

Przyktad 1

a).

h: ZxZ > Z

h(n, k) =n+k (n + k) eZ
Piszemy: (Z, +)

b).

Z* h(n, k) ="

k
Powyzsze dziatanie nie jest dziataniem okresSlonym w Z *,

Definicja 2

Dane sg zbiory F, X takie, ze: F,XzJ

Dziataniem zewnetrznym w zbiorze X nazywamy kazde odwzorowanie g:
FxX—>X

Oznaczamy: g(a,a), gdzie aeF,aeX

gla,a)=a*a.

Przykiad 2
X zbiér wektoréw zaczepionych na ptaszczyznie
F=R
* dziatanie mnozenia wektora przez liczbe (wynikiem wektor).

Wiasnosci dziatania wewnetrznego:
Z: (A,0), o-jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze A

1) Dziatanie o jest tgczne jesli: Vx,ye A:(xoy)oz=xo(yoz)
2) Dziatanie o jest przemienne jesli: Vx,ye A:xoy=yox
3) e Ajest elementem neutralnym dziatania jesli: Vvx e A:xoce=eox=x
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Twierdzenie 1
Jezeli w zbiorze A z dziataniem wewnetrznym o istnieje element neutralny
to jest on jedyny.

4) Jesli istnieje element neutralny ecA to elementem przeciwnym
(odwrotnym, symetrycznym) do x e Anazywamy taki elementx'e A,
z€: Xox'=xox=e

Uwaga:

Jesli dziatanie jest tgczne i istnieje element neutralny tego dziatania
to jesli jakis element posiada element odwrotny to jest on jedyny i
wowczas: (x')=x.

Przyktad 2
Z:(z,+), e=0

Vx=keZ Ix' = -kix+x' = 0(kazdy element x zb.Z posiada element
odwrotny —-x)

Definicja. 3
Z: (A,0), A+ , o- dziatanie wewnetrzne w zb. A.
Strukture (A,o) nazywamy GRUPA jezeli spetnione sq warunki:
1) Vx,y,ze A:(Xoy)oz=Xo(yoz)
2) dee AAVXeA:xoe=eox=X
3) VxeAdx'e A:xox'=x"ox=¢
Jezeli dodatkowo zachodzi warunek:
4) VX,yeA:Xoy=yoXx
to GRUPE nazywamy GRUPA PRZEMIENNA (ABELOWA).

Przykiad 3
(Z, +) jest grupq abelowq poniewaz:

e + jest dziataniem wewnetrznym w Z

e dodawanie jest tqczne

e elementem neutralnym tego dziatanie jest e = 0

e kazda liczba catkowita posiada liczbe przeciwng (catkowitq)
Przyktad 4

(Q*,-) jest grupg abelowg poniewaz:
e mnozenie jest dziataniem wewnetrznym w Q*
e elementem neutralnym tego dziatania jeste = 1

[ ]
VxeQ*IX'=1l:x-1=1

e mnozenie jest przemienne

Przykiad 5
Z:A=1[-1,1], (A, +)
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W tym przypadku + nie jest dziataniem wewnetrznym w A poniewaz
Ix,yeA:(x+y)gA

Np. l+§=§ l,ieA §§EA
2 4 4 274 4
Definicja 4

Z: (P,o,%), P# O, o, *- dziatania wewnetrzne w zbiorze A.
Strukture (P,-,*) nazywamy PIERSCIENIEM jeéli spetnione sa warunki:
1) struktura (P,o) jest grupg abelowg

) VX,y,zeP:(X*y)*z=x*(y*2Z)

3) VX,y,zeP:(Xoy)*z=(x*2z)o(yoz) A
x*(yoz)=(x*y)o(x*2)

Definicja 5

Z: (P,o,*) - pierscien

Dziatanie ze wzgledu na ktére pierscien jest grupg abelowg nazywamy
dziataniem addytywnym i oznaczamy je +. Element neutralny tego
dziatania nazywamy zerem, oznaczamy O.

Drugie dziatanie nazywamy dziataniem multiplikatywne, oznaczamy je ,,-”

Przykiad 6

Struktura (Z, +, -)- jest pierscieniem poniewaz:
e (Z,+) - jest grupg abelowg (sprawdziliSmy wczesniej)
e mnozenie jest fqczne
e mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania

Definicja 6

Z: (P, o, *) - pierscien

a). Jezeli oprocz warunkow z definicji 4 istnieje element neutralny ze
wzgledu na dziatania multiplikatywne to element ten nazywamy jedynka,
oznaczamy 1 i méwimy, ze mamy pierscien z jednoscia.

b). Jezeli: Vx,yeP:x-y=y-x to médwimy, ze jest to pierscien przemienny.

C). X, y nazywamy dzielnikami 0 < 3x,yeP:x-y=0Ax#0Ay=0.

d) Jezeli istniejg dzielniki 0 w pierscieniu mowimy, ze jest to pierscien z
dzielnikami zera.

e) Pierscien przemienny, z jednoscig i bez dzielnikdw zera nazywamy
pierscieniem catkowitym.

Przykiad 7
Z: (Z, +, -) pierscien
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k-n=0<k=0vn=0
Czyli w tym pierscieniu nie istniejg dzielniki zera.

Definicja. 7
Z: Dziatania + i - to dziatania wewnetrzne w zbiorze K
Strukture (K, +, -) nazywamy CIALEM jesli spetnione sg warunki:
1) Struktura (K, +) jest grupq abelowg
2) Struktura (K-{0}, -) jest grupq
3) vx,yeK:(x+y)-z=(x-2)+(y-2) A
X (y+2)=(xy)+(x-2)
Jezeli ponadto spetniony jest warunek:
4) Vx,yeK:x-y=y-x
mowimy, ze ciato jest ciatem przemiennym.

Uwaga:
Czesto majac na mysli ciato przemienne méwimy tylko: ciato.

Przyktad 8
(R, +, -) — ciato liczb rzeczywistych
(C, +, -) — ciato liczb zespolonych

Obydwa w/w ciata sg ciatami przemiennymi.
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