NAZEWNICTWO:

<=> réwnowaznos¢ z definicji
‘= réwnos¢ z definicji
Y dla kazdego
q istnieje

3! istnieje doktadnie jeden

ZBIORY

N={0,1,2,..)

Z, - catkowite 7" - catkowite bez zera
Q - wymierne Q_- ujemne plus zero
R - rzeczywiste

C

A B - zawieranie stabe

zespolone

UA, = {X: d:Xx 6/4/-} - suma zbioréw, unia zbioréw

ied reJ

ﬂ/l,- = {X: .V;:X 6/4,-} - iloczyn zbiordéw
/e

fed

J - zbidr iteratorow

Zbiér podzbioréw zbioru E 2F = {/4 CAc E}
E: Aec2t;
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ILOCZYN KARTEZJANSKI ZBIOROW

Definicja 1.
Parg lub dwdjka elementdw nazywamy z definicji zbidér

@.6)={{a).(2.6))

Uwaga:
(b.2)={{b}.{a.b}}
(@,b)#(b,a)
Definicja 2.
@,b)
pierwszy drugi

element pary element pary

(a nie: pierwsza (a nie: druga

wspotrzedna pary!) wspétrzedna pary!)

Twierdzenie 1.

Dwie pary sg rowne wtedy i tylko wtedy gdy odpowiednie elementy sg
rowne

@b)=(c,dy<=a=crb=d

Definicja 3.
Trojki elementéw to zbior

@.b,0)=((a,b).c)
n-ka (enka) to zbior
(3,,8,,;,...8, ,3,)=((8,.9,.9;,...4,.,).4,)

Uwaga
Dwie enki sg rowne wtedy i tylko wtedy gdy odpowiednie elementy sg
rowne.

Definicja 4.
1° A OAB#D
AxB:z{(X,y):XeA/\yeB}
2° A=OvB=0
AxB =

czytamy A razy B lub A po kartezjansku B
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Przyktad 1.

A=[1, 5]

B=[2, 6]
AxB={(x,y): x e[L;5|n y €[2;6]]

A

v

BxA={(x,y):x €[2,61ny €[1;5]}
Whniosek: Iloczyn kartezjanski nie jest przemienny.

Definicja 5.
1° AAA AN Y ArD
2,

n =

AxAxAx.xA ::{(XI,XZ,X3,...,X,,,) vV X, eA,.}

i=1,2,...n
20 ElA/:@ tO
AxAxAx.xA =

Definicja 5.
A#0
AxAxAx..xA=A"
- ~ _J

n

Oznaczenie:
R’=RxR
R =RxRxR
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LICZBY ZESPOLONE

Definicja 1.

Liczbg zespolong z nazywamy pare liczb R. Pierwszy element pary to
czesc¢ rzeczywista liczby zepolonej z (Rez) a drugi nazywamy czescig
urojong z (Imz)

z:=(X, Y) X,y eR
x=Rez, y=Imz,

i:=(0, 1) - jednostka urojona

DZIALANIA NA LICZBACH ZESPOLONYCH

z1=(X1, Y1) Z2=(X2, Y2)

1° z1= 25 1<=> X=X Y1i=Y2

2° Zi+ zo 1<=> (X1=X2, Y1+Y2)

3° z1* z; 1<=> (X1X2- Y1Y2, X1Y2- X2Y1)

UWAGA

Przyjmujgc oznaczenie z=(x, 0)=x zauwazmy, ze:

z1=(X1, 0)= X1, Z2=(X2, 0)= X2

to: Z1+z22=(X1+X2, 0)= X1+X2
z1*2,=(X1X2, 0)= x1X2

A
v |« 0$ urojonych

0S rzeczywista
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Uwaga:
1) z=(x, ¥) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (O, 1)(y, 0) = z = x+iy
Jest to postac algebraiczna liczby zespolonej.

2) i’=i*i=(0, 1)(0, 1) = (-1, 0) =-1

WLASNOSCI DZIALAN NA LICZBACH ZESPOLONYCH

1° Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jest przemienne.
Z1+ 2= 2+ z21 N Z212>= 23721

2° Dodawanie i mnozenie liczb zespolonych jest taczne.
(Zl+ Zz)+Z3= Z1+ (Zz + Z3) = Z1+ 2 + Z3
(2122)23= 21(2223) = 212223

3° Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania
(21+Zz)Z3= Z2123+21Z3

WNIOSEK
Wszystkie wiasnosci i twierdzenia dla R wynikajace z powyzszych
witasnosci sq rowniez prawdziwe dla C .

PRZYKLAD 1.
z1=2-3i
z,=1+2i
z1*z;y = (2-3i)(1+2i)=2 + 4i - 3i - 6i°= 8 + i

UWAGA
)X,y eR X +y>=(x+iy)(x - iy)

2) " = %*Z*Z*...*; neNin=2

n
3)

I
C—
Y=

1
2
3_
4
5

4) z=(X,¥y) =Xx+iy
-z = (-X, -y) = -x - iy - liczba przeciwna

5) DZIELENIE
Z,=(X,Vy,) Z, =X, +1ly,
Z,=(X,,Y,)NZ,#0 Z,=X,+1ly,

Z _X +Y, (X)X =Y, XX+ VY, L XY XY,
ZZ

X2+l)/2_(X2+/)/2)(X2—/)/2) X22+y22 X22+y22
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PRZYKLAD 1.

342i  (B+2NI+7) _ 3+3i+2i+2i° 1+5/ _1,3;
=i (=)H(+1) JE 2
vA

Z3(X3,Y3)

" Z2(X2,Y2) 23=72471

»
>

0 X

Definicja 2.
z=(X,y) =X+ iy

|z =X’ +y° modutz z

Twierdzenie 1.
12| =0<=>2z=(0,0)=0

UWAGA:

wektor z1(X1,Y1)
wodzacy (2,
T

»
»

0 X

|z1- z2| = odlegtosé liczb jako punktédw na ptaszczyznie

Definicja 3.

Z=(X,y)=X+1ly
Z=(x,y)=x—-ly Liczba sprzezona do liczby z
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WLASNOSCI

Z,+2,=2,+2, |2, +z,|<|z,|+|z,]
22,=2*z, |2,2,]=|2[|2.|
(z,)_z, z|_lzl
(_zj_=2 z| |2l
Zz-z zz=|zf

UWAGA

W operacjach na liczbach zespolonych nie rozrézniamy nierdwnosci oraz
liczb ujemnych (sq tylko liczby przeciwne).

PRZYKLAD 2.
{z:|z-1+2i|<2} z=x+iy
X +iy—1+2i]<2
(X =D+i(y+2)|<2 X
Jx=1y +(y+2) <2
(X—])2+(y+2)2 <4

POSTAC TRYGONOMETRYCZNA LICZBY ZESPOLONEJ
z = x+iy=(x,y) Z2#0

v

Definicja 1.

Argumentem liczby zespolonej z rownej (x, y) # (0 nazywamy kazda liczbe
rzeczywista @ (miare tukowa kata) spetniajgca uktad (1) i oznaczamy
Argz. Dla liczby z=0 nie okreslamy albo przyjmujemy dowolna.

UWAGA:
p+2kn=Argz kel
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1) p=Argz to
(peArgz to @+2kneArgz)

2) p,=Argz ¢,=Argz to %IeZ 0, =0, +2kx

Definicja 2.
Argumentem gtdwnym liczby zespolonej z #0 nazywamy te sposrod liczb
spetniajacych uktad (1) ktoéra nalezy do przedziatu[0,27).

argz - argument gtéwny
Z#0 Z=Xx+Ily
(1) => x=|z|cosp
)% :‘Z‘ sin @
Z:‘Z‘(cosgo+/sin(p) (2)
Definicja 3
a) Postac (2) liczby zespolonej z to jej postac trygonometryczna. Kazdg
liczbe zespolong w tym 0 mozna przedstawi¢ w postaci
trygonometrycznej.

b) @ nie musi by¢ argumentem gt. ale w konretnych zadaniach
przyjmujemy Arg=arg.

PRZYKLAD 3:
z=—3+7/=(=/3,])

|z|=~3+1=2 y

J3 x|
T e NS
1 p=— 0 4 >

- 6
sing =— 0
®» 5 X

Niektére dziatania na liczbach zespolonych w postaci trygonometrycznej:
1) z,=z,<=>|z/|=|z,|rnp, =0+ 2k7 kel

2) z,z,=|z,|(cosg, +ising,)|z,|(cosp, +ising,) =
=|z]|2.|[(cos(@; +.)+ 7 sin(, +¢,)]

z, |ZI|(COS¢I +/sing,) B |ZI|

3) = — =
Z, |ZZ|(cosg02+/s1n(p2) |ZZ|

[(cos(¢, —p,) +/sin(p, — @,)]
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WNIOSEK:

Z= ‘Z‘ (cos@+/sin @)

N _ % 7% 7% %
z"=Z*z%z*.."Z
n

Z" = ‘Z‘n (cos N+ fsin Ne)

PRZYKLAD 4:

(_\/E + /)/7 = ‘2‘25 [cos(25 %ﬂ) +/sin(25 - g )]

Definicja 4 (pierwiastkowanie)
zeC Yz=w=<=>w"=z neN | weC
nx2

UWAGA:

Z:‘Z‘(cos¢+/sin¢)

w =‘W‘ (cos@+/sin )

Uz=w

w'=z<=> ‘Z‘ (cos@+/sing) = ‘W‘n (cos NG+ i sin Nb)

‘Z‘ =‘W‘n ANO =@+ 2k kel

3 . _@+2knm
<= |w| —\/E/\H——n
WNIOSEK

Jezeli z = ‘Z‘ (cos @+ /sin @)

+2knr . . @+2kx
{’/E:W =7z cos(p—+/sm—
e =4l cos = ~)
UWAGA
k=0,1,2,3,...,n-1
Dla liczby zespolonej z istnieje n pierwiastkéw Yz
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Przyktad 5.

0+2kn .. 0+2kr
{/Y:W =3/|1|(cos +/sin k=0,1,2
e =llcos = o)
W, =cos0+/sin0=1

27 .. 27 27 .. 27 1 \/§
W,=cos—+/siIn—=¢0S| 7 ——— [+/sSIN| T—— |=——+/—

3 3 3 3 2 2

dr .. 4r AN or JEENE]
W,=cos—+/sin—=cos| 7+— |+/sm| T+— |=———/—

3 3 3 3 2 2
UWAGA: Ay

N
NEZE

Pierwiastkéw %z jest n i wszystkie one lezg na okregu o érodku w (0, 0) i
promieniu rownym 7/|z| i dzielg ten okrag na n rownych czesci.

ROWNANIA

a,z"+a, ,z""'+.+az+a,=0 zeC a,#0 (I
aeC

UWAGA

Mozna udowodnié, ze
1) W C te rownanie (1) ma doktadnie n pierwiastkow (liczac krotnosci).

2) Jesli Y 4 €Rmozna udowodni¢, ze jezeli z; jest pierwiastkiem

i=1,..n

rownania to liczba z, tez jest pierwiastkiem tego réwnania.

PRZYKLAD 6.

z>+iz+ 2z =0
a=f7—8=-9

V=9=97° = {-:;ii

—2-3/ —2-3/
Z, = Z, =
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PRZYKLAD 7
2+ (2+)z-1+7i=0

2= 240 —4(=1+71)=4+4F —1+4-28/ =7 —24]

\/Z:\/7—24':X+/'y
|a| =~/49-576 = 25

cosQ = Z
25
sing = _2
25

Nie jesteSmy w stanie w prosty sposob rozwigzac tego uktadu réwnan.

Nalezy zatem wréci¢ do pierwiastka z delty:

Ja=\7-24i =x+iy x,yeR

724/ =(x +iy)’
7-24i =X’ =y’ +2xyi

Xz_yz =7
2xy = -24

X=4vX=—+4
y=-3vy=3
Zatem
F-{a
Z,==3+/
zZ,=1-2/
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