Odwzorowania liniowe w przestrzeni wektorowej

Definicja 1. (odwzorowania liniowego)
(X,K,+,9),(Y,K,+,-) - przestrzenie wektorowe
f:X —>Y jest odwzorowaniem liniowym &

lov)?l,)?zeX f()ﬁ +)72) :f(fl)*'f(fz)
2V, Vo f@X) =a f(F)

WNIOSEK:
Jezeli f: X — Y jest liniowe to:

I'f(0,)=0,
2 f(-%) =/ (%)
Twierdzenie 1.

Z:(X,K,+,7),(Y,K,+,") - przestrzenie wektorowe
T: f: X >Y jestliniowe <

Vimer Vaper DS @+ ) =af () + (X))

Twierdzenie 2.
(X,K,+,),(Y,K,+,)) - przestrzenie wektorowe
f:X > Y fjestliniowe <

al,azy..A,aneK: )?l,fz,A..,fneX:
f(al‘fl +a2)?2 +'+an)_cn) :alf(‘fl)+a2f(f2)+'+anf(fn)
Przyktad 1.
(R3,R,+,-) - przestrzeh wektorowa R’ — R’ taka, ze:
f((x,y,z)):(x—y+22,x+y+z,3x+3y+3z)

Niech u = (xl,x2,x3) Sprawdzmy, czy jest to odwzorowanie
_ liniowe
v :(ypyz:ys)
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f(m7+ﬁ\7):f(a(xl,xz,x3)+,B(yl,y2,y3)):
= f((ax, +,By1,ax2+ﬂy2,ax3+ﬁy3)):
=(a(x1—x2+2x3)+,8(y1—y2+2y3),a(xl+x2+x3)+
+ﬁ(y1+y2+y3),a(3xl+3x2+3x3)+,8(3y1+3y2+3y3))=
:a(xl—xz+2x3,xl+x2+x3,3x1+3x2+3x3)+ﬁ(y1—y2+2y3,y1+y2+y3,3y1+3y2+3y3):
af (x,%,x)+ B (v.y,y)=af(0)+Lf (V)

Odwzorowanie f jest liniowe

Definicja 2.

(X,K,+,),(Y.K,+,-) - przestrzenie wektorowe

f:X —>Y jestliniowe

Jadrem odwzorowania liniowego nazywamy ogot takich wektoréw z
przestrzeni X, ktorych wartosc jest wektorem zerowym przestrzeni Y

Kerf::{feX:f()T)zay}

Obrazem odwzorowania f (przeciwdziedzing, zbiorem wartosci)
nazywamy zbidr

Imf={yeY:3_,:7=/(®)

WNIOSEK:
ket = [{0}]
Imf:{f()?):)?eX}

A\

&
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Twierdzenie 3. - przestrzenie wektorowe
(X.K,+,-),(Y.K,+,")

f:X->Y i fliniowe

T, :(Kerf,K,+,-) podprzestrzen przestrzeni X
T, :(Imf,K,+,-) podprzestrzen przestrzeni Y

Twierdzenie 4.
Z: (X,K,+,-),(Y,K,+,-) - przestrzenie wektorowe
T: £ X > Y jest liniowe

dim X =dimKerf +dimIm f
Definicja 3.
(X,K,+,°),(Y,K,+,-),f:X—>Y f - liniowe
Wymiar obrazu nazywamy rzedem odwzorowania liniowego

dimIm f =1f

Definicja 4.
(X,K,+,'),(Y,K,+,') - przestrzenie wektorowe
f:X->Y

Odwzorowanie nazywamy monomorfizmem, jezeli jest liniowe i
injektywne (réznowartosciowe)

e Odwzorowanie nazywamy epimorfizmem, jezeli jest linowe i
surrjektywne (Im f=Y)

e Odwzorowanie nazywamy izomorfizmem, jezeli jest liniowe i bijektywne

Twierdzenie 5.
Z:(X,K,+,),(Y,K,+,) - przestrzenie wektorowe
f:X—>Y f-liniowe

T: fjest injektywne < Kerf :{6}

Twierdzenie 6.

Z:(X,K,+,),(Y,K,+,)- przestrzenie wektorowe
f:X->Y, f—monomorfizm

dimX =n

T:dimIm f =n
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Definicja 5.

(X,K,+,-),(Y,K,+,) - przestrzenie wektorowe
Mowimy, ze X i Y sg przestrzeniami izomorficznymi
X~Y<=3If:X—>Y if-izomorfizm

WNIOSEK:

X~Y=dimX =dimY

Twierdzenie 7.
Z:(X,K,+,),(Y,K,+,) - przestrzenie wektorowe
T:-X~Y<dmX=dmY

Definicja 6.
(X,K,+,'),(Y,K,+,') - przestrzenie wektorowe

L (X,Y):z{f:f:X—)Y/\ f - liniowe |

Twierdzenie 7.
Z:(X,K,+,),(Y,K,+,) - przestrzenie wektorowe

T:(L (X,Y),K,@,O) Jest przestrzeniq wektorowa
Gdzie © - dodawanie odwzorowan

®© - mnozenie odwzorowan przez skalary z ciata K

Definicja 7.

(X9K9+9')
f: X > XA f-liniowe

Odwzorowanie liniowe przestrzeni w samg siebie nazywamy
endomorfizmem

UWAGA
Z:(X,K,+,),(U,K,+,),(Y,K,+,-) - przestrzenie wektorowe

fel (X,U)agel (U,Y)
T:gofel (X,Y)
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Definicja 8.
(XaKa +, )

(K,K,+,-) Kazde ciato moze by¢ traktowane jako
przestrzen wektorowa nad samym sobg
Odwzorowanie liniowe f: X -> K nazywamy forma liniowg,

WNIOSEK

(L (X,U),K,"‘,') Zbioér form liniowych z dodawaniem i mnozeniem
odwzorowan przez skalar z ciata K jest
przestrzenig wektorowg

Definicja 9.
(L (X.,U),K,+,-)=X"

(X',K,+,-) - przestrzen dualna do przestrzeni X (przestrzen form

liniowych okreslonych nad przestrzenig X)
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