Wartosci i wektory wilasne endomorfizmu (macierzy).
Diagonalizacja macierzy.

Def. 1
Z: (X, K,+, -) - przestrzen wektorowa
f: X=X - endomorfizm

LeK nazywamy wartoséciq wtasng endomorfizmu f :< istnieje veX,v=0
taki, ze f(v)=\v

Jezeli A jest wartoscig wtasng endomorfizmu f to kazdy wektor ue X, taki
ze f(w)=Au hazywamy wektorem wiasnym endomorfizmu f odpowiadajacym

wartosci wtasnej A.
A - zbior wartosci wtasnych nazywamy widmem endomorfizmu.
X, ={veXA(x)=Av}

Twierdzenie 1
Z: (X, K,+, -) - przestrzen wektorowa
f: X=X - endomorfizm
A - wartos¢ wtasna endomorfizmu
T: (X3, K,+, -) — jest podprzestrzenig przestrzeni X

Def. 2
(X., K,+, -) — nazywamy przestrzenig witasng endomorfizmu f.
Whniosek: dimX;>1

Przyktad 1

Z: (C:,R,+,) (CZ,R,+,-)-zbidr funkcji rozniczkowalnych
D: C">C"

D(f) = f'

reR

f: f(x) = a-e™  a - ustalona liczba
(D(F)(x)

f(x) = rae™
(D())(x) = rae™*=r-f(x)

Np. Dla A=3: X3={f: f(x) = a - ¥, acR }

Twierdzenie 2
Z: (X, K,+, -) - przestrzen wektorowa
f: X=X - endomorfizm
T: Jeden niezerowy wektor wtasny endomorfizmu odpowiada doktadnie
jednej wartosci wtasnej.
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Twierdzenie 3
Z: (X, K,+, -) - przestrzen wektorowa
f: X=X - endomorfizm

dimX=n
B=(e,¢,,...,¢,) - baza
A=M¢(B,B)

T: LeK jest wartoscig wtasng endomorfizmu < det(A - AI)=0

Def. 3
Z: Anwn=[aj] — macierz
A - nazywamy wartoscig wiasng macierzy A :< det(A - AI)=0.

Jesdli A jest wartoscig wlasng macierzy A to kazdy wektor x: (A-AI)-X =0
nazywamy wektorem wtasnym macierzy A dopowiadajgcym wartosci
wiasnej A macierzy A.

Whniosek:
1. A=M¢ (B, B) Np. f: K"-»K"
L - jest wartoscig wtasng macierzy A < jest wartoscig wiasng
endomorfizmu f.
2. X - jest wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci witasnej A
macierzy A < jest wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartosci
wiasnej A endomorfizmu.

Uwaga

Ze wzgledu na Scisty zwigzek miedzy L endomorfizmu, a A macierzy
wszystkie twierdzenia udowodnione dla endomorfizmu sgq prawdziwe dla
macierzy.

Def. 4

a‘ll e a‘l
det(A-AD=det(| : . i |-}|.

a
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nl nn O
= AP, AT B LA L AR AR, = A(L)
A(A) - nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A

(endomorfizmu).
Wartosci wtasne macierzy (endomorfizmu) sg pierwiastkami jego
wielomianu charakterystycznego.

Uwaga
Wartosci wtasne endomorfizmu nie zalezg od wyboru bazy przestrzeni (sq
niezmiennikami endomorfizmu).

Wyktad dr Magdaleny Sekowskiej strona2z6 Czesc¢ 12 —-Wartosci i wektory wiasne




Przyktad 2

1 2 0
A=|0 2 0 f: R* >R’ (baza kanoniczna)
2 2 -1
-4 2 0
AA) =det(A-AD=| 0 2-12 0 [=Q2-A)A-2)(=1-2)
2 2 -1-A

AA) =0 A =2v A, =1vi=-I
k=1 k,=1 k,=1

Szukamy przestrzeni wtasnych.
Dla A=2
12 0[x] [o

0 0 0[lx,|=]0
2 2 3l|x] |o
Zbidér rozwigzan powyzszego rownania to przestrzen wtasna.

-X, +2x, =0
{-2)(] -2x,-3x,=0
-X, +2X, =0
{ -6x, —3x,=0

X, =2a
X, =a
X, =—2a

Czyli: Xo={(2a,0,-20)}={a(2,1,-2) aeR }
Analogiczne rozumowanie nalezy przeprowadzi¢ dla pozostatych wartosci
A

Twierdzenie 4
Z: (X,K,+, -) — przestrzen wektorowa

f: X > X endomorfizm

A A2, hpt AiEN = 1#] L — wartosci wtasne endomorfizmu

Vi, V,,.,V, 1 ¥, 2 0-wektory wtasne odpowiadajace wartosciom wtasnym A
T: v,,v,,..,V, - 5@ liniowo niezalezne
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Diagonalizowalnos¢
Def. 5
(X,K,+, -) - przestrzen wektorowa
f: X—>X endomorfizm
f — nazywamy endomorfizmmem diagonalizowalnym :< istnieje B — baza
przestrzeni X, wzgledem ktérej macierz tego endomorfizmu jest
diagonalna,

Twierdzenie 5
Z: (X,K,+, ) — przestrzen wektorowa
f: X»>X endomorfizm
T: f - jest endomorfizmmem diagonalizowalnym < w przestrzeni X istnieje
baza ztozona z wektorow wiasnych tego endomorfizmu.

Whioski:

(X,K,+, -) - przestrzen wektorowa f: X=X endomorfizm

1. Jesli endomorfizm f jest diagonalizowalny to w macierzy M¢(B,B) na
przekatnej gtdwnej znajdujq sie (niekoniecznie rézne) wartosci wtasne
endomorfizmu, a poza tym elementami macierzy s zera.

2. Warunkiem wystarczajgcym, ale nie koniecznym diagonalizowalnosci
endomorfizmu jest, aby miat w przestrzeni n — wymiarowej n -
wartosci wtasnych.

Def. 6

Anxn — 0 elementach z ciata K nazywamy diagonalizowalng jezeli jest
podobna do pewnej macierzy diagonalnej (3P — nieosobliwa A 3D -
diagonalna takie, ze: D=P1. A . P)

Whiosek:

A=M¢(B,B) f - endomorfizm

1. Z def. 2 wynika, ze A jest diagonalizowalna < f jest endomorfizmem
diagonalizowalnym.

2. Ze wzgledu na Scisty zwigzek macierzy i endomorfizméw twierdzenia
dotyczace twierdzenia dotyczace diagonalizwalnosci endomorfizmu sg
prawdziwe dla macierzy i na odwrot.

Przykiad 3
-1 0 -1
A=|3 2 3| Sprawdzi¢, czy A - diagonalizowalna.
30 1
-1 0 -1
det(A-AD=| 3 2% 3 |=@-nED)? T x‘:(z—x)(mz)
-3 0 1I-A
K1—2 k1—2
?\/2—_2 kz_l
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-1 0 -1 |x, 0
3 2 3|4x,[=|0
300 1 x, 0
X, X, =0 X, x,=0
3x, +4x, +3x, =0 4x, +6x, =0
-3x, +3x, =0 0=0
X, =0
X,=—2a
X, =0
X, ={a(1,-2,1), a e R}
dim X-2=1
r=2
30 -1 | x 0
3 0 3|4x,[=|0
30 -1 x, 0
-3%, X, =0 X, =0
3x, +3x, =0 x, =0
-3x, X, =0 X, =
X>={p(0,1,0), peR }
dim X;=1

Whniosek: Macierz nie jest diagonalizowalna poniewaz w R’ nie istnieje
baza wektorow witasnych.

Twierdzenie 6

Z: (X,K,+, ) - przestrzen wektorowa dim X=n
f: X=>X endomorfizm

AQ=EOA) T (Ahy)" - (A1)

Ki * 7\,j = i;tj

ki+kao+...+kp=n

T1: Vi=12,...p: [ <dim X,, <k
T2: (WKW) f - jest diagonalizowalny < Vi=1,2,...,p: dim X;i=k;

Przykiad 4
-1 0 -1
A=13 2 3
3 0 1

A(Z)=det(A-AI)=-(r-2)*(1+4)
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Sprawdzi¢, czy macierz A jest diagonalizowalna.

r=2 ki=2
7\,2=-4 k2= 1
dla 7\.1=2
30 -3 x 0
3 0 3(]x,[=|0
30 -3 |x, 0
-3X, -3x, =0
3x, +3x,=0
-3x, -3x,=0
-3X, -3x, =0 X, =a
0=0 X, =P
0=0 X, =—0

X2={OL(‘1,0,1)+B(0,1,0), a,peR }

dim X2=2
B=(V1=(_11011)IV2=(OI110);u3)
2 0 0
Wniosek: D=0 2 0
0O 0 4
Dla r,=4
3 0 -3]|x, 0
3 6 3||x,[=|0
30 3 X, 0
3x, -3x, =0 3x, 3%, =0
+ + =
3x,+6x, +3x,=0 6x, +6x, =0
-3x, 3x,=0 0=0
X3 =7
X, ==Y
X, =Y

X'4={y(1l-1ll)l YER}
U3=(1,1,1)=[1,'1,1]
B=(V1=(_11011)IV2=(01110);u3=(1l-1lo))

-1 0 1
P={0 1 -1
I 0 1
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