PRZESTRZEN WEKTOROWA (LINIOWA)

Def. 1
(X, K, ®, ®) X # @, K - ciato

@: XxX—>X (& todziatanie wewnetrzne w zbiorze X)
® : Kx X > X (® to dziatanie zewnetrzne w zbiorze X)

Strukture (X, K, ®, ®) nazywamy przestrzenig wektorowg <
1) Struktura (X, @) jest grupg abelowg
2) VXyeXVaeK:a®X®Y) = (a®X) D (0 ®Y)
3 Vo,peKVxeX:(a-f)®x=0®(B&Rx)
) ANOo+P)®x=(a®x)D(PRxX)
4) VxeX1®x=x

Elementy zbioru X nazywamy wektorami, a elementy ciata K — skalarami.

Przyjmujemy umowe:
X - wektor

X - przestrzen wektorowa

Przykiad 1

(R°, R, ®, ®)

Definiujemy dziatania:

R>> (X1, Y1, 21) ® (X2, Y2, Z2) i= (X1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + 22)
R>0®9 (X,Y,2) :=(aX, Yy, az)

Sprawdzamy czy (R3,R, ®, ®) jest przestrzeniq wektorowa.

Czy (]R3, @) jest grupq abelowg?

[(X1, Y1, Z1) © (X2, Y2, 22)] @ (X3, Y3, 23) = (X1 + X2, Y1 + V2, Z1 + Z2) @
(X3, Y3, z3) =(X1 + (X2 + X3), Y1 + (Y2+Y3), z1 + (Z2 +23)) = (X1, Y1, Z1) ©
[(XZI Y2, ZZ) @ (X3/ Y3, 23)]

whniosek: dziatanie @ jest tqczne

Z przemiennosci dodawania wynika przemiennos¢ dziatania ®.

Elementem neutralnym dziatania @ jest 0=(0, 0, 0)

Kazdy element (X, y, z) posiada element przeciwny rowny (-x, -y, -z)

bo (XI Y, Z) ® ('X/ -Y, 'Z) = (0/ 0, 0) A ('X/ -y, 'Z) ® (X/ Y, Z) = (OI 0, 0)
Wiec struktura (R3,®) jest grupg abelowa. Pozostate warunki tatwo
sprawdzic.

Whniosek: (R?3, R, ®, ®) - jest przestrzeniq wektorowa.

Przyjmujemy umowe:
Zamiast ® piszemy +, a zamiast ® piszemy -
zapisujemy: (X, K, +, -)

14

i przestrzen wektorowg
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Def. 2
Element neutralny dziatania + nazywamy wektorem zerowym i
oznaczamy: 0

Przykiad 2
X F(X,R) = {f: f: X>R} -- zb. odwzorowan

(F(XIR)IRI +I )
Definiujemy dziatania:
+: F(X,R) x F(X,R) »> F(X,R)
f,g e F(X,R)
f+g=h:o vVxeX:(f+g)(x)=1(x)+gx)=h(x)

a-f=g:evxeX (a-f)(X) =a- f(x)
W tym przypadku wektorami sg odwzorowania.
F(X,R)> 0: VxeX0(x)=0 (Wektorem zerowym jest odwzorowanie!)

tatwo zauwazy¢, ze spetnione sg odpowiednie warunki i struktura
(F(X,R),R, +, -) jest przestrzenig wektorowa.

Def. 3
Z: (X, K, +, ) — przestrzen wektorowa
Uzd,UcX

Strukture (U, K, +, ) nazywamy podprzestrzenig wektorowg przestrzeni X
=

1) VX, yeU:X+y)eU

2) VaeKVxeU:(a-X)eU

Przykiad 3
(R?, R, +, -) - przestrzen wektorowa (patrz: Przyktad 1)
a)., U:={(x,y,2)eR%: x+y+2z=0}

Sprawdzamy, czy (U, R, +, -) jest podprzestrzenig przestrzeni R 3.
U = & poniewaz np. (1,0, 1) e U

UBX=(X1,Y1,Z1):>X1+yl+21=0
UBY/ =(X2,y2,22):>x2+y2+22=0

Pytamy, czy x+y eU (pierwszy warunek podprzestrzeni)
X+y= (X1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + Z2)
X1+X2+Y1+Y2+21+22=(X1+yl+21)+(X2+Y2+22)=0+0

Teraz pytamy, czy o-X € U (drugi warunek podprzestrzeni)
o-X=a(X, Y, z) = (aX, ay, 0z)
oX+ay+taz=o(X+y+z)=a0=0
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Whniosek: poniewaz spetnione sg obydwa powyzsze warunki to (U,R,+, )
jest podprzestrzenia przestrzeni R

b), V:i={(x,y,2)e R3:x+y+z=1}
Sprawdzamy, czy struktura (V, R, +, ) jest podprzestrzeniq przestrzeni
R>.

V = J poniewaz np. (1, -1, 1) e V
VX = (X1, ¥Y1,Z1) > X1 +y1+z1=1
Vay =(x2,y2,22):>x2+y2+22= 1

Pytamy, czy x+y eU (pierwszy warunek podprzestrzeni)
X+y= (X1 + X2, Y1 + Y2, 21 + 22)
X1+Xo + Vi+Yo+Z1+Zo = (X1 +y1+ 1)+ (Xo+ Y2+ 22)=1+1=2=1

Whniosek: Poniewaz powyzszy warunek nie jest spetniony to (V, R, +, ) nie
jest podprzestrzenia przestrzeni R > .

Twierdzenie 1
Kazda podprzestrzen przestrzeni wektorowej jest przestrzenig wektorowa.

Z: (X, K, +, ) — przestrzen wektorowa,
Uz AUcX
(U, K, +, -) - podprzestrzen wektorowa przestrzeni X

T: (U, K, +, -) - przestrzen wektorowa

Wiasnosci dziatan w przestrzeni wektorowej.
1) vXxeX:X-0=0
2) VaeK:a-0=0
3) VaeKVxeX:-(a-X)=(-0)-X=a-(—X)
4) VoeKVxeX:0-Xx=0<0=0vx=0
5 Va#0vX,yeX:a-X=0-y=>X=Y
6) Vo,peKVx#0:0-X=p-Xx=a=p

Twierdzenie 2 (Warunek konieczny i wystarczajacy na podprzestrzen).
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
UzxdAaUcX

T: (U, K, +, -) jest podprzestrzenig przestrzeni X <
Va,peKvx,yeU:(a-Xx+p-y)e U

Twierdzenie 3
Z: (X, K, +, ) — przestrzen wektorowa
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Uz AUcX

T: (U, K, +, -) jest podprzestrzenig przestrzeni X
&SV, o,...,on € KVX1L,X2,...,Xne U (a1 X1+ 02-X2+...+0n-Xn) € U

Def. 4
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
X1,X2,...,Xn € X A 0l1,02,...,00 € K

X=01X1+02:X2+...+ On - Xn
Mowimy, ze wektor X jest kombinacjg liniowg wektorow xi,xa,...,Xa
a1, 02,...,00 - NAZywamy wspotczynnikami kombinacji liniowej.

Def. 5
(X, K, +,) — przestrzen wektorowa
X1,X2,...,Xn € X - wektory z przestrzeni X

Wektory Xi,%,....,%. s liniowo zalezne = Joi-Xi+02-X2+...40n-Xn=0AZ o’ >0
i=1

Def. 6
(X, K, +, -) - przestrzen wektorowa
X1,X2,...,Xn € X

Wektory xi,X,...,Xa Sg liniowo niezalezne :< nie sg liniowo zalezne

(:oa-Xi+02-X24...40n-Xn=0=>01,02,...,00=0)

Przyktad 4

(R3,R, +, -) - przestrzeh wektorowa

a). u=(0,1,1) v=(1,0,00 w=(1,1,1)

Sprawdzamy, czy wektory u,v,w sg liniowo zalezne/niezalezne

Pytamy kiedy a-u+p-v+y-w=0
a(0,1,1) + B(1,0,0) + v(1,1,1) = (0,0,0)

(0,a,a) + (B,0,0) + (v,v,v) = (0,0,0)
(B+y, a+y, a+y) = (0,0,0)
Otrzymujemy uktad rownan:

B+y=0

a+y=0

a+y=0

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy:
a=-t

B=-t teR

vy=t

Czyli 30,8,y : 020 v P20 v y20 : a-U+P-V+y-W=0
Np. dla t=2
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o=-2
p=-2
y=2
Whniosek: Wektory u,v,w sg liniowo zalezne.

b). t=32-1) v=(1,-2,1) w=(L,1,1)

Pytamy kiedy a-u+p-v+y-w=0

a(3,2,-1) +p(1,-2,1) + vy(1,1,1) = (0,0,0)
(3a+B+y, 20-2B+y, -a+p+y) = (0,0,0)
Otrzymujemy uktad rownan:

-a+ B+y=0

200-2B+vy=0

3o+ B+7y=0

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy:
a=0

=0

vy=0

Whiosek: Wektory u,v,w sg liniowo niezalezne.

Twierdzenie 4

Z: (X, K, + ,-) — przestrzen wektorowa

X1,%2,...,Xn € X - liniowo niezalezne

T: Jezeli wektor x jest kombinacjg wektordw xi,X,...,.X» to wspotczynniki tej
kombinacji liniowej sg wyznaczone jednoznacznie (z dokfadnoscig do
kolejnosci)

Czyli

Jezeli:

X=0-XI1+02:-X24...+0n-Xn A X=P1-X1+B2-X2+...4+Pn-Xn
to:

o1 =PB1A02=B2A...A0n=Pn

Twierdzenie 5

Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa

X1,X2,...,Xn € X

T: Wektory Xi,x2,...,Xa S liniowo zalezne < przynajmniej jeden z nich jest
kombinacjq liniowg pozostatych (< 3Ji:X, =aX, +...40, X, +0, X, +...+0X, ).

i i+1
Whnioski:
1) Jezeli wektory sg liniowo niezalezne to zaden z nich nie jest
kombinacjg liniowg pozostatych,

2) Zespdt wektordw: Xi.X»,...,0....,X. jest liniowo zalezny.
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Def. 7
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
AcXAAz0
Liniowg powtoka zbioru A nazywamy zbiér:
LinA := {XeX: 3Ja,,0,,...,0, € K:IX,,X,,....X, € Ai X =01-X1+02-X2+...4 On - Xn
Czyli:
LinA to zbidr wszystkich kombinacji liniowych wektoréw ze zbioru A.

Twierdzenie 6
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
Az AAcCX
T: (LinA, K, +, -) jest podprzestrzenig przestrzeni X (czyli dla siebie
przestrzeniq)

Def. 8
Z: (XI KI +I')
AxTAAcCcX

T: (LinA, K, +, -) - nazywamy przestrzenig generowang przez zbiér A

Def. 9
Z: (X, K, +, ) — przestrzen wektorowa, A=z J

Zbior A nazywamy bazg przestrzeni wektorowej jezeli:
1) LinA = X (kazdy wektor z X daje sie przedstawic¢ jako kombinacja liniowa
wektoréow z A)
2) VX X,,..X, € Awektoryx, X,,.X, sq liniowo niezalezne

Przyktad 5

Z. (R3IRI +I )

A={u=3,2,-1),v=(1,-2,1),w=(1,1,1)}

Sprawdzamy, czy A jest baza przestrzeni R 3.
Pytamy, czy LinA= R?

R33 (XI Y, Z) = O((31 2/ '1) + B(lr '21 1) + Y(ll 1, 1)
(3a+B+YI 20.-2B+, 'OL+B+Y) = (XI Y, Z)

Otrzymujemy uktad rownan:

-o+PB+y=2z

20-2B+y=y

30+B+y=x

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy:
1 1

O=4X—%Z

B=3x—Ty+52

— 1 2
Y=3Y+t352Z
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Czyli: (xX,y¥,2) =({x-42)(3, 2, -1) + (+x-1y+52)(1, -2, 1) +
(3y+3z)(1, 1, 1)

Whiosek: LinA= R?3

Liniowg niezaleznos¢ wektoréw u, v, w sprawdzilismy w przykfadzie 4 b).
Whniosek: A jest baza przestrzeni R >.

Uwaga
Kazdy podzespot zespotu wektorow liniowo niezaleznych jest zespotem
wektoréw liniowo niezaleznych (ale NIE NA ODWROT).

Twierdzenie 7

Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa

T: Kazda niezerowa (nie ztozona tylko z 0) przestrzen wektorowa posiada
baze.

Ponadto:

Jezeli istnieje baza skonczona i x,,X,,...,X, € X stanowig baze X oraz

V.Y, Y, t€Z stanowig baze to n = k.

Def. 10
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa

Jezeli przestrzen posiada baze ztozong ze skonczonej liczby wektordw to
mowimy, ze przestrzen jest skonczenie wymiarowa i ilos¢ wektorow w
bazie nazywamy wymiarem przestrzeni dim X = n

Jezeli przestrzen posiada baze z nieskoriczong iloscig wektordw to jest
nieskonczenie wiele wymiarowa (dim X = +x).

Jezeli przestrzen sktada sie tylko z wektora zerowego to przyjmujemy z
definicji: dim{0}:=0

Def. 11

Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa

Reperem bazowym (krétko: bazg) nazywamy baze, w ktérej ustalilismy
kolejnos¢ wektorow.

Def. 12
Z: (X, K, +, ) — przestrzen wektorowa
B={e,e,,..c,} — reper bazowy i wektor xeX przedstawiamy jako

X=u,¢ +0,¢6,+..+ae, to
0,,0,,..,0, NAazywamy wspotrzednymi wektora x w bazie B (wzgledem
bazy B) i stosujemy zapis x=[o,,a,,...,0, ],

Przykiad 6

Z: (RBIRI +I )
A=@=(32-1),v=(1,-2,1),w=(1,1,1)) - baza R°>
Znalez¢ wspdbirzedne wektora (4, 4, 8) w bazie A.
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(41 4/ 8) = OL(3/ 2/ '1) + B(ll _2/ 1) + y(ll 1/ 1)
Korzystajac z przyktadu 5 mamy:
a=1Xx-1z
p=ix—ty+hz
y=3y+3z
Czyli:
(47458)=_(3523_1)+%(1,_251)+%(15191):[_1 1 20]B

53073

Przyktad 7

Przy zatozeniach z poprzedniego przyktadu: znalez¢ wektor, ktérego
wspotrzedne w bazie A wynoszag [1,-1,2]a.

(XI \Zi Z) = [11'112]A = 1(3/21_1) + (_1)(11_211) + 2(11111) = (4/610)
Czyli: (x,y, z) = (4,6,0)

Przykiad 8
(R 311R /4 +I )
B = (el = (19070)9 ez = (05170)963 = (05071))
Sprawdzamy, czy B jest baza przestrzeni R°.
Pytamy, czy wektory bazowe generujq catg przestrzeh R°.
(x, vy, z) = a(1,0,0) + B(0,1,0) + v(0,0,1) = (o, B, 7)
X=a
y=B Wniosek: wektory z B generujq cata przestrzen R°>.

z=Yy

Pytamy, czy wektory ¢ ,e,,e, sq liniowo niezalezne.
o(1,0,0) + p(0,1,0) + y(0,0,1) = (0,0,0)
(a, B, v) = (0,0,0)
a=0
B=0 Wniosek: wektory z B sg liniowo niezalezne.
vy=0
Czyli: B jest bazg przestrzeni R°>.

Wspodirzedne wektora w bazie B:
(X, ¥, 2) =[X, Y, z]ls — baze takg nazywamy bazg kanoniczna.

Baza kanoniczna przestrzeni (R",R, +, -) ma postacd:
B=(¢, =(1,0,...,0),€, = (0,1,0,...,0),..., €, =(0,0,...,1))

Whioski:
Z: (X, K, +, ) — przestrzen wektorowa dim X = n

a) kazdy zespdt n+1 wektordw jest liniowo zalezny
b) kazdy zespdt n wektorow ktore generujg przestrzen jest
liniowo niezalezny
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c) kazdy zespdt n wektorow liniowo niezaleznych generuje
przestrzen
Uwaga

1) Jesli znamy wymiar przestrzeni n to aby sprawdzi¢ czy n
wektordw jest bazg przestrzeni wystarczy sprawdzi¢ jeden z dwdch
warunkdéw na baze (albo liniowg niezaleznos¢, albo czy generujg catg
przestrzen).

2) Z: (X, K, +, ) - przestrzen wektorowa , dim X =n
U c X, U - podprzestrzen przestrzeni X
To: n>dim U
dmU=n<U=X

Def. 13
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
(X1, K, +, ), (X3, K, +, -) — podprzestrzenie przestrzeni X
Suma dwodch podprzestrzeni nazywamy zbior
X +X, ={XeX:3IX, eX, AdX, eX, X=X, +X,}

Twierdzenie 8
Jezeli: (X, K, +, ) - przestrzen wektorowa
(X4, K, +, -), (X, K, +, -) — podprzestrzenie przestrzeni X
To:
1) (X1+X3, K, +, -) — jest podprzestrzenig przestrzeni X.
2) (X1nXz, K, +, ) - jest podprzestrzenig przestrzeni X

Uwaga
Unia dwoch podprzestrzeni (X;uUX;) na 0got nie jest podprzestrzenia.

Przyktad 9
(RZIRI +I )
X1={(0, y): yeR} (X1, R, 4, -) - podprzestrzen R?
X2={(x, 0): xeR} (X,R, +, -) - podprzestrzen R 2

e, eX, ¢ =(01)=¢ X, uX,)
e,eX, e =(1,00=¢, (X, UX,)
e +e,=(L1)eX uX,)

Def. 14
Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
(X1, K, +, 2), (X3, K, +, -) — podprzestrzenie przestrzeni X

Sumag prostg podprzestrzeni X;®X, nazywamy zbior:

XIG-)X2 :={ieX:EI!il eXl/\EI!i2 eX2 :i:il—kiz}
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Twierdzenie 9
Suma dwodch podprzestrzeni jest sumg prostg < czescig wspolng
podprzestrzeni jest wektor zerowy.

X, ®X, =X, +X, & X; nX, ={0}

Def. 15

Z: (X, K, +, -) — przestrzen wektorowa
Xi - podprzestrzen przestrzeni X oraz
X, taka podprzestrzen przestrzeni X, ze: Xa: X=X;®X; to
X2 nazywamy przestrzenig uzupetniajacq przestrzeni X;

Twierdzenie 10
Kazda podprzestrzen posiada przestrzen uzupetniajaca.

Twierdzenie 11
1) dim (X1+X2) = dim X; + dim X5 - dim (XlﬁXZ)
2) dim (X1®X2) = dim X; + dim X,

Whiosek:
X=X1® X =dim X =dim X; + dim X3
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