Rownanie ogodlne ptaszczyzny w Es.

Dane: P erx inlx

THZ[A,B,G

° PO(XO,YO,ZO)

Wowczas:
PoP=[X-Xo,Y-Y0,2-Z0]
Pern<=>nlPP<=>noPP=0

Réwnanie (1) nazywamy réwnaniem ogolnym ptaszczyzny

A(X-X0)+B(y-yo)+C(z-20)=0 (1')
Ax+By+Cz+D=0

Przykiad 1

Es

y=x jest to réwnanie ptaszczyzny n w E3
n: X-y=0 n Lv=[1,-10]

Rownanie parametryczne prostej w przestrzeni.
Dane: P erinlnx

l: P=Pg+tu ,teR
|: (XIYIZ)=(XOIYOIZO)+t[aIbIC] ,teR

X =X, +at
l:qy=y, +bt
z=2,+ct

Powyzsze postacie rownania prostej w przestrzeni E; sg rownowazne.

Inne postacie rownania prostej i ptaszczyzny.
- rownanie odcinkowe ptaszczyzny

n: AXx+By+Cz+D=0
zatozenie: A-0, B=0, C#0, D=0
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Wowczas réwnanie ma postac:
X z
+ Y + =1

_D _D _ D
A B C

Przyjmujemy: a=-2p=-2 ¢c=-2

Czyli:

a b c

(*) - Postac¢ tg nazywamy
rownaniem odcinkowym
ptaszczyzny

- rownanie krawedziowe prostej:

1. {A1X+ Bly+C12+ D=0
n2: |AX+Bay+Cyz+D,=0

Jesli: n4tn, to mamy réwnanie krawedziowe prostej. (Prosta jest
wyznaczona przez krawedz przeciecia dwdch nieréwnolegtych ptaszczyzn)

Whniosek:
n, Ln, =[A,,B,,C]
n, Ln,=[A,,B,,C,]

1|V =1, x7,

Aby znalez¢ réwnanie prostej | nalezy (przyjmujgc dowolnie jedng z
niewiadomych) rozwigzac¢ ukfad réwnan:

{nl
T,

- postac kanoniczna rownania prostej:
X=Xo _Y~Yo_27%
a b c
Aby przejs¢ do rownania parametrycznego nalezy przyrownac kolejne
sktadniki do parametru i wyznaczy¢ x, v, z.

Def. 1 Pek ptaszczyzn
1. n1]|m2
pekiem ptaszczyzn nazywamy zbidr wszystkich ptaszczyzn
rownolegtych do n; (m2).
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2. n4n,

pekiem ptaszczyzn nazywamy zbidr wszystkich ptaszczyzn
przechodzacych przez wspolng krawedz m; i na.

Uwaga
Dla peku ptaszczyzn zachodzi:

Jesli:

T, A1x+b1y+C12+D1=O

T A2x+Bzy+sz+D2=0

Vkl,kzeR: k1(A1X+b1y+C12+D1)+k2(A2X+Bzy+C22+D2)=O

Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny w Es.
?P(XbYl,Zl)

Dana jest ptaszczyzna o rownaniu ogoélnym:
n: AX+By+Cz+D=0

Wowczas odlegtos¢ punktu P od ptaszczyzny n dana jest wzorem:
3 |Axl + By, +Cz, +D|

d(P,m) = VA2 +B2+C2

Wzajemne potozenie prostych w przestrzeni E3.
Prosa |; dana jest rOwnaniem

l1: (X,y,2)=(X1,Y1,21) + t[a1,by1,Ci]

l1: P=P +tv,

Prosta |, dana jest rownaniem:

lo: (X,¥,2)=(X2,Y2,22) + t[az,bs,C3]
[L: P= P, +tv,

I. proste sg réwnolegte
L, vy,

II. proste przecinajq sie
=L [L AL N ={Py}
Warunkiem aby proste przecinaty sie jest
1. _‘(Vl || V2)

|
2. uktad réwnan {ll ma dokfadnie jedno rozwigzanie
2
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Interpretacja geometryczna:

Warunek, aby proste sie przecinaty ma postac: (levz)oﬁ’:o

III. Proste sg skosne

Warunek, aby proste byty skosne ma postac:

1. _'(Vl ” V2)

. L
2. uktad réwnan {ll jest sprzeczny
2

Geometrycznie warunek ten ma postac: (v, xvz)oﬁ #0

Odlegtosc prostych w przestrzeni E;.
Dane sg proste |y,l>

1. Jesli 1,1, to odlegtos¢ prostych Iy i |, jest rowna odlegtosci
dowolnego punktu z jednej prostej od drugiej.

2. Jesli proste sg skosne to odlegtos¢ miedzy nimi jest rowna dtugosci
najkrotszego odcinka fgczacego obie proste.

(Vl sz)oPle

d(ll’lz) = M
[V x|

Przyktad
Badamy wzajemne potozenie prostych.

x =9+4t X =-2s
l,:qy=-2-3t l,:qy=-7-9s

z=t z=2+2s
P1=(9,-2,0) P,=(-2,-7,2)
11 I v, = [4,-3,1] 12 I v, = [-2,9,2]
czyli v v,
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Rozwiazujemy uktad rownan:

X =9+4t

y=-2-3t 25 =9+ 4t

z=t 7 95— _2_3t(%%) {—2529+4t
X =-28 55t 2+2s=t
y=-7-9s

z=2+2s

—-_1
{S_ 10
—_14
t= 10

Sprawdzamy, czy ta para spetnia rownanie (**)
-7-9s = -2-3t
Whniosek: Proste sg skosne.

Teraz znajdziemy réwnanie ptaszczyzny rn, ktéra zawiera prostg |1 i do
ktérej prosta I, jest rownolegta.

I el AN PY R Fis

P1€|1:> Ple T

P1=(9,-2,0)e =«

nlmx

i j ok
n=v,xv,=[4 -3 1|=-151-10j+30k
-2 9 2
n=[-15,-10,30]
n: -15(x-9) - 10(y+2) + 30(z-0) = 0
n: -3X -2y + 62+ 23 =0

Wzajemne potozenie ptaszczyzn w przestrzeni Es.
Dane sg trzy ptaszczyzny my,n2,ms.

1. ptaszczyzny przecinajq sie wzdtuz wspodlnej prostej
T

< uktad {n, na nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego

T3
parametru
T
2. ptaszczyzny przecinajq sie w jednym punkcie < ukfad {n, ma
Ty

doktadnie jedno rozwigzanie.

Powierzchnie stopnia drugiego w E3
Réwnanie postaci:
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a, X’ +a,,y +ay,z" +2a,Xy+2a,Xz+2a,,yz+b,x+b,y+b,z+c=0

jest rownaniem powierzchni stopnia drugiego (wtasciwej lub niewtasciwej).

Postacie kanoniczne krzywych drugiego stopnia roznych rodzajow.

I. rodzaj: powierzchnia elipsoidalna.
2 2 2

y
—+t5+—5=1

b* ¢?

elipsoida obrotowa

I1. rodzaj: powierzchnia hiperboloidalna

L1 hiperboloida jednopowtokowa

X_2+Y_2_Z_: o Stozek eliptyczny
2 2
an b —1 hiperboloida dwupowtokowa
A
>
I

hiperboloida jednopowtokowa
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stozek eliptyczny

hiperboloida dwupowtokowa

ITII. rodzaj: ptaszczyzna paraboliczno - eliptyczna

x> y’> [2z paraboloida eliptyczna
AN

1 walec eliptyczny
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paraboloida eliptyczna

-—
<

JARY

walec eliptyczny

IV. rodzaj: paraboloidalno - hiperboliczny

a’ b’

x’ y> [2z paraboloida hiperboliczna
+1 walec hiperboliczny

A

paraboloida hiperboloidalna
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walec hiperboliczny

V. rodzaj: powierzchnia paraboloidalna
y’ =2px walec paraboliczny

\’

walec paraboliczny

Uwaga
Réwnania postaci kanonicznych sg wyznaczone tak, ze osig symetrii jest
0$ OZ a (jesli istnieje) srodkiem geometrycznym punktu (0,0,0)

FORMY KWADRATOWE

Def.

Formg kwadratowg n zmiennych nazywamy odwzorowanie g, takie ze:
g:R" >R

(XX X, ) = zaijxixj
i,j=1
dij = aji
Macierzg formy kwadratowej nhazywamy macierz A, taka ze:
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Z warunku aj = aj wynika, ze macierz A jest macierzg symetrycznag, tzn.
AT=A,

Przyktad
g(Xl,Xz,X3) =X12-2X22+3X32-4X1X2+ 5XoX3-X1X3

Postac¢ kanoniczna formy kwadratowej.
Def.
Posta¢ formy kwadratowej:

n n
g(x', X'y, X' ) = zai(x'i )’ , gdzie x',= za’ixi
i=l i=1

nazywamy postacig kanoniczng formy kwadrwtowej.]

Sprowadzanie formy kwadratowej do postaci kanonicznej metoda
Lagrange’a.
Zatozenia

n
(X[, X0 X, ) = zaijxixj

i,j=1
dijj # 0
Schemat metody jest nastepujacy:
1. grupujemy wyrazy zawierajgce X;
2. uzupetniamy do kwadratu
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