Wektory gtdwne endomorfizmu (macierzy).
Postac Jordana.

Definicja 1.
4. w(A)=a,A"+a, A" +.+ald+a,

Wielomian W(/?,) nazywamy wielomianem anulujgcym macierzy A
> W(A)=a,4" +a, A" +.+aAd+a,-1=0

Twierdzenie 1.
Z: A A(ﬁ,)zdet(A—/U)

nxnl

T: A(/i) =0 wielomian charakterystyczny macierzy A jest anulujacy

Definicja 2.

Wielomianem minimalnym macierzy Anx,, nazywamy wielomian anulujacy
taj macierzy stopnia najnizszego o wspoétczynniku 1 przy najwyzszej
potedze.

Twierdzenie 2.
Z: A_: m(A) - wielomian minimalny macierzy A

nxn 1
T: wielomian m(1) jest jedyny

Twierdzenie 3.
Z: Anxn ; m(g) - wielomian minimalny macierzy A

W(g) - wielomian anulujgcy macierzy A

T: wielomian minimalny macierzy A jest podzielnikiem kazdego
wielomianu anulujgcego macierzy A.

w(2)=p(2)-m(4)

Twierdzenie 4.
Z: Am - macierz

A(,l) = i(,l_j,l)kl .(,1—,12)k2 .,,,.(/1—,1 ) "~ wielomian charakterystyczny
P macierzy A

ki+k,+..+k,=n

m(2) - wielomian minimalny

T: Kazda wartosc¢ wtasna macierzy A jest pierwiastkiem wielomianu
minimalnego.
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WNIOSEK )
A, jezeli A(2)=%(A- /11) (A~ zz) -...-(/1—/1)" to

i s. <k
i=1,..,p
Przyktad 1.
-1 0 3 2
A(A)=—(A-2) -(A+4
I P (4)=-(2-2) -(2+4)
-3 0 -1 znalez¢ wielomian minimalny

m(A)=—(1-2)-(1+4)
m(A4)=—(A-21)-(A+4I)
30 -3|[3 0 3] [0 0 0
m(4)=|3 0 0|3 6 3(=[0 0 0
30 -3/|-30 3| |000

= m(4) - wielomian anulujacy
Wektory gtowne

Umowa zapisu:
W zapisie utozsamiamy wektor z jego wspdtrzednymi i w zaleznosci od
kontekstu Vv oznacza albo wektor, albo jego wspoétrzedne w bazie.

Definicja 3.

Anxn -macierz A - wartos¢ witasna macierzy

Wektor wiasny y odpowiadajgcy tej wartosci wiasnej r;azywamy
wektorem gggwngm rzedu pierwszego i oznaczamy: v

Wektor nazywamy wektorem gtdwnym rzedu drugiego

odpowiadajqcego wartosci wlasnej A jezeli:

(4=an)(v@) =" 5 =0

itd. _

wektor v 20 nazywamy wektorem gtownym rzedu k macierzy A
jezeli:

(4= A1) (") ="

v 20
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UWAGA
Wektor zerowy jest wektorem gtownym kazdego rzedu odpowiadajacego
kazdej wartosci wiasnej

WNIOSEK
A= Mf f - endomorfizm

_(i)iﬁ

—1,..k
(A ANV =v < 4.7 - W“)=6<:>A-v(1>=zv<1)<:>f(v(”)=/w“)
(4-A1)7"

<:>f( (2) yins

Vo 4.7 = 270 =)0 o 4570 =5 4 150 &

(4= 217" =" o 459 25" =) o 450 =500 1 350 o
o f(FY) =74 am

Przyktad 2.
Znalez¢ wektory gtéwne macierzy A.

200 A=M,(B,B) [f:R'>R’
A=10 2 1
0

det(4-A)=| 0 2-4 1 |=(2-4)
0 0 2-2
A =2
k =3
0 0 0][x] [0
{0 0 1||x,[=|0
00 0||x,| [O
0=0 x=a
x,; =0 x,=p
0=0 X, =0
X, ={(a.p,0),a, e R} ={a(1,0,0)+ (0,1,0),r, B e R}
dim X, =2 macierz nie jest diagonalizowalna
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vl(l) (a,,é’,O)

0 0 0] |x a

0 0 1| |x,|=|p8

0 0 Of]x 0
az0v p+0

0=«

x3=ﬂ:>ﬂ¢0(b0 o O)
0=0

0=0 x =t
x, =1 X, =S
0=0
Vl(z) ={(t,s,1 ,t,seR}
ogdlnie: v()z{ t,s,),t,s eRA B0}

0 0 O0f]x t
0 0 1|-|x,|=|s|AB#0
0 0 Of]nx S

0=t
X, =S5 sprzecznosc!!
0=7 nie istniejg wektory gtdwne rzedu
np. WYyZzszego niz 2.
p=1
5 ) :(0,1’0) (O 0 1) ) _ (1 0 O) wektory liniowo niezalezne
B=(v" (0,1,0) ® =(0,0,1);%" =(1,0,0))
(@")=27" =[2.0.0],
/() =90+ 29 =[1,2,0],
£(7)=27" =[0,0,2], 2 1 0
Mf: 0O 2 0 w bazie B
0 0 2
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Definicja 4.

(X,K,+,-) - przestrzen wektorowa
B-b

fiX X aza

A=M,(B,B)

Zbidér wszystkich wektoréow gtdwnych macierzy A wszystkich dowolnych
rzedéw, rowniez 0, odpowiadajacych wartoséci wiasnej A nazywamy
przestrzenia charakterystyczna i oznaczamy V)

Twierdzenie 5.
Z:(X,K,+,-) - przestrzef wektorowa

fiX>X B - baza
T: (VpK,+,') -podprzestrzen przestrzeni X

Definicja 5.
(Vl,K,+,') nazywamy przestrzenig charakterystyczng macierzy A
(endomorfizmu f)

Twierdzenie 6.
Z:A , A -wartosé wiasna
jest wektorem gtéwnym rzedu k macierzy A

T: Niezerowy wektor V(k) S re hE: ¢
o A-a1) v =0 A (4-21)" 5 20

Twierdzenie 7.
Z: Anxn = Mf

A warto$¢ wiasna

v 5@ %) - wektory gtéwne réznych rzedow

PEEXE}

T: v, v, ., 7% wektory liniowo niezalezne

b

niezerowe wektory gtéwne réznych rzedéw odpowiadajace tej samej
wartosci wtasnej sg liniowo niezalezne.

Twierdzenie 8.
7 f:X—>X f-endomorfizm

dimX =n
AA)=(A=2)" - (A=2,)" ... (/1 -4, )a” wielomian charakterystyczny

o +a,+..ta,=n

VoV eV, podprzestrzenie charakterystyczne odpowiadajace
o ” wartosciom wilasnym
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T: X=V,er, C—B...(—DVZP - suma prosta

WNIOSKI _

1) v, v _] =0 I

wektory g’rowne roznych rzedéw odpowiadajgce roznym wartosciom
wiasnym sg liniowo niezalezne.

wymiar kazdej priestrzem charakterystycznej jest rowny krotnosci
odpowiedniej wartosci wtasnej.

WNIOSEK:
w X istnieje baza ztozona z wektoréw gtéwnych endomorfizmu f

UWAGA
Analogiczne twierdzenia sg prawdziwe dla macierzy.

Definicja 6.

(X,K,+,) - przestrzef wektorowa
XX B - baza

A=M, (B’B)

dimX =n

AA) = (A=) (2= 2,)"
B'=(v,,...,V,)

J=M (B B' )

MaC|erz odwzorowania wzgledem bazy wektorow wiasnych nazywamy
macierzg Jordana, a dla macierzy A moéwi sie, ze jest to postac Jordana
macierzy A (macierz J do ktérej macierz A jest podobna)

UWAGA
A

nxn

Jezeli macierz jest diagonalizowalna, to posta¢ Jordana pokrywa sie z
postacig diagonalng. Jezeli macierz nie jest diagonalna, to szukamy
wektoréw gtéwnych.

Przyktad 3.
3 0 8

A=|3 -1 6

2 0 -5
A(2)=—(2+1)
do=-1, k=3
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4 0 8 |]|x 0
3 0 61]x,[=|0
-2 0 -4 |x 0
4x,+8x,=0

13x, +6x;,=0
-2x,—4x,=0

X +2x,=0

70=0

0=0

uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 2 parametréw

X, =a

X = {(—Za,ﬁ,a),a,ﬂ € ]R} = {a(—2,0,1) +3(0,1,0),a,8 € R}
wektory generujg przestrzen i sg liniowo niezalezne

dimX =2
macierz nie jest diagonalizowalna

4 0 8 ||x -2«

3 0 61 x,|=|pf az0 v f#0

-2 0 4| |x a
4x, +8x, =2«
3x,+6x,=p

—2x,—4x,=«a

X, +2x, = —Ea

1 1
O=—a+—
2 3ﬂ

0=0

(a;tOv,B:tO)/\%OH‘%ﬁ:O

np. a=2 pB=-3

B'=(7" = (-4.-3.2).7 = (-1.0.0)5" = (0.1.0))
X +2x,=-1

0=0

0=0
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X, =8
x, =—1-2s
X, =t

{vl(z) =(-1-2s,t,5),t,s € R} t=0, s=0 (ale moze tez inne wartosci)

nie mogaq istnie¢ wektory rzedéw wyzszych, bo wymiar jest réwny 3

-1 1 0 -4 -1 0
J=l0 -1 0 P=/-3 0 1

0 0 -1 2 0 0
J=P"'- 4P

Omowienie postaci Jordana makcierzy
1) 4,,=|a;] A(A)=%(1-2)"

dim X, =1
B :(_1(1)51@),V}(z)jmil(kl)) A=M ,(B,B)
f(vf”) =4 -9 =[4,0,0,...,0],,
f(vl@)) ="+ 4% =[1,4,0,...,0],
f(vF)) =7+ 45 =[0,1,4,...,0],

f(‘jl(")) — ‘71(”—1) + /1‘ .‘71(") — [09---’071:/11]3

0 0
1 .. 0
A .. 0
: 1

A

2) A i AA)=£(A-2)" (A= 4)" (A= 24)"
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k1‘l'k2+k3
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0 0 O 0,0 0 00 0 A

Zaznaczone fragmenty macierzy Jordana nazywamy klatkami Jordana.
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