Wyznacznik macierzy

Uwaga
Wyznacznik definiujemy tylko dla macierzy kwadratowych:
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detA =|, - wyznacznik macierzy A
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Wyznacznik macierzy A to wyznacznik n wektoréw, ktére stanowig
kolumny tej macierzy.

Czyli:

detA=Z e(d)a gy - 2

ceS,

no(n)

Wiasnosci wyznacznika macierzy:
1) Wyznacznik macierzy to liczba przyporzadkowana macierzy (rézne
macierze mogg miec ten sam wyznacznik).

1 -1 1 -1
A= detA= =5
2 3 2 3
1 0 0 1 00
B=|0 5 0 detB=|0 5 0|=5
0 0 1 00 1
2) Wyznacznik macierzy A" jest rowny wyznacznikowi macierzy A.
detAT=detA

3) Mozemy doda¢ wyznaczniki tego samego stopnia z dwdéch macierzy
nie liczac ich. Mozna to zrobi¢ < macierze rdznig sie doktadnie
jednym wierszem (doktadnie jedng kolumna).

Wowczas:

a;, - oa;tby -ooa | a ay an| A by ay,
ay aytb,, Aon| |21 ay; a4y + 4, b, a
anl ani—i_bni ann anl ani ann anl bni ann

det(X,.X,,..X,+X,.. X, ) = det (XX, ... X, ... X, JFdet (XX, 50X, e X )
4) Aby pomnozy¢ wyznacznik przez liczbe (nie liczac go) mnozymy
1 wiersz (albo 1 kolumne) wyznacznika przez tg liczbe.
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5) Jezeli kolumny (albo wiersze) (jako wektory) sg liniowo zalezne to
wyznacznik jest rowny 0.

6) Zamiana kolejnosci kolumn albo wierszy powoduje odpowiednig
zmiane znaku wyznacznika.

7) Wartos$¢ wyznacznika nie zmieni sie jezeli do wiersza (albo kolumny)
dodamy kombinacje liniowg pozostatych wierszy (albo kolumn).

8) Mozna uzasadnié, ze dla macierzy An.n i Bn.n zachodzi:
det(A - B)=detA - detB

9) Z: AL«n — nieosobliwa
T: detA # 0 A detA™'=_L

Def 1.
a11 ali aln
ay ay 2n . .

det A= ) - wyznacznik macierzy A
a a e a

Podwyznacznikiem macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy powstatej
z macierzy A przez skreslenie w tej macierzy pewnej liczby wierszy i tej
samej ilosci kolumn.

Def 2.

Minorem M;; macierzy A przynaleznym elementowi a;; nazywamy
wyznacznik macierzy powstatej z macierzy A przez skreslenie i - tego
wiersza oraz j-tej kolumny.

Def 3.
Dopetnieniem algebraicznym elementu a; nazywamy minor M
pomnozony przez (-1), czyli Aj=(-1)"M;.

Twierdzenie 1 (Laplace’a)

Z: An.n=[aj] — macierz

T: Wyznacznik macierzy A jest rowny sumie iloczynéw elementow
dowolnie wybranego wiersza (albo kolumny) przez ich dopetnienia
algebraiczne.

detA = alj-A1j+a2j-A2j+...+anj-Anj

(jest to rozwiniecie wzgledem j-tejkolumny)

detA = aii-Aii+ap-Ain+...+ain-Ain
(jest to rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)
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Przyktad 1

1 1(0]0
010 1 1 0
e 0=o-(—1)“3-0 0 1[+1-(=D*?-j0 0 1|+
00|11
1 0 1 1 0 1
1 001
1 1 0 1 1 0
+1-.(=17-0 1 0/+0-(=D**-j0 1 0[=0-1+1+0=0
1 0 1 0 0 1
Przyktad 2
a, 0 0 0 0 a, 0 0 0 a, 0
a, a, 0 0 0 a; agy 0 0 a3 Ay
. 0 :a”(_l)m : - 0 :all(_l)m'azz(_l)1+1 : -
a; a; 0 a; a; 0 a;
a, ap A 4, ap A, ay Ay
=ap Ay ey,
W szczegdlnosci dla macierzy diagonalnej:
a, 0 0 0 0
0 a, 0 0 0
0 . 0 :|=a,a,-..ca,
0 0 a, 0
0 0 0 a,_
Przyktad 3
Rozwigzac rownanie:
x 1 1 1
1 x 1 1
Coxo17?
1 1 1 x
Liczymy wyznacznik:
x 1 1 1/ (x-1 O 0 1 1 0 O 1
Lox 1) 10 %l 010 el ()
I 1 x 1 0 0 x1 1 0 0 1 1
I 1 1 x|/ Ix 1x 1-x x -1 -1 -1 x+3

Podstawiajgc do rownania otrzymujemy:
(x-1)3(x+3)=0 < x=1v x=-3
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Twierdzenie 2
Z: Ann, det A#0
T: A - jest macierza nieosobliwg i A'=-1--(A")"
Gdzie AP jest macierza dopetnienh algebraicznych wszystkich elementéw

macierzy A

Whiosek: An.n — jest macierzg nieosobliwg <> det A # 0.

Przyktad 4
1 0 -1
A=l-1 1 O
0 1 1
1 0 -1
detA=|-1 1 0|=1+1=2 - macierz jest nieosobliwa
0 1 1
Ay AL, Agp
AP= Ay Ay Ay,
Ay Ay, Ay
1+1 10 2+1 0 -1
All :(_1) 11 =1 A21 :(_1) 1 | =-1
. -1 0 N 1 -1
Alzz(_l)12 0 1‘:1 A22:(_1)220 1‘:1
N -1 1 . 1 0
A :(_1)1 ’ 0 1‘ =-1 Ay :(_1)2 ’ 0 1‘ =-1
. 0 -1
A31:(_1)31 | O‘:
. 1 -1
A32:(_1)32_1 O‘:l
343 1
A33 =(-1) -1 =1
Czyli:
1 1 -1 1 11
AP=l-1 1 -1 (AD)T: 1 1 1
-1 -1 1 } -1 -1 1
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Uwaga

Lepiej jest stosowa¢ metode macierzy odwrotnej jako macierzy
odwzorowania odwrotnego.
Czyli:

1 0 -1]]|x, \2

-1 0 x =y,

0 1 1]/|x \a

X+ X, =Y

X, X3 =Y;

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy:
X, ==3Y,-3Y,t3Ys

X, =1y, t1y, 1y, Czyli: A' =

_ 1 1 i _
X;3==3Y,—3Y2T3Y;

D= =
—_
= o= =

=

Def 4.

Z: A= : e - macierz

nl o oo anm

Podwyznacznikiem (minorem) macierzy A hazywamy wyznacznik macierzy
utworzonej z macierzy A przez skreslenie w niej pewnej liczby wierszy

(i kolumn) w taki sposob aby otrzymana macierz byta kwadratowa.

det Bk.x — minor stopnia k wyjety z macierzy A.

Np.
1 2 -1 4 6
A=-1 0 2 -1 3
51 -1 4 1
I 2 -1
-1 0 2| - minor stopnia 3 wyjety z macierzy A
5 1 -1

Twierdzenie 5

Z: Anxm — macierz

T: Rzad macierzy A jest rowny najwiekszemu ze stopni minoréw
niezerowych.
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Ponizszy przyktad pokazuje, ze na ogot nie warto stosowac tego
twierdzenia.
Przyktad 5
Policzy¢ rzad macierzy.
2 6 -1 4 3

B 1 4 2 -1 0
0o -2 -5 3
310 1 3 3

2 6 -1 4 3 1 4 2 -1 0 1 4 2 -1 0

1 4 2 -1 0 0O 2 -5 6 3 0O 2 -5 6 3

1zA=rz =1z =17 =
0O 2 -5 6 3 0O 2 -5 6 3 0O 0 0 0 O
310 1 3 3 0O 2 -5 6 3 0O 0 0 0 O

Czyli rzA = 2. Co oznacza, ze wszystkie minory stopnia 4 oraz stopnia 3 sq
rowne 0.
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