MACIERZE. ZWIAZEK Z ODWZOROWANIAMI LINIOWYMI.

N, = {1,2,...,k}

Definicja 1.

Macierzaz nazywamy kazde odwzorowanie okresSlone na iloczynie
kartezjanskim N, xN; .Wartos¢ tego odwzorowania na parze (ij)

oznaczamy a; i nhazywamy elementem tej macierzy. Zbior wartosci
zapisujemy w formie:

d, da, - a
dy,y @y o dyy
_akl A, vt Gy N

Ten zbidr utozsamiamy z macierza.
Elementami macierzy mogg by¢ rdozne obiekty matematyczne np. liczby,
wielomiany, inne funkcje.

Definicja 2.

_511 =P alj alm_
Tt % S
ail al_z aij a{m
L A Gy vt Gy Am 1

O elementach aj1, a2, am MoOwimy, ze tworzg i-ty wiersz macierzy.
O elementach aij, az;, an; mowimy, ze tworza j-tq kolumne macierzy.

Jezeli macierz ma k wierszy i m kolumn, to méwimy, ze jest to macierz o
wymiarach kxm.
PRZYKLAD 1.
1 -1 2
A~ 3
5 4 -2 5},
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Macierze oznaczamy najczesciej duzymi literami
A = [a;] = [aij]kem = Akem
Definicja 3.
a) Macierza transponowang do macierzy A nazywamy macierz A',

powstata z macierzy A przez zamiane jej wierszy na kolumny bez
zmiany ich kolejnosci.

AT=[bjj]kxm
PRZYKLAD 2.
A 1 -1 2 3
5 4 -2 51,
1 5]
AT — -1 4
2 -2

b) Macierz nazywamy macierzg zerowg jezeli wszystkie jej elementy
rowne sq zero.

Oznaczenie:
O kxm

c) Jezeli ilos¢ wierszy macierzy rowna jest ilosci jej kolumn, to macierz
takgq nazywamy macierzg kwadratowa.

A nxn
Definicja 4.
A nxn=[aij]

a) O elementach a; i=1, 2, ..., n méwimy, ze tworzg przekatng gtdwng
macierzy.
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b) Macierz kwadratowg nazywamy macierzg diagonalng, jezeli wszystkie
jej elementy poza przekatng gtdéwng sg rowne zero.

PRZYKLAD 3.
1 0 O
0 -2 0
0O 0 4

c) Macierz jednostkowa to macierz diagonalna, w ktérej wszystkie
elementy na gtdwnej przekatnej sq réwne jeden.

PRZYKLAD 4.
100

L=|0 10
001

d) Macierz nazywamy tréjkatng gorng jezeli wszystkie jej elementy
ponizej gtdwnej przekatnej sg rowne zero.

PRZYKLAD 5.
1 2 7

-2 3

0O 0 5

Macierz nazywamy trojkatng dolng jezeli wszystkie jej elementy
powyzej gtdwnej przekatnej sg réwne zero.

PRZYKLAD 6.
1 0 O

-2 0

4 2 5
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e) Macierz nazywamy symetrycznag jezeli:
AT=A

PRZYKLAD 7.

o
N U1 N
N B~ N
oON O Db

DZIALANIA NA MACIERZACH.
1) Rownosc¢ dwoch macierzy zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy macierze
majg takie same wymiary i odpowiednie ich elementy sg sobie réwne.

A = [ajj]kxm B = [bijlixp

djj = bij A k=1 A m=p

2) Suma dwéch macierzy - dodajac do siebie dwie macierze dodajemy do
siebie odpowiednie elementy.

A m [ai] B xp [bij]
A+B=[ci]: cj= aj+ bj;

3) Mnozenie macierzy przez liczbe — mnozgc macierz przez liczbe
mnozymy kazdy element macierzy przez te liczbe.

A = [a5], oA = afaj]
4) Mnozenie dwdch macierzy
A nxp [aij] e B pxn [blj]

Jest ono wykonalne tylko wtedy, gdy ilos¢ wierszy macierzy B réwna
jest ilosci kolumn macierzy A.

A nsp [a35]
B pxn [bij]

p
AoB = C = [C/]:| : C = Za'k.bkj
k=1

ij i
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a12

aZZ
ai 2

an2

a, ;

a,;

alp b11 b12
aZp b21 bzz
aip bil bi2
ayp| | b, b,

¢, =a,b, +a.,b,, +a;b;, +...+a,,b

1p~p1

C,, =a,,b, +a,b,, +a;b;, +...+a,,b

1p~p2

C,, = a,,b,, +a,,b,, + 8,305, +...+a,,b

Cyy = 85,0, + a3,b,, + 8530, +...+a5,b

2p~p2

3p~p4

b1 j blm W
bz j b2m
bl] .. bim
pr bpmj

c; =a,b,, +a,b,; +asb;; +...+a,b

ip™'pj

WNIOSEK

Element c; macierzy AeB to iloczyn skalarny i-tego wiersza macierzy A

przez j-tq kolumne macierzy B.

PRZYKLAD 8.
_ 2_
1 -1 0 2 1 -1 3 7 3
3 -2 1 -1 5 . -1 =18 8
10 1 1 -1, 1 2 -4
_1 2_5><2
UWAGA

Mnozenie macierzy nie jest przemienne, BeA moze by¢ niewykonalne.

DI
-1 3
0 -1 -
2 1
1 2 5x2

1 -1 0
3 -2 1
-1 0 1

2 1 7
-1 5 # | 8
1 _1 3x5 2

Jesli jést wyk_onalne to na ogot AB#BA.

Wyktad dr Magdaleny Sekowskiej

strona52z 11

Czes$c¢ 6 - Macierze




MACIERZ ODWZOROWANIA LINIOWEGO

(X,K,+,e) dimX=m (Y,K,+,e) dimY=n

B=(&,8&,..,&,) c=(71,72,...,Z,)
f:X - Y - odwzorowanie liniowe

o+ X,8,) =X f(&)+Xf(&)+...+ x,f(€,)

= (a11X1 +ap,pX, +...+a, m)ll +
+(a@, X, +8,,X, + ...+ aZme)l2 +
o+ (anl)_(1 +38,X, +...+ anm)_(m)/_n

dy 9 aim

a a a

21 22 2m

M, (B,C) = : :

an1 an2 anm_

Jest to macierz odwzorowania liniowego f wzgledem baz B,C przestrzeni X,Y.
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WNIOSEK

1) Pierwszg kolumne macierzy stanowig wspotrzedne wektora f(él)
w bazie przestrzeni X, Y.
Druga kolumne macierzy stanowia wspoétrzedne wektora f(&, )
w bazie przestrzeni X, Y..
n-ta kolumne macierzy stanowia wspétrzedne wektora f(€,)
w bazie przestrzeni X, Y.

2) Przy ustalonych bazach w przestrzeni X i Y danemu odwzorowaniu
liniowemu odpowiada doktadnie jedna macierz i na odwroét:
macierz odpowiednich wymiaréw definiuje nam poprzez powyzszy zwigzek
dokladnie jedno odwzorowanie.
Czyli przy ustalonych bazach w przestrzeni X, Y kazdemu
odwzorowaniu odpowiada doktadnie jedna macierz.
Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy
odwzorowaniem okreslonym w tych ptrzestrzeniach i macierzami.

3)
dimX=m A dimY =n
f:X->Y
B C
A=M, (B,C)
UMOWA
Macierz odwzorowania liniowego bedzie synonimem macierzy.

nxm
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REPREZENTACJA MACIERZOWA ODWZOROWANIA LINIOWEGO
Oznaczenia jak wyzej
f:X—>Y
y=f(X)
X=Xy, Xy eeer X, |,

Y=[Y1rYareerYn

Yi X, |
= y2 kv X2
y=|". X=|". A=M(B,C) _
_yn_ _an
y=AX
yl a11 a12 a1m Xl
y2 — a21 a22 aZm R X2
_yn_ _anl anZ anm_ _Xn_

Jest to postaé¢ macierzowa odwzorowania.

PRZYKLAD 1.

(R3,]R, +,-) (RZ,R, +,-)

B=(g, = (1,0,0),8&, = (0,1,0),&, =(0,0,1))

C=(l, =(1,0),1, =(0,1))

fiR® — R® 1 F(X,, X, X5) = (X, + X, — X5, X, — 2X, + X3)
tatwo sprawdzié, ze jest to odwzorowanie liniowe.

f(e,) =f(1,0,0) =(1,1) =1(1,0) + 1(0,1) =1, 1]C
f(e,) =7(0,1,0) =(1,-2) =1(1,0) + -2(0,1) = [1,—2]C
f(e;) = £(0,0,1) =(-1,1) = -1(1,0) + 1(0,1) =[-1, ll

M=) 1
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PRZYKLAD 2.

(RZIRI+I')

f:R> - R* -endomorfizm

f(_111)=(213)

f(11_2)=(31_1)

A) Znalez¢ macierz tego odwzorowania w bazach kanonicznych
RZ: B=(é1 =(1,0),e, = (0,1))

R3: C=(I, = (1,0),, = (0, 1))

(-1,1)=-18, +1&, =[-1,1],
f(-1,1)=f(-18, + 18,) = (2, 3) = 2€,+3¢,
f(1,-2)=f(18,-28,) = (3,-1)=3€, - 18,
f(e,) - 2f(e,) = 3e, —1e,
{-f(él) +(8,) = 28,+38,
f(8,) = -78, - 58,
{f(éz) _ 58, - 28,
M(6,C)=| 7 3|
Y = (Vi ¥s) = f(x, X,)

Yi| |7 -5 X,
vo| -5 2] |x
Znalez¢ f(2,4)

(2,4)=[2,4],

{(}){ HEH

f(2,4) =[-34,-18], =(-34,-18)

Wyktad dr Magdaleny Sekowskiej strona9z 11 Czesc¢ 6 - Macierze




Znalez¢ macierz tego samego odwzorowania w bazach:
R2: B={E1 =(-1,1),b, = (1,—2)}
R3: C={l, =(2,3),], = (3,-1)|

f(b,) = f(-1,1)=(2,3) =1(2,3) + 0(3,-1) = 1/, + 0/, =[1,0].
f(b,) =f(1,-2) =(3,-1)=0(2,3) +1(3,-1) = 0/, + 1, =[0,1].

M,(B,C) = B ﬂ

Twierdzenie 1.

Z :(X,K,+7)-przestrzen wektorowa z baza D =(¢,,&,,..., €,
(Y, K, +,)-przestrzen wektorowa z bazg C-= (/_1, 2,...,/_n)

dimX =m

dimY =n

f:X>Y

g:X->Y

fig el(X,Y)

A=M,(D,C) =| a; |

B=M,(D,C) = by ]

T:

a)yM, , =M, +M,

b) aeK M, =aM,

Twierdzenie 2.

Z:

f:X->U g:U->Y fel(X,U), geL(U)Y)

D-baza przestrzeni X C-baza przestrzeni Y G-baza przestrzeni U
A=M.(D,G) B=M,G,C)

gof: X oY

T:M, =M, M,
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WEASNOSCI DZIAYAN NA MACIERZACH.

M_ . (K)- zbiér macierzy o wymiarach nxm o elementach z ciala K
' Vg ) (A+B)+C=A+(B+C)

2" Voapcem ) AeB=BeA

3" om0 Vam, iyt A+0=A

&Y e,y Fonem, iy P A+ (-A) =0

5 Vo pek A VAeMnxm(K) (a+ fA=aA+ pA

(aB)A = a(BA)
6° Vi, K A ‘v’A,BEMnxm(K): a(A+B)=aA+aB

7 Vo wy (IA=A

WNIOSEK:
(Mn,m(K)IKI +,') - jest przestrzenig wektorowa.

Ponadto, o ile dane dziatania sg wykonalne zachodzg nastepujace wtasnosci
dodatkowe:

8 (A-B)-C=A-(B-C)

o 3 :V,I,-A=A
3, 1V, AL =A

100 A.(B+C)=AB+ AC
(A+B)-C=AC +BC

11" (A+B) =A" +B’
(aA) = aA’
(AB)" =B™A”
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