UKLADY ROWNAN LINIOWYCH

Definicja 1.
Uktad réwnan liniowych to nastepujacy ukfad:

a11X1 + aXs + ... + aimXm = b1
a»1X1 + a»XxXs+ ... + @ mXm = by

(1)< coreeeeeeee oo

an1X1 + an2X2 + + anme = bn

aij, bi — dane
X; — szukane

Rozwigzaniem uktadu 1 nazywamy kazda ,emke” liczb ktdére spetniajq
kazde z réwnan.

Definicja 2.

Jezeli wszystkie elementy po prawej sga rowne zero to jest to uktad
nazywamy jednorodnym. W przeciwnym przypadku jest to ukfad
niejednorodny.

a, dp a,,
A= a, dy a,,,
_anl anz anm ]

Macierz A nazywamy macierzg wspoétczynnikow uktadu (1).

Gdy:
Y b,
b2
- jest kolumng wyrazéw wolnych
b}’l
to: (a, a, .. a, b]
a, a, .. a, b, Macierz U nazywamy macierzq
U= uzupetniong uktadu (1)
_anl anZ anm bn_
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Uwaga:

Jezeli:
_XI _ _bl _
X = *2 b= b, to uktad zapisujemy: A-X =b
_XWI_ _b”_
Definicja 4:

Jezeli uktad (1) posiada nieskoniczenie wiele rozwigzan to uktad nazywamy
nieoznaczonym.

Definicja 5:
Jezeli uktad (1) nie posiada rozwigzan to jest to ukfad sprzeczny.

Definicja 6:
Jezeli w uktadzie (1) ilos¢ niewiadomych jest rdwna ilosci rownan to jest to
uktad kwadratowy.

Definicja 7:

Uktad (1) jest uktadem Cramera jezeli:
10 Anxn

2° detA # 0

Twierdzenie 1.
Jezeli ukfad jest uktadem Cramera to posiada doktadnie 1 rozwigzanie i:

D_
i = d tl Dx’,- wyznhacznik macierzy powstatej z macierzy
© A przez zastgpienie i-tej kolumny (kolumny
wspoiczynnika przy x;) przez wyrazy wolne
Uwaga

Uktad Cramera mozna rozwigzywac stosujac wzor Cramera.

WNIOSEK
1° Anm i A4-X =0 ukfad jednorodny nie jest sprzeczny.

2° Anni A-X =0 uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan <> det 4 =0
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PRZYKLAD 1.

2x1 + 3x, - X3 = 1
X1 - X2 + X3 = 2
31 + xXp, - 2%X3 = 3
2 3 1]
A=|1 -1 1 detA=4+9-1-3-2+6=13
301 2
1 3 -1
D =2 -1 1|=17
3 1 2
2 1 -1
D =l 2 1|=-6
3 3 2
2 1
D, =l -1 2|=5
3 1 3
L
13
__6
13
X —i
713
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Twierdzenie 2. Kroneckera-Capelliego
Z:

A11X1 + a2X2 + ... + a1mXm = bs
ar»1X1 + a»Xxs + ... + @ mXm = bs

a4y a,, ap
a a a a
21 22 2
A _ m U — 21
_anl anZ anm _ _anl

T:
Uktad ten posiada co najmniej 1 rozwigzanie

Twierdzenie 3.

a, a,, b W
a,, a,, b,
an2 anm bn J

<=> rzA=rzU

a) Uktad ten posiada doktadnie 1 rozwigzanie jezeli rzZA=rzU=m gdzie m

jest iloscig niewiadomych

b) Jezeli rzZA=rzU=r gdzie r<m to uktad ten posiada nieskonczenie wiele
rozwigzan zaleznych od m-r parametrow (to znaczy, ze m-r

niewiadomych mozna przyja¢ dowolnie).

PRZYKLAD 2.

x — 3y - 3z =9

X - y - z =4
-Xx - vy - 2z =4
1 -2 3:9 1 -2 39 1
rzl 1 =1 1:14|=rz|0 1 =2:-5|=rz|0
-1 -1 24 0 -3 5113 0

uktad ten posiada doktadnie 1 rozwigzanie

2 319
1 =2 -5|=>rzd=rzU =3
0 —-1:-2

X — 2y + 3z = 9 x= T
y — 2z =-5 y=-=
-z ==2 X=
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PRZYKLAD 3.

X + 2y + z =5

2x + y - z =4
X - y - 2z =-1
2 25 1 2 15 1
rz|2 1 =114 |=rz|0 =3 =3 —-6|=rz|0
1 -1 =2:1-1 0 -3 -3:-6 0
rzA=2 rzU=2

2 15
-3 -3 -6
0 010

Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 1 parametru.

X + 2y + z 5
- 3y - z =-6
0 0

Uwaga

1 niewiadoma mozna przyja¢ dowolnie ale nie zawsze dowolng

niewiadoma.
z=a
y=2-a aelR

z=a

Uwaga

A11X1 + axXo + ... + a1mXm = by
a»1X1 + a»Xxs + ... + @ mXm = bs

a4y A X b,
dy dy a,, - | — | b,
A= xX= b=
_anl an2 anm ] _xm _ _bﬂ _
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Traktujemy A jako macierz odwzorowania A=M; f:K" -> K™

1° 4.X=b f(f):l?
Rozwigzac ten uktad to znaczy znalez¢ przeciwobraz b

()= (7))

2° Jadro odwzorowania znajdujemy rozwigzujac uktad:

A4-X=0
Przyktad 4
(RS,R,-F,') (R49R9 +, )
R >R’

f(X1, X2, X3, X4, X5) = (X1 - 2X2 + X3 - X4 + X5, 2X1 + X2 - X3 + 2X4 - 3Xs,
-3X1 - 2X2 - X3 + X4 - 2X5, 2X1 - 5X2 + X3 - 2X4 - 2X5)
Znajdz jadro.

Kerf = {(xl,xz,x3,x4,x5) = (0,0,0,0)}

X1 — 2%, + X3 - X4 + x5 =0
2%X1 + X, - X3 + 2x4 - 3xs5 =0
-3%X1 — 2%, — X3 + x4 - 2%X5 =0
2%1 — 5%, + x3 - 2x4 - 2x5 =0

Do rozwigzania tego uktadu nalezy zastosowac¢ metode eliminacji Gaussa.
Po przeksztatceniach otrzymujemy:

X1 — 2%y + X3 - X4 + X5 =0
- X, - X3 =0
- 8x3 + 4x4 - 5x5 = 0

0 =20

Uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od 2 parametréow

1
le Z—a+zﬂ
X, =—«
< HEd Czyli ostatecznie:
X, :2a+§,8 1 5
4 Kerfz (_a+Zﬂa_aaa52a+Zﬁaﬂ) :aaﬂER
\_¥s =p
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