Zmiana bazy przestrzeni wektorowej
Definicja 1.

(X,K,+,) - przestrzer wektorowa nad ciatem K
B = (51,52,,“95}1) - stara baza

B'Z(E1 Le,...,e ')— nowa baza

Macierzg przejscia P od B do B’ nazywamy macierz odwzorowania
Identycznosciowego P, ., przestrzeni X w siebie wyjsciowo traktowanej z
bazg B’, a docelowo z bazg B

IdX
7N P:MldX(B'sB)
X X
B’ B

WNIOSEK:
ldX (&')=¢'=a,e +ay,e+..+a,e, =|a,+a, +..+a,],

- "\ _ 5 " _ - - -
ldX (e,")=¢,'=a,,e +a,&, +..+a,,e, = [a12 +a,, +...+an2]B

ldx (e,')=¢,"

'=a,e+a,e +..+a,e = [am +ay, +..+a,],
all a12 1n
P — .aZl -a22 e .a2n
_anl anz - ann ]

Pierwszg kolumne macierzy przejscia stanowig wspoétrzedne pierwszego
wektora nowej bazy wzgledem starej bazy.

Drugg kolumne macierzy przejscia stanowig wspoétrzedne drugiego
wektora nowej bazy wzgledem starej bazy.

r;—tq kolumne macierzy przejscia stanowig wspotrzedne n-tego wektora
nowej bazy wzgledem starej bazy.

Przyktad 1.

(X,K,+,-) - przestrzen wektorowa
dimX =3

B=(e.e,,e,) -starabaza

B'=(¢ e e ') - nowa baza
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e'=¢

e,'=¢e+e

e'=¢+e+e

Sprawdzamy, ze B’ jest baza:

ae '+ fe,'+ye,'=0

ae + (e +e)+y(e+e,+¢)=0
(a+B+7)e+(B+r)e,+(r)e=0

e,e,,e;, - wektory liniowo niezalezne

a+pf+y=0 a=0
B+y=0 =<f4=0
y=0 y=0

i dimX=3, wiec B’ jest bazg
¢ '=1e +0e,+0e, =[1,0,0]

e,'=1le +1e, +0e, =[1,1,0] P=

(= R

11

11
e,'=lg +1e, +1e =[1,L1], 0 1
WNIOSEK

1) macierz P jest macierza nieosobliwg P, ., oraz PB_.LB jest macierzg
odwrothg

Y — — ' ' '
2) X —[xl,xz_,..._,xn]B —[x1 2 Xy e X, ]B

.
xl xl
!
— X — X
2 2
X = X' =
'
_x”l_ _xn .

Na podstawie postaci macierzowej: X =P-X'=> X'=P . X

Przyktad 1°.
X :gl _252 +3€3 = [19_273]3 = ['xl "x2 "x3 ']B'®

1 1 1T 1} x' X+ x, +x =1 x,'=3
=2|=/0 1 1}|x' X, '+x, ' ==2 x,'=-=5
3 0 0 1| x' x,'=3 x,'=3

e[3.-5.3],
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Twierdzenie 1. (o zmianie macierzy odwzorowania przy zmianie baz

przestrzeni)
Z: (X)K3+3.),(Y,K)+3')
dimX =m

dle:n Bl':(El

P=P

B —B,'

B =(e,e,.....¢,)

- przestrzenie wektorowe
B, =(1.L.....1,)

bazy w X
€)'yl ')

n

Q= QBZ—>32'

f:X —>Y fjest odwzorowaniem liniowym

A=M ,(B,B,)
B=M,(BB,"
T:B=0"-4-P
Przyktad 2.
(X)K3+D')

B =(e,e,,e)
Bl':(gl l’gz 1’53 v)
g'=¢+¢,
g'=¢ +e

===
e,'=¢ te, +e,

fX->Y
f(a)=-h+1,
/() =31,
f(€3)=Z+l_2
A:Mf(B],BZ)—{_l 0 1}
1 31

B=M,(BB,")

1 01
s =| 1 11

0 1 1
0 _{—1 1}
B,—B,' 1 1
B=0"-4-P

B, =(5"..T")
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Macierz Q~'znajdujemy rozwiazujac ukfad: {—1 1}{)@} {yl}

1 1 x, b
__1 .
N )
T
L2 2
Ll oot > 303
B:22— _111:222
Loafle sl ]2 s s
2 2 2 2 2
WNIOSEK:
(X,K,+,) A=M,(B,B)
f:X—>X f-endomorfizm B :Mf(Bl "B, ,)
B B ‘
1 1 P
Bl' Bl' B, —B,
B=P"'-4-P
Definicja 2.
a) macierze 4, ,B . nazywamy macierzami rownowaznymi
= ElP,Q—nieosobﬁwe 1B = Q_1 -A4-P
b) macierze 4 _,B,  nazywamy macierzami podobnymi
= 3me'eosobliwa :B:P_l AP
WNIOSEK:

1) dwie macierze tego samego odwzorowania liniowego wzgledem réznych
baz sq rownowazne

2) dwie macierze tego samego endomorfizmu w réznych bazach sg
podobne

UWAGA

Mozna udowodnié, ze dwie macierze rownowazne reprezentujg to samo
odwzorowanie liniowe w odpowiednio wybranych i ustalonych
przestrzeniach i bazach, oraz ze dwie macierze podobne reprezentujg ten
sam endomorfizm w odpowiednio wybranych i ustalonych przestrzeniach i
bazach.
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Definicja 3.
Rzedem macierzy 4 = nazywamy maksymalng ilos¢ kolumn liniowo
niezaleznych (traktowanych jako wektory w przestrzeni K")

UWAGA
Maksymalna ilos¢ kolumn i wierszy jest taka sama
WNIOSEK:
1) a) 4, i rzA<m1n{n m}
b) rz4" =rz4

2) A=M, = 1f =124
3) a) maC|erze A,B s3g rownowazne < 124 = 1zB
b) macierze Anxn,ann sq podobne < 1ZA =1zB
4) rzad macierzy nie zmieni sig, jezeli
a) macierz pomnozymy przez ¢ # ()
b) zmienimy kolejnos¢ wierszy albo kolejnos¢ kolumn

c) do jednego wiersza albo kolumny dodamy kombinacjg liniowq

pozostatych
Przyktad 3.
1 2 1 5 1 2 1 5 1 2 1 5
rzA=rz|2 1 -1 4 |=rz|0 -3 -3 -6|=rz|0 -3 -3 -6
I -1 -2 -1 0 -3 -3 -6 0O 0 0 O
1zA =2
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