Odwzorowania wieloliniowe
Formy wieloliniowe
Wyznaczniki

Przypomnienie:

N = {1,2,...,n}

Permutacjg zbioru n-elementowego nazywamy kazde bijektywne
odwzorowanie tego zbioru na siebie

Przyktad O.
A={1,2,3,4,5},B=1{3,2,5,1,4}
oc:A—> B
o,=0(1)=3
0:=0(2)=2 .

Ilo$¢ permutacji = n!
S, - zbiér permutacji

Definicja 0.

Dwa elementy permutacji 0,,0; tworzg inwersje jezeli: 0,>0,ANi<
Ilo$¢ inwersji w permutacji oznaczamy p =[o|, a znak permutacji
okreslamy jako: g(a):(_l)[a]

Przyktad 0.
[o]=5

#(e)= (1) =1

Jezeli znak permutacji to +1 (parzysta ilos¢ inwersji), to te permutacje
nazywamy parzysta.
Jezeli znak permutacji to -1 (nieparzysta ilo$¢ inwersji), to te permutacje
nazywamy nieparzysta.

1 permutacja parzysta
e(o)= { o

-1 permutacja nieparzysta

{a,,a,,...a,}

transpozycja — zamiana miejscami dwdéch dowolnych elementéw
transpozycja zmienia znak permutacji
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Definicja 1.
X, X, X, F (n+1 przestrzeni wektorowych nad tym
samym ciatem K)
f X, xX,x..xX — F nazywamy odwzorowaniem n-liniowym
(wieloliniowym) jezeli jest liniowe ze wzgledu na kazdg zmienng z osobna.

. . 3 v v 3 ' 3 —
Tzn: a) Vv, Vg .f(xl,xz,...,xl._l,xl. +X X s X )—

..... n

_ o _ _ o _,
:f(xl,xz,...,xl.,...,xn)+f(xl,x2,...,xl. ,...,xn)
b) ¥,k Vs x :f(xl,xz,...,axl.,...,xn):af(xl,xz,...,xi,...,xn)

Przyktad 1.
X, X, X; > F
u,v €X, S+ w00, 0, ) = f (00,0, )+ f (9,105, 183)

(
u,,v, € X, f(ﬁlaﬁz+‘72’7’73):f(7’71>l72’7’73)+f(771a‘72’ﬁ3)
vy € Xy f (i, 1,00+ V) = f (0,20 ) + f (i, 7, 73)
f(aﬁl»ﬁz’ﬁs):af(ﬁlaﬁzaﬁs)
f(’/zaaﬁzaﬁs):af(ﬁlaﬁz”%)
f(’/71»7’729a7’73):af(’71:7’72»’73)
UWAGA

Odwzorowanie n-liniowe na ogéf nie jest odwzorowaniem liniowym ze
wzgledu na zespét zniennych

Twierdzenie 1.

Z:X,X,,.,X,,F - przestrzenie wektorowe nad ciatem K
[ X, xX,x.xX, > F

T: f - odwzorowanie n-liniowe <

. Yy 3 v - ' = vy _
S VienVapek Vs zex, - f(xl7x27"'7xi—l7axi + f%, "xi+1""9xn) =

— ¥ ¥ ¥ 7 ¥ ¥ > ¥'7 ¥
= f (Xees X s X, Xy X, )+ B (X Xy X X0 X))

Twierdzenie 2.

Z:X,X,,..X,,F - przestrzenie wektorowe nad ciatem K
fiX xX,x..xX — F -odwzorowanie n-liniowe
Y, € X,

T: f(%,-0,..%,) =0

Wyktad dr Magdaleny Sekowskiej strona2z6 Czesc¢ 9 - Odwzorowania wieloliniowe




Definicja 2.
(X,,K,+,) - n przestrzeni wektorowych nad ciatem K

i=1,2,....,n

S X, xX,x..xX — K odwzorowanie f n-liniowe nazywamy forma
n-liniowa

Definicja 3.

(X,K,+,-) przestrzen wektorowa nad ciatem K

dim X =m

f:Xfo...xX—)K
Odwzorowanie f nazywany forma n-liniowg
(f D K) antysymetrycznag, jezeli:
1) f jest forma n-liniowg
2) Vs f )?G(l)’fa(z)"”,f@(n)):g(a)f(fl’fzﬂ"")_cn)
Twierdzenie 3.
Z: f:X"—> K fjest forma n-liniowg antysymetryczng
X, =X, N #]
T f(%n X X000 X, ) =0

Twierdzenie 4.
Z: f:XxXx...xX — K fjest forma n-liniowg antysymetryczng

n

X5 Xyseiis Xigery X

n

T: (%, % Xes X, ) =0

wektory liniowo zalezne

Twierdzenie 5. (o postaci formy n-liniowej antysymetrycznej)
Z:(X,K,+,)

dimX =n
Bz(El,Ez,...,En) - baza X
fX">K

X, =a,e ta,e,+..+a, e,

T: £ (X, % Xpper X, ) = ( Y. &(0) a4 a0 -...-aw(n)}-f(él,éz,...,én)
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Twierdzenie 6.
Z:(X,K,+,)

dimX =n
B=(e,e,,...,¢e,)
fX">K

X, =a,e ta,e, +..+a, e,

X, =a,e +aye +..+a,e,
i=12,..,n
T: a) jedyng forma n-liniowg antysymetryczng f: X" — K: taka, ze

f(e.e,...e,)=1

jest nastQijan forma:f(fl,fz,---,fn) = Z 8(0)'010(1) o) uo(n)
oesS,

b) kazda inna forma n-liniowa antysymetryczna
g: X" > K jest postaci

g=u-f qgdzie:
u=2(2,2,..2,)

Definicja 4.

(X,K,+,-) - przestrzen wektorowa
dimX =n

B = (51,52,...,5”) - baza X
f:X">K

X, = 4a; ¢ + a,,6, +...+ a, e,

X =a,e +a,e +..+a, e
i=1,2,...,n

Jedyng forme n-liniowg antysymetryczng (z twierdzenia 6, teza a)
f . X”l % K . f(flﬁ')TZ"“’fn) == Z 8(6) 'alo_(l) 'Clza(z) ‘e 'ano_(n)

€S,

nazywamy forma wyznacznikowa, a jej wartos¢ na ence wektordéw
nazywamy wyznacznikiem tych wektorow w bazie B i oznaczamy:

det, (X,,%,,....X, )
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UWAGA
Forme wyznacznikowg utozsamiamy z wyznacznikiem

WNIOSKTI:
Wiasnosci wyznacznikow n-wektorow

1) det, (%, %5500 X, ) = £(0) 1,0 Gy o)

oceS,
2) det, (e,e,,....e,) =1

3) X,,X,,...,X, sg liniowo zalezne = det,(%,,%,,...X,)=0

4) @) det, (%, % 0Ky, | = £(0) det,y (%, %, %, )
b) det, (X,,....0%X,,....X, ) = adet, (X,,.... X, ..., X, )

det, (X,...%, + X, ..., X, ) = det, (X,,....X,,..., X, )+ det, (X,,... X, ... X, )

5) wartos¢ wyznacznika nie zmieni sie, jezeli do jednego z wektorow
dodamy kombinacje liniowg pozostatych

UWAGA
Jezeli przestrzen X =IR” ma baze kanoniczng to X, = [ali,azp---,am-]B
a, 4a, ... q,
a a . a
— — — 21 22 2n
det, (X,,%,,....X, ) =
anl anZ ann

Przyktad 2.
dimX =2

a) permutacje 2
B=(e.q,) liczb
— — — 112 | +
X, =46 +aye, 2 1171 -

X, =ape +aye,

det, ()_Cl’fz) - Z ‘9(0-) "Aio(1) Gag(z) = TGy ~ A1yl

oeS,
b) :

(X’R’+’ ) permutacje 3 liczb
dimX =3 1 2 3 +
R 2 1 |+
B=(2.28) 3 :1)’ 2 |+
X, =a,e +a,e, +a,e, 1 3 2 -

X, = a6 +ae, +aye, 3 2 1 -

2 1 3 -

X3 = 0,56, T a8, + a6

det, (XI’ xzaxz) = +a),0y055 + 05305, + 430,05, — A)105305, — Q305,05 — A,05,05
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Przyktad 2.

a
)dt——_all |
Cly (xvxz) - = a0, —a),a,,
a, dy

b) metoda obrazkowa - metoda Sarrusa
Cl 1 a12 1

detB (fl’f27f3) = a21 a22 23 a21 a22

s a32 33 a31 a3y

= Ay, 053 T A, 305, T 4130505, — 1105305, — 130,05 — d)d)A5;

Przyktad 3.

I 2 1

1 I -1=-1
-1 -3 2
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