RELACJE I ODWZOROWANIA

Definicja 1.

Dwuargumentowg relacjg okreslong w iloczynie kartezjanskim XxY
X3 A Y22 nazywamy uporzadkowang tréjke R = ( X, grR, Y ), gdzie
grR < XxY .

Zbiér X nazywamy naddziedzing relacji.

Zbiér Y nazywamy zapasem relacji.

grR to wykres relacji.

Mowimy, ze dwa elementy x e X A yeY sgw relacjiR < (x,y) € grR
Definicja 2.

R =(X,grR,Y)

Dziedzine relacji oznaczamy Dg

Dr: = { xeX: 3yeY: xRy }

Przeciwdziedzine relacji oznaczamy

dRr :={yeY: IxeX: xRy}

PRZYKLAD 1. P3| T

X=[112] ’ Y=[112] L R G
grR = {(Xx,y): X<y }

[Tl B . G
v

—_ ===

Definicja 3.

R= (X, grR, Y)
Relacjq odwrotna do relacji R nazywamy relacje R™* = (Y, grR™?, X),
gdzie grR' = {(x,y)eYxX: (y,x)egrR }
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Definicja 4.

Niech R i S to nastepujace relacje:

R= (X, grR, U)

S= (U, grS, Y)

Ztozeniem relacji R z relacjg S nazywamy relacje

(SeR):=(X,gr(S-R),Y), gdzie
gr(SeR):= {(x,y) e XxY: 3 :xRun uSy}

PRZYKLAD 2.

R =(N,grR,N)

grR ={(2,1),(3,1),(4,2),(4,5),(5,3)}
S =(N,grS,N)

grS ={(1,3),(4,1),(3,6),(6,8),(6,7)}
D, =42,3,4,5} c N

%k =41,2,3,5) cN
SoR=(N,gr(5-R),N) A
gr(S-R)=4(2,3),(3,3),(5,6)}

RoS =(N,gr(R-S),N) A
gr(R-S)={(1, 1)}

Definicja 5.
R=(X,grR,Y)AX=Y=J relacje, czyli
R=(X, grR, X)

Relacja jest relacjg rownowaznosci, gdy spetnione sg warunki:

1° Relacje nazywamy zwrotng: < vxeX: XRx

2° Relacje nazywamy symetryczng: < VX,yeX: XRy = yRx

3° Relacje nazywamy przechodnig: < VX,y,zeX: XRy A YRz = xRz
Przyjmujemy oznaczenie (X,R)

Definicja 6.

Jezeli (X,R) jest zbiorem z relacjg rownowaznosci i xe X to klasg
rownowaznosci elementu x nazywamy zbior:

[X]:={yeX: xRy }
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PRZYKLAD 3.
R jest relacjg rownosci w zbiorze liczb rzeczywistych.

R=(R,=), xRy < x=y

1° vYxeR x=X = XRx
2° VX, yeR XRy = x=y = y=X = YyRX

3° VX,Y,zeR XRy A YRz= X=y A y=z=>X=z= XRz
PRZYKLAD 4.

X ={AB}
48 R CD o [48] - €] »

P T YA i ——

AB || CD (wektory sa zgodnie réwnolegte)

Z wasnosci wektorow

1°AB R AB, gdyz HHB’H:HHBHAEHTB
2° ABR CD = CD R AB

3° ABRCDA CDREF= ABRCD
[A—B}:{C—D:A—BR@}

W tej relacji klasg rdwnowaznoci AB jest wektor swobodny.

Definicja 7.
(X,R) - zbidr z relacjg réwnowaznosci
Zbiér klas rownowaznosci relacji nazywamy zbiorem ilorazowym i
oznaczamy X/r :={[X]: xeX }

TWIERDZENIE 1.

Z: (X,R) — zbidr z relacjg rownowaznosci
T:

1° VxeX: [X]#D

2° V[x], [yleXr 1 [x]z[yl=[x]nly]=9
3° V[x]e X/r : x=X
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WNIOSEK

Relacja réwnowaznosci w zbiorze X dzieli ten zbiér na podzbiory niepuste,
roztgczne, dajace w sumie caty zbior X.

Definicja 8.
(X,R) — zbidr z relacjg rownowaznosci

1° Relacje nazywamy antysymetryczng: < VX,yeX: XRy A YRX = x=y
2° Relacja nazywamy asymetryczng: < VvX,yeX: XRy = —(yRXx)
3° Relacja nazywamy spdjng: < vx,yeX: XRy v yRx v x=y

Definicja 9.

A) Jesli dwuelementowa relacja (X,R) jest zwrotna, antysymetryczna i
przechodnia to nazywamy jg relacjg stabego porzadku czesciowego.
Jezeli dodatkowo jest spdjna to nazywamy jg relacjg stabego
porzadku totalnego albo liniowego.

B) Jezeli dwuelementowa relacja (X,R) jest asymetryczna i
przechodnia to nazywamy jg relacjg silnego porzadku czesciowego,
jezeli ponadto jest spdjna to jest to relacja silnego porzadku
liniowego lub totalnego.

C) Jezeli w zbiorze X okreslona jest ktérakolwiek z powyzszych relacji,
to zbiér nazywamy uporzadkowanym

e Czesciowo, jezeli R jest relacjg porzadku czesciowego,
e Totalnie, jezeli R jest relacjg porzadku liniowego.

PRZYKLAD 5.

(R,R), XRy: < x <y
Sprawdzamy, czy relacja (]R, s) jest relacjq porzadku.
Z wtasnosci liczb rzeczywistych

1° V x<x
XeR

2° V XSYAYSX=>X=Y
X,yeR

3° V X<yaAy<z=>x<z
X,Y,zeR

4° V X<yvy<XxXvXx=y
X,yeR

Relacja jest relacjg stabego porzadku liniowego.
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PRZYKLAD 6.

(ZE,R) ARB <AcB

1° A‘V;EACA

2° V. AcBABcA=A=8B
A,Be2F

3° ABVZEACBABCC:ACB

Jest to relacja slabego porzadku czesciowego.
Relacja nie jest spdjna na przyktad dla zbiorow z

ELEMENTY WYROZNIONE ZBIORU UPORZADKOWANEGO

Definicja 10.

(X,R) —zbidr uporzadkowany

1° MeX , M nazywamy elementem najwiekszym zbioru
stabouporzadkowanego: < vxeX xRM (dla silnego porzadku M=x)

2° meX, m nazywamy elementem najmniejszym zbioru
stabouporzadkowanego: < vxeX mRx (dla silnego porzadku m=x)

TWIERDZENIE 2.

(X,R) - zbiér uporzadkowany
Jezeli w zbiorze X istnieje element najwiekszy (najmniejszy) to jest on
jedyny.

Definicja 11.

(X,R) — zbidér uporzadkowany

1° EeX A E£X, £ nazywamy elementem maksymalnym zbioru
stabouporzgdkowanego: < —(3IxeX: £Rx) (dla silnego porzadku &=x)

2° neX A n#X, n hazywamy elementem minimalnym zbioru
uporzgdkowanego: < —(3IxeX: xRn) (dla silnego porzadku n=x)
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PRZYKLAD 8.
. _ LY
(N%1) xly: = 3 -

1° VvV x|x bo x=1x

.
XeN

k &y =kx

2° X|ly A YIX = x=y
Warunek ten jest w formie twierdzenia

Z:
2y =k
2oix=ky
T: x=y
D:
y=k,x
=y =kkyrkk,eN=>kk,=1=k =1rk,=1=>x=Yy
X =K,y

3° x|y aylz = x|z

Z:
2 y=hx
By x =ty
T:
k33€N 1 Z = kyx
D: z=k,y
z=K,Kk, X
Z =Kkyx
ky, = k,k, e N

Relacja nie jest spdjna, bo na przyktad dla liczb 2 A 3
—(2]13) A =(3]12) A =(2 =3)

V Xy vylx v x=y
Xy,yeN

Jest to wiec relacja stabego porzadku czesciowego.

PRZYKLAD 9.

a) (A, | ) - relacja podzielnosci w zbiorze A tzn. x,yeA :xRy < X|y
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A={1,2,4,8,16}
m=1 bo 1|2, 1|4, 1|8, 1|16
M=16 bo 1|16 ,2|16, 4|16, 8|16

b) (B, )
B={1I2I3I4I5I6I7I8}

m=1

n=1

NN
Ul o N

Definicja 12.
(X,R) —zbidr uporzadkowany , AcX, AzJ

1° veX v nazywamy majorantg zbioru uporzadkowanego A: < VxeA: XRv

| |
-1 5

(R,<) Majorantg jest np. 6

2° CeX, £ nazywamy minorantg zbioru uporzagdkowanego A: < VxeA: (Rx
Definicja 13.

Jezeli zbior A posiada co najmniej jedng majorante, to mowimy, ze jest on
ograniczony od gory.

Jezeli zbior A posiada co najmniej jedng minorante, to méwimy, ze jest
on ograniczony od dotu.

(X,R), AcX, (AR)
Kresem gornym zbioru A w zbiorze X nazywamy, o ile istnieje, element
najmniejszy zbioru majorant i oznaczamy go supA.
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(X,R), A=X, (A,R)
Kresem dolnym zbioru A w zbiorze X nazywamy, o ile istnieje, element
najwiekszy zbioru minorant i oznaczamy go infA.

Definicja 14.
R=(X,grR,Y) - relacja

1° relacje nazywamy relacjg prawostronnie jednoznaczng (funkcjq):<
vXeX A VY1,¥Y2€Y: XRy1 A XRy2 = yi1=Y>

2° relacje nazywamy relacjq lewostronnie jednoznaczng (injektywna) <
VX1,X2eX A VYeY: X1RY A XoRYy = X1=X>

3° relacje R nazywamy surjektywnq: < d R=Y
4° relacje R nazywamy wszedzie okreslong: < Dr=X

5° relacje wszedzie okreslong i prawostronnie jednoznaczng (funkcje
wszedzie okreslong) nazywamy odwzorowaniem.

6° odwzorowanie, ktore jest injektywne i surjektywne nazywamy
odwzorowaniem bijektywnym.
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