EUKLIDESOWA PRZESTRZEN AFINICZNA (WEKTOROWA)
RZECZYWISTA

Definicja 1

(Rn,R,h-) u:(xl,xz,...,xn) v:(yl,yz,...,yn)

(;/;) =) tx,y, +...+X,y, - nazywamy iloczynem skalarnym

Mozemy go réwniez oznacza¢ w nastepujacy sposob:

(/)= iov

Definicja 2

(]R”,o) te przestrzen wektorowg nad ciatem R z iloczynem skalarnym

oznaczamy(En) i nazywamy euklidesowa.

Definicja 3

(RH,RH,-F,') - przestrzen afiniczna, gdzie w R" wprowadzono iloczyn
skalarny

Przestrzen R" zdefiniowang z iloczynem skalarnym nazywamy przestrzenig

euklidesowq i oznaczamy E, .

Definicja 4
Jezeli w przestrzeni E

u=(x,%,,....,x,) tozwiazek:

I u ||= (;/;) nazywamy norma

WNIOSEK: [|u [[:= y/x + X2 +...4 x°
Definicja 5

(EH’E—}’1”+") x’yEEn
to odlegtoscig nazywamy:
d(x,y)= x|l
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Definicja 5

—_—

E, - przestrzen euklidesowa ;,; S fn u#zOAv#0

Jezeli (;/;) =(0 to moéwimy, ze wektory ;,; sq ortogonalne.

GEOMETRIA ANALITYCZNA PRZESTRZENI EUKLIDESOWE] E;

Oznaczenie:

_—

(En,E

no

+,-) - przestrzen euklidesowa

(Oo,i,j,k) - uktad wspoétrzednych przestrzeni afinicznej
i:=(1,0,0) j:=(0,1,0) k:=(0,0,1)

UWAGA:
W przestrzeni E; zamiast mowi¢, ze dwa wektory sg ortogonalne mowimy,
ze sg prostopadte. Zachodzi tam réwniez:

Fl= = kl=1 0 il ilk kL

UMOWA:
W Es przyjmujemy tzw. ortogonalny uktad wspétrzednych.

A
z

bl

X
Definicja 1 ;,; € En

Katem miedzy wektorami <):(;,;) nazywamy mniejszy z 2 katow jakie one

tworzg jezeli zaczepimy je w poczatku uktadu.

UWAGA:

Dowodzi sig, ze:

vov=lull-llv - — = uovy

uov=lu H'HVHCOS<):(u,v) , stad cos{(u,v):—_
][] v]]
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Definicja2 uck

Wersorem wektora E nazywamy wektor, ktéry ma ten sam kierunek i zwrot
ale dtugosc rowng 1.

=1

WBI”SIZ TT Z_i AN HW@I"SI;

WNIOSEK:

L_tz[xl,xz,x3] H;H:tl u#0

= X z
wersu = T,L,T
| ]
UWAGA:
[u u,,u,
~ - Zoi
cos<):(u
uo
cos<):(u ]) ]
cos{(u k) H H
Definicja 3.

cos<):(;,f) cosq(ﬁ,}) cos<):(;,%) nazywamy kosinusami kierunkowymi

WNIOSEK:

e

wersu = [cos X (;, ;) ,COS <X (;, ;) ,COS <X (;, %)J

UWAGA:
Wszystkie powyzsze definicje i wnioski dotyczg tez (odpowiednio)
przestrzeni Es.
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ORIENTACIA

Orientacja w E (EZ,E#)
&3,13) o) (2,3) O/
e

Dwie pary wektorow liniowo niezaleznych zaczepionych w punkcie O, O’

Te 2 pary wektoréw nazymamy rownoskretnymi jezeli poprzez
przesuniecie i obrot mozna doprowadzi¢ do sytuacji, ze punkt O pokryje sie
z punktem O’, wektory ¢, ¢ lezq na tej samej prostej i majg ten sam zwrot
a wektory ¢,d lezg po tej samej stronie tej prostej.

4

- b
d

QY

2 pary wektorow nazymamy nieréwnoskretnymi jezeli poprzez
przesuniecie i obrét mozna doprowadzi¢ do sytuacji, ze punkt O pokryje sie
z punktem O, wektory g, c leza na tej samej prostej i majq ten sam zwrot a
wektory ¢, d leza po dwdch stronach tej proste;.

(—

iNnoa
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WNIOSEK:
tatwo zauwazyc, ze jezeli ustalimy pare wektorow to pozostate sg do nich
albo réwnoskretne albo nieréwnoskretne.

Jezeli ustalimy pare wektoréw to méwimy, ze nadajemy orientacje.

wektory a,c s liniowo niezalezne

Orientacja dodatnia R

Mowimy, ze orientacja jest dodatnia, jezeli obracajac wektor ¢ wokdét
punktu O po najkrotszej drodze tak aby pokryt sie z prostg zawierajacq b
poruszamy sie niezgodnie z ruchem wskazéwek zegara.

QS
!
v

Orientacja ujemna R

Moéwimy, ze orientacja jest ujemna, jezeli obracajac wektor a wokot punktu
O po najkrotszej drodze tak aby pokryt sie z prostg zawierajaca b
poruszamy sie zgodnie z ruchem wskazowek zegara.

v

)/

~.!

\ 4
v

~.

17 v

Wyktad dr Magdaleny Sekowskiej strona5z9 Czesc¢ 15 - Euklid. przest. afiniczna




Orientacjaw F, (E f+)
(#he) 0 (&7) o

)
v
Dwie tréjki wektordw liniowo niezaleznych.

Te dwie trojki wektorow nazywami rownoskretnymi jezeli poprzez
przesuniecie i obrét mozna doprowadzic¢ do sytuacji, ze punkt O pokryje sie
zO', pary gq,b i d,e leza w jednej ptaszczyznie i s rownoskretne a wektory
¢, f sa po jednej stronie tej ptaszczyzny

v

Jezeli powyzszy warunek nie jest spetniony (tj wektory E,? nie lezg w
jednej ptaszczyznie) to méwimy, ze wektory sg nieréwnoskretne.

4
A 4
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UWAGA:
Jezeli zadamy tréjke to kazde pozostate sg albo rownoskretne albo
nierownoskretne.

Dla wybranej tréjki orientacja jest dodatnia jezeli mozemy zastosowac do
niej regute Sruby prawoskretnej (regute prawej reki) (1).

A

(2)

S

v

QY
ol

Gdy powyzszy warunek nie jest spetniony to wystepuje orientacja ujemna

(2).
Definicja 4

(E3,E3,+) u,vek
Iloczynem wektorowym nazywamy odwzorowanie x:[E xE, — E,,
takie, ze:

1. uxv:=0 jeéli u=0vv=0
2. we=uxviesli yz0Av=0
a) wluawlv
o) )= []-sin < (1.v)

C) (u,v, w) jest rownoskretne z przyjetym uktadem wspoétrzednych

Wiasnosci: ; + 6/\; + 6

|

cuxv=—(vxu)

N

AeR  (Au)xv=ux(Av)=A(uxv)

3. ux(v+w):u><v+u><w

4. uz0Av0Auxv=0<=>ul||lv méwimy, ze u,v sa liniowo zalezne
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5. u#0Av#0 Au,v - liniowo niezalezne

a
i G A
6.
k - PRy
uz[ux,uy,uzjzuxl+uy]+uzk
— v=[vx,vy,vz}=vxi+vyj+vzk
; J

u,v - liniowo niezalezne

i =] =ui v ok
vV, = v, vk

Vo= (i, )<+, 4 E) =
=(uxvx);><l+(uxv )fx}+(uxvz)fx%+(u vx);xf+(uyvy)}x}+(uyvz)}x%+
+(u vx)kxz+<uk )kx]+(uk )kxk—

:(uxvy)k—(uxvz)j ( )k+(uy )’+(”k )_J_-_(ukvy);:

:(uyvz—uk )z+(ukv —u v) ( Uy, —u,v )k

:[uyvz —U VY, UV, — UV LUV, UV ]

yox?
~OBRAZEK":
ik
- - - u Z/lz . ux uz 7 Z/lx u
UXv=lu,  u, u, =i(-D"| +j(=D"? + k(=)™ Y =
v, v, v, Ve,
Ve v, v,

:(uyv —u,v )H—(ukv —u,v )j+(uxvy—uyvx)k:

:[uyvz—ukvy,ukv —U VUV, —UY ]

yox?
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Definicja 7 Iloczyn mieszany

—_—

ExExEZ—)R ﬁ,;,we]z
Iloczynem mieszanym nazywamy:
(&;%) = (i; X ;) 0w

WELASNOSCI:

1. (;x;)o;vzao(;x;v)

2. u#0 v#0 w

+
uo (;x Vv) =0<=> ljl,;,;{/ sq wektorami liniowo zaleznymi
(lezg w jednej ptaszczyznie)

Vz(uxv)ow‘

4. , — — A I
u—[ux,uy,uz}—ux1+uy]+uzk
v=[vx,vy,vz]:vxl+vy]+vzk
w= wx,wy,wZ]:wxl+wy]+ka

ux
(uvw)z v, v, Vv
Wx
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