AGH

Akademia Gorniczo-Hutnicza
im. Stanistawa Staszica
w Krakowie

Dziedzina nauk Scistych i przyrodniczych
Dyscyplina: Matematyka

Rozprawa doktorska

Komputerowo wspierany dowéd dyfuzji
w problemie trzech ciat

Natalia Wodka-Cholewa

Promotor rozprawy:

prof. dr hab. Maciej Capinski

Praca wykonana:

Akademia Goérniczo-Hutniczo im. Stanistawa Staszica
Wydziat Matematyki Stosowane;]

Katedra Rownan Roézniczkowych

Krakow 2024



Spis tresci

Streszczenie . . . . . . ... 2
Abstract . . . ... 3
Podziekowania . . ... ... ... 4
Wstep . . . . . 5
Rozdzial 1. Preliminaria . .. ... ... ... ..., ... .......... 9
1.1. Twierdzenie Krawczyka . . . . . . . . . ... ... .. 9
1.2. Normalnie hiperboliczne rozmaitosci niezmiennicze . . . . . . . . . ... .. 10
1.3. Twierdzenie KAM . . . . . . . . . . . . . e 12
1.4. Mechanizm dyfuzji . . . . . . . . .. . . 13
1.4.1. Dyfuzja dla dyskretnych uktadéw dynamicznych . . . . . ... ... .. 14
1.4.2. Dyfuzja dla okresowych perturbacji uktadéw hamiltonowskich . . . . . 16

1.5. Ograniczony problem trzech ciat . . . . ... .. .. .. ... ... .. .. 19
Rozdzial 2. Gléwny wynik rozprawy . . ... ... ... .......... 21
Rozdzial 3. Dowdd gléwnego twierdzenia . . . . . . ... ... ... ... 23
3.1. Metoda strzatéw réwnolegtych dla orbit symetrycznych . . . .. .. .. .. 23
3.2. Oszacowania orbit Lyapunova . . . . . . . . .. .. .. . L0 25
3.3. Oszacowania stabilnej i niestabilnej rozmaitoéci orbit Lypaunova . . . . . . 26
3.4. Przecigcie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej orbit Lypuanova . . . . . . . . 36
3.5. Przetrwanie rodziny orbit Lyapunova po perturbacji . . . . . .. . ... .. 39
3.6. Dowdd gltéwnego twierdzenia . . . . . . .. oL oL Lo oo 41
Rozdzial 4. Zakonczenie. . . . . . . ... ... 51
Dodatek A. Dowody lematéw i niektérych wtasnosci . . . . . .. . .. 52
A.1.Wtasnosci symplektyczne odwzorowan Poincarégo . . . . . . .. .. .. .. 52
A.2.Dowdd Lematu 3.7 . . . . .o 54
A.3.Dowdd Lematu 3.8 . . . . . ... 54

A 4.Oszacowanie stalej Lipschitza dla cztonu perturbacyjnego . . . . . . .. .. 55
Bibliografia. . . . . . ... ... 58



Streszczenie

Vladimir Arnold udowodnit w 1964 roku, ze nawet przy bardzo malej per-
turbacji catkowalnego uktadu hamiltonowskiego mozemy otrzymac¢ dowolnie duze
zmiany energii. Zjawisko to, ktére obecnie nazywamy dyfuzja Arnolda ma miej-
sce w problemie trzech cial. W rozprawie wykazemy, ze istotnie, dla dostatecznie
malej perturbacji mozna otrzymaé orbity, ktore zmieniajg energie o pewna staly
niezalezng od wielkosci perturbacji.

W tej rozprawie doktorskiej przedstawiamy komputerowo wspierany dowod dy-
fuzji w eliptycznym ograniczonym problemie trzech cial na ptaszczyznie. Konstruk-
cja bazuje na rozwazeniu kotowego ograniczonego problem trzech cial na ptasz-
czyznie i wprowadzeniu mimosrodu trajektorii wiekszych ciat jako zaburzajacego
parametru. Przez taka perturbacje otrzymujemy problem eliptyczny. Niezaburzony
uktad zachowuje energie, lecz dla dostatecznie malej perturbacji istnieja orbity ze
zmiang energii, ktora nie zalezy od rozmiaru tej perturbacji. W dowodzie badamy
przeciecia rozmaitosci stabilnej i niestabilnej normalnie hiperbolicznego cylindra
wykorzystujac odwzorowanie rozpraszajace oraz teorie sledzenia. Konstrukcja pro-
wadzi do istnienia ‘pseudo-orbit’, dla ktorych wystepuja wymagane zmiany energii.
Za pomocy sledzenia, z tych pseudo-orbit, wykazujemy istnienie wtasciwych orbit
uktadu, dla ktérych istnieja interesujace nas zmiany energii.

Atutem przedstawionej metody jest to, ze ma ona charakter konstrukcyjny i
moze by¢ stosowana dla modelu o fizycznych parametrach, w naszym przypadku
dla uktadu Stonce-Jowisz, ktory jest z dala od zakresu dostepnego dla technik w
pei perturbacyjnych.

Stowa kluczowe

dowdd wspierany komputerowo, problem trzech cial, dyfuzja Arnolda, normal-
nie hiperboliczna rozmaitos¢, twierdzenie o wlasnosci sledzenia, odwzorowanie
rozpraszajace, uktad hamiltonowski



Abstract

Vladimir Arnold proved in 1964, that even with a very small perturbation of
an integrable hamiltonian system we can obtain large energy changes, which are
independent of the size of the perturbation. Such phenomenon has been given the
name of Arnold’s diffusion. It has been shown that it can occur in three body
problem. In this thesis we show a mechanism for proving Arnold’s diffusion. We
want to show that for a sufficiently small perturbation we can obtain orbits that
change energy by some constant independent on the size of perturbation.

In this thesis we present the computer assisted proof of diffusion in the Planar
Elliptic Restricted Three Body Problem. We consider a Planar Circular Restricted
Three Body Problem. We perturb it introducing a parameter, that is the eccentri-
city of the trajectories of the primaries and obtain in this way the Planar Elliptic
Restricted Three Body Problem. The unperturbed system preserves energy, but
for sufficiently small perturbations there exist orbits with energy changes, that do
not depend on the size of that perturbation. In the proof we study intersections of
stable and unstable manifolds of a normally hyperbolic cylinder using scattering
map and shadowing theory. We prove that intersections are transversal and we
show explicit energy changes for ‘pseudo-orbits’. We then prove the existence of
real orbits of the system, which shadow the pseudo-orbits. Such orbits exhibit the
required energy changes.

The main advantage of the presented method is its explicit end constructive
nature. It allows us to treat the model with real life parameters, in our case the
Jupiter-Sun system, which is unattainable to purely perturbative techniques.

Key words

computer assisted proof, three body problem, Arnold diffusion, normally hy-
perbolic manifold, shadowing lemma, scattering map, Hamiltonian system
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rytoryczne komentarze, wymiany wiadomosci oraz spotkania zaowocowaly moim
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lentowanego i zaangazowanego a jednocze$nie wyrozumiatego promotora.



Wstep

W niniejszej rozprawie rozwazamy autonomiczny uktad hamiltonowski. Taki
uktad ma catke ruchu okreslong przez Hamiltonian. Catke ta bedziemy czesto
nazywali energiag. Bedziemy rozwazaé ograniczony problem trzech cial na ptasz-
czyznie. Problem opisuje ruch matego ciata o znikomej masie pod wplywem sit
grawitacyjnych dwoéch duzych ciat, ktére poruszajag sie po orbitach Keplera. Dla
rozroznienia te ciala bedziemy nazywaé¢ wiekszymi a male ciato jako punkt. Ruch
punktu odbywa si¢ w tej samej ptaszczyznie co trajektorie wickszych ciat. Be-
dziemy wyréznia¢ dwa problemy. Gdy orbity Keplera sg okregami méwimy o ko-
lowym organicznym problemie trzech cial na ptaszczyznie (ang. Planar Circular
Restricted Three Body Problem - PCR3BP). Rozwazamy uklad w takich zmien-
nych, aby wspolrzedne poruszaly sie razem z ruchem wigkszych cial, tak aby w
nowych zmiennych pozostawaty w miejscu. Wtedy Hamiltonian takiego uktadu
jest niezalezny od czasu. Gdy orbity sa eliptyczne, problem nazywamy eliptycz-
nym ograniczonym problemem trzech cial na ptaszczyznie (ang. Planar Elliptic
Restricted Three Body Problem - PER3BP), ktérego Hamiltonian zalezy od czasu.
Omawiajgc uktad bedziemy czesto uzywaé skrotéw dla uproszezenia.

Uktad, ktéry badamy przed perturbacja posiada normalnie hiperboliczna roz-
maitos¢ niezmiennicza, ktorej stabilna i niestabilna rozmaitos¢ przecinaja sie trans-
wersalnie. Oznacza to, ze rozwazany uktad jest chaotyczny. (Jest to prostszy pro-
blem niz taki, ktéry jest w pelni calkowalny tak jak w znanym przyktadzie Ar-
nolda [2].) Mechanizm dyfuzji opiera si¢ na udowodnieniu istnienia trajektorii,
ktore sledza przeciecia rozmaitosci stabilnej i niestabilnej oraz zmianie ich energii
pod wplywem zaburzenia.

Gléwnym wynikiem tej rozprawy jest wynik z pracy [11]. Opiera sie on na
wynikach geometrycznych oraz tych dotyczacych sledzenia, ktére otrzymali Del-
shams, Gidea, de la Llave oraz Seara [12,13]. Narzedziem wykorzystywanym przy
dowodzie i konstrukeji jest odwzorowanie rozpraszajace (ang. scattering map) [13],
czyli takie ktore punktowi z normalnie hiperbolicznej rozmaitosci przypisuje inny
punkt z tej rozmaitosci, jesli stabilna i niestabilna wigzka tych punktow przecina
sie w sposob nietrywialny. Sa dwie korzysci z badania odwzorowania rozpraszaja-
cego. Po pierwsze mozna wykorzysta¢ techniki perturbacyjne do badania wptywu
parametru na to odwzorowanie. Zwykle odbywa sie to za pomocg catek Melnikowa
w przypadku uktadéw ciagtych lub sum Mielnikowa w przypadku uktadéw dyskret-
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nych [13,15]. Po zbadaniu tego jak wpltywa perturbacja na odwzorowanie, druga
korzyscia jest istnienie orbit, ktoére sledza pseudo-orbity odwzorowania rozprasza-
jacego [19]. Oznacza to, ze jesli udowodnimy istnienie pseudo-orbit, ktére maja
makroskopowe zmiany energii, to istniejg rzeczywiste trajektorie uktadu, ktore
rOwniez zmienig tak energie.

Aby udowodni¢ dyfuzje w naszej rozprawie bedziemy stosowaé¢ schemat opra-
cowany w pracach [13,15,19,20]. Gtéwnym narzedziem jest wczesniej wspomniane
odwzorowanie rozpraszajace [13] wraz z lematami dotyczacymi $ledzenia z [19].
W dowodzie skorzystamy z wynikéw uzyskanych w [10], gdzie sformulowane sa
metody, ktére mozna zaimplementowa¢ do przeprowadzenia dowodu wspieranego
komputerowo. Gléwna cechg ktéra przemawia za wykorzystaniem twierdzen z [10]
jest to, ze zaltozenia ktore nalezy zweryfikowaé¢ aby uzyska¢ mechanizm dyfuzji
mozemy przeprowadzi¢ w skonczonej liczbie krokéw poprzez obliczanie pewnych
oszacowan dotyczacych wtasnosci uktadu.

W naszej rozprawie przeprowadzimy dowdéd w nastepujacy sposob. Znajdziemy
oszacowanie na rodzine orbit Lyapunova w kotowym problemie trzech ciat
(PCR3BP), ktora stanowi rozmaito$¢ normalnie hiperboliczna. (Od teraz rozma-
itosci normalnie hiperboliczne bedziemy oznaczaé¢ jako NHIM; ang. normally hy-
perbolic invariant manifold.) Nastepnie otrzymamy oszacowanie na lokalne rozma-
itosci NHIM, stabilng i niestabilng oraz udowodnimy, ze przecinaja si¢ transwersal-
nie. Sprawdzimy réwniez czy odwzorowanie rozpraszajace jest dobrze zdefiniowane
i otrzymamy doktadne oszacowanie na jego dynamike. Zweryfikujemy zaltozenia
skretu (ang. twist condition) na podstawie ktérych mozna stwierdzié¢, ze NIHM po
perturbacji zawiera zbiér Cantora KAM-toruséw (twierdzenie KAM od nazwisk
Andrieja Kolmogorowa, Wtadimira Arnolda i Jiirgena Mosera, udowodnione dla
uktadéw hamiltonowskich przez Arnolda w 1963 roku [4]). Nastepnie wykorzystamy
twierdzenia z [10] aby udowodnié¢ dyfuzje. Wszystkie kroki dowodu mozna prze-
prowadzi¢ z pomocg oszacowan opartych na arytmetyce przedziatowej z uzyciem
komputera.

Aby udowodni¢ dyfuzje w problemie eliptycznym (PER3BP) nie jest konieczne
opieranie sie na dowodach wspieranych komputerowo. W pracy [14] mozna znalezé
analityczne dowody dyfuzji dla tego problemu. Uzyto tam rowniez teorii odwzo-
rowania rozpraszajacego oraz mechanizmu $ledzenia. Aby jednak przeprowadzié
analityczny dowéd w pracy [14] jedna z mas wigkszych cial jest przyjeta jako
znacznie mniejsza od drugiej oraz moment pedu punktu o znikomej masie jest
wystarczajaco duzy. Réznica w naszym podejsciu jest taka, ze mozemy pracowac z
doktadnie okreslong masa Jowisza oraz konkretna wartoscia energii punktu, ktéra
odpowiada energii komety Oterma. Podobnie jak w [14] musimy zatozy¢, Ze mimo-
srod dla uktadu jest dostatecznie maly. Zatem odchylenie od kotowej orbity jest
niewielkie.

W pracy [9] autorzy wykorzystuja doktadne wartosci mas i energii oraz prze-
dziat dla mimosrodéw zaczynajacy sie od zera az do warto$ci majgcej znaczenie fi-
zyczne. W pracy uzyto konstrukeji komputerowo wspieranego dowodu z odpowied-
nio utozonymi ,,oknami”. Roznica jest taka, ze w naszym podejsciu szukamy prze-
cie¢ rozmaitosdci nieperturbowanego uktadu i sprawdzamy zalozenia z pracy [10].
Orbity Sledzace dostajemy automatycznie z [19] i nie musimy zajmowaé sie do-
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ktadna konstrukcja okien jak w [9]. Jednakze nasz wynik jest troche stabszy niz
uzyskany w [9].

Nasza konstrukcja geometryczna jest bardzo podobna do metody w pracach
[7,8]. Jest jednak kilka réznic, z ktérych gltéwna jest to, ze uzywamy odwzoro-
wan Poincarégo i obliczamy skoniczone sumy Melnikova zamiast catek Melnikova.
Planowali$my wykorzysta¢ taka sama konstrukcje jak w [7], ale okazalo sie ze obli-
czanie doktadnych oszacowan na calki wzdtuz trajektorii jest duzo trudniejsze niz
obliczenie oszacowan na sumy wzdtuz dyskretnych orbit odwzorowania Poincarégo.

Istotna réznica pomiedzy naszym podejéciem a [7] jest taka, ze w [7] niektore
z zalozen twierdzen dzieki ktérym dyfuzja zostata udowodniona sg sprawdzone
poprzez niesciste obliczenia. W niniejszej rozprawie przeprowadzimy dowod wyko-
rzystujac Sciste obliczenia w arytmetyce przedziatowej. Zostaly one wykorzystane
w dowodzie wspieranym komputerowo istnienia normalnie hiperbolicznej rozma-
itosci niezmienniczej oraz sprawdzenia warunkow ,skretu”, potrzebnych aby wy-
korzysta¢ klasyczne twierdzenie KAM przy rozmaitosci. PrzeprowadziliSmy takze
dowod wspierany komputerowo tego, ze odwzorowanie rozpraszajace jest dobrze
zdefiniowane, poprzez znalezienie transwersalnego przeciecia stabilnej i niestabil-
nej rozmaitosci. Z uzyciem Scistej arytmetyki przedziatowej oszacowaliémy sumy
Melnikova dzigki czemu mozna byto udowodnié¢ dyfuzje.

Gléwnym narzedziem, ktore zostato przez nas wykorzystane przy implementa-
cji dowodu wspieranego komputerowo jest biblioteka CAPD (ang. Computer Assi-
sted Proofs in Dynamics®, [24,25]). W rozprawie zostaly zastosowane nastepujace
techniki dowodowe: istnienie rodziny orbit Lyapunova jak i dowod ich orbit ho-
moklinicznych przeprowadzony jest wykorzystujac symetriec w PCR3BP wraz z
metoda strzatéw réwnolegtych (ang. parallel shooting) i metoda Krawczyka. Aby
otrzymac oszacowanie na stabilng i niestabilng rozmaito$é¢ oraz udowodnic¢ trans-
wersalnos¢ przeciecia potrzebng do upewnienia sie¢, ze odwzorowanie rozpraszajace
jest dobrze zdefiniowane uzywamy stozkéw. Zatozenia twierdzen z pracy [10] dzieki
ktorym otrzymujemy dyfuzje mozna sprawdzi¢ poprzez obliczenie odpowiednich
sum wzdtuz skonczonej iloéci fragmentow orbity homoklinicznej. Kod jest dostepny
na stronie https://github.com/NataliaWodka /Drift_Orbits_3bp.git.

Opiszemy teraz jak rozprawa zostata podzielona i co zawieraja poszczegodlne
rozdziaty. W pierwszym rozdziale rozprawy znajduja sie pojecia wstepne. Zostaty
tam przytoczone podstawowe twierdzenia oraz klasyczne definicje poje¢ potrzeb-
nych do dowodéw. Wprowadzono réwniez oznaczenia oraz opis uktadu, ktory nas
interesuje w tej pracy.

W rozdziale 2 sformutowany zostal gtéwny wynik rozprawy doktorskie;j.

Kolejny rozdzial zawiera plan oraz szczegdtowa konstrukcje dowodu wraz z
odpowiednimi lematami pomocniczymi. Opisane zostaly narzedzia uzyte przy do-
wodzie wspieranym komputerowo. Sa one standardowymi metodami uzywanymi
w tego typu dowodach. Kazdy z kolejnych krokéw dowodu zostat opisany wraz z
wynikiem w osobnym podrozdziale. Ostatni podrozdzial zawiera dowod gtéwnego
twierdzenia opisanego w rozdziale 2.

L http://capd.ii.uj.edu.pl


https://github.com/NataliaWodka/Drift_Orbits_3bp.git

Wstep

W ostatnim rozdziale rozprawy znajduje sie posumowanie.
Dodatek do rozprawy zawiera techniczne dowody niektorych lematow dotyczace
gtdéwnie oszacowan.



Rozdziat 1

Preliminaria

Dla kazdego zbioru U w przestrzeni topologicznej bedziemy uzywaé standar-
dowej notacji na wnetrze, domkniecie i brzeg odpowiednio: intU, U, dU. Torus
k-wymiarowy bedziemy oznaczaé symbolem T* i bedzie on zawsze 27-okresowy, tj.
T =R mod 27.

Dla punktu p = (p1, pe, ..., Pn), jego rzut na i-ta wspétrzedna bedzie oznaczany
jako m;p = p; lub 7, p = p;. Dla przyktadu, dla punktu p = (x,y) oznaczamy rzuty
PIZEZ TzP, Typ.

1.1. Twierdzenie Krawczyka

Zbiorem przedzialowym lub kostks bedziemy nazywaé¢ produkt kartezjanski
przedziatéw w R”. Dla zbioru U C R™ bedziemy oznaczaé¢ jako [U] zbiér prze-
dziatowy taki, ze U C [U] i nazywaé go otoczkq przedziatowq U (ang. enclosure of
U). Taka otoczka nie jest jednoznacznie wyznaczona. W naszych badaniach ukta-
dow dynamicznych bedziemy rozwazac otoczki punktéw statych, orbit okresowych
i homoklinicznych oraz rozmaitosci niezmienniczych. Im mniejsza mamy otoczke
zawierajacg dany obiekt, tym lepsze przyblizenie tego obiektu uzyskujemy.

Macierz przedziatlowa A C R"*" jest macierza, ktérej elementy sa przedziatami.
Rozwazmy funkcje f € C', f : R" — R™ Zbiér [DF(X)] € R™" bedziemy
nazywacé przedziatowa otoczka macierzy pochodnych funkcji F' na zbiorze X, to
ZNaczy

[DF(z)] = {A = (a;;) : a;; € |inf 0f: (z), sup 0f: (x)] }

reX (‘)xj zeX @(L‘j

Ponizsze twierdzenie, nazywane metodqg Krawczyka mozna wykorzysta¢ do znale-
zienia oszacowania na miejsca zerowe danej funkcji.



1.2. Normalnie hiperboliczne rozmaitosci niezmiennicze

Twierdzenie 1.1. [1] Niech F : R" — R" bedzie funkcjg C*. Niech X C R"
bedzie zbiorem przedziatowym, x € X, niech C' € R™" bedzie liniowym izomorfi-
zmem oraz

K(z,X,F):=2—CF(x)+ (I — C[DF(X)])(X — z),
gdzie I jest macierzq identycznosci. Jesh
K(z,X,F) C int X,
to istnieje dokladnie jeden punkt x* € X taki, zZe
F(z*)=0.

Zauwazmy, ze po modyfikacji funkcji F' na F'(x) — x poszukiwanie miejsca zero-
wego sprowadza sie do poszukiwania punktu statego (na przyktad orbity okresowej
dla danego odwzorowania).

1.2. Normalnie hiperboliczne rozmaitos$ci niezmiennicze

Wprowadzimy teraz standardowe definicje, oznaczania i twierdzenia teorii do-
tyczacej normalnej hiperbolicznosei [18, 23] oraz odwzorowania rozpraszajace go
(ang. scattering map) [13].

Niech M bedzie gtadka n-wymiarowa riemannowsks rozmaitoscia i f : M — M
bedzie dyfeomorfizmem klasy C”, dla r > 1. Niech A C M bedzie zwarta rozma-
itodcia bez brzegu, niezmiennicza dla f, tj. f(A) = A. Méwimy, ze A jest normal-
nie hiperboliczng rozmaito$cig niezmienniczq (ang. normally hyperbolic invariant
manifold skad pochodzi skr6t NHIM), jesli sa spetnione warunki hiperbolicznej
zbieznodci: istnieje stata C' > 0 oraz 0 < A < p~! < 1 i nastepujaca dekompozycja
na wiazki wektorowe jest T"f-niezmiennicza

T,M = E' & E & T,A

oraz dla kazdego x € A

vEEYS ||IDff (@] < CXTF|lv]|, k<0, (1.1)
v € E; & || Dff(x)v| < CAN ||, k>0, (1.2)
v e TA= ||Dff(z)ol| < CulM ]|, kez. (1.3)

Powyzsze warunki to warunki zbieznosci w czasie w tyl i w przod (ang. rate con-
ditions).

Niech d (x,A) oznacza odlegto$¢ pomiedzy punktem z i rozmaitoscia A. Roz-
wazmy normalnie hiperboliczng rozmaito$é niezmienniczg oraz U C M, odpowied-
nio mate otoczenie cylindryczne. Mozemy zdefiniowa¢ lokalna rozmaito$¢ niesta-
bilng i lokalna rozmaitos$¢ stabilna [23] jako

Wi (fU)={yeM|ffy) eUd(ffy),A) <CN¥, k <0},
Wi (f,U)={yeM|fMy) e Ud(ffy).\) <C\, k>0},

10



1.2. Normalnie hiperboliczne rozmaitosci niezmiennicze

gdzie Cy > 0 jest staly, ktora tak jak zaakcentowano indeksem moze zaleze¢ od y.
Globalna niestabilna i stabilnag rozmaitos¢ definiujemy nast¢pujaco

= J (), = J Wi ().

n>0 n>0

Dla rozmaitosci Wy (f,U), Wi (f,U), Wi (f) i W5 (f) zachodzi foliacja [18] na

wlokna

W (f,U) ={y e M| fry) e Ud(ffy), ff(z)) < CoyAM, k <0},

T

W (£ U)={y € M| f*(y) € U.d(f*(y), [*(2)) < CoyA*, k >0},

gdzie x € A oraz C,, > 0 jest stalg, ktora moze zaleze¢ od x i y. Mozemy zapisac¢
rozmaitosci nastepujaco

=Ur (Wi 10). = U (Wi (1,0)).

n>0 n>0

log A
[ < min {7“,| o8 |}. (1.4)

Niech

log 11

Rozmaitosé A jest klasy O, rozmaitosci W (f), W3 (f) sa klasy C'=* oraz W (f),
W2 (f) sa klasy C" [13].

Klasyczne twierdzenie o istnieniu i stabilnosci rozmaitosci normalnie hiperbo-
licznych [16-18, 23] méwi, ze jesli A jest rozmaito$cia normalnie hiperboliczna dla
zadanego odwzorowania, to istnieje jej rozmaito$¢ stabilna i niestabilna oraz ich
foliacja. Gtadkos¢ tych obiektow jest taka, jak zaznaczone wyzej. Co wiecej, twier-
dzenie o istnieniu i stabilnosci rozmaitosci normalnie hiperbolicznych mowi, ze dla
odpowiednio matej perturbacji normalnie hiperboliczna rozmaitos¢, jak rowniez
jej stabilna i niestabilna rozmaito$¢ oraz widkna przetrwaja, zachowujac swoje
whasnosci, i sa C'~! blisko niesperturbowanych obiektéw.

Jako (M,w) bedziemy oznaczaé gtadka rozmaitosé symplektyczna. Zt6zmy, ze
A C M jest normalnie hiperboliczng rozmaitoscia niezmienniczg dla symplektycz-
nego odwzorowania klasy C”, f : M — M, gdzie r > 1. Zalézmy, ze A ma wymiar
parzysty i jest symplektyczna z forma w|s, oraz ze f|5 jest symplektyczne na A.
Mozemy zdefiniowaé¢ dwa odwzorowania [13]

Qp :WE(f) = A,
QWY (f) = A,
gdzie
Q+(x):$+<:>I€W;+(f)7
Q(r)=o_xzeW (f).

Méwimy, ze rozmaitosé I' € Wi (f) "W} (f) jest kanatem homoklinicznym dla
A jesli sa spelione nastepujgce warunki:
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1.3. Twierdzenie KAM

(i) dla kazdego x € I’

TWi (f) + LWy (f) = T. M, (1.5)
T.Wi (f)nT, WY (f) =T,.T,
(ii) wiokna A przecinaja I' transwersalne w nastepujacym sensie
T,L e T,W; (f)=T.W;(f),
T.L & T,W (f) =T.W} (f),

dla kazdego x € T,

(iii) odwzorowania (24)|r : I' = A sa dyfeomorfizmami na swoje obrazy.

Wprowadzimy teraz odwzorowanie, ktore jest jednym ze standardowych narze-
dzi [13,19] stuzacych do dowodéw dyfuzji. Zatdézmy, ze I' jest kanatem homoklinicz-
nym dla A oraz przyjmijmy oznaczenie Q% := (Q4) |r. Definiujemy odwzorowanie
rozpraszajgce (ang. scattering map) o' : QU (I') — QL (I") dla kanalu homoklinicz-
nego I" jako

ol =0k o (QE)_1 : (1.9)
Odwzorowanie to pierwszy raz wprowadzil Delshams w 2000 roku [12].

Patrzac na definicje odwzorowania rozpraszajgcego nie zauwazamy, aby od-
zwierciedlato ono prawdziwa dynamike uktadu. W (1.9) punktowi z_ przypo-
rzadkowujemy punkt x,, jezeli ich wtokna przecinaja si¢ na I'. Nie oznacza to, ze
istnieje trajektoria uktadu, przechodzaca przez I', startujaca z punktu z_ i kon-
czaca sie w punkcie x, . Zauwazmy nawet, ze z racji tego, ze r_,x, € A, gdzie A
jest niezmiennicza oraz I' N A = () taka trajektoria nie moze istniec.

Na pierwszy rzut oka odwzorowanie rozpraszajace wydaje sie by¢ nieco sztuczng,
konstrukcja, ktora nie jest bezposrednio powiazana z zachowaniem trajektorii. W
sekcji 1.4 pokazemy, ze nawet jesli trajektorie uktadu nie pokrywaja sie z odwzo-
rowaniem rozpraszajacym, moga one ,Sledzi¢” jego zachowanie. Bedzie to dla nas
wazny fakt, dajacy nam podstawowe narzedzie do dowoddéw dyfuzji.

1.3. Twierdzenie KAM

Wprowadzimy teraz klasyczne twierdzenie uzywane do dowodéw przetrwania
toruséw niezmienniczych. Dla naszych zastosowan w ograniczonym problemie trzech
cial wystarczy, ze skupimy si¢ na odwzorowaniu symplektycznym na pierscieniu.

Twierdzenie 1.2 (KAM). [12, Twierdzenie 4.8] Niech g : [0,1] x T' —
[0,1] x T bedzie doktadnie symplektycznym (ang. exact symplectic) odwzorowaniem
klasy C', dla | > 6. Zalézmy, e g = go + €g1, gdzie € € R,

gO<[7 ()0) = <[>90+A(I))7

A jest C, %‘ > M oraz ||g1||cr < 1. Wtedy dla kazdego dostatecznie maltego € dla
zbroru liczb diofantycznych o o wyktadniku 0 = (2)6, 1stniejg niezmiennicze torusy,
wzgledem odwzorowania g., ktére sq wykresami funkcji klasy C'=3 zaleigcej od ¢,
Uy = U (), a ruch na nich jest C'=3-sprzezony do rotacji przez o. Co wigcej, torusy
niezmiennicze tworzg zbior Cantora, ktory pokrywa caty pierscien poza zbiorem o
mierze mniejszej niz O(M1e7z2).

12
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1.4. Mechanizm dyfuzji

Nastepujace twierdzenie jest gléwnym narzedziem wykorzystanym do otrzyma-
nia mechanizmu dyfuzji. Jest to tak zwane twierdzenie §ledzace (ang. shadowing
lemma).

Twierdzenie 1.3. [19] Zléimy, ze f : R" — R™ jest dostatecznie gladkim
odwzorowaniem, A C R™ jest normalnie hiperboliczng rozmaito$cig niezmienniczq
magjgcg stabilng i niestabilng rozmaitosc, ktore przecinajq sie transwersalnie wzdtuz
kanatu homoklinicznego I' C R™, oraz o jest odwzorowaniem rozpraszajgcym odpo-
wiadajgeym T

Ztozimy, zZe f zachowuje miare absolutnie cigglq wzgledem miary Lebesque’a na
A oraz o przeksztalca zbiory o dodatniej mierze w zbiory o dodatniej mierze. Niech
mi,...,my, €N bedzie ustalonym ciggiem liczb. Niech {x;} ., bedzie skoriczong
pseudo-orbitg w A, w postaci

i=0,...,

T = fMoo (), 1=0,....n—1,n>1, (1.10)

zawartg w pewnym otwartym zbiorze U C A z prawie kazdym punktem z U powra-
cajgeym dla f|x. Punkty {z;},_, , mie muszq byc¢ powracajgce same w sobie.
Wtedy dla kazdego 6 > 0 istnieje orbita {z;},_, , dla odwzorowania f w R",
gdzie o
R+l = e (2)
dla pewnego k; > 0, taka Ze d (z;,z;) < 0 dla kazdego i =0,..., n.

Uwaga 1.4. Powyzszy wynik mozna rozszerzy¢ na przypadek, kiedy mamy
skonczong ilos¢ odwzorowan rozpraszajacych oy, ..., o do §ledzenia orbity

Tip1 = Moo, (), i=0,...,0—1,1>1,

dla dwoch ciagéw myq,...,my € N oraz aq,...,aq € {1,..., L}; (patrz [19, Twier-
dzenie 3.7]).

Dla ograniczonego problemu trzech cial A bedzie normalnie hiperbolicznym
cylindrem bez brzegu. Oznacza to, ze nie bedzie rozmaitoscig zwarta. Aby uzy-
ska¢ zwartos¢ zanurzymy ja w dwuwymiarowym torusie. Bedzie to mozliwe dzieki
konstrukeji przedstawionej w sekcji 1.4.2.

Uwaga 1.5. Gdy A ma skoniczona miarei f jest odwzorowaniem zachowujacym
miare na A, to na podstawie twierdzenia rekurencyjnego Poincaré [22] mozemy
przyja¢ U = A.

Twierdzenie 1.3 bedzie przez nas wykorzystane w nastepujacy sposob. Be-
dziemy rozwazac uktad zachowujacy pewna zmienng. W uktadach hamiltonowskich
ta zachowywana zmienng jest energia. Naszym celem bedzie pokazanie, ze pod
wptywem dowolnie matych perturbacji zaburzone odwzorowanie traci zasade za-
chowania a zachowywana wcze$niej zmienna bedzie mogta ulega¢ makroskopowym
zmianom, niezaleznym od rozmiaréw perturbacji. Tego typu wtasnos¢ bedziemy
nazywa¢ wlasnoscig dyfuzji. Wtasnos¢ dyfuzji bedzie przez nas dowodzona po-
przez wykazanie, ze zachodzi ona dla pseudo-orbit postaci (1.10). Twierdzenie 1.3
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1.4. Mechanizm dyfuzji

zagwarantuje, ze jesli wykazemy istnienie dyfuzji dla pseudo-orbit, to wystepuje
ona réwniez dla prawdziwych trajektorii uktadu.

1.4.1. Dyfuzja dla dyskretnych ukladéw dynamicznych

W tej czesci pracy przywolamy wyniki z pracy [10]. Bazuja one na [19], ale
sg one podane w formie, dzieki ktorej mozna na ich podstawie przeprowadzaé
komputerowo wspierane dowody dyfuzji.

Niech

fo:R*x T? 5 R? x T?

bedzie rodzing gtadkich odwzorowan, ktore sa gtadko parametryzowane przez € €
R. Zmienne w ktérych bedziemy pracowaé beda oznaczone jako (u, s, I, 0) € R? x
T2. Zmienne u i s odpowiadajg niestabilnej i stabilnej wspétrzednej dla Ay oraz
T, 0 beda odpowiadaly za ,centralny” kierunek.

Zaktadamy, ze dla ¢ = 0 wspélrzedna [ nie zmienia sie pod dziataniem odwzo-
rowania, to znaczy

mrfo(z) =72 dla kazdego z € R". (1.11)
Zaktadamy rowniez, ze
Ao ={(u,s,1,0):u=5s=0,1€T,0ecT} (1.12)

jest normalnie hiperboliczng rozmaitoscig niezmiennicza dla odwzorowania fy. Za-
uwazmy, ze Ay jest dwuwymiarowym torusem, stad jest zwartg rozmaitoscig bez
brzegu.

Na mocy twierdzenia o normalnie hiperbolicznej rozmaitosci niezmienniczej
[16-18, 23] dla dostatecznie matych e rozmaito$¢ A zostanie perturbowana O(e)
bliskiej rozmaitosci A., niezmienniczej dla f.. Bedziemy zaktadac, ze f. zachowuje
miare na A..

Zdefiniujmy funkcje ¢ : R x R?* x T — R? x T nastepujaco

dfe
9(0.2) = S @)ms

9(e,0) = 2 (a) — fofa)  dlac A0,

Wtedy
fe(x) = fo(z) + eg(e, x).
Ponizsze twierdzenie, ktore przytoczymy zadaje warunki, dla ktérych dla do-
statecznie matego £ > 0 istnieje punkt z. oraz liczba iteracji n. dla ktérych

mr (fle (o) —x) > 1 (1.13)

Najpierw wprowadzimy definicje.

Rozwazmy topologi¢ na AgN{I € [0, 1]} indukowana przez Ag. Przypomnijmy,
ze torus jest 2m-okresowy, zatem T = R/27. Wtedy [0, 1] jest domknietym prze-
dziatem w T.
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1.4. Mechanizm dyfuzji

Rysunek 1.1. Zobrazowanie zalozen Twierdzenia 1.7. [10]

Definicja 1.6. Mowimy, zZe zbior otwarty S C AgN{I € [0, 1]} jest paskiem w Ao,
jezeli
SNn{zeNy:mz=n}#0 dla kazdego n € [0,1].

Ponizsze twierdzenie daje nam warunki pod ktérymi mamy pewnos¢, ze pod
wplywem dowolnie matej perturbacji € > 0 bedziemy mie¢ makroskopowy wzrost
na zmiennej /. Intuicja dla zalozen ponizszego twierdzenia znajduje si¢ w Rysunku
1.1.

Twierdzenie 1.7. [10] Zalézmy, Ze mamy otoczenie U zbioru Ay oraz stalg
L, >0 takq, Ze dla kaZdego z € N, x, € W (fo,U), x5 € WE(fo,U),
71 (9(0,2u) = 9(0,2))] < Ly [lz — 2],

(1.14)
77 (9(0,25) — g(0,2))| < Ly [|lzs — 2| -

Zalozmy, Ze istniejg state C' >0, 0 < A < 1 takie, zZe dla kazdego z € Ay i kazdego
punktu x,, € W¥(fo,U), xs € W2(fo,U) zachodzi

/3 () = f&' (za) | < CA for alln <0,

(1.15)
1fo" (z) = f¢' (zs)l| < CA" for alln > 0.

Zalozmy rowniez, Ze dla e = 0 mamy cigg odwzorowan rozpraszajgcych o, : dom (o,) —
Ao dla o = 1,..., L. Niech St C Ay bedzie paskiem. Zaldimy, ze dla kaZdego

z e St

1. istnieje a € {1,...,L} dla ktorego z € dom (0,), oraz istnieje stala m € N

taka, zZe
fo"ooa(2) € ST, (1.16)

2. istnieje punkt x € W (fo,U) "W, ., (fo) taki, Ze f§" (z) € W;{)”(a'a(z))(fo’ U)
oraz zachodzi

m—1
: 1+ A

> w9 (0, £ (z)) - T L€ >0, (1.17)
=0

(Wybdr m i oo moze zaleze¢ od z.)

Wtedy dla dostatecznie matego € > 0 istnieje x. oraz n. > 0 takie, Ze

mr (fe () —xe) > 1. (1.18)
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1.4. Mechanizm dyfuzji

Nastepne twierdzenie, analogiczne do poprzedniego, moze by¢ wykorzystane do
znalezienia orbit uktadu perturbowanego, ktorych wspotrzedna I zmniejsza swoja
wartosc.

Twierdzenie 1.8. [10] Zalozmy, Ze spelnione sq warunki (1.14) i (1.15) oraz
dla e = 0 mamy cigg odwzorowan rozpraszajgcych o, : dom (o,) — Ao dla a =
1,..., L. Niech S™ C Ay bedzie paskiem. Zatozmy, ze dla kazdego z € S~

1. istnieje a € {1,...,L} dla ktérego z € dom (0,), oraz istnieje stata m € N
taka, zZe

fiooa(z) € S,
2. istnieje punkt x € W (fo,U)NWS . (fo) taki, Ze fi" (z) € Wsy(aa(z))(fm U)

oraz zachodzi

m—1

» 1+ A
Z g (O, fé (l‘)) + ngC < 0.
=0

(Wybor m i o moze zalezeé od z.)

Wtedy dla dostatecznie matego € > 0 istnieje z. i n. > 0 takie, ze
(e — fI (z2)) > 1. (1.19)

Jesli rozwazymy oba paski ST i S~ bedziemy mogli §ledzi¢ dowolny ustalony
cigg wspotrzednej I. Podamy twierdzenie, ktére bedzie waznym narzedziem przy
dowodzie gtéwnego wyniku tej rozprawy.

Twierdzenie 1.9. [10] Zaléimy, Ze paski ST i S~ spelniajg odpowiednio za-
tozenia Twierdzenia 1.7 1 1.8. Jesl dodatkowo
1. dla kazdego z € ST istnieje takie n, ktére moze zalezeé od z, dla ktérego fi(z) €

ST,

2. dla kazdego z € S~ istnieje takie n, ktére moze zalezeé od z, dla ktérego f7(z) €

St

to istnieje M takie, Ze dla kazdego ustalonego ciggu { I}, }1_, i ustalonego § > 0, dla
dostatecznie matego € istnieje orbita dla f., ktora e M-éledzi Ii,; to znaczy istnieje
punkt z5 i cigg liczb n; < nj < ... < nfy takie, Ze

Hmf?i (5) — ]kH <M. (1.20)

1.4.2. Dyfuzja dla okresowych perturbacji ukladéw hamiltonowskich

Rozwazmy nastepujaca rodzine uktadéw hamiltonowskich H, : R* x T — R
parametryzowana przez € € R w sposéb gtadki, ktéra generuje nastepujacy uktad
rownan rozniczkowych zwyczajnych w rozszerzonej przestrzeni fazowe;j

' = JV, H, (x,t), (1.21)
#=1,
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1.4. Mechanizm dyfuzji

0 Id 10
J—(_Ido), dla Id_(OI).

Niech ®% bedzie potokiem dla (1.21). Dla nas Hy bedzie Hamiltonianem uktadu
przed perturbacja, a H. dla € > 0 bedzie Hamiltonianem uktadu po perturbacji.
Zaktadamy, ze

gdzie

H._o(z,t)=H (x),

gdzie H : R* — R; to znaczy zaktadamy, ze uklad bez perturbacji jest autono-
miczny, a co za tym idzie H jest calka pierwsza uktadu.

Rozwazmy lokalng sekcje Poincarégo ¥ w R* dla uktadu 2’ = JVH (z) oraz
sekcje © = ¥ x T w perturbowanym ukladzie (1.21) w rozszerzonej przestrzeni
fazowej. Rozwazmy rodzine odwzorowan Pioncarégo

JAEEE S (1.22)

zdefiniowanych jako
fs(x’ t) = (I)—Er(a,x,t) (:[7 t)

gdzie .
T(e,x,t) :=inf{s > 0: ®(x,t) € X}.

Jako, ze nasz uktad jest hamiltonowski, odwzorowanie f. jest symplektyczne z
odpowiednia forma symplektyczna w, na ¥. Wspoéhzedne na ¥ mozemy utozsamiaé
zR3xT.

Przyjmiemy teraz oznaczenie 6 € T jako wspdtrzedna czasows w rozszerzonej
przestrzeni fazowej. Dzieki temu piszac ®¢(z,0) bedziemy rozréznia¢ podwdjna
role, ktorg spehia rozszerzona wspotrzedna: czasu t oraz chwili poczatkowej dla
catkowania 6.

Jako jedna ze wspolrzednych na ¥ bedziemy przyjmowaé energie, ktéra jest
wyrazona za pomocg Hamiltonianu H = H,. Ta wspotrzedng bedziemy oznaczac
jako I. Dla ¢ = 0, poniewaz uktad jest autonomiczny, mamy zasade zachowania
energii, zatem

wrfo(2) = w2 dla wszystkich z € .

Zakladamy, ze dla ¢ = 0 odwzorowanie f._o ma normalnie hiperboliczng roz-
maito$¢ niezmienniczg Ay C 3. Zakladamy, ze Ay jest parametryzowane przez 0, 1.
Pozostale dwie wspolrzedne na ¥ bedziemy oznaczaé jako u oraz s. Zaktadamy, ze
zachodzi

Ao ={(u,s,1,0) :u=5s=0,I e R, 0 €T},

oraz ze W.—g|a, jest niezdegenerowana.

Rozmaitos¢ Ay jest cylindrem, ale naszym celem jest udowodni¢, ze po pertur-
bacji mamy zmiane w energii H = I dla I € [0, 1]. Przedstawimy teraz podobna
konstrukcje do tej opisanej w [7] w ktorej zanurzymy Ag N {I € [0,1]} w torusie.
To pozwoli nam zaktadac, ze Ag jest torusem.

Konstrukecja polega na tym, ze dla I € [0, 1] przyjmujemy wszystko bez zmian.
Nastepnie wprowadzamy sztuczng modyfikacje uktadu, tak aby na brzegach I €
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—1+ 27 |

OA,
S I

Rysunek 1.2. Na rysunku zostal zobrazowany wyjsciowy fragment dla I € [—1,—1 +
27]. Dzieki funkcji typu ,,bump” przechodzimy plynnie miedzy obszarami oraz sklejamy
cylinder w torus utozsamiajac ze soba konce I = —1 mod 27 [10].

[—1,2], to znaczy dla [ = 2 i I = —1 byta spelniona réwnosé f. = f. Na pozo-
stalym fragmencie, czyli dla I ¢ (—1,2) ,zatrzymamy” uklad dla danej wartosci
f- = fo. Jesli rozwazymy uklad dla I € R/27 to bedzie on sklejony konicami, tj.
utozsamiany ze sobg w ten sposob koniec I = —1 oraz [ = —1+ 2x. To sprawia, ze
Ay staje sie torusem. Schematyczna konstrukeja zostata przedstawiona na Rysunku
1.4.2.

Doktadniej, rozwazamy gladka funkcje! b: R — [0, 1] dla ktorej

b(I)=0 for e R\ (—1,2),
1 for I € ]0,1],

oraz odwzorowanie f. jako odwzorowanie Poincarégo dla zmodyfikowanego uktadu
opisanego za pomoca

¥ =JV, (H (z) +b(H(z))(H.(x,t) — H(x))) .

Otrzymujemy nastepujacy lemat

Lemat 1.10. /10, Lemat 35] Jesli dla f-|x. mamy zbiér Cantora KAM-toruséw
niezmienniczych na A, oraz spetnione sq zalozenia Twierdzenia 1.7 (lub odpowied-

nio zatoZenia Twierdzenia 1.8, Twierdzenia 1.9) dla f., to istnieje x. dla ktérego
spetnione sq¢ warunki (1.18) (lub odpowiednio warunki (1.19), (1.20)) dla f-..

Dzigki temu, ze operujemy fe mozemy traktowacé Ay jako zwartg rozmaitosé bez
brzegu. (Scis’le rzecz biorac Ay jest dwuwymiarowym torusem.) Zatem mozemy po-
stuzy¢ sie standardows wersjg twierdzenia o normalnie hiperbolicznej rozmaitosci
niezmienniczej [23]. Co wiecej, na mocy Uwagi 1.5 dostajemy rekurencyjnosé na
A, ktora jest potrzebna do spelnienia zatozen Twierdzenia 1.3.

! Przykladowo moze to by¢ b(z) = exp(— (1 —x2)71 +1) dla z € [-1,0], b(z) = 1 dla
z €0,1], b(z) = exp(— (1 — (1 — 1:)2)71 +1) dla z € [1,2] oraz 0 wpp.
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1.5. Ograniczony problem trzech cial

Eliptyczny ograniczony problem trzech cial na plaszczyznie (PER3BP; ang Pla-
nar Elliptic Restricted Three Body Problem) opisuje ruch punktu, ktérego masa
jest zaniedbywalna (na przyktad asteroidy lub satelity, ktérego masa jest bardzo
mala w stosunku do mas pozostatych obiektéw w uktadzie - na przyktad planet)
pod wptywem grawitacji dwoch duzych obiektow - cial niebieskich. Zaktadamy, ze
poruszaja sie one po ptaszczyznie wzdtuz eliptycznych orbit Keplera o mimosrodzie
e. Punkt pozbawiony masy porusza si¢ w tej samej ptaszczyznie i nie ma zadnego
znaczacego wpltywu na orbity duzych ciat.

Mozemy przeskalowac¢ wielkosci tak, aby masy dwoch wigkszych obiektéw byty
rowne p oraz 1 — p. Bedziemy rozwazali taki uktad wspotrzednych, ktéry kreci
si¢” razem z wigkszymi ciatami. Nasz uktad wspotrzednych rotujac wraz z nimi
spulsuje”tak, aby odlegto$¢ miedzy dwoma duzymi ciatami byla stale réwna je-
den, oraz tak, aby ich potozenia byly ustalone i znajdowaly sie na osi x [28].
W naszej pracy bedziemy rozwaza¢ wspoélczynnik p, ktéry odpowiada uktadowi
Stonce—Jowisz. Oznacza to, ze p to znormalizowana masa Jowisza a 1 — p to znor-
malizowana masa Stonca.

W takim uktadzie wspoétrzednych trajektoria punktu materialnego jest opisana
za pomocy nastepujacego Hamiltonianu H, : R* x T — R

(Px +Y) +(Py — X)* Q(X,Y)

HE(X7Y7PX7PY76) =

2 ~ 1+ecos(d)
1 2 2 (I—p)
Q(X,Y):é(X +Y)+T—1+T—2, (1.23)

Rownania Hamiltona maja postaé

dX  OH. dPy  OH.
do — OPy’ 9~ 09X’
av _ o, aRy _ oM. )
a0 OPy’ )

gdzie XY € R sg wspotrzednymi potozenia punktu materialnego, oraz Py, Py € R
sg odpowiednio pedami dla wspotrzednych.

Przyjmujemy konwencje, ze we wspotrzednych X, Y Jowisz lezy na lewo od
srodka uktadu wspoétrzednych, w punkcie (u — 1,0), oraz Stonce jest na prawo
od érodka uktadu wspétrzednych w punkcie (p,0). Zmienna 6 € T jest dla nas
anomalia prawdziwa orbit Keplera duzych ciat, gdzie T jest jednowymiarowym
torusem.

Uktad jest nieautonomiczny, zatem rozwazamy go w rozszerzonej przestrzeni
fazowej. Ma ona 5 wymiaréw, gdzie 6 jest niezalezng zmienna. Potok fazowy (1.24)
bedziemy oznacza¢ jako ®; w rozszerzonej przestrzeni, ktéra uwzglednia 0 € T, to

zZnaczy
R x T — R* x T,
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1.5. Ograniczony problem trzech ciat

Gdy € = 0 ciala niebieskie poruszaja si¢ po orbitach kotowych. Oznacza to,
ze problem eliptyczny zamienia si¢ na kotowy ograniczony problem trzech cial na
ptaszczyznie (PCR3BP; ang. Planar Circular Restricted Three Body Problem).
Jest tak gdyz mimosréd € = 0 oznacza kotows orbite Keplerowska dwoch duzych
mas. Potok fazowy kotowego problemu bedziemy oznaczaé ®,. Uktad ten jest auto-
nomiczny, zatem nie rozwazamy go w rozszerzonej przestrzeni fazowej, co oznacza
zedlateR

P, : R —» R

Warto zauwazy¢, ze zachodzi ®; (r) = 7,®? (x,0) (dla ¢ = 0 prawa strona nie
zalezy od wyboru 6).
W problemie kotowym uktad posiada symetrie z odwracaniem czasu

R @) q)t - ®—t o R, (125)

gdzie
R(X,Y,Px,Py)=(X,-Y,—Px, Py).

Méwimy, ze orbita x (t) jest R-symetryczna jesli

Zauwazmy, ze jesli punkt startowy dla orbity symetrycznej ma znajdowaé sie na
sekcji {Y = 0}, to takie orbity powinny spelnia¢ wlasnos$é myx (0) = 7p, 2 (0) = 0.

Energia Hj jest niezmiennikiem ruchu dla uktadu przed perturbacja, czyli gdy
e = 0. Bedziemy przyjmowaé H, jako jedna ze wspolrzednych na X stosujac zapis

I(x) := Hy ().

Wiemy, ze dla e = 0 mamy I(®;(z)) = I(z). Celem naszej pracy bedzie pokazanie,
ze dla dowolnie matego £ > 0, w sperturbowanym uktadzie wystepuja makrosko-
powe zmiany [, ktérych rozmiar jest niezalezny od €.



Rozdzial 2

Gléwny wynik rozprawy

Gléwnym wynikiem tej rozprawy jest wynik uzyskany w pracy [11]. Sformujemy
ponizej nasze gtéwne Twierdzenie 2.1, ktorego dowdd zostanie przedstawiony w
kolejnym rozdziale.

Ograniczony kotowy problem trzech cial (PCR3BP) ma pie¢ punktéw libracyj-
nych (zwanych tez punktami Lagrange’a). Trzy z nich leza na {Y = 0}, nazywamy
je wspotliniowymi i oznaczamy jako Li, Lo, L3. Jeden z tych punktow, ktéry ozna-
czymy jako L lezy pomiedzy Stonicem a Jowiszem. Wokét tego punktu znajduje
sie rodzina okresowych orbit Lyapunova [27].

Kazda z orbit Lyapunova ma inng wartos¢ energii. Sg one R-symetryczne i mo-
zemy wybraé punkt z takiej orbity w postaci (X, 0,0, Py), wybierajac odpowiednio
X oraz Px. Wspotrzedna Py zalezy od wyboru X, zatem bedziemy stosowaé zapis
Py = Px (X). Zwr6émy uwage, ze indeks dolny pochodzi od oznaczenia pedu
zwiazanego ze wspotrzedng poltozenia X, a zaleznos¢ w nawiasie oznacza zaleznosé
wyboru wartosci.

Rozwazane przez nas orbity beda parametryzowane przez X. Od teraz be-
dziemy stosowaé zapis X € R aby wyrézni¢, ze mamy na mysli wartosci X =
X, ktore determinujg nam wybér punktu na orbicie Lyapunova (X, 0,0, Px (X)).
W ten sposdb rozréznimy wartosci X', ktére paremetryzujg orbite od wspotrzednej
X. W naszych rozwazaniach bierzemy pod uwage rodzine orbit Lyapunova dla
ktorej

X € [-0.95,-0.95+1077] . (2.1)

Energia takich orbit, wyrazona catka Jacobiego, jest rowna okoto 3.03. Jest to
wartosé energii dla komety Oterma [27], ktora zostata zaobserwowana w ukladzie
Jowisz-Stonce. Pracujemy z taka wartoscig energii, poniewaz ma ona znaczenie
fizyczne, wiaze si¢ z zaobserwowanym ciatem niebieskim, ale mogliby$my wybrac¢
inny przedzial wartosci dla X' niz (2.1). Wybranie innego przedzialu mogtoby uta-
twi¢ pewne aspekty dowodu wspieranego komputerowo (wiecej na ten temat w
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Uwadze 3.24). Wybieramy wartos¢ energii znana dla fizycznego obiektu aby poka-
zac, ze metode mozna zastosowaé dla zadanego konkretnego poziomu energii, i ze
nie musimy sztucznie dobiera¢ parametrow zeby wspotpracowaly z naszg metoda.

Dla kazdego X z przedziatu (2.1) odpowiadajaca orbita Lyapunova ma inna
wartosé energii I(X). Pokazemy, ze dla dostatecznie matego ¢ > 0, to znaczy dla
uktadu eliptycznego, mozemy przejsé przez dowolne wartosci I(X') dla X' z prze-
dzialu (2.1). Bedziemy nazywali je orbitami dyfuzyjnymi (ang. diffusing orbits).
Zapiszemy teraz wynik w postaci formalnego twierdzenia.

Twierdzenie 2.1. [11] Niech I(X) oznacza energie orbity Lyapunova startu-
jacq z zadanego punktu, to znaczy

Istnieje stata M > 0 taka, ze dla dowolnego skoriczonego ciggu wartosci Xy, . .., Xn

z przedzialu (2.1) oraz dostatecznie malego € > 0, istnieje cigg (warto$ci czasow)

1,...,t% oraz punkt x° taki, ze

| Ho (@7 (29)) - 1 (2)

‘<5M dlai=1,... N.

Przedzial, ktéry wybralidmy (2.1) jest niewielki. W rzeczywistosci fizyczna od-
legto$é pomiedzy dwoma punktami na orbitach Lyapunova na {Y = 0}, ktére
odpowiadaja koncom przedziatu to okoto 1 km. Oznacza to, ze dyfuzja jest na
bardzo waskim przedziale, ale nie jest zaniedbywalna.

Dowdd zostal przeprowadzony z pomoca komputera i dla przedziatu (2.1) ob-
liczenia zajely 17 minut, uruchomione na jednym watku standardowego laptopa.
Taki dowod wspierany komputerowo mogtby zosta¢ wykonany réwniez dla innych,
szerszych przedzialow wartosci X', co sprawitoby ze otrzymalibysmy dyfuzje na
dhuzszej odlegtosci. Taki dowdd mogtby byé wykonany dla réwnoczesnych obliczen
na klastrze. Nas bardziej interesowala idea i matematyczne aspekty dowodu oraz
pokazanie, ze metoda ma zastosowania, niz ,sitowe” réwnolegle obliczenia zeby
uzyskaé jak najwieksze przedziaty dyfuzji. Dlatego nie angazowalismy sie w takie
obliczenia.



Rozdzial 3

Dowé6d gléwnego twierdzenia

Opisana w tym rozdziale konstrukcja z dowodem jest na podstawie pracy [11],
zatem nie bedziemy oznaczaé¢ kazdorazowo lematow, wnioskow i wynikéw nume-
rycznych cytowaniem.

Dowdd zostanie przeprowadzony w nastepujacych krokach:

1. dowdd istnienia i oszacowanie rodziny orbit Lyapunova, ktére tworza normalnie
hiperboliczng rozmaito$¢ niezmienniczg Ay,

2. oszacowanie lokalnej stabilnej i niestabilnej rozmaitosci Ay,

3. dowdd na to, ze rozmaitosci stabilna i niestabilna Ay przecinaja sie transwer-
salnie oraz, ze mamy kanat homokliniczny wzdtuz tego przeciecia,

4. dowdd, ze dla matego € > 0 rozmaito$¢ Ay przetrwa pod wpltywem perturbacji
i staje si¢ rozmaitoscig A., ktéra zawiera zbiér Cantora KAM-torusow,

5. uzyskanie orbit dyfuzyjnych za pomoca Twierdzenia 1.9.

W rozdziale 3.1 opiszemy metode strzaléw réownoleglych (ang. parallel sho-
oting), ktora uzyjemy nastepnie do dowodu powyzej wspomnianych punktéow 1 i
3. w podrozdziale 3.2 oraz 3.4. W podrozdziatach 3.3, 3.5 i 3.6 zostaly opisane
odpowiednio kroki 2, 4 i 5.

3.1. Metoda strzatéw réwnoleglych dla orbit
symetrycznych

Rozwazmy kolowy problem trzech cial (PCR3BP). Nasz potok jest oznaczony
jako ®; i zdefiniowany w R*. Rozwazmy funkcje p : R — R?* klasy C'. Na razie
nie precyzujemy jaka to jest funkcja. W zaleznosci od kontekstu bedziemy dobieraé¢
stosowna funkcje p. Dobierzemy dwie r6zne funkcje p w sekcjach 3.2 oraz 3.4. Jedna
do dowodu i uzyskania oszacowan na rodzine orbit Lyapunova w sekcji 3.2, oraz
druga dla dowodu przecigcia si¢ rozmaitosci stabilnych i niestabilnych orbit Lyapu-
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3.1. Metoda strzatéw réwnolegtych dla orbit symetrycznych

Tp—1

e “\\
\ji{;n 0, Px = 0}

Rysunek 3.1. Metoda strzatéw rownolegtych.

nova w sekcji 3.4. Metoda dla obu zastosowan jest jednak wspoélna i przedstawiamy
ja w tej sekcji.
Zdefiniujmy funkcje

FRxRxR'x...xR' 5 R x... xR xR xR,

w nastepujacy sposob
F(s,m,21,...,2,) = (3.1)
(D, (p(s)) — a1, Py (1) — 22y ..., P (Tm1) — T, Ty P (x0) , Ty P ()
Zauwazmy, ze jesli znajdziemy punkt x* = (s, 7, x1,...,x,) dla ktorego
F(x*) =0, (3.2)

to biorac xo = p(s) i 41 = D (x,) otrzymujemy
O, (x;) = i1 fori=0,...,n
Oznacza to, ze uzyskana orbita startuje w xq i konczy sie¢ w x,1. Ponadto, skoro
Ty Zpr1 = Ty @, (x,) =0, TpyTnt1 = Tpy P (2,) = 0,

to x,41 est punktem R-symetrycznym wzgledem siebie, czyli x,.1 = R (zp11).
Idea zostata zobrazowana na Rysunku 3.1. Jedli teraz zdefiniujemy

ok = R(Tpgok),dlak=2...,n+2
to z (1.25) otrzymamy R-symetryczna orbite (), ktéra startuje z punktu z (0) =
X, 1 dla ktérej zachodzi

O, (z;) = xiq fori=20,...,2n+ 1.

Aby rozwigza¢ réwnanie (3.2) mozemy uzy¢ metody Krawczyka opisanej w
podrozdziale 1.1. Aby to zrobi¢, najpierw uzyskujemy przyblizenie rozwiazania
(3.2) poprzez iterowanie operatora Newtona (przy uzyciu niescistych obliczen)

Xi+1 = X — (DF (Xi))_l F (XfL) . (33)
Po kilku iteracjach (3.3) otrzymujemy punkt x, wokét ktorego konstruujemy wie-
lowymiarowa kostke X o §rodku w punkcie x. Nastepnie, za pomoca Twierdzenia

1.1 sprawdzamy czy rozwiazanie (3.2). Stosujac Twierdzenie 1.1 mozemy przyjaé
C' jako niescisle obliczone przyblizenie (DF (x))_l.

24



3.2. Oszacowania orbit Lyapunova

n X Y PX Py

0 -0.9499999995 0 0 -0.84134724633
1 -0.95011002908  0.010872319337 -0.012750492306 -0.84566628682
2 -0.95027977734  0.020942127841 -0.021798848297 -0.85701977629
3 -0.95016249921  0.02964511208 -0.02595601236 -0.87222441368
4 -0.94945269037  0.036681290981 -0.026117965229 -0.88881047965
5 -0.94799596417  0.041912835694 -0.023738329652 -0.90554260324
6 -0.94578584443  0.045275924414 -0.020027448005 -0.92194698888
7 -0.94292354313  0.046741951127 -0.015815875271 -0.93784624844
8 -0.93958019632  0.046310536541 -0.011642040196 -0.9531124603
9 -0.93596962345  0.044016227704 -0.0078569213076 -0.96756323289

10 -0.93232909834
11 -0.92890403848
12 -0.92593321085
13 -0.92363228182  0.018728871729 4.5125264188e-05
14 -0.92217533629  0.0095779013399  0.00019712976878
15 -0.92167641746 O 0

0.039939546482
0.034218254755
0.027056429274

-0.0046935571959
-0.0022984843476
-0.00073280826007

-0.98092506113
-0.99282861416
-1.0028268728
-1.0104387689
-1.0152203731
-1.0168530766

Tablica 3.2. Punkty srodkowe dla otoczki przedziatowej punktow, przez ktore prze-
chodzi rodzina orbit Lyapunova.

3.2. Oszacowania orbit Lyapunova

Niech warto$¢ X € R bedzie ustalona. Dla ustalonego X definiujemy funkcje
p: R — R* w nastepujacy sposéb

p(s) = (X,0,0,s). (3.4)

Wtedy uzywajac metody z podrozdziatu 3.1 otrzymamy cigg punktéw g, . .., Xop1o
wzdluz R-symetrycznej orbity okresowej. Przypomnijmy, ze z definicji F' wynika

CI)(n—&—l)'r (-TO) = Tn+1,

oraz ze punkt x,.1 jest wzgledem siebie R-symetryczny. Z wyboru p w (3.4) wi-
da¢, ze réwniez zo jest wzgledem siebie R-symetryczny. Zatem z symetrii (1.25)
otrzymujemy

(I)(n+1)’r (l’n+1) = @(n+1)7 oR (In+1) =Ro q)—(n—i—l)T ($n+1) =R (xo) = Zo-

Zauwazmy, ze w takim razie punkt z( lezy na R-symetrycznej orbicie okresowej o
okresie T'=2(n+ 1) 7.
Duzg zaleta tej metody jest to, ze mozemy otrzymaé oszacowanie dla calej
rodziny orbit Lyapunova. Rozwazamy wtedy caty przedzial wartosci X do obliczen.
W ten sposéb otrzymujemy oszacowanie punktow, ktore lezag na orbitach roz-
wazajac wartosci z przedziatu X'. Dla przedziatu (2.1) otrzymaliSmy nastepujacy
wynik

Lemat 3.1. Niech r := 3.633-107%. Dla kazdego X z przedzialu (2.1) istnieje
s(X) € —0.84134724633 + [—r, 7]

takie, zZe

zo(X) = (X,0,0,s(X)) (3.5)
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3.3. Oszacowania stabilnej i niestabilnej rozmaitosci orbit Lypaunova

jest punktem, ktory lezy na orbicie Lyapunova, ktorq bedziemy oznaczaé Ly. Po-
nadto mamy cigg punktéow wzdtuz Ly, ktére sq oddalone maksymalnie na r (w
sensie normy maksimum) od punktéw w Tabeli 3.2. Dodatkowo mamy nastepujgce
oszacowanie na okres T(X) orbity Lx

T(X) € [3.0417517493, 3.0417517846). (3.6)

W Tabeli 3.2 wypisaliémy polowe punktow wzdtuz rodziny orbit okresowych,
poniewaz druga potowa (czyli pozostale 14 punktéw) moze by¢ tatwo obliczona z
symetrii ‘R.

3.3. Oszacowania stabilnej i niestabilnej rozmaitosci orbit
Lypaunova

W poprzednim podrozdziale pokazaliSmy jak otrzymac otoczke przedziatowa
dla rodziny orbit Ly zawierajaca punkty xo(X) postaci (3.5), dla X z przedziatu
(2.1). Rozwazmy teraz ustalona orbite Lyapunova dla pewnego X z przedziatu
(2.1). Opiszemy jak otrzymaé za pomoca obliczeni komputerowych otoczke prze-
dziatlowa rozmaito$ci niestabilnej dla takiej orbity. Wprowadzmy najpierw kilka
oznaczen.

Rozwazmy sekcje Poincarégo ¥ = {Y = 0} i zdefiniujemy p : R* — R oraz
P :R* — R* jako

p(z)=inf{t >0: P, (x) € ¥},
P(x) = Qo) () -

Zatem p to czas wzdtuz potoku do sekcji, a P jest odwzorowaniem do sekcji wzdtuz
potoku.

Czas p i odwzorowanie P nie muszg by¢ globalnie zdefiniowane. Gdy uzywamy
ich w dowodzie wspieranym komputerowo, biblioteka CAPD sprawdza czy rozwa-
zane zbiory znajdujg sie w dziedzinie odwzorowania i czy odwzorowania sg dobrze
zdefiniowane przez caty proces obliczen. Jedli jakis zbiér znajdzie si¢ poza dziedzing
to program zwroci btad i zakonczy dziatanie z odpowiednim komunikatem.

Ustalmy warto$¢ X' z przedziatu (2.1) oraz orbite Lyapunova Ly zawierajaca
punkt zg = xo(X) zdefiniowany jak w (3.5). Oznaczmy jako okres tej orbity
T = T(X). Dla utatwienia konstrukcji rozwazamy N = 2n + 2, aby dla punktow

Xo, ..., Ty na orbicie Lyapunova, ktorych oszacowanie obliczyliSmy w Lemacie 3.1
zachodzito
(I)T/N (1'7,) = Lj+1 dla i = O, . ,N - 1, (37)
IN = Ig-

Latwo zauwazy¢, ze z postaci (3.5) wynika z¢ € 3.
Rozwazmy ciag odwracalnych macierzy A; € R*>** dla i = 0,..., N, gdzie
Ag = Apy. Zdefiniujmy odwzorowania

fi :R* = RY, dlai=1,...,N,

26



3.3. Oszacowania stabilnej i niestabilnej rozmaitosci orbit Lypaunova

jako
fi (U) = AZ_I ((I)T/N (Ai_lv + xi—l) — l‘l) s dla i = ]_, .. 7]\[ — 1,
fN (’U) = A&l (P (AN,ﬂ) + wal) — SL’N) = Aal (P (AN,ﬂ) + .’II'N,1) — LU(]) . (38)
Dlai =1,...,N — 1 rozwazamy przesuni¢cie w czasie wzdtuz potoku, wyrazone
za pomoca lokalnych zmiennych w otoczeniu x;. Obraz odwzorowania fy znajduje
si¢ na sekcji ¥ = {Y = 0} C R%. To oznacza, ze (fyo...o fi)lz: X — . Z (3.7)

wynika, ze

fi(0)=0 dlai=1,...,N.
Niech F: R* — R* bedzie zdefiniowane jako nastepujace ztozenie

F=fyo...0of. (3.9)

Latwo zauwazy¢, ze $rodek uktadu wspotrzednych jest punktem staltym dla F.
Naszym celem bedzie znalezienie otoczki przedziatowej rozmaitosci niestabilnej
punktu, ktory jest srodkiem uktadu. Uzyskane w ten sposéb oszacowanie bedzie
oszacowaniem na przeciecie rozmaitosci niestabilnej orbity Lyapunova z sekcja .
Zdefiniujemy teraz obiekt, ktéry jest bardzo wygodny do reprezentacji prze-
dziatowej otoczki w dowodzie wspieranym komputerowo. Beda to stozki.

Definicja 3.2. Niech ||| bedzie normg w R®. Niech Q : R* — R bedzie funkcjg
zdefiniowang nastepujgco
Q(Ul,...,'l}4) = |’U1| — ||(’U2,’U3,U4)H. (310)
Stozkiem zaczepionym w punkcie v € R* nazywamy zbiér
QT (v)={weR": Q(w—v)>0}.
Rozwazmy cigg stozkéw zdefiniowanych poprzez funkcje Q; : R* — R, dla
1 =20,...,N izalozmy, ze
@n = Qo.
Niech normy ||-||; dla @; z (3.10) beda postaci

||(961,$2,$3)||2- = maX{|$1| /az‘,h ) |I3| /%3}

gdzie a; ) € (0,1) sa ustalonymi wspétczynnikami dla ¢ = 1,...,N i k = 1,2,3.
Oznacza to, ze bedziemy uzywaé roznych norm dla (3.10) do zdefiniowana stozkow.
Zauwazmy, ze |y| > ||(x1, x2, x3)]|; jest réwnowazne z a; |y| > |zk|, dla k= 1,2, 3.
Zatem stozki Q; (v) mozna opisa¢ w nastepujacy sposob

Qi (v) ={v+ (¢, txy, txg, tas) : T € [—aip,a;x] dlak=1,2,31¢t€R}. (3.11)

Uwaga 3.3. Forma (3.11) jest wygodna, poniewaz stozki Qi (v) moga by¢
reprezentowane w dowodzie wspieranym komputerowo przez zbiory postaci

‘/i = [1] X [—ai’l,am] X ... X [—am,ai’g} .
Mozna wtedy stozek zapisa¢ jako

QF (v) ={v+tw:weV,teR}. (3.12)
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3.3. Oszacowania stabilnej i niestabilnej rozmaitosci orbit Lypaunova

Niech B C R*. Méwimy, ze f; spetnia warunki stozka w B wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego v € B

fi (QF (v) N B) € Qi (fi(v)). (3.13)

Ponizszy lemat jest gtéwnym narzedziem potrzebnym do otrzymania oszacowan
na niestabilng rozmaito$é srodka uktadu wspolrzednych odwzorowania (3.9).

Lemat 3.4. [0, Lemat 6.3] Niech B := [—1,1]" € R*. Zaléimy, ze f1,..., fn
spetniajg warunki stozka w B. Niech m > 1 1 zaléozmy, zZe dla F' = fyo...0 f;
macierz DF (0) ma warto$é wlasng \ spelniajgeg nieréwnosé |Re \| > m, nato-
miast pozostale wartosci spefniajg | Re Xk] <m dla k =1,2,3. Jesli dla kazdego
ve QR (0)N B,

1fi ()| > mlo]l, (3.14)

to rozmaitosé niestabilna poczqtku uktadu wspotrzednych dla odwzorowania F' jest
parametryzowana przez gtadkq krzywq p* : [—1,1] — B, ktdra spelnia nastepujgce

warunks
pu (0) =0,
7T1pu = Id, (315)
P (=L1) CQF (" (W), dla kaidego u € [-1,1],
oraz zachodzi
dipu (u) € Qg (0), dla kazdego u € [—1,1].
U

Zanim przedstawimy z kilkoma szczegdétami dowdd Lematu 3.4 zrobimy wpro-
wadzenie i udowodnimy lemat pomocniczy. Dowdd jest analogiczny jak w [6], z
uzyciem metody z przeksztalcaniem wykresu (ang. graph transform). W lemacie
z pracy [6] odwzorowanie F' jest pelnym obrotem wzdtuz orbity Lyapunova. W
naszym przypadku mamy cigg lokalnych odwzorowan, ktére po ztozeniu tworza
petny obrét. Modyfikacja, ktorg nalezy zastosowaé polega na tym, ze musimy prze-
ksztatcaé wykres przez kazde z odwzorowan fi, fo, ..., fy tak, aby powrdcito do
lokalnych zmiennych. Kazde pojedyncze przeksztatcenie wykresu dla f; ma po-
dobng konstrukcje jak w [6]. Po zlozeniu przeksztalcen kazdego f; otrzymujemy
przeksztatcenie wykresu dla F'.

Rozwazamy funkcje F' zdefiniowana jak w (3.9), tak jak w tresci lematu. Przy-
pomnijmy, ze funkcja ta ma punkt staty, ktory zamiang zmiennych mozemy zawsze
przenies¢ do zera. Niech ten punkt bedzie oznaczony pj. Kazdy z punktéw statych
dla odwzorowan f; oznaczymy jako odpowiednie p; dla rozréznienia w ktorych
lokalnych wspotrzednych jest to srodek.

Bedziemy rozwaza¢ lokalne otoczenia zera. Abysmy wiedzieli w otoczeniu kto-
rego punktu (czyli dla ktorej funkeji f;) pracujemy bedziemy uzywaé oznaczenia
p; € B x B, gdzie B! C R oraz B! C R? sa domknietymi kulami o promieniu
r = 1. Oczywiscie w lokalnych zmiennych dla kazdego i = 1,..., N jest to otocze-
nie zera B x B" C R*. Litera u pochodzi od kierunku niestabilnego i wyraza jego
wymiar, natomiast r oznacza wymiar reszty kierunkow.

28
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Dla kazdego 7 = 1, ..., N konstruujemy inny stozek ze stata a;. Bedziemy uzywac
zapisu
Qf =Q () ={p e R : Qi(p — p}) > 0}
do rozréznienia stozkéw. Zatozmy, ze state a; sa dostatecznie mate, tak aby QT (pf)N
B} x B! nie miatlo punktéw wspélnych z B}* x 0B8] dla kazdego i = 1,...,N.
Bedziemy korzystaé¢ z warunku na stozki (3.13), ktéry mozna zapisaé¢ dla odwzo-
rowania f nastepujaco

Q(Ql - CI2) >0 = @(f(fh) - f((h)) > 0.

dla kazdego ¢; — ¢z € B* x B".

W nawiazaniu do prac [6] oraz [29] wprowadzimy definicje dysku horyzontal-
nego. Méwimy, ze funkcja h : B* — B x B" jest dyskiem horyzontalnym w B*x B",
jezeli

1. h(z*) = p*, gdzie p* = (z*, y*);
2. dla kazdego x € B" m,h(z) = x, gdzie m,(z,y) = x;
3. dla kazdego x,z € B*, x # ¥ mamy Q;(h(xz) — h(Z)) > 0,

dla kazdego ¢ =1,..., N.

Przedstawimy teraz lemat pomocniczy wraz z dowodem.
Lemat 3.5. Zalézmy, ze mamy dang funkcje f: B*x B" — R*xR", f(0) =0

dla ktorej zachodzi implikacja

Qlar — @) >0 = Q(f(a) — f@)) >0, (3.16)

dla kazdego q1,qo € B* X B" oraz

q€Q(0) = |mf(q9)] > m|m(q)l, (3.17)
dlam > 1. Jeslih: D — B*x B", h(0) = 0 jest dyskiem horyzontalnym dla stoika
Q" z dziedzing D = [—d, d], to istnieje B o |=d,d] — B" x B, takie Ze h' jest
dyskiem horyzontalnym dla stozka Q oraz d = md.
Dowdd. Dla kazdych x; # o # 0, x1,29 € D takich, ze Q (h(z1) — h(xg)) > 0
zachodzi B

Q (f(h(z1)) = f(h(z2))) > 0. (3.18)

Wynika to z zatozenia (3.16) oraz definicji dysku horyzontalnego. Korzystajac z
zalozenia (3.17) wiemy, ze dla x € [—d,d] \ {0} zachodzi

7o f (W(@))| = |ma (f () = [ (R(0)))] > m |z (h(x) — h(0))] = m |x].
Wtedy [—d',d'] C m,fh([—d,d]), gdzie d = md, m > 1.

Rozwazmy funkcje

x— . f(h(z)).

Zatoézmy, ze

o f (M(1)) = 70 f (W(22))
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dla x1, 29 € D, x1 # x9. Wtedy

Q (f(h(@1)) = f (h(22))) = @lme f(R(21)) = 7o f (o))
—llmy (£ (A1) = my (f (h ()] = = [l (f (A (1)) = 7, (F (h(z2))]]* <0,

poniewaz (3.16). Otrzymujemy x1 = x3, czyli sprzecznosé. Z tego wynika, ze funkcja
7. o f oh jest iniekcja na D.
Zdefiniujmy h'(z') := f(h(z(2’))). Dla 2’ € [—d', d'] mamy

Th (2) =70 foh((myo fo h)! (z') =2

z iniektywnosci. Zatem istnieje x = x(2') takie, ze m,f(h(z')) = 2’. Ponadto,
W(0) = 0 z definicji oraz k' zawiera sic w stozku QT na podstawie zalozenia
(3.18). To oznacza, ze h' jest dyskiem horyzontalnym dla stozka QF 7 dziedzina
[—d', d']. O
Zauwazmy, ze wlasnosci (3.15) to warunki na to, aby p*(u) byto dyskiem hory-
zontalnym na [—1, 1] = B. Warunek (3.14) mozemy zapisa¢ w naszych oznaczeniach
jako
7w (filpi) = fi(P7))] > mi|me (pi — p)|, dlai=1,... N,
m; > 1 dla kazdego 1 =1,..., N,

dla p; € B x BI N Q*(p}), pi # pj-

(3.19)

Przeprowadzimy teraz dowdéd Lematu 3.4.

Dowdd. Istnieje lokalnie jednowymiarowe widkno rozmaitosci niestabilnej Wé’loc(F )
jako rozmaitosé niestabilna poczatku uktadu wspétrzednych (mamy p; = 0 we
wspolrzednych lokalnych). Rozwazmy przestrzenie wtasne DF(p}). Z definicji prze-
strzen wlasna odpowiadajaca A to

X, ={veR*\ {(0,0,0,0)}: (DF(p}))v = Av}.

Zakladamy, ze dla kazdego punktu p = (z,y) € R* wspétrzedna x jest kierunkiem
silnie ,niestabilnym”, to znaczy odpowiada rozcigganiu. Wtedy przestrzen wtasna
X =span{(1,0,0,0)} jest jednowymiarowa. Dla v € X, mamy

Q1(v) = O‘1|U:10|2 - ||Uy||2 = 041|U:v|2 - ||(070>0)||2 = 041|U:v|2 >0,

poniewaz «; > 0 dla¢ =1,..., N z definicji stozka. Zatem przestrzen X, zawiera
sie w stozku QT (p}). W;‘I’ZOC(F ) jest styczna w punkcie pi do niestabilnej przestrzeni
wlasnej, zatem zawiera sie w stozku QT (p?).

W1 ( F) jest wykresem na przedziale [—r, 7] C B*. Aby to udowodni¢ zatézmy,

Py
ze nie jest to wykres. Wtedy istniatoby 0 # & € [—r, r| takie, ze
(&,1), (&,y2) € WyE°(F) (3.20)
dla pewnych yi,y2 € B* X B", y1 # vs. W;‘I’ZOC(F ) jest ciagla krzywa, poniewaz

jest tej samej klasy co F' [13]. Wiemy ze wczedniejszych rozwazan, ze zawiera sie
w odpowiednim stozku. Musi spetnia¢ warunki stozka, czyli

Q1 ((#,51) = (2,52)) = 0.
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A zatem
—|ly1 — | > > 0.

Stad ||y1 — yo||* = 0, co oznacza, ze y; = yo. Mamy sprzecznos¢. Zatem W;{,lo%F)
jest wykresem pewnej funkcji na przedziale [—r,r]. Oznaczymy ja jako

w*(x) : [-r,r] = B* x B".

Funkcja h(z) = (z,w"(z)) zdefiniowana na [—r,r| jest dyskiem horyzontalnym

dla stozka QF, poniewaz m,h(x) = x oraz spetnia warunki stozka Q7 .
Mamy h(0) = 0, poniewaz h(z]) = pj i po prostej zamianie zmiennych mozemy
przeniesé¢ ten punkt do zera. Z konstrukcji f; dla ¢ = 1,..., N mamy f;(0) = 0,
bo fi(pi) =pi dlai=1,...,N —1oraz fy(py) = p}. ZalozylisSmy, ze fi,...fy
spetniaja warunki stozka.

Oznacza, ze jesli rozwazamy dwa punkty w i-tym stozku, to po iteracji poprzez
fi te punkty znajda sie w stozku z indeksem @ + 1. W szczegélnym przypadku fy
przenosi punkty ze stozka QF, do Q7.

Dla x € [—r, 7]\ {0} z warunku (3.19) dla kazdego f; warunek (3.17) w Lemacie
3.5 jest spetniony dla odpowiadajacych stozkéw Q; . Mozemy skorzystaé¢ z Lematu
3.5 dla h oraz fi. Otrzymujemy dysk horyzontalny A’ dla stozka QF , ktory wraz
z fo moze by¢ uzyty kolejny raz w lemacie. Procedure tg mozemy powtarzac i
generowac ciag N dyskow horyzontalnych. Ostatni dysk zostanie przeniesiony do
stozka Q7.

Otrzymujemy [—Mr, Mr] C 7, Fh([—r,7]), gdzie M = ¥ ,m;, z definicji F
jako zlozenia funkcji f;. Dla kazdego x € [—Mr, Mr| skoro 7, o F' o h réwniez jest
iniekcja, definiujemy

GF (h) (z):=F (h((my0 Fo h)~! (2))) -

Méwimy, ze GF (h) jest przeksztatceniem wykresu (ang. graph transform) h. Roz-
wazmy hy(x) = GF (h) (x). Z Lematu 3.5 wiemy, ze hy jest dyskiem horyzontalnym.
Dziedzina h; jest wicksza niz dziedzina h, ale niekoniecznie pokrywa B*. Mozemy
analogicznie skonstruowaé przeksztatceniem wykresu hy jako

ho(z) := GF(hy)(z).

Korzystajac z analogicznych argumentéw jak poprzednio wnioskujemy, ze ho(z)
jest dyskiem horyzontalnym. Zbiér {ho(x)} N B* x B" jest fragmentem dysku hory-
zontalnego, poniewaz dysk mogt rozszerzy¢ si¢ poza B* x B". Mozemy powtarzaé ta
konstrukcje i wygenerowac ciag hq, ho, hs, . .., hy,. Dla pewnego dostatecznie duzego
n € N, dziedzina dysku horyzontalnego rozszerzy si¢ na B". Nasz pierwotny dysk
h(z) = (z,w"(x)) jest ciagla krzywa w wielowymiarowej przestrzeni. Po zastosowa-
niu iteracji projekcji 7, i dyfeomorfizmu F' zachowuje wszystkie swoje wtasnosci.
Zatem mozemy zapisaé, ze h,(x) = (z,p“(x)), gdzie p* : B* = [-1,1] —
B" x B" jest jednowymiarowa krzywa parametryzujacg rozmaitos¢ niestabilng
W (F).
O
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Korzyscig jaka mamy z rozwazania wielu odwzorowan przy metodzie rownole-
glego strzatu jest to, ze czasy catkowania zostajg skrocone. To sprawia, ze pracu-
jemy z wieksza doktadnoscig w obliczeniach w arytmetyce przedziatowej. Wtasnie
z tego powodu wybralismy podzial orbity na 29 punktéw.

W naszym dowodzie wspieranym komputerowo tak wybieramy Ay, aby po-
chodna odwzorowania F' = fy o...o f; w poczatku uktadu wspotrzednych byta
bliska diagonalnej. Wartosci wtasne F' to A, %, 1,0. (Mamy warto$¢ wlasna zerowsg,
poniewaz fy odwzorowuje obraz na sekcje X.) Za pomoca twierdzenia Gerszgo-
rina [5] oraz ze Scistego oszacowania na DF'(0) obliczonego w CAPD mozna uzyska¢
Sciste oszacowanie na \. Pozostate macierze A; wybieramy tak, aby pochodne f; w
poczatku uktadu wspotrzednych byty bliskie macierzy diagonalnej.

Uwaga 3.6. Aby sprawdzi¢ czy sa spelione warunki stozka bedziemy poste-
powaé nastepujaco. Rozwazmy zbior V; dla ktorego (3.12). Z twierdzenia o wartosci
sredniej i tego, ze

[Dfi (B)] Vi € Qis1(0) (3.21)
wynika (3.13). Aby sprawdzi¢ (3.21) wystarczy obliczyé jak wyglada zbior
w = [Df; (B)]V; i sprawdzié, ze

{ﬂ] C Vi1
™w

Oznacza to, ze warunek stozka jest prosty do sprawdzenia wykorzystujac otoczke
przedziatowsg pochodnej odwzorowania. Biblioteka CAPD ma wbudowane metody
obliczania odwzorowania Poincaré oraz jego pochodnych [26]. Zatem jest bardzo
dobrym narzedziem do sprawdzania warunkow stozka.

W dowodzie wspieranym komputerowo uzyliémy nastepujacego lematu, aby
sprawdzi¢ (3.14) dla normy maksimum.

Lemat 3.7. Rozwaimy Q (vq,...,v4) = |v1] — ||(ve, v3,v4)| 2 normag
T x €T
| (1, 22, 73)|| = max {‘—1|7 M’ M} 7
451 as as

gdzie ay,as,az € (0,1). Niech f: B — R* bedzie takie, ze f (0) =0 oraz

[Df(B)] = ( ﬁ; ﬁ;z ) : (3.22)

gdzie Ay, Ao, Ao 1 Ags to macierze przedziatowe odpowiednio wymiaréw 1 X 1,
1x3,3x143x3.Jesli Ay >c¢>0im=c—| A, max(a,as, a3), to

max

1 () lax = M 101 dla kazdego v € Q" (0) N B. (3.23)
Dowdéd. Techniczny dowdd czytelnik znajdzie w Dodatku (A.2). [

Mozna dosta¢ analogiczny wynik do (3.23), lecz z nieréwnoscia w drugim kie-
runku. Jest to przedstawione w ponizszym lemacie. (Tego typu oszacowanie bedzie
nam potrzebne do sprawdzenia zatozenia (1.14) w celu zastosowania Twierdzenia
1.9 w podrozdziale 3.6.)
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Lemat 3.8. Rozwaimy Q (vq,...,v4) = |v1] — ||(ve, v3,04)| 2 normg
x| |Z1] |T3
| (1, x2, x3)|| = max {|—|, u7 u} 7
ay Gz as

gdzie ay,as,az € (0,1). Niech f: B — R* oraz niech

ovwn-(% &)

gdzie Aqq, Ao, Aoy i Ags sg macierzami przedziatowymi majgce odpowiednio wy-
miary 1 x 1, 1 x 3, 3 x 1 oraz 3 x 3. Jesl

(3.24)

a = max (aj, az, az) , (3.25)
m = max (|Aun |+ a [ Arzllpa o [[A21 [ max + 0 [[A22] ) (3.26)
to
L ()l < [0l e dla kazdego v € QT (0) N B.
Dowdd. Dowdd réwniez znajduje sie w Dodatku (A.3). O

Uwaga 3.9. W praktyce wyrazenie Ay; w (3.22)—(3.24), jest zwiazane z hiper-
bolicznym rozszerzaniem i dominuje wartos¢ wyrazenia (3.26). Dla nas a z (3.25)
bedzie niewielkie, zatem m ~ m ~ |Ay;|; gdzie m < m.

Z pomocy Lematu 3.4 otrzymalidémy nastepujacy wynik.
Lemat 3.10. Niech r =3-107%, B = [—r,r]? oraz

0.280324 —0.220733  0.280324 0
0 0 0 0.816632
Ay = . 0 o o . (3.27)
—0.343269 1 —0.343269 0

Wesmy L =5-107% oraz zdefiniujmy stozki nastepujgco
Qd (v) ={v+ (¢, txe, tas, tay) i 2 € [-L, L] dlak=2,3,4iteR}.

Wtedy rozmaito$é niestabilna poczgtku ukladu wspolrzednych dla F' jest sparame-
tryzowana gladkq krzywg p* : [—r,r] — B, ktora spetnia

pu (O) =0,
7T1pu = [d,
p" ([=r,7]) C QF (p" (w)), dla kazdego u € [—r,r],
oraz p
d—p“ (u) € Qg (0), dla kazdego u € [—r,7].
u
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Whiosek 3.11. Krzywa w" (u) := xo+Aep" (u) leZy na rozmaitosci niestabilnej
orbity Lyapunova zawierajgcej xo. Krzywa w® (u) zwiera sie w xo + AoQyg (0) oraz

d%w“ (u) € AoV, gdzie

Vo={1} x [-L,L] x [-L, L] x [~ L, L]

Jako, ze w definicji F w (3.9) uzywamy fy = P (patrz (3.8)), i P odwzorowuje si¢
na 3, wiemy ze w" (u) C X.

Uwaga 3.12. Macierze A;, ktérych uzyliSmy do zmian zmiennych oraz stozki
Q; (v) zostaly automatycznie dostosowane przez nasz program. Nie wypisujemy
ich tu, poniewaz najistotniejsze jest oszacowanie w punkcie xg = zo(X), ktore
podaliémy w Lemacie 3.10, pozostate to szczegdty techniczne.

Uwaga 3.13. Aby sprawdzi¢ czy spelnione jest zatozenie (3.14) Lematu 3.4
wykorzystalismy Lematy 3.7 i otrzymalismy m = 1.2767546773, jako oszacowanie
z (3.14).

Uwaga 3.14. OtrzymaliSmy nastepujace oszacowanie korzystajac z Lematu
3.8 dla odwzorowan (3.8)

i (V)] e < 7 03 ]] o dlav; € Qf (0)NBorazi=1,...,N,

gdzie m = 1.2767636743.

Wszystkie powyzsze rozwazania pozwolity nam oszacowaé pojedyncze wiokno
dla punktu statego znajdujacego si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych dla odwzo-
rowania F', ktére z sekcji trafia na sekcje (zdefiniowanego w (3.9)). Punkt pochodzit
z przeciecia orbity Lyapunova z sekcja {Y = 0}. W kolejnych etapach bedziemy
rozwazaé problem w rozszerzonej przestrzeni fazowej, poniewaz problem eliptyczny
jest nieautonomiczny. W rozszerzonej przestrzeni punkt staje si¢ niezmienniczym
okregiem {0} x T. Niestabilne wiékno dla punktu (0, A), gdzie A € T, na tej krzy-
wej znajduje sie w rozszerzonej przestrzeni fazowej, ale takie wtokno nie musi lezeé¢
na {6 = A}, poniewaz czasy powrotu do sekcji {Y = 0} réznig sie miedzy punk-
tami. Ponizej przedstawimy rozumowanie dotyczace metody tego jak otrzymalismy
oszacowanie na niestabilne widkno punktéw z {0} x T w rozszerzonej przestrzeni
fazowej.

Rozwazmy potok problemu kotowego (PCR3BP) w rozszerzonej przestrzeni
fazowej i oznaczamy go jako ®,. Bedziemy rozwazali sekcje Poincarégo postaci
S={Y =0} xT=XxT. Niech jp:R*xT — Roraz P : R* x T — R* x T beda
zdefiniowane jako

5 (@) :inf{t>0 L ®, (2) ei},
P () = Opa) (x) .

Niech Ay bedzie macierzg o wymiarach 5 x 5 zdefiniowang jako

Ay = ( /(1)0 (1) ) , (3.28)
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gdzie Ay to (3.27). Zdefiniujmy F : ¥ — 3 jako
F(z,0) = A" (752 <(m0,0) + A, (;p,e)) - (m0,0)> .

Wtedy {0} x T staje sie niezmiennicza krzywa dla F'. Pokazemy teraz jak otrzymaé
oszacowanie niestabilnego wtékna punktu (0, \) na takiej krzywej (w rozszerzonej
przestrzeni fazowej).

Lemat 3.15. Niech r oraz L bedqg statymi, ktore rozwazalismy w Lemacie 3.10.
Niech M € R, M > 0. Rozwazmy stozki w rozszerzonej przestrzeni fazowej zdefi-
niowane jako

QF (v) = {v + (t, tay, tas, tay, 16) :
x € [—L,L] dlak=2,3,4, 0 € [-M,M] orazt € R}

Jesli dla kazdego A € T niestabilny wektor wlasny DF (0, \) jest zawarty w stozku
Qg (0) 4 jesli F spelnia warunki stozka Qy dla [—r, r)* x T, to dla kazdego X € T

niestabilne widkno W(%’/\)(F) jest parametryzowane przez funkcje py : [—r,r] —
R* x T, ktéra spetnia (ponizej p* jest funkcjq z Lematu 5.10)

mraDy (1) = p* (u) oraz  pY(u) € QF (0,\) dlauw e [—r,r].  (3.29)

W szczegolnosci
|mopy (u) — | < rM. (3.30)

Dla rodziny orbit Lyapunova dla X z przedziatu (2.1) mozemy wybraé M = 3.

Dowdd. Dla kazdego A widkno niestabilne WG \ (F) jest styczne w punkcie (0, )

do wektora wlasnego ¢ macierzy pochodnych DF' (0, ). Z tego wynika, ze dosta-
tecznie blisko (0, \) to wiokno jest w stozku Qg (0, \). Kazdy punkt x € Wi (F)

moze byé zapisany jako z = F* (z) dla dowolnego k € N i dla odpowiedniego

punktu z = 2(k) € W¢_, (© )\)(F ). Biorac dostatecznie duze k punkt z moze by¢

wybrany tak blisko {0} x T jak chcemy, zatem mozemy wybraé dostatecznie duze
k dla ktérego z € Qg (F*k(o, /\)> Jedli zatem z € QF <}~7’*k(0, /\)> oraz wiemy, ze

F spetnia warunki stozka, to mamy x = F’i(z) € Qf (0,)\) (patrz: Rysunek 3.3).
To oznacza, ze W ) (F) N ([=r,r]* x T) € Q¢ (0,\). Jako, ze problem kotowy jest
autonomiczny mgs W A)(F ) nie zalezy od A i jest parametryzowane przez p" (u),

co wynika z Lematu 3.10. Zatem otrzymujemy (~3.29).
Warunek (3.30) wynika z faktu, ze p% (u) € Qg (0, \). Jest tak, bo

Py (w) = Al < M|, Py (u)] = M [me,p" (w)| = M |u] < 7M.

Z pomocy obliczen komputerowych sprawdzilismy, ze dla kazdego X' z prze-
dziatu (2.1), niestabilny wektor wtasny DF (0, \) jest zwarty w

{1} x [-3-1079,3- 1073 x [2.7763408157, 2.7918430312] C Q¢ (0).

Sprawdzilismy tez warunki stozka uzywajac metody opisanej w Uwadze 3.6. O]
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3.4. Przeciecie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej orbit Lypuanova

(F)

Q¢ (F7%(0, 1)) Qg (0,\)

Rysunek 3.3. Widkna w stozku. Dla dostatecznie duzego k, mozemy wybrac taki
punkt z, ktory jest w stozku Qg (F~%(0, \)). Po iteracji F* punkt z = F*(2) bedzie
znajdowal sie w stozku Qg (0, \).

Uwaga 3.16. Jesli wybierzemy Ao troche inaczej, zamiast dokladaé¢ 1 jako
ostatni element na diagonali w (3.28), mogliby$my zredukowaé¢ M w Lemacie 3.15.
Zdecydowalismy sie na wybdr (3.28) aby uproscié¢ obliczenia, poniewaz M = 3,
ktore otrzymalismy jest wystarczajace.

3.4. Przeciecie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej orbit
Lypuanova

Sposob w jaki otrzymamy przeciecie stabilnej i niestabilnej rozmaitosci orbit
Lyapunova jest podobny do metody z podrozdziatu 3.2. Uzyjemy metody réwno-
leglych strzatow i wykorzystamy oszacowania na rozmaito$¢ niestabilng z podroz-
dziatu 3.3. Ustalmy X z przedzialu (2.1) i rozwazmy inna niz w sekcji 3.2 funkcje
p: R — R* dla operatora F' (3.1). Do naszej konstrukcji wybierzemy teraz

p(s) :=xo(X) + Aop" (), (3.31)

gdzie p" jest funkcjg parametryzujaca przeciecie niestabilnej rozmaitosci Ly z sek-
cja {Y = 0}, ktérego oszacowanie otrzymaliSmy w Lemacie 3.10. Zostal tam tez
opisany wyboér Ag oraz oszacowania na p“(s), razem z pochodnymi. Odwzoro-
wanie (3.31) oznacza wiec, ze odsuwamy sie od punktu na orbicie Lyapunova ,w
kierunku” rozmaitosci niestabilne;j.

Z wtasnosci R-symetrycznosci PCR3BP wiemy, ze R (p(s)) jest punktem na
stabilnej rozmaitoséci Ly. Jesli dla F zdefiniowanego przez (3.1) sprawdzimy, ze dla
pewnego s € (0,1) i pewnego czasu h € R zachodzi

F(s,hyxy,...,2,) =0,
to biorac zg := p(s) i zpy1 := Py, (x,) otrzymamy ciag punktéw
X0y ey Ty Ty 1, R () 5+, R (20), (3.32)

wzdhuz przeciecia stabilnej i niestabilnej rozmaitosci Ly. Podazajac ta metoda
otrzymalismy nastepujacy wynik

Lemat 3.17. Dla kazdego X z przedziatu (2.1) stabilna i niestabilna rozmaitosé
Ly przecinajg sie. Ponadto przeciecie znajduje sie wzdtuz R-symetrycznej orbity
homoklinicznej. Orbita ta przechodzi w odleglosci nie wickszej niz r = 1.96 - 1077
od punktow podanych w Tabeli 3.4. Orbita zostala przedstawiona na Rysunku 3.5.
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n X Y PX Py

0 -0.95000000242 -0 -1.0427994645e-08  -0.84134724275
1 -0.94997599415  0.032508255048 -0.026407880234 -0.87841641186
2 -0.94367569216  0.046559121408 -0.016859552423 -0.93400981538
3 -0.93185570859  0.039269494574 -0.0043284590814 -0.98260192685
4 -0.9227740512 0.014134265524 0.00018569728993 -1.0132585163
5 -0.92342538156  -0.017741502784  -8.9504023812e-05  -1.0111198858
6 -0.9332873018 -0.041191398464  0.0054636769818 -0.97749478375
7 -0.94483412083  -0.046015557539  0.018549243384 -0.92767343656
8 -0.95017205833  -0.029473079334  0.025907589742 -0.87187283933
9 -0.95002477482  0.0043928225728  -0.0053602054156 -0.84205223945
10 -0.94968890529  0.035271238551 -0.026402429149 -0.88508159957
11 -0.94246936536  0.046807227358 -0.015244331177 -0.94027843983
12 -0.93053821073  0.037102593271 -0.003488949681 -0.9875100719
13 -0.92242610924  0.010464221796 -0.00019611370513  -1.0149474376
14 -0.92456420774 -0.021092391132  -0.00083603746 -1.0083700678
15 -0.93548053074  -0.042380742641  0.0047663014948 -0.97130987256
16 -0.94730307615 -0.043772642856  0.016236744567 -0.91841934035
17 -0.95320906454  -0.022318932226  0.012564889629 -0.85729285711
18 -0.96070049024  0.017216683341 -0.061196504134 -0.84499124342
19 -0.98081741509  0.044653406262 -0.11087155568 -0.94184521723
20 -1.0057774379 0.042684693077 -0.12465612254 -1.0610257866
21 -1.0281206713 0 0 -1.2112777154

Tablica 3.4. Punkty srodkowe otoczki przedziatowej dla punktéw z orbity homo-

klinicznej do rodziny orbit Lyapunova.

0.05 T

0.025 -

-0.025

-0.0!

5
-1.05 -1

Rysunek 3.5. Orbita homokliniczna dla Ly [11].

W Tabeli 3.4 wypisaliémy polowe punktéow wzdtuz orbity homoklinicznej, po-
niewaz druga potowa, czyli pozostate 21 punktéw, moze zosta¢ tatwo policzona z
R-symetrii.

Uwaga 3.18. Z naszej metody mozna takze obliczy¢ oszacowanie czasu cal-
kowania h pomiedzy punktami znajdujacymi sie wzdluz orbity homokliniczne;j.
Otrzymali$my

h € [0.34246881126, 0.34246888642]. (3.33)

Nastepnie oméwimy jak pokazac, ze przeciecie rozmaitosci stabilnej i niestabil-
nej orbity Lyapunova jest transwersalne.

Dwie podrozmaitosci gladkiej rozmaitosci skonczenie-wymiarowej przecinaja
sie transwersalnie, jesli w kazdym punkcie przeciecia przestrzenie styczne w nim
generuja (rozpinaja) przestrzen styczna otaczajacej rozmaitosci w tym punkcie [21].
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3.4. Przeciecie rozmaitosci stabilnej i niestabilnej orbit Lypuanova

Lemat 3.19. Dia kazdego X z przedzialu (2.1) przeciecie stabilnej i niestabilnej
rozmaitosci Ly jest transwersalne, jesli rozwazymy je w trojwymiarowe] przestrzens
o statej wartosci energii.

Dowdd. Przecigcia rozmaitosci stabilnej i niestabilnej Ly bedziemy rozwazaé¢ na
sekcji, gdzie X < —1, oznaczymy ja

Six<-1p ={Y =0,X < -1} cR%

Jest to techniczny zabieg, poniewaz bedziemy szukaé¢ przeciecia w takim miejscu
(Rysunek 3.5).

Oznaczmy jako Wp  oraz Wy niestabilng i stabilng rozmaitos¢ Ly. Sa to
dwuwymiarowe cylindry zawarte w trojwymiarowej przestrzeni statego poziomu
energii {H = h*} dla h* = H (Lx). Wiemy, ze W} i W} przecinaja si¢ wzdiuz
homoklinicznej orbity, ktéra przechodzi przez punkty wypisane w (3.32).

Zauwazmy, ze punkt x4, lezy na ¥;x._1y. Z konstrukcji (3.1) wiemy, ze punkt
i1 spetnia wlasnos$é myx, 1 = 0. Patrzac do Tabeli 3.4 widzimy, ze mxx,11 < —1,
zatem istotnie z, 1 € M{x<_1}-

Pole wektorowe w x,, 11 ma niezerowa wspotrzedng Y. Oznacza to, ze przestrzen
styczna do rozmaitosci stabilnej i niestabilnej w punkcie x,, 1 rozpina wspotrzedna
Y.

Rozmaitosci W7, i W} przecinaja si¢ z sekcja Xx< 1} W Zpq1 wzdiuz jedno-
wymiarowych krzywych. Zauwazmy, ze niektore punkty z rozmaitoéci moga wpa-
da¢ w Jowisz. Te ktore docieraja do Yy blisko punktu x,,; przecinajg sek-
cje wzdhuz jednowymiarowych krzywych. Sekcja Xyx<_1y jest tréjwymiarowa, ale
Ly, Wi, i Wi sa zawarte w {H = h*}. Zbior Xix._1y N {H = h*} jest dwu-
wymiarowy i moze by¢ parametryzowany poprzez wspoOtrzedne (X, Py ), poniewaz
na Yjx<—_1} zmienna Py moze by¢ wyliczona z korzystajac z X, Py i z réwnania
H(X,Y =0, Px, Py) = h*. Przecigcia W' NX¢xc_1y i Wi, N Yx<_1} sa zatem
jednowymiarowymi krzywymi zawartymi w dwuwymiarowej przestrzeni.

Jesli pokazemy, ze

TX,Px (Wf L Ny X<,1}) przecina sie transwersalnie z
TX,Px (WEX N 2{X<_1}) w punkcie z,,41, (3.34)

to otrzymamy transwersalne przecigcie Wy, z W}~ w punkcie ;.1 w przestrzeni
{H = h*}. To znaczy pole wektorowe w punkcie z,,1 bedzie styczne do W¢ i W}
W T,.1 1 bedzie miato niezerowa wspotrzedng Y. Z (3.34) wynika, ze przestrzen
styczna do Wi, 1 W} w punkcie z,1 rozpina X, Px. Stad rozpina tr6jwymiarows
przestrzen wektorowa, zatem przeciecie jest transwersalne w {H = h*}.

Niech 7: R* - R, P : R* = X;x._1} beda definiowane nastepujaco

7 (x) := inf {t >0:P, () € 2{X<—1}} ;
P (2) = Pria) () -

Zatem 7(x) jest czasem powrotu do sekcji, a P(z) odwzorowaniem dla tego po-
wrotu. Krzywa W} N ¥ix<_1; moze zosta¢ obliczona poprzez ztozenie P o p (s).
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3.5. Przetrwanie rodziny orbit Lyapunova po perturbacji

Patrzac na definicje p(s) w (3.31) tatwo zauwazy¢, ze jesli wyznaczymy iteracje
punktu na rozmaitosci niestabilnej poprzez przesunigcie o czas do sekcji Yy <_1y,
to bedzie rzeczywiscie takim ztozeniem. Z wtasnosci R-symetrii problemu kotowego
Wi, N Yix< 1) mozna obliczy¢ za pomoca ztozenia R o P o p(s). Niech s* € R
spelia P o p (s*) = x,41. Jesli spelnione sa nieréwnosci

d d
WXEP op(s)|s=ss >0 oraz TPy %P op(8)]s=sr >0, (3.35)
to zachodzi
dRoPo () |s=sr = dPo (5) |s=s* >0 (3.36)
X ds P\S) |s=s* _ﬂ-XdS DP(S) |s=s* ’ ’
d d
Tpy 7 Ro Pop(s)ls=s = —7py @P o p(s)[s=s <O, (3.37)

poniewaz R-symetria zmienia znak przy wspotrzednej Py i nie zmienia przy wspot-
rzednej X. Z (3.35-3.37) otrzymamy warunek (3.34).
W Podrozdziale 3.3 otrzymalismy (Lemat 3.10 i Wniosek 3.11)

d ~
T (s) € AoV, (3.38)
gdzie V to zbior
% = {1} X [_La L] X [_La L] X [_Lv L] )

dla L = 5-107. Zbiér Vj reprezentuje stozek, tak jak wspomnieliémy w Uwadze
3.3. Oszacowanie na styczna do p(s) z (3.38) mozemy przenies¢ az do punktu
Tpi1 uzywajac metody iterowania dla stozkéw opisanej w Uwadze 3.6. W naszych
obliczeniach otrzymalismy

d
WX,PX%P op(s)|s=s € {uV |u>0oraz V = {1} x [4.06081,4.06404]} .

Zatem zachodzi (3.35), co konczy dowdd. O

3.5. Przetrwanie rodziny orbit Lyapunova po perturbacji

Przypomnijmy, ze orbity Lyapunova startujace z zo(X) (patrz (3.5)), ktore
maja okres T'(X'), to zbiér

L = {®: (xo(X)) : t € [0, T(X)]}

Oznaczmy normalnie hiperboliczna rozmaitosci niezmiennicza zawierajaca rodzine
orbit Lyapunova jako

Ap ={Ly : X z przedziatu (2.1)} c R*%.
W rozszerzonej przestrzeni fazowej bedziemy jg oznaczaé jako Ay, to znaczy
Ap=Ap xT. (3.39)

Aby udowodnié¢, ze Ap przetrwa po perturbacji skorzystamy z nastepujacego twier-
dzenia
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3.5. Przetrwanie rodziny orbit Lyapunova po perturbacji

Twierdzenie 3.20. [7] Zalézmy, zZe

d
JST(X) £ 0 (3.40)
o d H, 0 3.41
ﬁo(mo( )) # 0. (3.41)

Wtedy dla dostatecznie malej perturbacji e zmieniajgcej problem kotowy (PCR3BP)
na problem eliptyczny (PER3BP), rozmaitosé Ay, perturbuje sie w O(e)-bliskq nor-
malnie hiperboliczng rozmaitosé /~\EL z brzegiem, 1 jest niezmiennicza pod wplywem
potoku indukowanego przez by (1.24). Ponadto, istnieje zbior Cantora niezmienni-
czych toruséw w A3 .

Opiszemy teraz jak sprawdzi¢ warunki (3.40-3.41).
Niech X bedzie ustalone, z przedziatu (2.1). Przypomnijmy, ze w Podrozdziale
3.2 mielimy 7 = 7(X), oraz parzyste! N € N, takie, ze dla 7 = 7(X) i dla

Ty = To (X) = <X70707S<X))7
$i+1:q>7—(fﬂi) dlazzO,,N—l
zachodzi
IN = Zo,
oraz okres orbity Lyapunova startujacej z xo to T(X) = N7 (X). Istnienie takiego
s =s(X) i1 =7(X) otrzymaliémy poprzez ustalenie X’ i rozwiazanie réwnania

WKPXQTN/Q (X,0,0,S) =0 (342)

ze wzgledu na 7 oraz s. Réwnanie (3.1) daje nam rozwiazanie (3.42) dzieki metodzie
réwnolegtych strzatéw. W celu sprawdzenia (3.40-3.41) zdefiniujmy funkcje g :
R3 — R? jako

g(X,5,7) =Ty, py Pnr/2 (X,0,0,5).
Zauwazmy, ze

g (X,s(X),7(X)) =(0,0). (3.43)

To oznacza, ze mozemy obliczy¢ pochodne ds j d 4% 2 twierdzenia o funkcji uwikta-

nej; to znaczy rézniczkujemy obustronnie (3 43) ze wzgledu na X i otrzymujemy
9] 9] ds.
I P (@) =o
oxX  0(s,7) \ 4%
Wiedzac, ze % jest odwracalne obliczamy
ds. dg \ ' 0
(D)-G)'% o
ax 0 (S, T) oxX

Pochodne czastkowe 99 99 4

9%’ Ds @ to macierze rozmiaru 2 x 1, ktére mozna
obliczy¢ nastepujaco. Niech e; € R4 dla i = 1,...,4, beda Wektorarm 2 1 na

LW tym przypadku wybieramy N = 30, patrz Tabela 3.2.
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3.6. Dowdd gtéwnego twierdzenia

i-tej wspotrzednej i zerami na pozostatych, tj. beda baza kanoniczng w R*. Niech
F : R* — R* bedzie polem wektorowym problemu kotowego (PCR3BP). Wtedy

0
a—i‘ (ZE()) = Ty,Px DCI)NT/Q (ZEQ) €1 = Wy,pXDCI)T ((L’N/Q_l) . D(I)T (ZE()) €1, (345)
0
8_i ({L’Q) = WY,PXDCI)NT/Q (ZE()) €4 = 7TY7PXD¢)7— (IN/Q_l) Ce D(I)T ([Eo) €4, (346)
dg d N N
or (w0) = EWX,PX(I)NTﬂ(ZEO) = §7TY7PXI'- ((I)NT/Q (%)) = §7TY,PX.7'— (IN/z) .
(3.47)
Zauwazmy, ze powyzsze pochodne 7 99 § i52 8(‘9 5 = ( % % ), ktore moze
zostaé wykorzystane w (3.44) do obhczema ;; oraz 4.
Gdy otrzymamy 4 %> to z fatwoscig policzymy
dHO dHO 8H0 8[—[0 ds

() = TRX,0,0,5(X)) = FL (X)) + R a(X) () (349

i otrzymamy (3.41).
Z pomoca obliczen komputerowych sprawdziliSmy (3.44-3.48) i otrzymalisSmy:

Lemat 3.21. Dla kazdego X z (2.1) mamy

d
0 (X) € {1} % {0} x {0} x [~4.530367, —4.530349]
d
ToT(A) € [-0.5523403, ~0.5522624].
d
_T(X) € [~16.57021, —16.
5 T(X) € [-16.57021, ~16.56787)
d
T Ho (20 (X)) € [-0.359187, ~0.359185)

Whiosek 3.22. Jako wniosek z Twierdzenia 3.20 i Lematu 5.21 otrzymujemy,
ze normalnie hiperboliczna rozmaito$¢ Ay, skladajgca sie z rodziny orbit Lyapunova
w rozszerzonej przestrzeni fazowej, przetrwa pod wplywem perturbacyi.

3.6. Dowdd gléwnego twierdzenia

Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 2.1 wykonamy pewne przygoto-
wanie geometryczne. Jego celem jest wprowadzenie oznaczen, ktore pozwolg nam
pozniej zastosowaé narzedzia przedstawione w sekcji 1.4.

Przypomnijmy, ze ®¢ oznacza potok problemu eliptycznego (PER3BP) w roz-
szerzonej przestrzeni fazowej. Niech p° : R* x T — R bedzie czasem do sekcji
{Y = 0}7

pf(x) =inf {t > 0: ¥} () € {Y =0}},

oraz P. : R* x T — {Y = 0} bedzie zdefiniowane nastepujaco

P (z) = O,y (7). (3.49)
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3.6. Dowdd gtéwnego twierdzenia

Sekcja {Y = 0} w rozszerzonej przestrzeni fazowej jest izomorficzna z R3 x T, co
zgadza sie z tym co opisaliSmy w Podrozdziale 1.4.

Rozwazmy punkt x* := 7 (—0.95). Punkt z(X) jest zdefiniowany w (3.5),
w (2.1) mamy przedziat ktéry uzasadnia wybor —0.95. Rozwazamy macierz Ag z
(3.28). Zdefiniujmy

E:{flal(x—x*,@):xE{YzO},@ET}.

Innymi stowy, Y to sekcja {Y = 0} rozwazana w rozszerzonej przestrzeni fazowej,
w lokalnych zmiennych ktére wynikajg z afinicznej zmiany zmiennych danej za
pomoca z* 1 Ag. Zdecydowalismy sie pracowaé w takich lokalnych zmiennych, po-
niewaz wtedy mozemy bezposrednio korzystacé z oszacowania na lokalne rozmaitosci
niestabilne, ktére otrzymaliémy w Podrozdziale 3.3. Z tego powodu wybralismy ¥
tej postaci.

Aby skorzystaé z Twierdzenia 1.9 zdefiniujemy odwzorowania (1.22)

JAEDIEESS
nastepujaco
fo(2,0) = At (735 o P, ((x*,()) + A, (x,@)) - (x*,O)) . (3.50)

Oznacza to, ze rozwazamy odwzorowanie powrotu do sekcji {Y = 0} wyrazone we
wspoOtrzednych lokalnych.

Uwaga 3.23. Jesli rozwazymy w przestrzeni czterowymiarowej PCR3BP or-
bity Lyapunova, to przetna one sekcje {Y = 0} w dwdch punktach. Beda to punkty
stale dla ztozenia dwoch odwzorowan powrotu z sekcji do sekcji: P- o P.. Jako,
ze pracujemy w przestrzeni z okresem 27 ze wzgledu na rozszerzong zmienna, te
punkty w rozszerzonej przestrzeni fazowej staja sie okregami. Zatem pojedyncza
orbita Lyapunova staje sie teraz dwuwymiarowym torusem w rozszerzonej prze-
strzeni fazowej (Rysunek 3.6 po lewej). Przeciecie torusa z sekcja {Y = 0} tworzy
dwa roztaczne okregi. Kazde z nich to okrag niezmienniczy pod odwzorowaniem
P.—o 0 P.—o. Na przyktad {z*} x T! to jeden z takich niezmienniczych okregdw.
Okrag {x*} x T', ktéry jest niezmienniczy pod P._g o P.—y, odpowiada okregowi
{0} x T C %, ktéry jest niezmienniczy pod dziataniem f._q.

Przed perturbacja dla e = 0 definiujemy niezmiennicza rozmaitos¢ normalnie
hiperboliczna Ay C ¥ jako . .
AO = AL N .

Zmnalez¢ ja mozna na Rysunku 3.6, na srodku. Na rozmaitosci Ag mozna wpro-
wadzi¢ foliacje sktadajaca sie z niezmienniczych okregéow dla odwzorowania fjy.
Zauwazmy, ze dla € = 0 energia jest zachowana, stad dla

I(x) := H, ((;v*, 0) + on) (3.51)
zachodzi

I(fo (2)) = I(x). (3.52)
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3.6. Dowdd gtéwnego twierdzenia

Ao
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0 " 0

Rysunek 3.6. Lewo: Orbita Lyapuova w rozszerzonej przestrzeni fazowej jest torusem,

ktory przecinajac sie z {Y = 0} daje dwa okregi oznaczane przerywanymi liniami. Srodek:

Rozmaitosé Ag C {Y = 0} jest jedna z dwoch sktadowych przeciecia rodziny orbit

Lyapunova w rozszerzonej przestrzeni fazowej z sekcja {Y = 0}. Prawo: Ag w zmiennych
(1,0). [11]

AO = {1’0(.)()} x T

Traktujemy wiec / jako zmienna ,zachowywana” (catke pierwsza), gdyz dla
e = 0 mamy

mrx = 1(x).

Oznacza to, ze warunek (3.52) petni role (1.11).
Mozemy zapisa¢ odwzorowanie f. jako

fe(x) = fo(x) +eg (e, x)

gdzie
9(0.2)= 2wl
ge) = (L)~ o) diac#0 (3.53)

Aby obliczy¢ zmiane energii po iteracji f. (z) obliczamy co dzieje si¢ na zmiennej
1, czyli
Trfe (x) = 7 fo (x) +emrg (e, 2) = mrw +emrg (€, 2)

gdzie 7rg (e, ) to

mig (e0) = = [ (f (@) = T (o (@)] = < 11 (F () ~ T ).
7, powyzszego wynika, ze
119 (0,2) = - 1(0)) = = DI (o (1)) 92 () = VI (o (2)) - 2 (). (354)

W powyzszym réwnaniu - oznacza iloczyn skalarny.

ZakonczyliSmy przygotowanie i ponizej przedstawimy dowod gtéownego twier-
dzenia [11].
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Dowéd Twierdzenia 2.1. Zaczniemy od opisania naszego uktadu dla e = 0. Przypo-
mnimy kilka wynikow dla problemu kotowego z poprzednich podrozdziatow. Nalezy
pamietaé, ze wczesniej opisywane wyniki problemu kotowego byly rozwazane we
wspotrzednych (XY, Px, Py) € R, bez zmiennej 6. Ponizej do opisu dodamy
rozszerzong wspotrzedng czasowg 0 € T.

Rozmaito$¢ Ag jest niezmiennicza pod dziataniem fy. Mozna zapisaé ja jako

Ao = {(zg(X),0): Xjestz (2.1),0 € T} CR*xT.

Dla € = 0 wewnetrzna dynamika indukowana poprzez f; na rozmaitosci jest dana
przez

(2o (X),0) = (20 (X),0+T (X)), (3.55)

gdzie T (X) i jest okresem orbity Lyapunova Ly. Stad Ay jest niezmienniczym
cylindrem, ktory ma foliacje ztozong z niezmienniczych okregow.

Przypomnijmy, ze dla pojedynczej orbity Lyapunova Ly, w Lemacie 3.10 otrzy-
mali$my oszacowania na krzywa p"(u), gdzie u € (—r,r), ktora lezy wzdtuz prze-
ciecia dwuwymiarowej lokalnej rozmaitosci niestabilnej Ly (dla PCR3BP w R?)
z sekcja {Y = 0}. Zwrécimy w naszym dowodzie uwage na zaleznosé p"(u) od X
piszac p% (u). Rozmaitosé niestabilna Ag dla fy, gdy rozwazamy ja w {Y = 0} (w
rozszerzonej przestrzeni fazowej) jest trojwymiarowa i mozemy ja wyrazi¢ lokalnie
we wspotrzednych X, Py, Py, 0 jako

Wi, = {(p% (u),0) : X z przedziatu (2.1), u € (—=r,r),0 € T}.

Rozwazmy R-symetrie PCR3BP w rozszerzonej przestrzeni fazowej na sekcji {Y =
0}, to znaczy

R(X,Px,Py,9> = (X,—Px,Py,e).

Otrzymujemy w ten sposob stabilng rozmaitosé lokalna
Wi, =R (W§).

Pokazemy teraz, ze dla ¢ = 0 mamy dobrze zdefiniowane odwzorowanie rozpra-
szajace
o AO — A(). (356)

Najpierw opiszemy jak wyglada kanal homokliniczny. Na podstawie Lematéw 3.17
oraz 3.19 wiemy, ze dwuwymiarowe rozmaitosci, stabilna i niestabilna Ly w PCR3BP
w przestrzeni R? przecinaja si¢ transwersalnie (gdy rozwazamy je w tréjwymiarowej
przestrzeni o stalej energii {Hy = I}, gdzie I = Hy (Ly)) wzdluz R-symetrycznej
orbity homoklinicznej, ktéra zawiera punkty ktore oznaczymy jako v (I) € {Y =
0}. Rozmaitosci stabilna i niestabilna dla danej orbity Lyapunova Ly, gdy prze-
cinaja si¢ z sekcja {Y = 0}, staja si¢ jednowymiarowymi krzywymi na {Y = 0}
ktére przecinaja sie w 7 (I). Oznaczmy te krzywe jako w} (u) i w5 (s). Bedziemy tu
zaktadad, ze w} (0) = wj (0) = v (I) - mozemy to zapewni¢ poprzez reparametryza-
cje tych krzywych. Dodalismy przy zapisie w indeksie dolnym I, aby podkresli¢, ze
te krzywe zalezg od wyboru poziomu energii: na innych poziomach energii mamy
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inne orbity Lyapunova, ktore daja nam inne krzywe. W dowodzie Lematu 3.19
pokazalidmy, ze styczne wektory tych krzywych rozpinajg ptaszczyzne X, Py, tj.

d d
span (vapX@w}‘(uﬂuo, 7TX7PX£U]§(S)|S()) = R% (3.57)
Niech
D:={(y(I),0): I =Hy(Ly), X jest z (2.1) oraz § € T} C . (3.58)

Udowodnimy, ze jest to dobrze zdefiniowany kanat homokliniczny poprzez wyka-
zanie warunkéw spetnienia (1.5-1.8).

W naszym przypadku sprawdzenie warunkéw na transwersalnosé (1.5-1.8) we
wspotrzednych X, Py, I, 60 bedzie wygodne, poniewaz w tych wspotrzednych mo-
zemy odpowiednio parametryzowaé Ag poprzez I,6 (Rysunek 3.6 po prawej)

AQZ{(T('Xpr.Qfo(X),[,Q)I[ER, QET, Ho(L‘)():[}

Blisko przecigcia stabilnej i niestabilnej rozmaitosci w punkcie (v (1), 6) mozemy
sparametryzowa¢ rozmaitos¢ W¢ poprzez I, 0, u w nastepujacy sposob

Wi, = {(mxpywy (u),1,0) : T €R, 0 €T, u € R},
W podobny sposob mozemy parametryzowac rozmaitos¢ Wy przez I, 6, s jako
Wi, = {(mxpywi(s),1,0): T€R, 0 €T, s € R},

oraz parametryzowaé I' przez I, 6 jak w definicji (3.58). Zauwazmy, ze w punkcie
(v(1),0) T

d d
T, = span{ (me ot (0 0.0) (e 7t 0),10) 00,01},

(3.59)

d d
T3, =span{ (mxmy o0t (6)10.0.0) . (mamy J70i 0).1,0) . 0.0,0.1) ).
(3.60)
)

d
Tty(n,0" = span { (WX,PX E”)/ (I1),1, 0) ,(0,0,0, 1)} . (3.61

Wiemy, ze krzywa v (I) pochodzi z przecigcia w} (u) oraz wj (s) dlau=s=0

zatem J J g
TX,Px (1) = mx,py E’w}l (0) = WX,PXE’UJ? (0). (3.62)

Zatem z tego, ze zachodzi (3.57), (3.59 —3.62) otrzymujemy (1.5 —1.6).
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Teraz udowodnimy, ze zachodzi (1.7-1.8). Dla ustalonego I wezmy x = x (&),
dla X takiego, ze Hy (Ly) = I. Rozwazmy ustalone A\ € T. Zauwazmy, ze niesta-
bilne i stabilne wtékno dla punktu (z, ) € Ag sa parametryzowane przez u i s,
odpowiednio jako

Wy = { (mxpcw} (u) 1,6}, (u)) s u € R,
W(sxv)‘) = {(WX’PXUG (5) ) [7 0?)\ (S)) s € R} ,

gdzie 07 ,, 07 , : R — T sa pewnymi funkcjami, ktére parametryzuja wiokna wzdtuz
wspotrzednej 0. Zatem dla kazdego I, 0 przestrzenie styczne to

u d u d u

Ty(1),0)W 3,6y = span { (WX,PX ! () Ju=0, 0, @01,6 (u) |u:0> } ; (3.63)
S d S d S

T(v(l)ﬁ)W(a:,e) = sSpan TX,Px Ewl (s) |s=0,0, Eef,e (s) s=0 . (3.64)

Z (3.60), (3.61), (3.62) oraz (3.64) otrzymujemy (1.7). Podobnie z (3.59), (3.61),
(3.62) oraz (3.63) otrzymamy (1.8). Pokazalidmy, ze I' jest dobrze zdefiniowanym
kanatem homoklinicznym.

Rozwazmy teraz odwzorowanie rozpraszajace (3.56) odpowiadajace kanatowi I
Aby wlokna W&,,e,) i W(Sx+,9+) przecinaly sie musi zachodzi¢ x, = x_, poniewaz w
przeciwnym wypadku punkty x_, z, lezalyby na innym poziomie energii, a zatem
ich wtékna nie mogty by sie przecia¢. Oznacza to, ze

o(z,\) = (x,mg0 (x,N)) .

Pokazemy teraz jak oszacowaé¢ odwzorowanie myo (x, A).

Dla kazdego (z,A) € Ay mamy orbite homokliniczna, ktéra otrzymalismy w
podrozdziale 3.4 (Tabela 3.4) startujaca z punktu zo = o (2, \) lezacego na nie-
stabilnym wtéknie, ktére otrzymaliémy w Lemacie 3.15. Z (3.30) wynika, ze

|0 (2, N) — A\ < Mr=3-3-1075.

Gdy zg (z, A) iterujemy odwzorowaniem fy, kat 6 zmienia sie. Z Uwagi 3.18 wiemy,
ze po pelnym obrocie wzdtuz orbity homoklinicznej z Tabeli 3.4 wrocimy do oto-
czenia A z katem moxg (z, ) +42 - h, gdzie h = h(x) jest z przedziatu (3.33). Taka
orbita homokliniczna powracajaca oznacza pie¢ iteracji odwzorowania fy. Stad

T f5 (w0 (w,\)) = mowo (w, \) + 42 - h.

Wiemy, ze f5 (2o (2, \)) lezy na stabilnym witéknie dla f§ (o (z, \)). Zauwazmy tez,
ze

f(? (U (ZL‘,)\)) = f(? (xaﬂ-GO_ (l’,/\)) = (:L‘,T('gO‘ (JZ,/\) + 5T(ZL’)),

gdzie T (z) jest okresem orbity Lyapunova. Z Lematu 3.15 i R-symetrii naszego

uktadu, skoro fg (zo (z,\)) € Wis ey 10 0zmacza, ze

70 (5 (20 (2.) = £3 (0 (2, N))| < M.
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7, powyzszego mozemy zapisaé¢ nastepujace oszacowanie na odwzorowanie rozpra-
szajace

mo0 (2, \) = mpo (x,\) + 5T (x) — 5T (x)
=mofy (0 (, X)) — 5T ()
= 7o fs (o (2, N) + o (f5 (0 (2, 2) = £5 (x0 (2, 1)) — 5T (x)
€ mpxo (€, \) +42 - h+ [—Mr, Mr] — 5T (x)
= A+ (mpzo (x, A) — A) +42- h+ [—-Mr, Mr| — 5T (x)
EN+[-Mr,Mr]+42- h+ [—Mr, Mr] — 5T (x)
€ A+ [—0.82506903038, —0.82506533656. (3.65)

Jest to oszacowanie na odwzorowanie dla nieperturbowanego uktadu.

Powyzszy wniosek konczy rozwazanie uktadu przed perturbacja. Nastepnie po-
kazemy, ze dla dostatecznie maltego ¢ > 0 rozmaito$¢ Ay przetrwa pod wplywem
perturbacji.

Przypomnijmy, ze rodzine orbit Lyapunova w rozszerzonej przestrzeni fazowej
oznaczalismy jako Ay (3.39). Przypomnijmy réwniez, ze Ay = A, N {Y = 0}.
Z Wniosku 3.22 wiemy, ze dla dostatecznie malego € normalnie hiperboliczna
rozmaito$é¢ niezmiennicza Ay jest perturbowana w bliska rozmaitosé AE Zatem
otrzymujemy A, := A3 N {Y = 0} jako perturbacje rozmaitosci Ay.

Uzasadnimy teraz, ze dla dostatecznie matych ¢ > 0 standardowa forma sym-
plektyczna zaciesniona do rozmaitos$ci A, jest niezdegenerowana. Jest to potrzebne
do zapewnienia faktu, ze f. zachowuje miare na A., co jest potrzebnym warunkiem
dla metody z podrozdziatu 1.4.1; w szczeg6lnosci dla skorzystania z Twierdzenia
1.9.

Niech w. bedzie nastepujaca forma symplektyczna na {Y = 0}

0H, 0H, 0H,
aX 8X aY

Odwzorowanie P, jest w.-symplektyczne; patrz Lemat A.1 w podrozdziale A.1
Dodatku. Macierz €2 odpowiadajaca formie symplektycznej wy ma postac

(3.66)

0 1 0 -%bk
-1 0 0 —ga;ff
Q= e
0 0 0 -9
oHy oty oMy )

0X 0Px 0Py

Wyznaczymy teraz macierz zadajacg forme symplektyczng na Ag. Rozmaito$é Ag
jest parametryzowana przez funkcje Ao : (X,0) — (2o (X),60) w taki sposéb, ze
przestrzen styczna T'Ag jest rozpinana przez dwa wektory: \! := g’}\? = (1,0, éﬁ,, 0)
oraz \? = % = (0,0,0,1). Skonstruujmy macierz rozmiaru 4 x 2, na ktorej w
kolumnach stawiamy A!' i A\? i oznaczmy jg jako C. Zauwazmy, ze macierz odpo-

wiadajaca formie symplektycznej wgy, jest rowna

0 <8H0 1 8H0ﬁ>
crac = oHy , OHo d o
gh0 | ﬁd_jf 0
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_ ( 0 ~ e o (w0 (X)) )
Z Lematu 3.21 wynika, ze dla X z przedzialu (2.1) mamy -%Hg (zo (X)) # 0,

a stad wolp, jest niezdegenerowana. To oznacza, ze dla dostatecznie malego e
forma symplektyczna w.|. jest réwniez niezdegenerowana. Odwzorowanie P, jest
we-symplektyczne (patrz: Lemat A.1). Zatem P. o P, jest w.|x_-symplektyczne na
A.. Mozemy zdefiniowa¢ miare na A. nastepujaco

u(B) ::/ We A, dla B C A.. (3.67)
(:B*,O)+A~oB

Dla tak zdefiniowanej miary, f. zdefiniowane w (3.50) zachowuje miare.

7 Twierdzenia 3.20 wiemy, ze /~\i jest rozmaitoscig z brzegiem zawierajaca dwa
dwuwymiarowe niezmiennicze torusy KAM. Torusy te przeciete z sekcja {Y = 0}
tworzg dwie krzywe, ktore sg niezmiennicze pod dzialaniem f.. Staja sie one brze-
gami A.. Stad A. jest normalnie hiperboliczna rozmaitoscia niezmiennicza z brze-
giem dla f.. Podobnie dwuwymiarowe torusy KAM w _/~\5L staja sie jednowymiaro-
wymi niezmienniczym torusami w A..

Teraz sprawdzimy zatozenia Twierdzenia 1.9. Bedziemy rozwazaé¢ wszystko w
lokalnych zmiennych danych afiniczng zmiana zmiennych zawierajaca macierz A,
i x*, w ktérych jest wyrazone odwzorowanie f.. W Lemacie 3.10 i Wniosku 3.11
otrzymalismy oszacowania na przeciecie lokalnej niestabilnej rozmaitosci orbity
Lyapunova z sekcja {Y = 0}. To oszacowanie mamy dla otoczenia Ag postaci

U=[-rr"xT, (3.68)

dla r = 3 - 1078 otrzymanego w Lemacie 3.10. Przeprowadziliémy obliczenia kom-
puterowe i otrzymalismy stata L, z (1.14) réwna

Ly = 90943. (3.69)

Ta wielkos¢ zostata obliczona uzywajac metody opisanej doktadniej w podroz-
dziale A.4 w Dodatku. Wartosé otrzymana w (3.69) jest duzym przeszacowaniem.
Mozna przeprowadzi¢ staranniej obliczenia, na przyktad dzielac U na mniejsze cze-
sci, wtedy otrzymamy znacznie doktadniejsze oszacowanie. Poniewaz rozwazamy
mate otoczenie (3.68) w ktorym jest lokalna niestabilna rozmaitosé, widaé ze stata
C' z (1.15) bedzie niewielka

C=r=3-10"% (3.70)
Zatem duza warto$¢ L, nam nie przeszkadza, poniewaz L, jest wymnazane w (1.17)
przez C. UzyliSmy oszacowania m z Uwagi 3.14, aby otrzymaé
B 1
~ 1525.16°
Jako, ze do pelnego obrotu orbity Lypaunova potrzebujemy 30 lokalnych odwzo-

rowan (3.8) - patrz Tabela 3.2, w wyktadniku pojawia sie liczba 30.
Rozwazamy teraz nastepujace paski na Ag

A= (m)"

S~ = AN {6 € [0.65—0.125,0.65 + 0.125]} ,
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0.004

0.002

-0.002

-0.004
0

Rysunek 3.7. Komputerowe oszacowanie dla pierwszych pieciu wyrazen sumy
(3.72), zaleznie od myz [11].

St =AgN{# € [m+0.65—0.125, 7 + 0.65 + 0.125]} .

Powyzsze ustawienie paskéw jest motywowane obliczeniem

> g (0. (=) (3.70)

ktore reprezentuje zmiang¢ energii po przemieszczeniu sie wzdtuz orbity homo-
klinicznej. Na Rysunku 3.7 mozna znalez¢ wykres komputerowych oszacowan na
(3.71), dla r6znych mpz oraz umiejscowienie paskéw ST, S™. Zauwazmy, ze umiej-
scowilidmy paski St 1 .S~ tak, zeby dla punktéw z ST (3.71) byto wigksze od zera,
a dla punktéw z S~ zeby (3.71) bylo mniejsze od zera.

Dla kazdego punktu z € S* obliczamy m = m (z) takie, ze warunek (1.16)
jest spetniony. W zaleznosci od wyboru z warto$¢ m moze by¢ rézna. Do obliczen
wykorzystaliSmy oszacowanie na o z (3.65) oraz fakt, ze wewnetrzna dynamika
jest zdeterminowana przez (3.55) z oszacowaniem na okres 7'(X’) otrzymanym w
(3.6). Sprawdzamy zaltozenia Twierdzenia 1.7 dzielagc ST na 25 fragmentéw wzdtuz
zmiennej 6 i weryfikujac je dla kazdej czesci niezaleznie. Dla pierwszych trzech frag-
mentéw dla ktorych 6 byto bliskie m+40.65 —0.125 okazato sie, ze dobrym wyborem
bedzie m(z) = 21; dla trzech fragmentéw dla ktérych 6 byto blisko 7+ 0.65 + 0.125
wybralismy m(z) = 25; oraz dla pozostatych uzyliémy m(z) = 23. Dla z € S*
punkt x € W} z warunku 2. z Twierdzenia 1.7, jest pierwszym punktem z homo-
klinicznej orbity z Lematu 3.17. Dla ultozenia x wzdtuz 6 uzyliSmy oszacowania
(3.30) z Lematu 3.15. Sprawdzili$my, ze

m(z)—1

oy (07 fé (l’)) -

1=0

1+ A

T3 LaC >0, (3.72)

Nieréwnosé (3.72) zostata sprawdzona z pomoca komputerowo wspieranych obli-
czen. Oznacza to, ze zatozenia Twierdzenia 1.7 s3 w naszym przypadku spetnione.
Analogicznie sprawdziliSmy zalozenia Twierdzenia 1.8.
Warunek 1. i 2. z Twierdzenia 1.9 sa proste do sprawdzenia, poniewaz dla
kazdego punktu z = (xo (X),\) € Ag zachodzi

mof (2) = A+ T (X),
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gdzie T(X) jest okresem orbity Lyapunova, ktérego oszacowanie poznaliémy w

(3.6).
Pokazalismy ze spelione sg zalozenia Twierdzenia 1.9. Teza Twierdzenia 2.1
wynika wiec teraz bezposrednio z Twierdzenia 1.9, co konczy nasz dowdd. O]

Uwaga 3.24. Poniewaz pracujemy z konkretng rodzing orbit Lyapunova, ktore
odpowiadaja poziomowi energii komety Oterma, okazato sie, ze warto$¢ m uzyta w
1.1 2. warunku Twierdzen 1.7 i 1.8 jest bardzo duza. Potrzebowaliémy zatem duzej
liczby iteracji fo podczas liczenia (3.72), ktéra powoduje dlugi czas catkowania.
UzylidSmy tez do$é¢ szerokich paskéw ST i S~. Spowodowalo to, ze trzeba byto
wiele podzialéw, zeby przeprowadzi¢ obliczenia. Dlugi czas catkowania oraz duza
liczba zbioréw sprawity, ze czas dowodu sie wydtuzyt. Gdybysmy inaczej dobrali
poziom energii mozna by byto si¢ skupi¢ na takich orbitach Lyapunova, dla ktorych
m byloby znacznie mniejsze. Nie robiliSmy tego, poniewaz zalezato nam na poka-
zaniu metody, ktéra mozna uzy¢ dla takiej wartosci energii, ktora jest powiazana
z konkretnym fizycznym obiektem w przestrzeni.



Rozdzial 4

Z.akonczenie

W niniejszej rozprawie rozpatrywaliémy autonomiczny uktad hamiltonowski w
przypadku orbit eliptycznych, czyli eliptyczny ograniczony problem trzech ciat na
ptaszczyznie (PER3BP). Uktad przed perturbacja (PCR3BP) posiada normalnie
hiperboliczna rozmaito$¢ niezmiennicza, ktérej rozmaitosci stabilna i niestabilna
przecinaja sie transwersalnie. Jako gléwny wynik naszej pracy w Twierdzeniu 2.1
dowodzimy, ze zachodzi dyfuzja poprzez wykazanie istnienia trajektorii sledzacych
te przeciecia oraz zmiang ich energii, gdy uktad jest perturbowany.

Gléwnym narzedziem, ktory wykorzystaliémy do dowodu byto odwzorowanie
rozpraszajace wraz z twierdzeniem sledzacym [13,19]. Dzi¢ki niemu moglismy §le-
dzi¢ rzeczywiste zachowanie uktadu. Klasycznie badanie wpltywu perturbacji od-
bywa sie za pomoca calek Melnikova [7]. W naszej rozprawie wykorzystalismy
konstrukcje z [10] 1 szacowali$émy skoniczone sumy Melnikova wzdhuz odwzorowania
Poincarégo.

Nasz dowodd gléwnie skupia sie na badaniach i oszacowaniach dla problemu ko-
towego (PCR3BP). Wykorzystalismy fakt, ze normalnie hiperboliczna rozmaitosé
niezmiennicza przetrwa po perturbacji [7]. Do przeprowadzenia dowodu wspiera-
nego komputerowo wykorzystaliémy Sciste obliczenia w arytmetyce przedziatowe;.
Zastosowane zostaly powszechne metody takie jak metoda strzatéw réwnolegtych,
metoda Krawczyka oraz warunki stozkéw. Przy implementacji skorzystaliémy z
biblioteki CAPD.

Konstrukeja z [10] moze by¢ wykorzystana do oszacowan przy podobnych pro-
blemach, gdy trudno jest obliczy¢ doktadne oszacowania na trajektorie uktadu lub
pojawia sie problem z przeszacowaniem. Korzyscig z wykorzystania tej metody jest
sprawdzanie zatozen dla nieperturbowanego uktadu w skonczonej liczbie krokéw.
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Dodatek A

Dowody lematéw i niektorych wlasnosci

W tym rozdziale znajduja sie techniczne lematy potrzebne do wykonania pew-
nych oszacowan w rozprawie.

A.1. Wtlasnosci symplektyczne odwzorowan Poincarégo

W tym rozdziale oméwimy wtasnosci symplektyczne odwzorowan Poincarégo
dla uktadéw hamiltonowskich zaleznych od czasu w rozszerzonej przestrzeni fa-
zowej. Pokazemy skad pochodzi formuta (3.66) na forme symplektyczna na sekcji
Poincarégo pod ktérg odwzorowanie Poincarégo w rozszerzonej przestrzeni fazowej
jest symplektyczne.

Rozwazmy uktad hamiltonowski zalezny od czasu z funkcjag H : R*™ x R — R
i zat6zmy, ze zmiana czasu jest 2m-okresowa. Mamy = = (p,q) € R™ x R", gdzie p
to wspoétrzedne potozenia a ¢ to odpowiadajace pedy. Wezmy standardows forme
symplektyczna w = >  dp; A dg;. Pole wektorowe w rozszerzonej przestrzeni
fazowej indukowane przez Hamiltonian ma postac

¥ = JV.H (x,t), (A.1)
=1,

0 Id,
J:J”':(—Idn 0 )

oraz Id, to n-wymiarowa macierz identycznosci.
Rozwazmy sekcje 3 := {p, = 0} C R?" x R oraz zal6zmy, ze mamy lokalnie
dobrze zdefiniowane odwzorowanie Poincarégo

gdzie

P:¥ =3
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A.1. Wtasnosci symplektyczne odwzorowan Poincarégo

Lemat A.1. Dla formy symplektycznej
n—1 n—1 n
oOH oOH
ws ;p g ;apip ;aqiq (A2)

odwzorowanie P jest ws-symplektyczne. Ponadto, ws, jest niezdegenerowana.

Dowdéd. Mozemy rozszerzy¢ juz rozszerzong przestrzen fazows poprzez uzycie ,sztucz-
nej” dodatkowej zmiennej A i zdefiniowa¢ Hamiltonian H : R*"*D — R jako

H(p,A,q,t)=H(p,qt)+A

oraz biorac standardows forme symplektyczng @ = > ., dp; A dg; + dA A dt. Pole
wektorowe przyjmuje posta¢ F = JVH, gdzie J = J,11. Zauwazmy, ze pomijajac
sztucznie wprowadzong zmienng A rozwiazania F pokrywaja sie z rozwigzaniami
(A.1).

Niech h € R bedzie pewna liczba oraz rozwazmy sekcje 3y, := {p, =0, H = h} C
R+ oraz odwzorowanie Poincarégo Py, : ¥, — 3;,. Odwzorowanie Py, jest sym-
plektyczne [3] z forma w), = Z;:ll dp; N\ dg; + dA N\ dt. Mozemy parametryzowaé
sekcje X uzywajac zmiennych (p1,...,pn-1,¢,t), poniewaz

Y =A{(p1, - ,Pn-1,0,A,q,t) : A=h—H (p1,...,pn1,0,q,t)}.

Poniewaz na ¥, mamy A = h — H (p1,...,pn-1,0,¢,1), to w zmiennych

(pla <3 Pn-1,4, t)a mamy
Wp = Wy.

Zauwazmy, ze we wspOtrzednych (py,...,pn_1,¢,t) odwzorowanie Poincarégo Py,

oraz forma symplektyczna wy, nie zalezg od h. Ponadto, w tych zmiennych P, = P.

Zatem otrzymujemy, ze P jest ws-symplektyczne, co chcielismy udowodnié.
Macierz Q odpowiadajaca ws;, (t.j. wx (v, w) = v Qw) ma postaé

0 -~ 0 1 I 1
0o - 0 0o --- 1 0 _8§£1
—1 o o0 -~ 0 0 91
Q= . ' _ ' L (A.3)
0 -1 0 - 0 0 -z
0o --. 0 0o --- 0 0 _STH
oH .. OH  9H . O0H  9H
Op1 Opn—1 Oq Oqn-1  Ogqn

Skoro odwzorowanie Poincarégo jest dobrze definiowane, mamy gTH # 0. Z tego,
ze dla kazdego w mamy v’ Qw = 0 wynika, ze v = 0, a zatem wy, jest niezdegene-
rowana, co byto do udowodnienia. O
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A.2. Dowéd Lematu 3.7

A.2. Dow6d Lematu 3.7

Przypomnijmy tre$¢ lematu

Lemat. Rozwazmy Q (vy,...,v4) = |v1] — |[(v2, v3,v4)|| 2 normg

[ (21, 22, 73)[| = max {|z1]| /a1, [v1]| /az, |23| /as},

gdzie ay,as,az € (0,1). Niech f: B — R* takie, ze f(0) =0 oraz
AH A12
Df(B)] = A4
pr@l= (40 4 ), (A1)

gdzie Aqq, Ao, Ao i Ags to macierze przedziatowe odpowiednio wymiaréw 1 X 1,
1x3,3x143x3. Jesli Ay >c¢>0im=c— ||A2],,., max (a1, as,as3), to

1 ()] = M 0] dla kazdego v € QT (0) N B.

max —

Dowdéd. Wezmy v € Q1 (0)NB. Skoro a; € (0, 1) widzimy, ze |v1] > |vi| fa;—1 > |vi],
dla i = 2,3,4. Poniewaz f (0) = 0, z twierdzenia o wartosci sredniej otrzymujemy

1 () llinax = 11 (©) = f (0) |1
e [[[Df (B)] ]

max

|(A11v1 + Avg (v2, U3, va) , Ao1v1 + Aga (V2, V3, v4)) |

max

> |Ajvg + Ajg (v2, 3, v4)|
> (¢ = || Asz|| oy max (a1, as, az)) |v1]
= (¢ = [[A12]] ax max (a1, az, a3)) [|V|| oy »
co nalezato wykazac. O

A.3. Dowéd Lematu 3.8
Przypomnijmy tre$¢ lematu
Lemat. Rozwazmy Q (vy,...,v4) = |v1]| — |[(v2, v3,v4)|| 2 normg
[(@1, 22, 23)|| = max {|21] /ay, [21] /ag, |xs] /as}

gdzie ay,as,az € (0,1). Niech f: B — R* oraz niech

pr@l= (40 4 ),

gdzie Aqq, Ao, Aoy i Ags sq macierzami przedziatowymi majgce odpowiednio wy-
miary 1 x 1, 1 x 3, 3 x 1 oraz 3 x 3. Jesl

(A.5)

a = max (a, az, az), (A.6)
m = max ([An| + a | Arz|| o [[A21 | + @ [|A22]] (A.7)

max ’

max max) )

to
1 ()l ax < 1101 dla kazdego v € Q" (0) N B.

max —
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A.4. Oszacowanie statej Lipschitza dla cztonu perturbacyjnego

Dowdd. Niech v = (vq,v9), gdzie v1 = mv oraz vy = Ty 34v. Skoro v € Q7 (0), to
mamy
’U1| > a_l HUQHmaX :

Z twierdzenia o wartosci Sredniej otrzymujemy

1f (V) lpaxe € DS (B)] 0| pase
= ||(A11v1 + A12v2, Ao1v1 + Agov2) || s

< max (| Au | [or] + | Av2ll s 1021 mas > 1421 e 1011+ 122 | o 102 )

< max ([An| + a|[Ar2|l oy 1421 ey T @ [[A22]] as) [01]
= max ([An1] + a || Ar2]| pax > 1421 || max + @ [[A22]] 1ax) 101 smax
co byto do udowodnienia. O

A.4. Oszacowanie stalej Lipschitza dla czlonu
perturbacyjnego

W tej czedci podamy metode dzieki ktérej mozna sprawdzaé zatozenie (1.14) w
przypadku gdy I(z) jest zdefiniowane jako (3.51). Zaczniemy od Lematu A.2, dzieki
ktéremu mozna sprawdza¢ wspomniane zatozenie. Odkrylidémy, ze w naszym przy-
padku dla PER3BP, przez dtugie czasy catkowania bezposrednia aplikacja Lematu
A.2 prowadzi do przeszacowan, ktére byty zbyt duze. Zatem przestawimy Lemat
A3, ktérego mozna uzy¢ w obliczeniach indykeyjnych na L, przez wyrazenie f,
jako ztozenia odwzorowan. To pozwolito nam uniknaé¢ dtugich czaséw catkowania
i poprawito oszacowania.

Lemat A.2. Niech D*I(x) oznacza Hessian funkcji I w punkcie x. Rozwazmy
xg, 71 € R3 x S i niech x C R3 x S bedzie wypuklym zbiorem zawierajgcym g, 1.
Niech v C R* bedzie nastepujgcq przedziatowq otoczkg

vl = [(% <X)> D*I (fo(x)) Dfo (%) + DI (fo (x)) aaj:g)s (9] -

Zawwazmy, Ze prawa strona to macierz przedziatowa rozmiarow 1 x 4. Jedli |v| <
Ly to wtedy
79 (0, 1) — 719 (0, @) < Ly |21 — o[ -

Dowdd. Niech
Ts:=xo+ s (T — x0) -

Z (3.54) otrzymujemy
719 (0, 21) — 719 (0, z0)

» oo
- | £Vt G @)
- / D1 (fo () D fo (1) (21 = 0) - S () + 9T (fo (22)) - 51 (1) (24 — wo) s
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A.4. Oszacowanie statej Lipschitza dla cztonu perturbacyjnego

0*fo

B /0 % (Is) ' D2I (fO (1'5)) DfO ($5) (1'1 - $0) + VI (f() (1’8)) (l's) (1'1 - 750) ds

Oe " 0x0e

_ < / (% <x5>) DL (fo () Dy (22) + DI (fo () 222 (2, ds) (51— 20)

ev-(ry —x),
zatem
1719 (0, 21) — 719 (0, 20)| < |[V| [|[21 — 20| < Ly |l21 — 20|,
co nalezato wykazac. O

Teraz rozwazymy przypadek, gdy f jest zlozeniem dwéch funkcji f = fl o f2.
Naszym celem bedzie obliczenie oszacowania Lipschitza na wyrazenia x dla

g(g,x):=

™ | =

(Lo fZof:(e,x)—1(z)). (A-8)

Nastepujacy lemat daje nam oszacowanie na m7g (0, x) z oszacowania na f! i f2.

Lemat A.3. Zalozmy, zZe

fe= st © 517

g(ea) =1 (J- () ~ fo ()

o (e0) =2 (£ () = 1 @),

92 (e0) = = (P2 ()~ 2 )
71 (91 0,21) — g1 (0, 0))| < L} s — ol
171 (g2 (0, 21) — g2 (0, 20))[| < L [|l1 — o,
1o (1) = fo (wo)|| < L llw1 — |-

Witedy

177 (g (0, 21) — g (0,20))|| < (LGLy + Ly) 21 — o] -
Dowod. Rozwazmy ustalone x1, xg. Wtedy
||7T[g (57 xl) —TIg (57 xO)H

< Hé([offof; (1) = To f (x1) = (T o fZo fl (x0) — T o f! <wo>))H

é (o f2 (1) = I (21) = (Lo f2 (z0) — I (20))) ‘

= ||7T192 (é‘, f (371)) — 7192 (57 f (5130))H + 17191 (2, 21) — 7191 (£, 20) |

+
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A.4. Oszacowanie statej Lipschitza dla cztonu perturbacyjnego

L2 || £2 (@) + f2 (o) || + Ly llz1 + 2ol + 0 (¢)

< Ly
< (LiLy + Ly) llz1 4 @l + 0 (e)

Wymagany wynik otrzymujemy przejSciem w granicy w ostatnim wyrazaniu z €
do zero. O

Oszacowanie (1.14) obliczone w dowodzie (rozdzial 3.6: warto$¢ 3.69) jest osza-
cowaniem na odwzorowanie Poincarégo f. zdefiniowane w (3.50). Mozemy to obli-
czy¢ rozwazajac

fE:fE,NO"'Of€,17 (AQ)

gdzie f.,; to lokalne odwzorowania postaci
fs,i ($) = A;l ((I)i ('Ti—l -+ Ai_ll’) — I1> for i = 1, ceey N — ].,
f&N ($) = Aal (PE (iEN71 + ANfl.Z') — $0) .

Stosujac indukcyjnie Lemat A.3 mozemy uzy¢ oszacowan m z Uwagi 3.14 oraz
biorac Lt = m* w k-tym kroku indukcji.
Energia po iteracji lokalnym odwzorowaniem jest postaci

I(fei(x)) = Ho (®F (zio1 + A1)

Skoro
d d A
%EHO (®F (-1 + Ai_1))
d oPc
= dr (VHO (@F (v + Aiaz)) - 8—; (-1 + Ai—ﬂ))
0Ps T ODe
= < 8; (zi1 +Ai—1l')) D?Hy (5 (z;-1 + A;_17)) axt (i1 + Ay 17) Ay
& DHy (8 (v + Acr)) O (0, 4 A yr) A
0 (7 (Ti-1 i—1T Dr0e Ti_q i_17) Aj_q

to v wykorzystane do obliczenia L, dla lokalnego odwzorowania f.; mozemy
obliczy¢ wykorzystujac Lemat A.2. Stad

vl = [(aaif (X)> D?*Hy (95 (x)) 88(}5 (x) Ai—1 + DHy (95 (x)) gx(gi (x) Ail]

(A.10)

Dla ostatniego odwzorowania f. y bierzemy P¢ zamiast ®f w (A.10).
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