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kinków. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94



4

Rozdzia l 1

Wst ↪ep

Niniejszy kurs można by również zatytu lować jako Modelowanie nieliniowych zjawisk trans-

portu. Zastanówmy si ↪e nad tym, co to jest model, co to jest modelowanie, jak te dwie rzeczy

si ↪e maj ↪a do siebie i czemu maj ↪a s lużyć.

Zauważono iż urz ↪adzenia mechaniczne oraz ich zmniejszone kopie, które przyjeto nazywać

modelami, funkcjonuj ↪a w podobny sposób oraz posiadaj ↪a bardzo wiele wspólnych cech. Pro-

ces tworzenia modeli, badania ich w lasności oraz przedk ladania tych w lasności na realne

urz ↪adzenia - to dzia lka modelowania klasycznego. Bardzo cz ↪esto wyprodukowanie modelu

jest prostsze i tańsze od sporz ↪adzenia realnego urz ↪adzenia. Poza tym, badania laborato-

ryjne, majace na celu przestudiowanie pewnych cech urzadzenia, z wielu wzgl ↪edów wygodniej

jest przeprowadzać na modelach. Prze lożenie wyników modelowania na prawdziwych urza-

dzennia jest jednak możliwe tylko wtedy, gdy jestesmy w stanie wskazac dok ladnie relacje

pomi ↪edzy oryginalnym urzadzeniem i jego zmnijeszona kopi ↪a. Odpowiedzi na takie pytania

daje TEORIA WYMIARW I PODOBIESTWA, przedstawiona w nast ↪epnych rozdzia lach.

Modelowanie klasyczne jest bardzo ważne z praktycznego punktu widzenia. Nie wy-

czerpuje ono jednak treści omawianej dyscypliny, gdyż szeroko poj ↪ete modelowanie jest

uprawiane we wszystkich dzia lach teoretycznych nauk przyrodniczych. Dlaczego? Dlatego

że, każde prawo empiryczne jest przybliżone oraz posiada ograniczony zakres stosowalnoci.

Praca teoretyka polega na ubranie w ” treci matematyczne ” takiego prawa oraz ”wtopie-

nie” go w ogolnie przyj ↪ete lub ” świezo upieczone” koncepcje oraz wyci ↪agniecie odpowiednich

wniosków ktore mog ↪a byc sprawdzone ekspeymentalnie. Owe ” treci matematyczne ”, zwane

s ↪a jeszcze inaczej modelami matematycznymi. De facto przedmiotem badań teoretycznych

niegdy nie jest zjawisko jako takie, lecz model tego zjawiska. Takich modeli może byc

wiele. Popularnoć, na ogó l, zdobywa model, który uwzglednia te cechy zjawiska które nas w

danej chwili interesuja, a jednoczesnie jest na tyle prosty że możne go dok ladnie przeanali-

zowac.

W zwi ↪azku z powyżsym, nasuwa si ↪e jednak pytanie. Skoro we wszystkich dyscyplinach

nauk przyrodniczych (a nawet spo lecznych) zajmuj ↪a si ↪e konstruowaniem oraz badaniem mo-
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deli, to czy ma sens wyszczególnienie modelowania jako osobnego przedmiotu? Oto kilka

wzgl ↪edów s luż ↪acych uzasadnieniem wyszczególnienia modelowania w osobny przedmiot.

• Modele matematyczne s ↪a uniwersalne i nie zależ ↪a od treści wk ladanych w nie przed-

stawicielami poszczegolnych dziedzin nauki.

• Przedmiot modelowania nie stawia na celu rozwi ↪aznie konkretnego zagadnienia teore-

tyznego i, dzi ↪eki temu, pozwala spojrzeć na modele z bardziej ogólnych pozycji.

• W modelowaniu bada si ↪e cz ↪esto rodziny równań, która mieści dowolne funkcje i pa-

rametry. Celem takich badań jest gromadzenie informacji o takiej rodzinie w raczej

typowej dla modeli opisywanych za pomoc ↪a nieliniowych RR sytuacji gdy rozwi ↪azać

dok ladnie dowolne zagadnienie pocz ↪atkowe lub brzegowe nie potrafimy.

• Celem wi ↪ec jest pozyskanie informacji o modelu, badanie jego cech charakterystycz-

nych, typowych rozwi ↪azań, ich w lasności asymptotycznych, zależności od parametrów,

utraty g ladkości, bifurkacji, etc.

Duż ↪a rol ↪e w badaniu modeli odgrywa zasada skracania informacji. Istot ↪e jej mozna przed-

stawić na takim przyk ladzie. Chcac badać dynamik ↪e gazu zajmujacego pewien obszar prze-

strzenny, możemy skorzystać z dobrze sprawdzonych wiadomosci o tym że w warunkach nor-

malnych gaz jest mieszanina oddzia lywuj ↪acych ze sob ↪a cz ↪asteczek. W dobrym przybliżeniu

oddzia lywanie to opisuje drugie prawo Newtona. Możemy wi ↪ec uzyskać wyczerpuj ↪acy opis,

rozwi ↪azuj ↪ac uk lad rownań Newtona. Opis taki jest rzeczywicie możliwy, ale używa si ↪e go

niezmiernie rzadko i tylko w uzasadnionych przypadkach, gdyz wi ↪aże si ↪e on z rozwiazy-

waniem gigantycznej ilosci równań nieliniowych. W przypadku gdy nas interesuj ↪a ruchy

mechaniczne gazu czy jego cechy zwiazane z przewodnictwem cieplnym, spr ↪eżystości ↪a etc.,

nie musimy śledzic za ruchem poszczegówlnych cz ↪asteczek. Okazuje si ↪e że wystarczy podać

opis pi ↪eciu parametrów makroskopowych zwi ↪azanych z ruchem i oddzia lywaniem cz ↪asteczek,

mianowicie, pola pr ↪edkosci u⃗(t, r⃗), pola g ↪estosci ρ(t, r⃗), pola cisnień p(t, r⃗) oraz pola tempe-

ratur T (t, r⃗). Wielkoci te spe lniaja uk lad szeciu równań cz ↪astkowych ktore można uzyskać

z uniwersalnych praw zachowania (masy, p ↪edu, energii mechanicznej i cieplnej).

W przypadku gdy interesuj ↪a nas ogólne cechy propagacji zaburzeń g ↪estości gazu, wystar-

czy dla pocz ↪atku ograniczyc si ↪e badaniem ruchów jednowymiarowych, odrzucaj ↪ac zalezności

temperaturowe. Iloć równań przy tym można zmniejszyć do dwóch. Natomiast, jeżeli nas

interesuje opis fali stacjonarnych, to rozwi ↪azania mozna poszukiwać w postaci fali biegn ↪acej

u(t, x) = U(ξ), ρ(t, x) = R(ξ), gdzie ξ = t − c x. Ansatz taki prowadzi do redukcji równań

czastkowych: funkcje U(ξ), R(ξ) spe lniaj ↪a uk lad dwóch równań zwyczajnych.
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Jeżeli nieliniowy uk lad równań zwyczajnych jest nadal zbyt skomplikowany, do jego badań

do l ↪acza si ↪e metody numeryczne, oparte na dyskretyzacji zagadnienia wyj́sciowego lub, w

przypadku wielowymiarowych uk ladów dynamicznych - szczególny rozdzaj odwzorowania

dyskretnego, zwany odwzorowaniem Poincarego.

Na końcu par ↪e s lów o tym, dlaczego zaw ↪eżamy si ↪e do modelowania zjawisk transportu.

Otóż transport jest kategori ↪a niezwykle obszern ↪a, dostarczaj ↪ac ↪a ogromn ↪a ilośc rozmaitych

modeli i submodeli, opisuj ↪acuch, mi ↪edzy innymi, transport energii w zjawiskach falowych;

transport temperatury w ośrodkach przewodz ↪acych; transport zaniczyszczeń w ośrodkach po-

rowatych i w cieczy; transport neutronów w reaktorze j ↪adrowym; transport kapita lu, mas

ludzkich artyku lów żywnościowych i przemys lowych, wiedzy, informacji, kultury, etc.
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Rozdzia l 2

Wymiary i podobieństwo

2.1. Algebraiczna teoria

2.1.1. Twierdzenie Π Buckinghama. Dziedzin ↪e badań algebraicznych, lub inaczej

klasycznej teorii modelowania jest badanie zwi ↪azku pomi ↪edzy modelem laboratoryjnym kon-

strukcji inżynierskich, a tym, co nazywaj ↪a ”full scale device”

Zasadnicz ↪a rol ↪e odegra ly tu znane twierdzenie- Π, (Pi) sformu lowane na pocz ↪atku XX

stulecia (Buchingham, 1915; Birkhof, Landau, Sedov, Taylor - lata 30-te i 40-te, p. [1] ).

Otóż prawa fizyczne (i nie tylko) ustalaj ↪a pewne zależności pomi ↪edzy wielkościami, maj ↪acymi

określony wymiar

Przyk lad 2.1..1.II prawo Newtona:

F = ma

m - masa (kg, g, . . .)

a - przyśpieszenie (m
s2

,km
h2 . . .)

F - si la [kgm
s2

] ≡ [N ]

Oczywíscie, jednostki musz ↪a być uzgodnione - LHS / RHS (lewe/prawe strony) tego sa-

mego równania powinne mieć identyczne same wymiary.

Bardzo ważna obserwacja:

Prawa fizyczne nie zależ ↪a od tego, w jakich jednostkach s ↪a mierzone podsta-

wowe wielkości (które my wybieramy w sposób wysoce subiektywny).
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W szczególności, istnieje możliwość przedstawienia tych praw w postaci bezwymiarowej.

Procedura jest tutaj nast ↪epujaca:

Niech mamy pewne prawo

a = f (a1, . . . , am, am+1, . . . , am+n) , (2.1)

przedstawiaj ↪ace wielkość fizyczn ↪a a jako funkcj ↪e m+ n wielkości a1, . . . , am, . . . , am+n.

Jak wiadomo z fizyki elementarnej, jednostki fizyczne dziel ↪a si ↪e na podstawowe i pochodne

- te ostatnie wyrażaj ↪a si ↪e przez podstawowe:

Przyk lad 2.1..2.MECHANIKA:

Podstawowe:

czas [T]

d lugość [L]

masa [M]

Pochodne:

pr ↪edkość : [V ] = L
T

przyśpieszenie: [a] = L
T 2

si la: [F ] = ML
T 2

Zauważmy, że podzia l taki nie jest jednoznaczny: można wybrać inn ↪a trójk ↪e jako

podstawow ↪a, na przyk lad, mas ↪e, pr ↪edkość, czas (ale nie pr ↪edkość, czas, przyspieszenie -

dlaczego?).

Wróćmy do równania (2.1). Niech a1, . . . , am s ↪a to jednostki podstawowe (nie koniecznie

to L, T, M tu istnieje dowolność), natomiast a, am+1, . . . , an - s ↪a to jednostki pochodne, tzn.

takie, które da si ↪e wyrazić w postaci:{
am+j =

∏̃
m+ja

r1j
1 , . . . , a

rmj
m

a =
∏̃
ar11 , . . . , a

rm
m

(2.2)

Π̃, Π̃m+j - sta le bezwymiarowe.
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Twierdzenie 2.1..1.(Π Buckingham’a) [1]

Niech istnieje zależność (2.1), wyrażaj ↪aca pewien zwi ↪azek pomi ↪edzy wielkości ↪a a, maj ↪ac ↪a

pewien wymiar, oraz wielkościami a1, . . . , am+n, spośród których pierwsze m czyli a1, . . . , am

maj ↪a wymiar niezależny. Wówczas

• (a) Zależność ta może być przedstawiona w postaci bezwymiarowej

∏̃ = Φ̃(∏̃k) 1 ≤ k ≤ r (2.3)

• (b) Liczba r parametrów w prawej cz ↪eści wzoru (2.3) jest nie wi ↪eksza od n

Zasadnicz ↪a treść twierdzenia Π można sformu lować nast ↪epuj ↪aco: po przej́sciu do zmien-

nych bezwymiarowych zależność (2.1), na ogó l, w sposób istotny upraszcza si ↪e.

Dowód. Jeżeli a1, . . . , am to parametry o jednostkach podstawowych, to inne parametry

można przez te parametry wyrazić w postaci:

• a = ar11 · . . . · armm · Π̃

• am+1 = a
r11
1 · . . . · ar

1
m
m · Π̃m+1

• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

• am+j = a
rj1
1 · . . . · ar

j
m
m · Π̃m+j

• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Teraz (2.1) możemy zapisać jako:

a = Π̃ar11 · . . . · armm Φ = f(a1, , am, Π̃m+j · a
rj1
1 · . . . · ar

j
m
m . . .)

Po podzieleniu przez ar1a . . . a
rm
m otrzymamy:

Π̃ =
f

ar11 · . . . · armm
= Φ(a1 . . . am, Π̃m+j, . . . , Π̃m+n) (2.4)

Przypomnijmy sobie teraz, zasad ↪e fundamentaln ↪a mówni ↪ac ↪a że Prawa natury nie

powinny zależeć od tego w jakich jednostkach sa one wyrazane! (gram, centymetr, sekunda

czy kilogram, metr, godzina). Czy jeszcze inaczej: jednostka masy moze wynieść 1 + ∆ kg,

przy |∆| << 1.

Dodajemy do tego, że zamiana jakiej́s jednostki podstawowej (na przyk lad a1 → a1,

a2 . . . am - bez zmian ) oraz jednoczesna proporcjonalna zmiana jednostek pochodnych

a→ a, am+j → am+j

nie powoduje zmian jednostek bezwymiarowych Π̃, Π̃m+j
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Przyk lad 2.1..3.

m = 1kg, g ≈ 10m
s2

Ftarcia = 3N = k · 1kg · 10
m

s2

Jednostka bezwymiarowa: k = 3N

10m·kg
s2

= 0.33 . . .

W jednostce (c.g.s): Ftarcia = 3 · (1000g) · 100 cm
s2

= 3 · 105jedn.cgs

m · g = 1000g · 10 · 100 cm
s2

= 106g · cm
s2

Ftarcia/m · g = 3 · 10−1

Zatem k Pozostaje bez zmian.

Dlatego, z jednej strony

a

ar11 . . . a
rm
m

= Π̃ =
f(a1, . . . , am, am+1, . . . , am+n)

ar11 . . . a
rm
m

= Φ(a1, . . . , am, Π̃m+1, . . . , Π̃m+n)

Z drugiej zaś:

a

ar11 . . . a
rm
m

= Π̃ =
f(ā1, a2, . . . , am, ām+1, . . . , ām+n)

ār11 . . . a
rm
m

= Φ(a1, . . . , am, Π̃m+1, . . . , Π̃m+n)

Tworz ↪ac iloraz różnicowy i przechodz ↪ac do granicy mamy:

0 = lim
∆→0

Φ(ā1, a2, . . . , am, . . . ,Πm+j, . . .) − Φ(a1, . . . ,Π)

∆
, ∆ = ā1 − a

a wi ↪ec ∂Φ
∂a1

= 0 ⇒ Φ, nie zależy od a1. W podobny sposób wykazujemy że Φ nie zależey od

pozosta lych wielkości wymiarowych. St ↪ad otrzymujemy ostatecznie zależność (1.3).

Pouczaj ↪acy przyk lad [1] Z rury, na końcach której istnieje różnica císnień P2−P1 > 0,

[ M
L·T 2 ] wyp lywa ciecz o g ↪estości ρ[M

L3 ] i lepkości µ[ M
L·T ], która wype lnia pojemność obj ↪etości

Q[L3] w czasie τ [T ], rys. 2.1 W serii doświadczeń przeprowadzonych dla H2O, spirytusu oraz

rt ↪eci otrzymano na pozór różne zależności lg△P jako funkcje ln 1
τ

(△P vers. τ), p. rys. 2.2.

Wszystko sie mocno uprości lo po przej́sciu do postaci bezwymiarowej:

(a) punkty doświadczalne po loży ly si ↪e a jednej krzywej

(b) na pozór różne zależności przedstawia ly różne odcinki jednej krzywej, przedstawione

w różnych skalach.
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(D P/D x)

V

Rys. 2.1:

t

I D P
D x
M-1

×

´́́́́́

×

×

×

×

D

D

D

D

D

D- spirytus

×  - woda
  - rtŒæ

Rys. 2.2: Zależność czasu wype lniania naczynia o obj ↪etości V dla wody, spirytusu oraz rt ↪eci.
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Π

Π1 I D P
D x
M-1

D

D

D

×
× D

×
×

Rys. 2.3: Zależność czasu wype lniania naczynia o ob”j ↪etości V dla wody, spirytusu oraz rt ↪eci

w zmiennych bezwymiarowych.

Odtwarzanie krzywej przedstawionej na rys. 2.3: przyjmujemy że △P jest pewn ↪a funkcj ↪a

czterech parametów:

△P [
M · L
T 2 · L2

] = f(τ,Q, µ, ρ)

Spośród wielkości figuruj ↪acych w prawej stronie najwyżej trzy s ↪a wielkościami o niezależnych

wymiarach.

Możemy wybrać τ [T ], Q[L3], µ[ M
L·T ] jako wielkości o niezależnych wymiarach. Wówczas:

[ρ] =
M

L3
= µ[

M

L · T
] · τ [T ] ·Q− 3

2 [L−2] · Π1

△P [
M

T 2 · L
] = Π · µ[

M

L · T
] · 1

τ [T ]

Krzywa wi ↪ec wyraża zależność

Π =
△P · τ
µ

= Φ(Π1),

Π1 =
ρ ·Q 2

3

µ · τ
Przyk lad. Cia lo o charakterystycznym przekroju S(L2) porusza si ↪e poziomo z jedno-

stajn ↪a pr ↪edkości ↪a V (L/T ) w cieczy o g ↪estości ρ[M
L3 ] ze wspó lczynikiem lepkości µ[ M

L·T ]. Podać

postać bezwymiarow ↪a zależności si ly oporu F [M ·L
T 2 ] od parametrów procesu.

Rozwi ↪azanie

F = G(ρ, v, µ, S)
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h

Α

h

b

Rys. 2.4:

Niezależne: v[L
T

], S[L2], µ[ M
L·T ]. Zatem

F

[
M · L
T

]
= Π · µ[

M

L · T
] · V [

L

T
] · S

1
2 [L]

ρ[
M

L3
] = Π1 · µ[

M

L · T
] · V −1[

T

L
] · S− 1

2 [L−1]

Π = Φ(Π1)

Re = Π1 =
ρ · S 1

2 · V
µ

− liczbaReynoldsa (2.5)

W postaci wymiarowej:

F = µV
√
SΦ(Re) (2.6)

Wniosek 2.1..1.Opór w jednostkach bezwymiarowych zależy tylko od liczby Re

Φ(·) - uwzgl ↪edia kszta lt aerodynamiczny i inne czynniki indywidualne cia la, ale to zawsze jest

funkcj ↪a jednej zmiennej.

Zadanie. (odmiana poprzediego). Znaleźć najprostsz ↪a postać funkcjonaln ↪a wyrażaj ↪ac ↪a

spadek císnienia dp
dx

w rurze o średnicy R[L], przy którym ciecz lepka (µ[ M
L·T ]) o g ↪estości ρ[M

L2 ]

porusza la si ↪e z jednostajn ↪a pr ↪edkosci ↪a v[L/T ].

Znaleźć postać bezwymiarow ↪a zależności

dp

dx
= g(ρ, µ, v, R) (2.7)



14

(zaleca si ↪e wykorzystanie zmiennej bezwymiarowej Re = ρRv
µ

).

Odpowiedź. Π = Ψ(Re) lub dp
dx

= µ·v
R2 Ψ(Re)

Zadanie.

(a) W tamie zrobi la si ↪e dziura trójk ↪atna (p. rysunek 2.4, góra). Znaleźć postać bez-

wymiarow ↪a zależności pr ↪edkości przecieku dm
dt

[M
T

] od parametrów ρ[ M
L·T ], g[ L

T 2 ], h[L],

µ[ M
L·T ], oraz α[−] (bezwymiarowej):

dm

dt
= f(ρ, g, h, α) (2.8)

(b) Znaleźć t ↪e zależność gdy dziura ma proil prostok ↪atny (p. rysunek 2.4, dó l):

dm

dt
= H(ρ, g, h, b, x) (2.9)

Wskazówka. Istotne parametry to : ρ, g, h oraz k ↪at α;

Odpowiedzi.

(a)

dm

dt
= Ψ(α)ρ ·

√
gh5 (2.10)

(b)

dm

dt
= Θ(Π1)ρ ·

√
gh5 (2.11)

gdzie Π1 = h
b

Zadanie 2.1..1.

Udowodnić twierdzeie Pitagorasa za pomoc ↪a twierdzenia Pi.

Dowód. Niech mamy trójk ↪at prostok ↪atny ABC (p. rys. 2.5). Ponieważ wszystkie ele-

menty trójk ↪ata można wyrazić za pomoc ↪a jednego ostrego k ↪ata (w naszym przypadku α) oraz

przeciwprostok ↪atnej, wi ↪ec pole można wyrazić za pomoc ↪a wzoru S = f(c, α). Wybieraj ↪ac c[L]
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Α

Α
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D

c

C

a

A
b

Rys. 2.5:

jako jednostk ↪e o wymiarze niezależnym, przechodz ↪ac do postaci bezwymiarowej otrzymamy

że

SABC = c2 Φ(α).

Jednak analogiczne rozumowanie można zastosować do trójk ↪atów CBD oraz ACD podobnych

do ABC, zatem

SCBD = a2 Φ(α) i SACD = b2 Φ(α). Z adytywności pola wynika iż

c2 = a2 + b2.

2.2. Zagadnienie o wybuchu cieplym

2.2.1. Wyprowadzenie równania transportu ciep la. Energia cieplna skumulo-

wana w obszarze Ω wyraża si ↪e nast ↪epuj ↪acym wzorem:

E =

∫
Ω

c T (t, x) d x, (2.12)

gdzie c-pojemność cieplna, T (t, x)-temparatura w chwili t w punkcie x. Za lóżmy, iż zmian ↪e

energii cieplnej powoduj ↪a:

• potok cieplny Q przez powierchni ↪e ∂ Ω;

• masowe źród lo cieplne f̃(T ; t, x);

a zatem, równanie bilansu energii b ↪edzie mia lo postać

dE

d t
= −

∫
∂ Ω

Q⃗ d σ⃗ +

∫
Ω

f̃(T ; t, x) d x, (2.13)
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W

¶ W

Q
®

d Σ

Rys. 2.6:

gdzie d σ⃗ = dσ n⃗- ukierunkowany element powierzchni, n⃗- wektor jednostkowy, skierowany

na zewn ↪atrz powierzchni, p. rys. 2.6.

Zgodnie z prawem Ficka,

Q⃗ = −κ̃ (T ; t, x)∇T, (2.14)

gdzie κ̃ (T ; t, x)-nieujemny wspó lczynnik transportu. Wykorzystuj ↪ac powyższ ↪a równość,

oraz stosusuj ↪ac twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego do drugiego wyrazu w prawej stronie

równości (3.2), otrzymamy:∫
Ω

{
∂ T

∂ t
− div κ (T ; t, x) grad T − f(T ; t, x)

}
d x = 0, (2.15)

gdzie κ (T ; t, x) = κ̃ (T ; t, x)/c, f(T ; t, x) = f̃(T ; t, x)/c.

Z dowolności obj ↪etości Ω wynika iż ca lka ta b ↪edzie równa zeru tylko wtedy gdy wyrażenie

podca lkowe b ↪edzie si ↪e zerować w dowolnym punkice, w dowolnej chwili t, co daje w wyniku

równanie

∂ T (t, x)

∂ t
= ∇⃗κ (T ; t, x)∇⃗T (t, x) + f(T ; t, x). (2.16)

2.2.2. Zagadnienie o wybuchu cieplnym (przypadek liniowy). Postawienie za-

gadnienia formu luje si ↪e nast ↪epuj ↪aco: w chwili t = 0 w punkcie 0 = x ∈ R uwalnia si ↪e energia

Q. Zak ladamy ponadto, iż źród la cieplne ne wyst ↪epuj ↪a, a κ = const. Interesuje nas ewolucja

energii cieplnej w przestrzeni i w czasie. Matematycznie problem formu luje si ↪e nast ↪epuj ↪aco

∂ u

∂ t
= κ

∂2 u

∂ x2
, t > 0, x ∈ R, (2.17)

u(0, x) = 0, x ̸= 0, (2.18)
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∫
R

u(t, x) d x = Q, Q = const (2.19)

(oznaczylísmy temperatur ↪e symbolem u, gdyż T jest zarezerwowane w teorii wymiarów dla

określenia jednostki czasu).

Poszukujemy rozwi ↪azanie w postaci

u = f (t, x, κ, Q) , (2.20)

gdzie t[T ]-czas, x[L]-wielkość o wymiarze d lugości, u[E]-temperatura (czyli energia wewn ↪etrzna

na jednostk ↪e masy), κ ma wymiar
[
L2

T

]
, Q ma wymiar [E · L]. Naszym celem jest próba

sprowadzenia zagadnienie do postaci bezwymiarowej. Jako jednostki podstawowe wybierzmy

t[T ], κ

[
L2

T

]
, Q [E · L] .

Pozosta le dwie można wyrazić przez nie w nast ↪epuj ↪acy sposób:

u = Π
Q√
κ t
, x = ξ

√
κ t,

gdzie Π, ξ-parametry bezwymiarowe. Zgodnie z twierdzeniem Π, zależność (2.20) w postaci

bezwymiarowej b ↪edzie mia la postać

u =
Q√
κ t

φ(ξ), ξ =
x√
κ t
. (2.21)

Jeśli wnioski teorii wymiarów przenosz ↪a si ↪e na równania cz ↪astkowe, to zastosowanie ansatza

(2.21) powinno prowadzić do uproszczenia zagadnienia.

Obliczaj ↪ac pochodne otrzymamy:

ut = − Q

2 t
√
κ t
φ− Q√

κ t

(
ξ

2 t

)
φ̇(ξ),

ux =
Q√
κ t
φ̇(ξ)

1√
κ t
, uxx =

Q√
κ t
φ̈(ξ)

1

κ t
.

Po podstawieniu tych wzorów do (2.17) i pewnych elementarnych przekszta lceniach, otrzy-

mamy równanie zwyczajne

2φ̈+ φ+ ξ φ̇ =
d

d ξ
{2φ̇+ ξ φ} = 0.

Ca lkuj ↪ac to równanie, otrzymujemy

φ̇+ ξ φ = C.

Sta l ↪a ca lkowania C musimy po lóżyć równ ↪a zeru. Wynika to z symetrii zagadnienia pocz ↪atkowego

wzgl ↪edem transformacji x → −x. Symeri ↪e ow ↪a dziedziczy rozwi ↪azanie, a zatem φ(ξ), b ↪ed ↪aca

funkcj ↪a parzyst ↪a, ma w zerze ekstremum lokalne. Zatem,

0 = lim
ξ→ 0

(φ̇(ξ) + ξ φ) = C.
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Równanie

φ̇(ξ) + ξ φ = 0

 latwo możemy sca lkować, uzyskuj ↪ac w wyniku funkcj ↪e

φ = C1 e
−ξ2/4. (2.22)

Sta l ↪a ca lkowania, z kolei, udaje si ↪e określić z warunku (2.19). Jak  latwo si ↪e można przekonać,

w zmiennych bezwymiarowych warunek ten przybiera postać∫
R

φ(ξ) d ξ = 1.

Podstawiaj ↪ac do tej ca lki wzór (2.22), otrzymamy

1 = C1

∫
e−(ξ/2)2 d ξ = 2C1

√
π.

St ↪ad ostatecznie

u(t, x) =
Q√

4 π κ t
e−x2/(4κ t). (2.23)

Najważniejszy wniosek: zagadnienie o wybuchu cieplnym (2.17) w zmiennych bezwymia-

rowych można przedstawić w postaci

d

d ξ
{2φ̇+ ξ φ} = 0,

φ(ξ) = 0, ξ ̸= 0,∫
R

φ(ξ) d ξ = 1.

W sytuacji gdy problem wyj́sciowy udaje si ↪e przedstawić w postaci bezwymiarowej, mówimy

że jest on samopodobny.

W lasności rozwi ↪azania (2.23).

• W chwili t = 0 rozwi ↪azanie ma postać

u(0, x) = Qδ(x),

gdzie δ-delta-Diraca, [31].
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Rys. 2.7:

• Przy t > 0 jest to funkcja typu Gaussa o malej ↪acej w czasie amplitudzie maksymalnej

(rys. 3.5). Cech ↪a charakterystyczn ↪a rozwi ↪azania jest to że w dowolnej chwili t > 0

ca la prosta ”czuje” wybuch cieplny (informacja dociera natychmiast do każdego punktu

prostej) - takie zachowanie jest niefizyczne. Z drugiej strony, ze wzgl ↪edu na wyk ladniczo

szybki zanik rozwi ↪aznia przy duzych |x|, prawie ca le ciep lo jest skoncentrowane w

pobliżu zera, co uzasadnia rozs ↪adność wykorzystania rozwi ↪azania (2.23).

• Szerokość efektywn ↪a fali cieplnej można określić na wiele sposobów. Przyjmujemy tu

nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e:

∆x = 2 xp(t),

gdzie 0 < xp(t)-wspó lrz ↪edna punktu przegi ↪ecia wykresu funkcji w chwili t > 0. Z

warunku ∂2 u/∂ x2 = 0 otrzymujemy że xp(t) =
√

2κ t, zatem

∆x =
√

8κ t ∼
√
t.

Wynika st ↪ad iż punkt przegi ↪ecia xp(t) (który można traktować jako ”czo lo” fali cieplnej)

porusze si ↪e z pr ↪edkości ↪a ∼ 1/
√
t. Pr ↪edkość ta d ↪aży do +∞ gdy t→ +0 (jeszcze jedna

cecha niefizyczna) i zanika gdy t→ +∞.

Zadanie 2.2..1.Znaleźć wzór na szerokość efektywn ↪a ∆x = 2 x∗, gdzie 0 < x∗- wspó lrz ↪edna

odpowiadaj ↪aca wartości u(t, x∗) = u(t, 0)/N , N ≥ 2-liczba naturalna. Wykazać iż tak

zdefiniowana szerokoś efektywna jest asymptotycznie równoważna poprzednio zdefiniowanej

wielkości.
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Rys. 2.8:

Rozwi ↪azanie. Szerokość efektywn ↪a obliczamy z podanego warunku:

u(t, x) =
Q√

4 π κ t
e−x2/(4κ t) = u(t, 0)/N =

Q

N
√

4 π κ t
.

St ↪ad

∆x =
√

8 log [N ]κ t ∼
√
t.

2.2.3. Zagadnienie o wybuchu cieplnym (problem nieliniowy). Rozpatrzmy

zagadnienie o wybuchu cieplnym

∂ u

∂ t
= κ

∂

∂ x

[
u
∂ u

∂ x

]
, t > 0, x ∈ R, (2.24)

u(0, x) = 0, x ̸= 0, (2.25)∫
R

u(t, x) d x = Q, Q = const (2.26)

Poszukujemy rozwi ↪azanie w postaci

u = f (t, x, κ, Q) , (2.27)

gdzie t[T ]-czas, x[L]-wielkość o wymiarze d lugości, u[E]-temperatura (czyli energia wewn ↪etrzna

na jednostk ↪e masy), κ (uwaga!) ma wymiar
[

L2

T E

]
, Q ma wymiar [E · L]. Jako jednostki

podstawowe przy sprowadzaniu do postaci bezwymiarowej wybierzmy

t[T ], κ

[
L2

T E

]
, Q [E L] .

Wielkości u oraz x można wyrazić przez nie w nast ↪epuj ↪acy sposób:

u = Π
Q2/3

(κ t)1/3
, x = ξ (κ tQ)1/3,
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gdzie Π, ξ-parametry bezwymiarowe. Zgodnie z twierdzeniem Π, zależność (2.27) b ↪edzie

mia la postać

u =
λ

(t)1/3
φ(ξ), ξ =

x

(κ tQ)1/3
, λ =

Q2/3

κ1/3
. (2.28)

Obliczamy pochodne funkcji (2.28):

ut = − λ

3 t4/3
(φ+ ξ φ̇) ,

ux =
λ

t1/3
φ̇(ξ)

1

(Qtκ)1/3
.

Po podstawieniu tych wzorów do (2.27) otrzymamy:

− λ

3 t4/3
(φ+ ξ φ̇) = κ

∂

∂ x

[
λ2

(t)2/3
φ(ξ) φ̇(ξ)

1

(Qtκ)1/3

]
=

κ
λ2

(t)2/3
1

(Qtκ)2/3
[
φ(ξ) φ̈(ξ) + φ̇2

]
.

Dokonuj ↪ac elementarnych przekszta lceń, otrzymamy

d

d ξ
(3φφ̇+ ξ φ) = 0,

lub, po sca lkowaniu,

3φφ̇+ ξ φ = C.

Z tych samych wzgl ↪edów, co i w przypadku liniowym (symetria zagadnienia pocz ↪atkowego),

wynika że φ jest funkcj ↪a parzyst ↪a, a z tego, z kolei, że

lim
ξ→ 0

(3φ(ξ)φ̇(ξ) + ξ φ(ξ)) = 0 = C.

Rozwi ↪azuj ↪ac równanie

φ (3 φ̇+ ξ) = 0,

otrzymamy:

φ = C0 −
ξ2

6
.

Zak ladaj ↪ac nieujemność funkcji u, otrzymujemy rozwi ↪azanie

φ(ξ) =


1
6

(
ξ2f − ξ2

)
, gdy |ξ| < ξf ,

0 gdzie indziej
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Sta l ↪a ξf > 0 określamy z warunku (2.35), który w zmiennych bezwymiarowych ma postać∫
R

φ(ξ) dξ = 1.

St ↪ad

1 = 2

∫ ξf

0

1

6

(
ξ2f − ξ2

)
dξ =

2

9
ξ3f .

zatem ξf = (9/2)1/3 i

u =
1

6κ t


x2f − x2, gdy |x| < xf =

(
9κQ t

2

)1/3
,

0 gdzie indziej.

(2.29)

Wniosek 2.2..1.W przypadku gdy wspó lczynnik przewodnictwa cieplnego jest funkcj ↪a postaci

κu, rozwi ↪azanie o wybuchu cieplnym w każdej chwili czasu t > 0 ma nośnik zawarty w

odcinku
(
−
(
9κQ t

2

)1/3
, +

(
9κQ t

2

)1/3)
. Front fali cieplnej potusza si ↪e z pr ↪edkości ↪a d xf/d t =

(κQ/6)1/3 t−2/3, rys. 2.8.

Zadanie 2.2..2.Rozwi ↪azać zagadnienie o wybuchu cieplnym

∂ u

∂ t
= κ

∂

∂ x

[
un

∂ u

∂ x

]
, n ∈ N t > 0, x ∈ R, (2.30)

u(0, x) = 0, x ̸= 0, (2.31)∫
R

u(t, x) d x = q, q = const. (2.32)

Rozwi ↪azanie. Wybieraj ↪ac jako jednostki niezależne q[E L], t[T ], κ[L2 T−1, E−n] i spro-

wadzaj ↪ac funkcj ↪e

u = f(t, x, κ, q)

do postaci bezwymiarowej, otrzymamy ansatz

u =

(
q2

t κ

) 1
2+n

φ(ξ), ξ =

(
1

t κ qn

) 1
2+n

x.

Liczymy pochodne:

LHS = − 1

t (n+ 2)

(
q2

t κ

) 1
n+2

[φ(ξ) + ξ φ′(ξ)] ,

RHS =
1

t

(
q2

t κ

) 1
n+2

[φn φ′]
′
.
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St ↪ad otrzymujemy

d

d ξ
[ξ φ+ (n+ 2)φn φ′] = 0.

Ca lkuj ↪ac to równanie i wykorzystuj ↪ac warunek parzystości, otrzymamy równanie

ξ φ+ (n+ 2)φn φ′ = 0,

którego rozwi ↪azanie dane jest wzorem

φ =

{
C2 − n

2 (2 + n)
ξ2
} 1

n

.

Z warunku (2.32) otrzymamy że

C =

[
3(2 + n)

2n

] 1
3

,

zatem

u =

(
q2

t κ

) 1
n+2

{
n

2(2 + n)

} 1
n
(

1

qntκ

) 2
n(2+n)


(
x2f − x2

) 1
n , gdy |x| < xf ,

0 gdzie indziej,

gdzie xf = C
√

2(2+n)
n

(qntκ)1/(n+2) .

Zadanie 2.2..3.Rozwi ↪azać zagadnienie o wybuchu cieplnym

∂ u

∂ t
= κ

∂

∂ x

[
u−1 ∂ u

∂ x

]
, t > 0, x ∈ R, (2.33)

u(0, x) = 0, x ̸= 0, (2.34)∫
R

u(t, x) d x = q, q = const. (2.35)

Rozwi ↪azanie. Zmienne podstawowe: q[E L], t[T ], κ[L2E T−1]. Ansatz

u =
q2

t κ
φ(z), z =

x q

κ t

sprowadza (2.33) do równania

d

d z

{
zφ+

φ′

φ

}
,

którego rozwi ↪azanie ma postać

φ =
2

C2 + z2
.
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Sta l ↪a C znajdujemy z warunku ca lkowego

1 =

∫ +∞

−∞

2

C2 + z2
=

2 π

C
,

st ↪ad C = 2 π i rozwi ↪azanie ma postać

u =
q2

t κ

2

4 π2 + x2
.

Zadanie 2.2..4.Rozwi ↪azać zagadnienie pocz ↪atkowo-brzegowe

∂ u

∂ t
= κ

∂2 u

∂ x2
, t > 0, x ∈ R+, (2.36)

u(0, x) = 0, x > 0

u(t, 0) = U/
√
t, t > 0, 0 < U = const.

Rozwi ↪azanie. Jako wielkości podstawowe wybieramy κ[L2/T ], U [ET ] oraz t[T ]. Wyko-

rzystuj ↪ac te wielkości, sprowadzamy u oraz x do postaci bezwymiarowej. Daje to ansatz

u = f(t, x, κ, U) =
U√
t
φ (ξ) , ξ =

x√
κ t
.

Po podstawieniu do (2.36) i pewnych elementarnych przekszta lceniach, otrzymujemy równanie

zwyczajne

d

d ξ
(2 φ̇+ ξ φ) = 0.

Ca lkujemy to równanie. Przy dodatkowym za lożeniu φ̇(0) = 0 można pokazać że sta la

ca lkowania jest równa zeru (za lożenie to uzasadnia si ↪e znajomości ↪a wyniku końcowego).

Ca lkuj ↪ac po raz drugi, otrzymamy wynik

φ = C2 exp[−ξ2/4].

Z warunku brzegowego wynika iż C2 = 1. Ponieważ φ′(ξ) = −1
2
ξ e−ξ2/4, wi ↪ec za lożenie

φ′(+0) = 0 jest poprawne. Zatem rozwi ↪azanie ca lego problemu ma postać

u(t, x) =
U√
t

exp

[
− x2

4κ t

]
.

Zauważmy że ”energia ca lkowita”∫
R+

u(t, x) d x =
U√
t

∫ +∞

0

e−x2/(4κ t) d x =
√
π κU2

jest wielkości ↪a sta l ↪a.
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Zadanie 2.2..5.Rozwi ↪azać zagadnienie pocz ↪atkowo-brzegowe

∂ u

∂ t
= κ

∂2 u

∂ x2
, t > 0, x ∈ R+, (2.37)

u(0, x) = 0, x > 0, u(t, +∞) = 0, t > 0,

u(t, 0) = U t > 0, 0 < U = const.

Rozwi ↪azanie. Wybieraj ↪ac jako wielkości podstawowe U [E], κ[L2/T ] t[T ] oraz wyrażaj ↪ac

pozosta le zmienne w postaci bezwymiarowej, otrzymamy ansatz

u = f(t, x, κ, U) = U φ(ξ), ξ =
x√
κ t
.

Podstawiaj ↪ac go do równania cz ↪astkowego otrzymamy równanie

2 φ̈+ ξ φ̇ = 0.

oraz dodatkowo warunki

φ(0) = 1, φ(+∞) = 0.

Dokonuj ↪ac zamiany zmiennych φ̇ = θ, otrzymamy równanie

2θ̇ = −ξ θ.

Ca lkuj ↪ac otrzymamy

θ = φ̇ = C1e
−ξ2/4.

Ca lkuj ↪ac to ostatnie otrzymamy że

φ = C2 + C1

∫ ξ

0

e−τ2/4 dτ .

Wykorzystuj ↪ac warunki brzegowe otrzymamy ostatecznie

u = U

(
1 − 1√

π

∫ x√
κ t

0

e−τ2/4 dτ

)
.
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2.2.4. Pe lna lokalizacja ”energii cieplnej”. W poprzednim punkcie widzielísmy

że nieliniowość wspó lczynnka transportu może powodować efekt lokalizacji polegaj ↪acy na

tym, że w każdej chwili t > 0 energia cieplna zawarta jest w skończonym odcinku, którego

d lugość jest proporcjonalna do t1/3 . Okazuje si ↪e że odpowiedni (zgodny ze sob ↪a) dobór

wspó lczynnika transportu i warunków brzegowych może również przyczynić si ↪e do pe ln ↪ej

lokalizacj”i ciep la na odcinku o sta lej d lugośi.

Rozpatrzmy zagadnienie pocz ↪atkowo-brzegowe

ut = κ (uσ ux)x , x > 0

u(t, 0) = A (tf − t)−n , n > 0,

u(t0, x) = u0(x), x > 0,

tf > t ≥ t0.

Rozwi ↪azanie tak postawionego zagadnienia powinnísmy poszukiwać w postaci

u = F (t, x, A, κ, t0, tf ) .

Jednak przy takiej dużej ilości parametrów zagadnienie nie b ↪edzie samopodobne. W takiej

sytuacji standardowo, o ile jest to możliwe, cz ↪eść parametrów przyrównuj ↪a do zera lub do

nieskończoności. Za lóżmy wi ↪ec że t0 = −∞, i tf = 0. Przy takich za lożeniach zagadnienie

pocz ↪atkowo-brzegowe przybiera postać

ut = κ (uσ ux)x , x > 0, −∞ < t < 0

u(t, 0) = A (−t)−n , n > 0,

u(−∞, x) = 0, x > 0.

Rozwi ↪azanie teraz poszukujemy w postaci

u = F (t, x, A, κ).

Jako jednostki o wymiarach niezależnych wybieramy

t[T ], A[ET n], κ[L2 T−1E−σ].

Zastosowanie twierdzenia Π sugeruje nast ↪epuj ↪acy ansatz:

u =
A

(−t)n
φ(ξ), ξ =

A−σ/2 x (−t)(1−nσ)/2

κ1/2
.
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W tym miejscu dokonujemy wyboru n = σ = 1, czyli odt ↪ad rozpatrujemy zagadnienie

ut = κ [uux]x , x > 0, −∞ < t < 0, (2.38)

u(t, 0) = A (−t)−1 . (2.39)

Ansatz

u = −A
t
φ(ξ), ξ =

x√
κA

redukuje równanie (2.38) do postaci

φφ̈+ φ̇2 − φ = 0. (2.40)

Równanie (2.40) można rozwi ↪azać wykorzystuj ↪ac zamian ↪e zmiennych

p = dφ/dξ, p d p/dφ =
d2 φ

d ξ2
,

oraz wprowadzaj ↪ac now ↪a zmienn ↪a R = p2. Równanie przy tym linearyzuje si ↪e:

dR

dφ
+

2

φ
R = 2.

Rozwi ↪azuj ↪ac powyższe równanie metod ↪a uzmienniania sta lej, otrzymamy rozwi ↪azanie ogólne

R = p2 =
C0

φ2
+

2

3
φ. (2.41)

Musimy przyj ↪ać że C0 = 0, w przeciwnym wypadku rozwi ↪azanie b ↪edzie syngularne przy

φ→ +0. By pozbyć si ↪e syngularności w rozwi ↪azaniu, musimy pryj ↪ać warunek C0 = 0. Przy

tym (2.41) przechodzi w równanie

p =
dφ

d ξ
= ±

√
2

3
φ.

Z uwzgl ↪ednieniem warunku brzegowego rozwi ↪azanie przybiera postać

φ =

(
1 − ξ√

6

)2

.

Odpowiada mu nast ↪epuj ↪ace rozwi ↪azanie zagadnienia wyj́sciowego:

u(t, x) =

{
A

6 (−t)κ
(xF − x)2 , 0 < x < xF =

√
6κA, −∞ < t < 0

0 gdy x > xF
(2.42)

Wnioski.

1. Energia cieplna w zagadnieniu (2.38)-(2.39) jest zlokalizowana na odcinku (0, xF )

(efekt pe lnej lokalizacji).

2. W każdym punkcie x ∈ (0, xF ) temperatura d ↪aży do +∞ gdy t→ −0, czyli tworz ↪a si ↪e

rozwi ↪aznia ”wybuchaj ↪ace” , znane w literaturze angloj ↪ezycznej jako ”blow-up regime”.
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2.2.5. Dodanie cz lonu źród lowego. Rozpatrujemy równanie

ut = κ ∂x (uσ ux) + q uβ, −∞ < x < +∞, (2.43)

gdzie q > 0. Poszukujemy rozwi ↪azanie w postaci

u = P (t)Q(x).

Po podstawieniu do (2.43), otrzymamy równanie

Ṗ (t)Q(x) = κP σ+1 [Qσ(x)Q′(x)]
′
+ q P (t)β Qβ. (2.44)

Zmienne w równaniu (2.44) można rozdizelić, w przypadku gdy β = σ + 1.

W celu uproszczenia b ↪edziemy dalej zak ladać iż β = 2 (σ = 1). Przy tych za lożeniach, po

elementarnych algebraicznych manipulacjach, otrzymuje si ↪e uk lad

Ṗ (t)P−2(t) =
κ
[
(Q′(x))2 +Q(x)′′(x)

]
+ qQ2(x)

Q
= C1.

Roziw ↪azuj ↪ac równanie

Ṗ P−2 = C1

otrzymamy:

P (t) = [C1 (tf − t)]−1

(zak ladamy że tf > 0 oraz C1 > 0). Drugie równanie jest bardziej skomplikowane:

(Q′(x))
2

+Q(x)Q′′(x) +
q

κ
Q2(x) − C1

κ
Q(x) = 0. (2.45)

Zachodzi

Lemat 2.2..1.Funkcja

Q =
4C1

3 q
cos2

[√
q

8κ
x

]
spe lnia równanie (2.45).

Dowód. Wprowadzaj ↪ac w (2.45) zamienn ↪a
dQ
dx

= p[Q(x)], obliczaj ↪ac jej pochodn ↪a
d2 Q
dx2 =

p d p
dQ

, a nast ↪epnie dokonuj ↪ac podmiany Π = p2, otrzymamy liniowe równanie niejednorodne

dΠ

dQ
+

2

Q
Π =

2

Q

[
νQ− µQ2

]
, (2.46)
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gdzie µ = q/κ, ν = C1/κ.  Latwo widać, że rozwi ↪azanie równania jednorodnego

dΠ0

dQ
+

2

Q
Π0 = 0

dane jest wzorem Π0 = C/Q2. Rozwi ↪azanie problemu niejednorodnego standardowo poszu-

kujemy w postaci

Π =
C(Q)

Q2
(2.47)

(po raz kolejny wykorzystujemy metod ↪e uzmienniania sta lej). Podstawiaj ↪ac (2.47) do równania

(2.46), po elementarnych algebraicznych przekszta lceniach i jednej kwadraturze otrzymu-

jemy:

Π =
C0

Q2
+

2 ν

3
Q− µ

2
Q2.

W celu unikni ↪ecia syngularności k ladziemy C0 = 0. Po pierwiastkowaniu i elementarnych

przekszta lceniach otrzymamy:

dQ√
2 ν
3
Q− µ

2
Q2

= d x.

Wprowadzaj ↪ac zmienn ↪a

τ =

√
µ/2Q−B

B
, B =

ν

3

√
2/µ

dostaniemy równośc

d τ√
1 − τ 2

=
√
µ/2 d x.

Ca lkuj ↪ac, oraz rozwi ↪azuj ↪ac uzyskany wzór wzgl ↪edem Q, otrzymujemy:

Q =
√

2B2µ

{
1 + cos

[√
µ

2
x

]}
=

4C1

3 q
cos2

√
q

8κ
x.

Zatem przy β = 2, σ = 1 równanie (2.43) posiada rozwi ↪azanie uogólnione

u(t, x) =
1

(tf − t)

 4
3 q

cos2[π x
2L

] gdy |x| < L =
√

2κπ2

q
, t < tf ,

0 gdzie indziej
. (2.48)

Wnioski.

• Rozwi ↪azanie zagadnienia (2.43) przy β = 2, σ = 1 jest zlokalizowane na odcinku

(−L, L).
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Rys. 2.9: Rozwi ↪azanie (2.56) odpowiadaj ↪ace różnym wartościom parametrów: pogrubiona

(czerwona) linia odpowiada wartości C = 0; linie przerywana odpowiadaj ↪a rozwi ↪azaniu

uzyskanemu przy λ = 1, C = 0.15 w różne momenty czasu (0 < t1 < t2 < t3); rozwi ↪azana

znajduj ↪ace si ↪e pod rozwi ↪azniem stacjonarnym odpowiadaj ↪a wartościom λ = 1, C = −1.

• W skończonym czasie, gdy t → tf − 0, rozwi ↪azanie w każdym punkcie x ∈ (−L, L)

d ↪aży do +∞.

Przyczyny powoduj ↪ace lokalizacj ↪e i ”blow-up”: źród lo nieliniowe q u2 daje tym wi ↪ecej ciep la

i wyższa jest temperatura. Z drugiej strony, wspó lczynnik przewodnictwa cieplnego κu

jesst niezerowy tylko w tych punktach x dla których u(t, x) > 0, tak wi ↪ec ”zimne” obszary

pozostaj ↪a nieprzewodz ↪ace, dzi ↪eki czemu energia cieplna, dostarczana przez źród lo, nie jest

odprowadzana i w skończonym czasie powoduje wzrost temperatury w ograniczonym obszare

do nieskończoności.

2.2.6. Równanie ze źród lem i zlewem. Rozpatrujemy równanie

ut = (uux)x + u2 − u, t > 0. (2.49)

Rozwi ↪azanie poszukujemy w postaci

u(t, x) = P (t)X(x). (2.50)

Podstwiaj ↪ac do (2.49), po zróżniczkowaniu oraz prostych algebraicznych przekszta lceniach,

otrzymamy nast ↪epuj ↪acy uk lad:

Ṗ (t) + P (t)

P 2(t)
=

[Q′(x)]2 +Q(x)Q′′(x) +Q2

Q(x)
= λ.

A wi ↪ec zmienne si ↪e rozdzieli ly. Ca lkuj ↪ac lew ↪a stron ↪e równości

dP

P (λP − 1)
= d t, (2.51)
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Rys. 2.10: Rozwi ↪azanie numeryczne w którym jako dane Cauchy’ego w chwili t0 = 0 wykorzy-

stane zosta lo rozwi ↪azanie (2.56) z λ = 1, C = 0.01, zaburzone ma lym dodatnim zaburzeniem.

Rozwi ↪azanie przedstawione w momenty czasu t0 = 0., t1 = 3.5, t2 = 4.25.

t0
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Rys. 2.11: Rozwi ↪azanie numeryczne w którym jako dane Cauchy’ego w chwili t0 = 0 wykorzy-

stane zosta lo rozwi ↪azanie (2.56) z λ = 1, C = 0.01, zaburzone ma lym ujemnym zaburzeniem.

Rozwi ↪azanie przedstawione w momenty czasu t0 = 0., t1 = 3.0, t2 = 4.0.
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otrzymamy:∫
dP

P (λP − 1)
= −

∫
dP

P
+

∫
λ dP

λP − 1
= log

λP − 1

C P
.

Tak wi ↪ec rozwi ↪azanie równania (2.51) ma postać

P (t) =
1

λ− C et
.

Pozosta le równanie można przedstawić w postaci

QQ′′ + [Q′]
2

= Q (λ−Q). (2.52)

Wykorzystuj ↪ac podstawienia Q′ = R[Q(x)], Q′′ = R[Q(x)] dR
dQ

, a nast ↪epnie wprowadzaj ↪ac

zmienn ↪a Π = R2, możemy przepisać to równanie w nast ↪epuj ↪acej równoważnej postaci:

dΠ

dQ
+

2

Q
Π = 2 (λ−Q). (2.53)

Zauważamy że równanie (2.53) z dok ladności ↪a do sta lych pokrywa si ↪e z równaniem (2.46)

poprzedniego podpunktu. Dlatego oczekiwać można iż rozwi ↪azanie problemu wyj́sciowego

da si ↪e przedstawić w postaci

Q = Acos2 [β x] . (2.54)

Podstawiaj ↪ac (2.54) do równania (2.52) otrzymamy par ↪e równań algebraicznych

6Aβ2 = λ, 8 β2 = 1.

St ↪ad wi ↪ec

Q(x) =
4λ

3
cos2

[
x√
8

]
, (2.55)

i rowi ↪azanie (uogólnione) równania wyj́sciowego można przedstawić w postaci

u(t, x) =
4λ

3 [λ− C et]

{
cos2 x√

8
gdy |x| <

√
2 π

0 gdzie indziej
. (2.56)

Przy λ > 0 (jedyny fizycznie uzasadniony przypadek) mamy tu trzy opcje:

1. C = 0; odpowiada temu stacjonarne rozwi ↪azanie zlokalizowane;

2. C < 0 rozwi ↪aznie wyk ladniczo zanika z czasem;

3. λ > C > 0; rozwi ↪azanie d ↪aży do nieskończoności gdy t → log [λ/C] − 0, p. rys. 2.9
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Wniosek. Równanie ze źród lem i zlewem posiada stacjonarne rozwi ↪azanie zlokalizowane

w przestrzeni. Rozwi ↪azanie to jednak nie jest stabilne: ma le ujemne zaburzenie powo-

duje zanik rozwi ↪azania do zera, natomiast ma le dodatnie zaburzenia powoduj ↪a tworzenie

siżozwi ↪azania typu ”blow-up”. Potwierdza si ↪e to symulacjami numerycznymi, p. rys. 2.10,

2.11.

Zadanie 2.2..6.

1. Znaleźć przekszta lcenie u(t, x) = f(t)W (t, x), które sprowadza równanie

ut = κuxx + σu

do liniowego równania transportu ciep la dla funkcji W .

2. Znaleźć rozwi ↪azanie, w które przechodzi rozwi ↪azanie W = 1√
4κπt

exp [− x2

4κt
].

3. Jaki jest przebieg zmienności funkcji umax(t) = maxx∈Ru(t, x).

Rozwi ↪azanie.

1. ḟ(t)W + f(t)Wt = κ f(t)Wxx + σ f(t)W.

St ↪ad

ḟ(t) = σ f(t) =⇒ f(t) = exp [σ t].

2. u(t, x) = exp[σ t]
1√

4πκt
exp [− x2

4κt
].

3. umax(t) = exp[σ t]
1√

4πκt
.

Pochodna tej funkcji równa jest

exp[σ t]
1√

4πκt

[
σ − 1

2 t

]
.

Oznacza to że funkcja ma ekstremum przy t = 1/(2σ). Nie może to być maksimum

lokalne, ponieważ przy t = +0 oraz przy t = +∞ przybiera ona wartośći nieskończon ↪e.

Zatem umax(t) jest funkcj ↪a malej ↪ac ↪a w przedziele t ∈ (+0, 1/(2σ)) oraz rosn ↪ac ↪a w

przedziale t ∈ (1/(2σ), +∞).

Zadanie 2.2..7.

Niechf(z) jest g ladk ↪a ograniczon ↪a funkcj ↪a. Wykazać że funkcja

u(t, x) =
1√

4κπ t
spe lnia równania transportu ciep la

ut = κuxx.
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2.2.7. O roli rozwi ↪azań samopodobnych. Zasada maksimum i twierdzenie

porównawcze. Istnienie rozwi ↪azań samopodobnych, które jest interesuj ↪ace samo z siebie,

jest czymś wi ↪ecej niż ciekawostk ↪a w świetle tego, że rozwi ↪azania te s luż ↪a do oszacowania dużej

ilości innych rozwi ↪azań, które już nie s ↪a niezmiennicze, lecz w pewnym sensie dowolne. Jest

to skutkiem ZASADY MAKSIMUM.

Rozpatruje si ↪e zagadnienie pocz ↪atkowe:{
∂T
∂t

= ∂
∂x

[K(T )∂T
∂x

] K(T ) > 0, T > 0, −∞ < x <∞, t > 0

T (x, 0) = T0(x) ≥ 0, −∞ < x <∞

Twierdzenie 2.2..1 (zasada MAX)

Maksimum rozwi ↪azania T (x, t) w dowolnym momencie czasu nie przekracza maksimum da-

nych pocz ↪atkowych:

maxT (t, x) ≤ maxT0(x), t > 0. (2.57)

Z zasady maksimum wynikaj ↪a twierdzenia porównawcze:

Twierdzenie 2.2..2 Niech T (1)(t, x), T (t, x), T (2)(t, x) - rozwi ↪azania zagadnienia Cauchy’ego,

odpowiadaj ↪ace warunkom Cauchy’ego T
(1)
0 (x), T0(x), T

(2)
0 (x). Wówczas, jeśli:

T
(1)
0 (x) ≤ T0(x) ≤ T

(2)
0 (x) ∀x ∈ R (2.58)

to:

T (1)(t, x) ≤ T (t, x) ≤ T (2)(t, x) ∀x ∈ R ∀t > 0 (2.59)

St ↪ad można wyci ↪agn ↪ać szereg ogólnych wniosków, na przyk lad o tym, że pr ↪edkość porusza-

nia si ↪e dowolnego zaburzenia maj ↪acego zwarty nośnik b ↪edzie skończona. Bardziej dok ladnie

stwierdzenie to brzmi nast ↪epuj ↪aco:

Twierdzenie 2.2..3 Za lóżmy że K(T ) = K0T
σ, σ > 0; T0(x) - funkcja ograniczona,

nieujemna, nie równa tożsamościowo zeru, o zwartym nośniku. Wówczas

• rozwi ↪azanie zagadnienie pocz ↪atkowego

Tt = K0 [T σ Tx]x , T (0, x) = T0(x) (2.60)

b ↪edzie mia lo zwarty nośnik;

• pr ↪edkość propagacji fali cieplnej b ↪edzie skończona;
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• rozwi ↪azanie zagadnienie (2.60) b ↪edzie ograniczone od do lu rozwi ↪azaniem zerowym, zaś

od góry rozwi ↪azaniem zagadnienia o wybuchu cieplnym

Tt = K0 [T σ Tx]x , x ∈ R, t > t0,

T (t0, x) = 0 przy x ̸= 0,∫
R

T (t, x) = Q, t > t0

przy pewnych wartościach parametrów Q, t0.

Dowód. Oczywistym jest, że jako doln ↪a funkcj ↪e (minorant ↪e) możemy wykorzystać try-

wialne rozwi ↪azanie T (t, x) = 0.

Jako górn ↪a (majorant ↪e) b ↪edziemy usi low ↪ali wykorzystać rozwi ↪azanie zagadnienia o wybu-

chu cieplnym o parametrach które niżej b ↪ed ↪a sprecyzowane.

Bez utraty ogólności zak ladamy że supp T0(x) ∈ (−M, M). Za lożenie oparte jest na tym

że równanie nasze nie zależey jawnie od zmiennej x, a zatem jest niezmiennicze wzgl ↪edme

translacji x̄ = x + C. A wi ↪ec, jeżeli supp T0(x) ∈ (a, b) wówczas oznaczamy b − a = M

i, wykorzystuj ↪ac translacj ↪e wzgl ↪edem x z C = −(a + b)/2 otrzymamy ż ↪adan ↪a konfiguracj ↪e

geometryczn ↪a. Ponadto wprowadzamy oznaczenie

H = max−M<x<MT0(x).

Wiemy, że rozwi ↪azanie zagadnienia o wybuchu cieplnym ma postać

TAuto = Q
2

2+σ

0 K
− 1

2+σ

0 t−
1

2+σ f(ξ) ξ =
1

(Qσ
0K0)

1
2+σ

x

t
1

2+σ

(2.61)

f(ξ) =

{
[(ξ2ϕ − ξ2) σ

2(2+σ)
]
1
σ |ξ| ≤ ξϕ

0 |ξ| > ξϕ
(2.62)

ξϕ- sta la zależna od σ (szczegó ly s ↪a podane w rozwi ↪azaniu ćwiczenia....).

Jeżeli teraz nam si ↪e uda dobrać parametry Q oraz t0 w taki sposób by funkcja T0(x)

ca lkowicie leża la poniżej wykresu funkcji TAuto(t0, x, ; Q), wówczas teza wynika laby z twier-

dzenia porównawczego.

Uwaga. Korzystaj ↪ac z niezmienniczości równania transportu wzgl ↪edem translacji t →
t+ C1, możemy bez utraty ogólności zadać warunek pocz ↪atkowy w chwili t0.

Dobieramy Q, t0 w nast ↪epuj ↪acy sposób:

• ż ↪adamy spe lnienia równości

xΦ = ξΦ [QσK0t0]
1

2+σ = 2M ;
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Rys. 2.12:

Rys. 2.13:
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• ż ↪adamy spe lnienia nierówności

min−M<x<MTAuto(t0, x; Q) ≥ H;

• zauważamy że funkcja TAuto(t0, x; Q) jest monotoniczna przy x > 0 oraz jest syme-

tryczna wzgl ↪edem odbić; osi ↪aga ona minimum na odcinku [0, M ] dok ladnie w punkcie

x = M .

St ↪ad nasze kolejne ż ↪adanie b ↪edzie nast ↪epuj ↪ace:

TAuto(t0, M ; Q) = H (2.63)

(na rys. 2.12) pokazana jest ”po lówka” konfiguracji geometrycznej, któr ↪a chcemy zre-

alizować)

Zatem do rozwi ↪azania jest nast ↪epuj ↪acy uk lad równań algebraicznych”

TAuto(t0, M ; Q) =

[
Q2

K0 t0

] 1
2+σ
{

3ξΦ σ

8(2 + σ)

} 1
σ

= H, (2.64)

QσK0t0 =

[
2M

ξΦ

]2+σ

. (2.65)

Zmudne algebraiczne obrachunki (które najlepiej przeprowadzić w pakiecie Mathematica)

daj ↪a ostatecznie nast ↪epuj ↪ace wartości parametrów:

Q =
2M H

ξΦ

[
8(2 + σ)

3σ ξΦ

] 1
σ

,

t0 =
3 σM2

2K0(2 + σ)ξΦHσ
.

Nieco wi ↪ecej możemy powiedzieć o ewolucji zagadnienia Cauchy’ego z funkcj ↪a T0(x)

spe lniaj ↪ac ↪a warunki

suppT0(x) ∈ (−M, M),

max[−M,M ]T0(x) ≤ A,

min[−M/2,M/2]T0(x) ≥ a

przy 0 < a < A < ∞. Wówczas można skonfigurować majorant ↪e i minorant ↪e z rozwi ↪azań

samopodpbnych TAuto(t, A; Q) oraz TAuto(t, a; q) oraz dobrać odpowiednie parametry w taki

sposób że spe lnione b ↪ed ↪a nierówności

TAuto(t0, a; q) < T0(x) < TAuto(t0, A; Q),

(p. rys. 2.13). Z twierdzenia porównawczego wynika że fala cieplna przy t > t0 b ↪edzie

si ↪e znajdować pomi ↪edzy tymi rozwi ↪azaniami samopodobnymi. Odpowiednie odzacowania

pozostawiamy czytelnikowi jako ćwiczenie.
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Rozdzia l 3

Modele typu hydrodynamicznego

3.1. Równania dynamiki cieczy i gazu

W rozdziale wst ↪epnym wspominalísm o tym, że stany gazu i cieczy można opisać za pomoc ↪a

pi ↪eciu parametrów makroskopowych: pola pr ↪edkości u⃗(t, x), pola g ↪estości ρ(t, x) oraz pola

císnień p(t, x). Każdy opis jest idealizacj ↪a. W danym opisie pomijamy procesy cieplne oraz

w lasności tensorowe p lynów i gazów, które przejawiaj ↪a si ↪e w procesach szybkich (wybuch,

detonacja etc.) oraz w procesach w których istotn ↪a rol ↪e odgrywa wymiana energii cieplnej

(na przyk lad w procesie termokonwekcji, odgrywaj ↪acym wyj ↪atkow ↪a rol ↪e w meteorologii oraz

klimatologii).

Do pe lnego opisu ośrodka scharakteryzowanego, w przypadku trójwymiarowym, przez pi ↪eć

parematrów, potrzeba uk ladu z lożonego z pi ↪eciu równań cz ↪astkowych. Uk lad taki można

znaleźć, wykorzystuj ↪ac równania bilansu masy i p ↪edu, które daj ↪a nam cztery równania, oraz

równanie stanu, które wi ↪aże pomi ↪edzy sob ↪a pole císnien i pole g ↪estości.

3.1.1. Równanie bilansu masy. Zaczynamy od bilansu masy. Prawo zachowania

masy mówi że materia nie znika i nie tworzy si ↪e ”z niczego” (osoba nawet pobieżnie znajoma

z teri ↪a cz ↪astek elementarnych może, oczywíscie, podważyć dan ↪a tez ↪e, jednak wspomniane

prawo dzia la bardzo dok ladnie w świecie ma lych pr ↪edkości i umiarkowanych energii).

Masa skumulowana w obszarze Ω wyraża si ↪e nast ↪epuj ↪acym wzorem:

M(t) =

∫
Ω

ρ(t, x) d x, (3.1)

gdzie ρ(t, x)-g ↪estość ośrodka w chwili t w punkcie x. Ze wzgl ↪edu na wspomniane prawo

zchowania, zmiany wielkości M(t) mog ↪a być spowodowane jedynie potokiem (unoszeniem)

masy przez nieruchom ↪a granic ↪e ∂ Ω.

Równanie bilansu masy b ↪edzie w ↪ec mia lo postać

dM

d t
=

∫
Ω

∂ ρ(t, x)

∂ t
d x = −

∫
∂ Ω

ρ u⃗(t, x) d σ⃗, (3.2)
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Rys. 3.1:

gdzie d σ⃗ = dσ n⃗ - ukierunkowany element powierzchni, n⃗ - wektor jednostkowy, skierowany

na zewn ↪atrz Ω, p. rys. 3.1.

Stosusuj ↪ac twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego, otrzymamy:∫
Ω

{
∂ ρ

∂ t
+ d⃗iv [ρ u⃗]

}
d x = 0. (3.3)

Z dowolności obj ↪etości Ω wynika iż ca lka ta b ↪edzie równa zeru tylko wtedy gdy wyrażenie

podca lkowe b ↪edzie si ↪e zerować w dowolnym punkice, w dowolnej chwili t, co daje w wyniku

równanie

∂ ρ(t, x)

∂ t
+

n∑
k=1

∂

∂ xk
[
ρ(t, x)uk(t, x)

]
= 0, n = 1, 2, 3. (3.4)

3.1.2. Równanie bilansu p ↪edu. Równanie bilansu p ↪edu jest bezpośrednio zwi ↪azne

z drugim prawem Newtona. Dla punktu materialnego prawo to da si ↪e zapisać w postaci

d [mui]

d t
=
∑
k

F i
k, i = 1, ...n, n = 1, 2, 3, (3.5)

gdzie m-masa punktu materialnego, ui - i-ta sk ladowa wektora pr ↪edkości,
∑

k F
i
k - i-ta

sk ladowa sumy si l dzia laj ↪acych na punkt materialny. Zwróćmy uwag ↪e na to, że cz lon mu⃗

opisuje p ↪ed punktu materialnego.

Z uwagi na to, iż wyraz dla p ↪edu zawartego w obj ↪etości Ω ma postać

P⃗ (t) =

∫
Ω

ρ(t, x) u⃗(t, x) d x,

analog kontynualny wzoru (3.5) przybiera postać

d

d t
P (t)i =

d

d t

∫
Ω

ρ(t, x)u(t, x)i d x =

∫
Ω

∑
k

f i
k d x−
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−
∫
∂ Ω

ρ ui(t, x) u⃗(t, x) d σ⃗ −
∫
∂ Ω

p(t, x) δik n
k d σ i = 1, ..n, n = 1, 2, ..3,

dzie
∑

k f
i
k - i-ta sk ladowa g ↪estości si l zewn ↪etrznych (najcz ↪eściej jako si la zewn ↪etrzna wyst ↪epuje

si ↪a grawitacyjna ρ g⃗), natomiast cz lon −p(t, x) δik w ca lce powierzchniowej opisuje rzut i−tej

sk ladowej si ly císnienia ośrodka na powierzchni ↪e ∂ Ω na k-t ↪a wspó lrz ↪edn ↪a (zgodnie z prawem

Pascala, císnienie jest jednakowe we wszystkich kierunkach).

Stosusuj ↪ac twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego, otrzymamy równanie∫
Ω

{
∂

∂ t

[
ρ ui
]

+
n∑

j=1

∂

∂ xj

[
ρ ui uj + p δi j

]
−
∑
k

f i
k

}
d x =

∫
Ω

{
∂

∂ t

[
ρ ui
]

+
n∑

j=1

∂

∂ xj

[
ρ ui uj

]
+
∂ p

∂ xi
−
∑
k

f i
k

}
d x = 0.

Z dowolności obj ↪etości Ω wynika iż ca lka ta b ↪edzie równa zeru tylko wtedy gdy wyrażenie

podca lkowe b ↪edzie si ↪e zerować w dowolnym punkice, w dowolnej chwili t, co daje równanie

∂

∂ t

[
ρ ui
]

+
n∑

j=1

∂

∂ xj

[
ρ ui uj

]
+
∂ p

∂ xi
=
∑
k

f i
k n = 1, 2, 3.

Powyższe równanie można również przedstawić w postaci

ρ

[
∂ ui

∂ t
+

n∑
j=1

uj
∂ ui

∂ xj

]
+
∂ p

∂ xi
− F i+

ui

[
∂ρ

∂ t
+

n∑
j=1

∂

∂ xj
(
ρ uj

)]
= 0,

gdzie F i =
∑

k f
i
k. Ponieważ w nawiasach kwadratowych ostatniego wiersza jest zapisane

równanie (3.4), wi ↪ec, ostatecznie, równanie bilansu p ↪edu można przedstawić w postaci

ρ

[
∂

∂ t
ui +

n∑
j=1

uj
∂

∂ xj
ui

]
+
∂ p

∂ xi
= F i, i = 1, ...n, n = 1, 2, 3. (3.6)

Uk lad (3.4), (3.6) sk ↪ada si ↪e z n+ 1 równań dla n+ 2 funkcji, wi ↪ec jest on niepe lny. Żeby

dope lnić go, należy skorzystać z równania stanu F (ρ, p), które lansuje zwi ↪azek pomi ↪edzy

císnieniem i p ↪edem. W przypadku opisu procesów adiabatycznych (tzn. procesów ”szyb-

kich”, w których wymiana cieplna nie odgrywa istotnej roli) przebiegaj ↪acych w gazie ideal-

nym, równanie stanu przybiera postać

p =
β

γ + 1
ργ+1.
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Równanie stanu można wykorzystać w celu wyeliminowania funkcji p z równania bilansu

p ↪edu. Można też wykorzystać konsekwencje różniczkowe tego równania. W ostatnim przy-

padku otrzymamy klasyczny uk lad gazodynamiczny, który w niebecnośi si l masowych przy-

biera postać

ρ

[
∂

∂ t
ui +

n∑
j=1

uj
∂

∂ xj
ui

]
+
∂ p

∂ xi
= 0, (3.7)

∂ ρ(t, x)

∂ t
+

n∑
k=1

∂

∂ xk
(
ρ(t, x)uk(t, x)

)
= 0, (3.8)

∂ p

∂ t
+

n∑
k=1

uk
∂ p

∂ xk
+ β ργ+1

n∑
k=1

∂

∂ xk
uk = 0, (3.9)

gdzie i = 1, ...n, n = 1, 2, 3.

W przypadku gdy ośrodek jest nieścísliwy (ρ = ρ0 = const) i dzia la w nim si la tarcia,

potocznie zwana lepkości ↪a, analog uk ladu (3.7) przybiera postać

ρ0

[
∂

∂ t
ui +

∑
k

uk
∂ ui

∂ xk

]
+
∂ p

∂ xi
= ν

n∑
k=1

∂2

∂ x2k
ui, (3.10)

n∑
k=1

∂

∂ xk
uk(t, x) = 0, n = 1, 2, 3, (3.11)

gdzie ν jest wspó lczynnikiem lepkości. Jest to uk lad równań Naviera-Stokesa.

3.1.3. Równanie Hopfa. Równanie

ut + uux = 0 (3.12)

jest równaniem modelowym w stosunku do równań gazodynamiki.

Lemat 3.1..1.Rozwi ↪azanie zagadnienia Cauchyego

ut + uux = 0, u(0, x) = ρ(x) ∈ C1(R) (3.13)

dane jest wzorem

u(t, x) = ρ(x− t u(t, x)). (3.14)

Dowód. Policzmy pochodn ↪a funkcji (3.14) wzgl ↪edem t:

∂ u(t, x)

∂ t
= ρ̇(z)|z=x−t u [−u− t ut] .
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St ↪ad

ut = − u ρ̇(z)

1 + t ρ̇(z)
.

Analogiznie otrzymujemy wzór dla pochodnej wzgl ↪edem x:

ux =
ρ̇(z)

1 + t ρ̇(z)
.

Po podstawieniu do równanie (3.13) otrzymujemy tożsamość. Nietrudno dostrzec że warunek

pocz ↪atkowy figuruj ↪acy w tym równaniu jest również spe lniony.

W niektórych przypadkach rozwi ↪aznie zagadnienia Cauchyego (3.13) udaje si ↪e skonstru-

ować jawnie. Niech

ρ(x) =


2 gdy x < 0,

2 − x gdy 0 < x < 1,

1 gdy x > 1.

Wiemy że rozwi ↪aznie zagadnienia pocz ↪atkowego (3.13) dane jest wzorem (3.14). Zauważmy

że równanie wyj́sciowe można również zapisać w równoważnej postaci charakterystycznej

d u

d t
|Γ = 0, Γ =

d x

d t
= u.

Powyższy wzór mówi nam iż funkcja u pozostaje sta la wzd luż każdej charakterystyki Γ.

Zatem rozwi ↪azanie można skonstruować z trzech kawa lków.

• Lewy dany jest wzorem

u = 2 gdy arg = x− t u = x− 2 t < 0,

lub, po rozwik laniu nierówności,

u = 2 gdy x < 2 t.

• Środkowy

u = 2 − (arg) = 2 − (x− u t) gdy 0 < arg = x− u t < 1.

Powyższe równanie oraz nierówności należey rozwi ↪azać wzgl ↪edem u. Po nieskompliko-

wanych obrachunkach (w których zak lada lo si ↪e że 1−t > 0), otrzymuje si ↪e ” śródkowe”

rozwi ↪azanie w jawnej postaci:

u =
2 − x

1 − t
gdy 2 t < x < 1 + t.
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• Rozumuj ↪ac analogicznie, można otrzymamy trzeci kawa lek rozwi ↪azania w postaci

u = 1 gdy x > 1 + t.

Ostateczie dla 0 < t < 1 otrzymalísmy rozwi ↪azanie

u(t, x) =


2 gdy x < 2 t,
2−x
1−t

gdy 2 t < x < 1 + t,

1 gdy x > 1 + t.

(3.15)

Powyższ ↪e rozwi ↪azanie jest przedstawione graficznie na rys. 3.2. Rysunek ten ilustruje

samoistne tworzenie si ↪e w trakcie ewolucji rozwi ↪azania typu fali uderzeniowej (nieci ↪ag lości

pierwszego rodzaju). Przy t > 1 wzór (3.15) określa rozwi ↪azanie, które przestaje być funkcj ↪a

jednoznaczn ↪a, p. rys. 3.3. Rozwi ↪azanie takie nie jest stabilne i w praktyce nie jest realizo-

wane, w odróżnieniu od rozwi ↪azania typu fali uderzeniowej

u(t, x) =

{
u2 gdy x < V t,

u1 gdy x > V t,
(3.16)
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które jest stabilne. Wyst ↪epuj ↪ace we wzorze (3.16) parametry u1, u2 s ↪a sta le, przy czym

u2 > u1; parametr V określa sta l ↪a pr ↪edkośc propagacji fali uderzeniowej.

Okazuje si ↪e że sta la V jeśt jednoznacznie określona przez warunki graniczne u2 = lim
x→−∞

u(t, x),

u1 = lim
x→+∞

u(t, x).

Lemat 3.1..2.Zachodzi wzór

V =
u1 + u2

2
. (3.17)

Dowód. Równanie (3.12) można zapisać w postaci ”prawa zachowania”

∂ F

∂ t
+
∂ G

∂ x
= 0, F = u(t, x), G =

u2(t, x)

2
.

Z powyższego równania wynikaj ↪a równości ca lkowe

0 =

∫ ∫
S

∂ F

∂ t
+
∂ G

∂ x
=

∫
ABCD

F dx−Gdt,

gdzie prostok ↪at ABCD jest symetryczny wzgl ↪edem ”linii światowej” frontu fali uderzenio-

wej (p. rys. 3.4), S - wn ↪etrze prostok ↪ata ABCD. Ści ↪agaj ↪ac AB oraz AD do zera z

zachowaniem relacji |AB| = |DC| << |AD| = |BC|, otrzymamy:∫
AB

u d x− u2

2
dt =

∫
DC

u d x− u2

2
dt+O(|AD|).

Uwzgl ↪edniaj ↪ac że dx = V dt oraz bior ↪ac pod uwag ↪e to że przed frontem fali u = u1, zaś za

frontem u = u2, otrzymamy równość(
u2 V − u22

2

)
=

(
u1 V − u21

2

)
+O(|AB|).

Ści ↪agaj ↪ac prostok ↪at do zera, otrzymamy równość (3.17).
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Zadanie 3.1..1.Dane jest równanie

ut + un ux = 0.

Dla rozwi ↪azania typu fali uderzeniowej

u(t, x) =

{
U2 gdy x < V t,

U1 gdy x > V t, 0 ≤ U1 < U2

znaleźć pr ↪edkość V .

Rozwi ↪azanie. Powyższe równanie zapisujemy w postaci ”prawa zachowania”

Ft +Gx = 0, F = u, G =
un+1

n+ 1
.

Konsekwencj ↪a tego równania jest równość ca lkowa

0 =

∫ ∫
S

Ft +Gx dt dx =

∫
ABCD

F dx−Gdt

(konfiguracja i obszay ca lkowania jak na rys. 3.4 ). St ↪ad otrzymujemy równość

V U1 −
Un+1
1

n+ 1
= V U2 −

Un+1
2

n+ 1
.

Wynika z niej że

V =
Un
2 + Un−1

2 U1 + ...+ Un
1

n+ 1
.

Zadanie 3.1..2.Znaleźć rozwi ↪azanie samopodobne problemu

ut + αuux = 0, x > 0, t > 0 (3.18)

u(0, x) = 0, x > 0, (3.19)∫ +∞

−∞
u(t, x) d x = Q > 0, t > 0 (3.20)

(zak ladamy że 0 ≤ u(t, x)).

Rozwi ↪azanie. Jako jednostki o wymiarach niezależnych wybieramy Q [E L], α
[

L
T E

]
oraz

t[T ] (zak ladamy że [u] = [E]). Analiza wymiarów pozwala wyraźić rozwi ↪azanie w nast ↪epuj ↪acej

postaci prowadz ↪acej do redukcji:

u(t, x) =

√
Q

α t
φ(ξ), ξ =

x√
t αQ

.

Podstawiaj ↪ac ten ansatz do (3.18), otrzymamy równanie zredukowane

d

d ξ

[
ξ φ− φ2

]
= 0.
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St ↪ad

φ (ξ − φ) = C.

Z warunku (3.19) natychmiast wynika że C = 0. Z nieujemności rozwi ↪azania wynika istnie-

nie sta lej ξΦ > 0 takije że

φ =

{
ξ gdy 0 < ξ < ξΦ,

0 gdy ξ > ξΦ.

Sta l ↪a ξΦ określamy z warunku (3.20) - jest ona równa
√

2. Zatem

u(t, x) =
1

α

{
x
t

gdy 0 < x < xΦ =
√

2 t αQ,

0 gdy x > xΦ.
(3.21)

3.1.4. Równanie Burgersa. Równanie

ut + uux = ν uxx (3.22)

jest równaniem modelowym w stosunku do równań Naviera-Stokesa.

Rozpatrzmy zagadnienia brzegowe

ut + uux = ν uxx, u(−∞, x) = u2, u(+∞, x) = u1, (3.23)

∂ u

∂ x
(t, ±∞) = 0, u2 > u1 ≥ 0.

Rozwi ↪azanie poszukujemy w postaci

u(t, x) = U(z), z = x− s t, s = const. (3.24)

Podstawiaj ↪ac (3.24) do (3.23), otrzymamy równanie zwyczajne

d

d z

{
U2

2
− sU − ν U̇

}
= 0.

Ca lkuj ↪ac otrzymamy

U2

2
− sU − ν U̇ = C.

Z warunków brzegowych mamy

u22
2

− s u2 = C =
u21
2

− s u1

St ↪ad mamy wyrażenie dla s:

s =
u2 + u1

2
.
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Uwaga. Zauważmy że pr ↪edkość fali s jest identyczna jak w odpowiednienim rozwi ↪azaniu

równania Hopfa.

Nast ↪epnie, podstawiaj ↪ac wartość s do pierwszej równości, otrzymamy że

C = −u1 u2
2

.

Zatem pozostaje rozwi ↪azać równanie

νU̇ =
1

2
U(U − 2 s) +

u1 u2
2

,

które można przedstawić w postaci

dU

U(U − 2 s) + u1 u2
=

1

2 ν
d z.

Ca lkuj ↪ac lew ↪a i praw ↪a strony otrzymujemy:

1

u2 − u1
log

|U − u2|
|U − u1|

=
1

2 ν
(z − z0).

Zak ladaj ↪ac dodatkowo że u1 < U < u2 (monotoniczność profilu), otrzymamy

u2 − U = (U − u1) expλ (z − z0), λ =
u2 − u1

2 ν
.

Po nieskomplikowanych algebraicznych przekszta lceniach uzyskamy rozwi ↪azanie

u(t, x) =
u2 + u1 e

λ (z−z0)

1 + eλ (z−z0)
. (3.25)

Wzór (3.25) opisuje tak zwan ↪a rozmyt ↪a fal ↪e uderzeniow ↪a. Nast ↪epnym pytaniem jest zależność

szerokości efektywnej fali od parametrów. Maj ↪ac wyrażenie analityczne dla szerokości efek-

tywnej, możemy przeanalizować wp lyw cz lonu lepkościowego na rozwi ↪azanie.

Szerokośc efektywna może być określona na wiele sposobów które, na ogól, prowadz ↪a do

jakościowo identycznych wyników. Szerokość określimy w nast ↪epuj ↪acy sposób (p. rys. 3.1):
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1. wyznaczamy punkt przegi ↪ecia wykresu funkcji U(z);

2. określamy punkty przeci ↪ecia si ↪e prostej stycznej do punktu przegi ↪ecia z asymptotami

u = u2 oraz u = u1 ( określamy je jako (u2, z2) oraz (u1, z1), odpowiednio);

3. szerokość efektywn ↪a określamy jako ∆ = z1 − z2.

Obliczaj ↪ac drug ↪a pochodn ↪a otrzymujemy:

U ′′(z) = λ (u1 − u2)e
λ(z−z0)

eλ(z−z0) − 1

(1 + eλ(z−z0))
3 . (3.26)

Dla z0 = 0, punkt przegi ↪ecia ma wspó lrz ↪edn ↪a z = 0.

Prosta styczna do rozwi ↪azania w punkcie przegi ↪ecia określa si ↪e wzorem

L :
u1 + u2

2
− (u2 − u1)

2

2 ν
z.

Punkty przeci ↪ecia si ↪e L z asymptotami u1, u2 wynosz ↪a, odpowiednio z1,2 = ± 4 ν
u2−u1

; tak wi ↪ec

∆ =
8 ν

u2 − u1
. (3.27)

Wnioskujemy st ↪ad że szerokość efektywna jest wprost proporcjonalna do wspó lczynnika

lepkości i odwrotnie proporcjonalna do różnicy asymptot. W przypadku gdy ν → 0,

rozwi ↪azanie (3.25) przechodzi w rozwi ↪azanie równania Hopfa, opisuj ↪ace propagacj ↪e fali ude-

rzeniowej. Widać, wi ↪ec, że lepkość powoduje rozmycie frontu fali uderzeniowej. Pod innymi

wzgl ↪edami rozwi ↪azania (3.25) oraz (3.16) s ↪a identyczne.

3.1.5. Zupe lna ca lkowalność równania Burgersa.

Twierdzenie 3.1..1.Zamian ↪a zmiennych

u(t, x) = −Φx(t, x)

Φ(t, x)
(3.28)

równanie Burgersa sprowadza si ↪e do równania transportu

Φt − ν Φxx = 0.

Dowód. Obliczamy pochodne wyrażenia stoj ↪acego w prawej stronie równania (3.28):

ut = −2 ν
Φ Φxt − Φx Φt

Φ2
, ux = −2 ν

Φ Φxx − Φ2
x

Φ2
,

uxx = −2 ν
Φ2 Φ3x − 3ΦΦx Φxx + 2Φx Φ2

x

Φ3
.
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Podstawiaj ↪ac te wzory do równania Burgersa otrzymamy:

−2 ν

Φ3

{
Φ2 Φxt − Φ Φx Φt − 2νΦx

(
ΦΦxx − Φ2

x

)
−

−ν
(
Φ2Φ3x − 3ΦΦxΦxx + 2Φ3

x

)}
=

−2 ν

Φ3

{
Φ2 (Φxt − νΦ3x) − Φ Φx (Φt − νΦxx)

}
=

= −2 ν

Φ3

(
Φ2 ∂

∂ x
− Φ Φx

)
(Φt − νΦxx) .

Lemat 3.1..3.Transformacja Cole’a-Hopfa (3.28) wi ↪aże rozwi ↪azanie zagadnienia Cauchy’ego

ut + uux = ν uxx, (3.29)

u(0, x) = F (x),

gdzie F (x) jest funkcj ↪a ci ↪agl ↪a i ograniczon ↪a, z rozwi ↪azaniem zagadnienia pocz ↪atkowego

Φt − Φxx, (3.30)

Φ(0, x) = C1 exp

[
− 1

2 ν

∫ x

0

F (ξ) d ξ

]
(3.31)

Dowód. Warunki poczatkowe s ↪a zwi ↪azanie transformacj ↪a

u(0, x) = −2 ν [log Φ(0, x)]x .

St ↪ad

d log Φ(0, x) = −F (x)

2 ν
d x.

Ca lkuj ↪ac otrzymamy

log Φ(0, x) = − 1

2 ν

∫ x

C

F (ξ) d ξ,

lub

Φ(0, x) = C1 exp

[
− 1

2 ν

∫ x

0

F (ξ) d ξ

]
.

Uwaga. Można pokazać, że wartość sta lej ca lkowania C1 nie jest istotna, dlatego przyj-

mujemy że C1 = 1.
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Lemat 3.1..4.Jeżeli θ(x) jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a i ograniczon ↪a, to rozwi ↪azanie zagadnienia Cau-

chy’ego

Φt − Φxx = 0,

Φ(0, x) = θ(x)

dane jest wzorem

Φ(t, x) =
1√

4 π ν t

∫ +∞

−∞
θ(ξ) exp

[
−(x− ξ)2

4 ν t
d ξ

]
. (3.32)

Dowód tego lematuo można znaleźć w wi ↪ekszości podr ↪eczników z równań fizyki matema-

tycznej 1.

Wniosek 3.1..1.Rozwi ↪azanie zagadienia Cauchy’ego (3.29) dane jest wzorem

u(t, x) =

∫
R

x−ξ
t
e−

f(ξ, t, x)
2ν d ξ∫

R
e−

f(ξ, t, x)
2ν

, (3.33)

gdzie

f(ξ, t, x) =

∫ ξ

0

F (z) d z +
(x− ξ)2

2 t
.

Przyk lad 3.1..1.Rozpatrzmy zagadnienie pocz ↪atkowe

ut + uux − ν uxx = 0, (3.34)

u(0, x) = F (x) = Aδ(x)H(x), (3.35)

gdzie A-nieujemna sta la, δ(x)- funkcja uogólniona, zwana delt ↪a Diraca. Jest to funkcjona l

liniowy zdefioniowany na zbiorze C∞
0 (R) funkcji nieskończenie różniczkowalnych o zwartym

nośniku. Wartość tego funkcjona la na funkcj ”próbnej” φ(x) ∈ C∞
0 (R) nieformalnie można

przedstawić w nast ↪epuj ↪acy sposób 2:

< δ, φ >=

∫ +∞

−∞
δ(x)φ(x) d x = φ(0).

1można go znaleźć w skrypcie http://wms.mat.agh.edu.pl/ vladimir/courses/Maindst7c.pdf
2Reprezentacj ↪a delta-funkcji za pomoc ↪a ca lki jest dzia laniem niew laściwym, gdyż δ(x) nie jest funkcj ↪a.

Poprawn ↪a definicj ↪e można oprzeć na tym że δ(x) jest s lab ↪a granic ↪a ci ↪agu funkcji ca lkowalnych:

δ(x) = lim
t→+0

1√
4π t

exp

[
−x2

4 t

]
.

W terminach tych poprawna definicja przybiera postać

< δ, φ >= lim
t→+0

1√
4π t

∫ +∞

−∞
exp

[
−x2

4 t

]
φ(x) d x.
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Dalej,

H(x) =

{
1 gdy x ≥ 0

0 gdzie indziej.

Okreś lmy∫ x

0

F (z) d z = lim
ε→+0

∫ x

ε

F (z)φε(z) d z,

gdzie

C∞
0 ∋ φε(z) =



{
1 na < ε, x+ ε/2 >,

0 na R\ < ε/2, x+ ε >, gdy x > 0,{
1 na < x− ε/2, ε/2 >,

0 na R\ < x− ε, ε >, gdy x < 0,

Z powyższych wzorów wynika, że∫ ξ

0

F (x) d x =

{
0 gdy ξ > 0,

−A gdy ξ < 0.

Mamy st ↪ad równość

Φ(0, x) = C1 exp

[
− 1

2ν

∫ x

0

F (ξ) d ξ

]
= C1

{
e

A
2 ν gdy x < 0,

1 gdy x ≥ 0.

Wprowadzaj ↪ac parametr R = A/(2ν) oraz wykorzystuj ↪ac wzór (3.32) otrzymamy

Φ(t, x) =
C1√

4 π ν t

{∫ 0

−∞
eR exp

[
−(x− ξ)2

4ν t

]
d ξ +

∫ ∞

0

exp

[
−(x− ξ)2

4ν t

]
d ξ

}
.

Dalej, różniczkuj ↪ac ten wzór po x i podstawiaj ↪ac wyniki obrachunków do wzoru (3.29) otrzy-

mamy

u(t, x) =

(∫ 0

−∞ eR +
∫ +∞
0

)
x−ξ
2ν t

exp
[
− (x−ξ)2

4ν t

]
d ξ(∫ 0

−∞ eR +
∫ +∞
0

)
exp

[
− (x−ξ)2

4ν t

]
d ξ

.

Ca lki w liczniku obliczamy stosuj ↪ac zamian ↪e zmiennych (x − ξ)2/(4ν t) = τ . Żeby obliczyć

ca lki w mianowniku, stosujemy zamian ↪e zmiennych (x − ξ)/(
√

4ν t) = τ . Po wyca lkowaniu

otrzymamy wzór

u(t, x) =

√
ν

t
e−ξ2/4 eR − 1

√
π
2

[1 + eR + (1 − eR) erf(ξ/2)]
, ξ =

x√
ν t
, (3.36)

gdzie

erf[z] =
2√
π

∫ z

0

exp
[
−τ 2

]
dτ.
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Asymptotyka. Przy ν >> 1 R → 0, eR ≈ 1 +R,

erf

[
x√
4 ν t

]
=

2√
π

∫ x√
4 ν t

0

(
1 − ξ2

1
+
ξ4

2
+ ...

)
d ξ ≈ 2√

π

x√
4 ν t

.

A wi ↪ec erf [ x√
4 ν t

] d ↪aży do zera przy bardzo dużych wartościach parametru ν. Zatem przy

takim za lożeniu

u(t, x) ≈
√
ν

t
e−

x2

4 ν t

A
2 ν√
π

=
A√

4π t ν
e−

x2

4 ν t . (3.37)

Wniosek 3.1..2.Przy dużych ν rozwi ↪azanie zagadnienia (3.34)-(3.35) d ↪aży do rozwi ↪azania

o wybuchu cieplnym dla liniowego równania transportu.

Co si ↪e dzieje z rozwi ↪azaniem (3.36) przy dużych R? Można pokazać iż d ↪aży ono do

rozwi ↪azania

u(t, x) =

{
x
t

gdy 0 < x < xΦ =
√

2 t A,

0 gdy x > xΦ,

które równanie Burgersa ”dzieli” z równaniem Hopfa. Dowód tego stwierdzenia jest żmudny,

i my go pomijamy. Każdy jednak może si ↪e przekonać że teza jest prawdziwa, interpretuj ↪ac

wzór (3.36) w pakiecie ”Mathematica” Na rys. 3.6 jest to zobrazowane dla R = 25.

Zadanie 3.1..3.Wykorzystuj ↪ac metody wymiarów i podobieństwa, rozwi ↪azać problem

ut + uux = ν uxx, t > 0, x ∈ R, (3.38)

∂kx u(0, x) = 0 gdy x ̸= 0, k = 0, 1, (3.39)∫ +∞

−∞
u(t, x) d x = A. (3.40)
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Rozwi ↪azanie. Wybieramy jako jednostki o wymiarach niezależnych

ν[L2/T ], oraz t[T ]

Pozosta le jednostki (czyli x[L], u[L/T ]) wyrażamy w postaci:

u =

√
ν

t
φ(ξ), x = ξ

√
ν t.

Po podstawieniu uzyskanego ansatzu do równania Burgersa, otrzymujemy równanie zre-

dukowane

2 φ̈ =
d

d ξ
[φ(φ− ξ)] .

Ca lkuj ↪ac raz i k lad ↪ac sta l ↪a ca lkowania równ ↪a 0 (warunki pocz ↪atkowe), otrzymamy równanie

1

φ

dφ

d ξ
=

1

2
(φ− ξ).

Wprowadzaj ↪ac now ↪a zmienn ↪a p(ξ) = log[φ], otrzymamy

d p

d ξ
− 1

2
ep = −1

2
ξ.

Równanie to rozwi ↪azujemy metod ↪a uzmienniania sta lej. Najpierw rozwi ↪azujemy równanie

jednorodne

d p̃

d ξ
− 1

2
ep̃ = 0.

 Latwo widać, że równanie to spe lnia funkcja

p̃ = − log[C − ξ/2].

Postulujemy że

φ = ep =
1

C(ξ) − ξ/2
.

Funkcja C(ξ) spe lnia równanie

C ′ − 1

2
ξ C = −1

4
ξ2.

Jest to równanie liniowe niejednorodne. Do jego rozwi ↪azania ponownie stosujemy metod ↪e

uzmienniania sta lej. W wyniku otrzymujemy rozwi ↪azanie

C(ξ) = C2 e
ξ2/4 − 1

4

∫ ξ

0

τ 2 exp

[
ξ2 − τ 2

4

]
d τ .

Ca lk ↪e w powyższym wzorze obliczamy wykorzystuj ↪ac pakiet Mathematica:∫ ξ

0

τ 2 exp

[
−τ 2

4

]
= −2 ξ e−ξ2/4 + 2

√
π erf[ξ/2]
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(przypomnijmy, że erf[z] = 2√
π

∫ z

0
e−τ2 d τ). Wykorzystuj ↪ac ten wzór otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace

rozwi ↪azanie:

u(t, x) =

√
ν

t

e−ξ2/4

C2 −
√
π
2

erf[ξ/2]
, ξ =

x√
ν t
.

Sta l ↪a C2 otrzymamy wykorzystuj ↪ac warunek (3.40). Podstawiaj ↪ac do niego uzyskane rozwi ↪azanie

oraz ca lkuj ↪ac (w pakiecie ”Mathematica ”) otrzymamy:

A = ν

∫ +∞

−∞

e−τ2/4

C2 −
√
π
2

erf[τ/2]
d τ = 4ν arccoth

[
2√
π C2

.

]
St ↪ad

C2 =

√
π

2
· e

A
4 ν + e−

A
4 ν

e
A
4 ν − e−

A
4 ν

.

Wprowadzaj ↪ac parametr R = A
2 ν

(analog liczby Reynoldsa), możemy zapisać rozwi ↪azanie w

postaci

u(t, x) =

√
ν

t
e−ξ2/4 eR − 1

√
π
2

[1 + eR + (1 − eR) erf(ξ/2)]
, ξ =

x√
ν t
.

Powyższe rozwi ↪azanie jest identyczne z (3.36)

Zadanie 3.1..4.Znaleźć rozwi ↪azanie równania

qt + aqx − bqxx − cq − jqn = 0, q = q(t, x) (3.41)

postaci

q =
α

chp[β z]
, z = x−D t. (3.42)

Rozwi ↪azanie. Różniczkuj ↪ac lew ↪a i praw ↪a stron ↪e (3.42) po odpowiednich zmiennych

otrzymamy:

qt = pD αβ
sh[β z]

ch(p+1)[β z]
,

qx = −pα β sh[β z]

ch(p+1)[β z]
,

qxx = pα β2 p ch2[β z] − (p+ 1)

chp+2[β z]
.

Podstawiaj ↪ac prawe strony do (3.41), otrzymamy:

pαβ (D − a)
sh[β z]

chp+1[β z]
− b p α β2p ch2[β z] − (p+ 1)

chp+2[β z]
=

= c
α

chp[β z]
+ j

αn

chn p[β z]
.
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Analiza pokazuje że pszczególne wyrazy stoj ↪ace przy niezależnych funkcjach hiperbolicznych

(po sprowadzeniu do wspólnego mianownika) da si ↪e ”zbilansować” jeżeli n p = p+ 2. St ↪ad

p =
2

n− 1
, n ̸= 1.

Przy uwzgl ↪ednieniu tej równości, sprowadzamy wyrazy do wsp lnego mianownika i nast ↪epnie

przyrównujemy do zera wspó lczynniki przy niezależnych funkcjach hiperbolicznych. W wy-

niku otrzymujemy uk lad równań algebraicznych:

sh[β z] ch[β z] : D − a = 0, (3.43)

ch2[β z] : b p2 αβ2 + c α = 0, (3.44)

1 : b p (p+ 1)αβ2 = j αn = 0. (3.45)

Z (3.43) natychmiast wynika że D = a; z (3.44) mamy równość

β2 = − c

b p2
> 0,

wreszcie z (3.45), po uwzgl ↪ednieniu powyższych równości,

α =

[
−c (n+ 1)

2 j

] 1
n−1

.

Żeby rozwi ↪azanie by lo rzeczywistym, musimy (zak ladaj ↪ac że n+ 1 > 0) dodatkowo zaż ↪adać

by c i j mia ly różne znaki. Tak, wi ↪ec, na przyk lad, funkcja

q(t, x) =
3

2 ch2
[
x−t
2

] (3.46)

spe lnia równanie (odpowiadaj ↪ace wartościom a = b = 1, j = −c = 1, n = 2)

qt + qx = qxx − q (1 − q). (3.47)

Uwaga. Zamiana zmiennych niezależnych

τ = t, ξ = x− t

sprowadza równanie (3.47) do standardowego równania typu reakcji dyfuzji

qτ = qξξ − q (1 − q),

zaś funkcj ↪e (3.46) - do stacjonarnego rozwi ↪aznia

q =
3

2 ch2
[
ξ
2

]
tego równania.
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Zadanie 3.1..5.Rozpatrzmy równanie konwekcji-reakcji-dyfuzji (K-R-D)

ut + uux +B ux = κuxx + λu (u− S) (u+Q)

Stosuj ↪ac ansatz Hiroty

u(t, x) =
fx
f
, f = f(t, x) (3.48)

i postuluj ↪ac że

f(t, x) = 1 + ϵF (z), z = x− s t (3.49)

znaleźć rozwi ↪azanie typu fali biegn ↪acej.

Rozwi ↪azanie. Podstawiamy ansatza (3.48) z f w postaci (3.49) do równania wyj́sciowego.

Po sprowadzeniu wszystkich wyrazów do wspólnego mianownika otrzymamy duży wyraz al-

gebraiczny, który możemy potraktować jako wielomian wzgl ↪edem ϵ. Przyrównuj ↪ac wyrazy

przy odpowiednich pot ↪egach ϵ do zera, otrzymamy uk lad równań algebraicznych:

(1 +Q)λ (1 − S) = 0, (3.50)

−B + s+ κ−QS λ = 0, (3.51)

−s+ 1 + κ+ 2QS λ+B + (S −Q)λ = 0, . (3.52)

Rozpatrzmy przypadek S = 1 przy którym równanie (3.50) spe lnia si ↪e tożsamościowo. Z

równania (3.49) wyrażamy s:

s = λQ+B − κ. (3.53)

Podstawiaj ↪ac s do (3.52) otrzymamy nast ↪epuj ↪ace wyrażenie dla κ:

κ = −1 + λ

2
. (3.54)

Wracaj ↪ac do (3.53) otrzymamy

s =
2(λQ+B) − (1 + λ)

2
. (3.55)

Można pokazać, że przy takich ograniczeniach (czyli gdy S = 1 i s ↪a spe lnione warunki (3.54),

(3.55)) wzory (3.48 )-(3.49) określaj ↪a rozwi ↪azanie równania wyj́sciowego - najprościej można

to sprawdzić, wykorzystuj ↪ac pakiet ”Mathematica”.

Przypadek Q = −1 pozostawiamy czytelnikowi dla samodzielnego rozwi ↪azania.
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Zadanie 3.1..6.Wykazać że funkcja

u(t, x) =
1

1 + ea ξ
, ξ = x− V t (3.56)

spe lnia przy a = 1√
6
, V =

√
6 5

6
równanie Fishera

ut = uxx + u− u2.

W pakiecie ”Mathematica ” sprawdzenie wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco:

Komórka XX

In[1] := ξ = x− 5
√

6 t/6;

u = 1/(1 + Exp[ξ
√

6 ])2;

Simplify[D[u, t] −D[u, x, x] − u+ u2]

Out[4] = 0

Uwaga.Bezpośrednie podstawienie wzoru (3.56) do równania Fishera pozwala wykazać

istnienie dwóch rozwi ↪ań typu kinku, mianowicie,

u(t, x) =
1

1 + ea± ξ
, ξ = x− V± t, a± = ± 1√

6
, V± = ±

√
6

5

6
.

3.1.6. Hiperboliczna modyfikacja równania Burgersa. Równanie Burgersa for-

malnie można wyprowadzić z prawa zachowania

∂

∂ t

∫
Ω

u(t, x) d x = −
∫
∂ Ω

Gdσ

przy G = u2/2− ν ux, pod warunkiem że obszar Ω można ści ↪agn ↪ac do punktu. Jeżeli jednak

modelowana substancja jest wielosk ladnikowa, lub, ogólnie, posiada struktur ↪e wewn ↪etrzn ↪a

odmienn ↪a od atmowej (jak to ma miejsce przy opisie mieszanek wielofazowych, piasku, gleby,

etc.), wówczas tego uczynić nie można i trzeba w jakís sposób uwzgl ↪ednić struktur ↪e. Naj-

prostszy sposób polega na wprowadzeniu opóźnienia dop lywu:

∂

∂ t
u(t+ τ, x) = − ∂

∂ x
G(t, x).

Rozk ladaj ↪ac lew ↪a stron ↪e w szereg wzgl ↪edem τ i odrzuczaj ↪ac wyrazy rz ↪edu O(τ 2) otrzymamy

st ↪ad równanie

τ utt + ut + uux = ν uxx. (3.57)

Parametr τ (który na ogó l jest ma ly ) nazywa si ↪e czasem relaksacji. Zauważmy że w

powyższym wzorze możemy wykorzystać funkcj ↪eG, uwzgl ↪edniaj ↪ac ↪a nieliniowość wspó lczynnika
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transportu ν, jak również obecność źróde l masowych. Tak wi ↪ec w ogólnyum wypadku mamy

do czynienia z równaniem

τ utt + ut + uux = κ [un ux]x + f(u), (3.58)

(3.59)

Równanie (3.58) przy pewnych konkretnych funkcjacj f(u) posiada szereg fizycznei treści-

wych rozwi ↪azań typu fali biegn ↪acej (m. in., rozwi ↪azań typu kinków, solitonów, rozwi ↪azań

okresowych). Rozpatrzmy, dla przyk ladu, nieco ogólniejsze równanie z wielomianowym

cz lonem źród lowym

τutt + Auux +But +H ux − κuxx = f(u) = λ (u−m1)(u−m2)(u−m3). (3.60)

Poszukujemy rozwi ↪azań postai

u = v(t, x) = U(ξ), ξ = x+ µ t. (3.61)

Po podtawieniu ansatzu (3.61) do równania (3.60), otrzymamy RRZ

(τ µ2 − κ)U
′′

+ (H +B µ)U ′ + AU U ′ = λ (U −m1)(U −m2)(U −m3). (3.62)

Równanie to, ogólnie rzecz bior ↪ac (czli przy dowolnych wartościach parametrów), nie jest

ca lkowalne. W celu wyodr ↪ebnienia podrodziny rozwi ↪azań dopuszczaj ↪acej opis w terminach

funkcji analitycznych, przedstawimy rozwi ↪azanie w postaci zbliżonej do reprezentacji Cole’a-

Hopfa:

U(ξ) =
Ψ′(ξ)

Ψ(ξ)
. (3.63)

Reprezentacja ta prowadzi do równania

Ψ(ξ)2[λm1m2m3Ψ(ξ) − λ (m2m3 +m1m2 +m1m3)Ψ
′(ξ) + (H +Bµ)Ψ′′(ξ)+

(µ2τ − κ)Ψ′′′(ξ)] + Ψ(ξ) Ψ′(ξ)[Ψ′′(ξ) (A+ 3κ− 3µ2τ) − Ψ′(ξ) (H−

−λ (m1 +m2 +m3) +Bµ)] + [Ψ′(ξ)]3 (A− λ − 2κ+ 2µ2τ) = 0.

(3.64)

 Latwo możemy si ↪e przekonać w tym, że ma miejsce nast ↪epuj ↪ace stwierdzenie:

Lemat 3.1..5. Ansatz (3.63) prowadzi do równania liniowego

λ [m1m2m3Ψ − (m2m3 +m1m2 +m1m3)Ψ
′]+(H+Bµ)Ψ′′+(µ2τ−κ)Ψ′′′ = 0, (3.65)

gdy spe lnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki:

A+ 3κ− 3µ2τ = 0, (3.66)

H − λ (m1 +m2 +m3) +Bµ = 0, (3.67)

A− λ− 2κ+ 2µ2τ = 0. (3.68)
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Rys. 3.7: Rozwi ↪azanie typu kinku, opisywane przez wzór(3.70)

Rozwi ↪azania równania (3.65) mog ↪a być wyrażone poprzez perwiastki {σk}k=1, 2, 3 odpowied-

niego równania charakterystycznego. Jeżeli warunki (3.66)–(3.68) s ↪a spe lnione, to równanie

charakterystyczne przybiera postać

σ3 − (m1 +m2 +m3) σ
2 + (m2m3 +m1m2 +m1m3) σ −m1m2m3 = 0. (3.69)

Pierwiastki tego równania algebraicznego pokrywaj ↪a si ↪e z liczbami m1, m2 and m3. Niżej s ↪a

przeanalizowane cztery możliwe przypadki.

Przypadek I. Gdy m1 ̸= m2 ̸= m3 ̸= m1, ogólne rozwi ↪azanie równania (3.65) przybiera

postać

Ψ(ξ) = em1 ξc1 + em2 ξc2 + em3 ξc3.

Jeżeli c1 ̸= 0, wówczas, dziel ↪ac licznik i mianownik (3.63) przez t ↪e liczb ↪e, otrzymamy

rozwi ↪azanie

u(t, x) =
m1e

m1ξ + c2m2e
m2ξ + c3m3e

m3ξ

em1ξ + c2em2ξ + c3em3ξ
, ξ = x+ µt. (3.70)

Przy dodatnich c2 oraz c3 wzór (3.70) opisuje rozwi ↪azanie typu kinku, rys. 3.7.

Przypadek II: Gdy m1 ̸= m2 = m3, wówczas

Ψ(ξ) = em1ξ + em2ξ(c2 + c3ξ).

Podstawiaj ↪ac t ↪e funkcj ↪e do (3.63), otrzymamy rozwi ↪azanie

u(t, x) =
m1e

m1ξ + em2ξ(c2m2 + c3 +m2 c3ξ)

em1ξ + em2ξ(c2 + c3ξ)
. (3.71)

Rozwi ↪azanie (3.71) d ↪aży do sta lej m1 lub m2 gdy ξ → ±∞. Żeby rozwi ↪azanie bylo

niesyngularne, powinien być spe lniony warunek

e(m1−m2)ξ > −(c2 + c3ξ). (3.72)
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Rys. 3.8: Przypadek II: niesyngularne rozwi ↪azanie. Linie ci ↪ag le odpowiadaj ↪a wykresom

funkcji f1(ξ) = e(m1−m2)ξ oraz f2(ξ) = −(c2 + c3ξ). Linia przerywana określa styczn ↪a do

f1(ξ), równoleg l ↪a do f2(ξ)
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Rys. 3.9: Przyk lad rozwi ↪azania typu fali biegn ↪acej opisywanego wzorem (3.71)

Jest to możliwe gdy m1 − m2 > 0 i jednocześnie c3 < 0. Istnieje również inna opcja,

mianowicie: m2 − m1 > 0, oraz c3 > 0. Rys. 3.8 ilustruje pierwszy przypadek. Z analizy

rys. 3.8 wynika że warunek (3.72) jest spe lniony gdy −c2 < ccr, gdzie

ccr = −A
[
c3 + em1−m2

]
, A =

1

m1 −m2

ln
c3

m2 −m1

.

Przypadek III: Przy m1 = m2 = m3 = m

Ψ(ξ) = emξ [c3 + ξ (c2 + ξ)] .

Wykorzystuj ↪ac (3.63) otrzymamy rozwi ↪azanie

u(t, x) = m+
c2 + 2ξ

c3 + ξ(c2 + ξ)
. (3.73)

Wzór (3.73) określa rozwi ↪azanie solitonowe z ”ci ↪eżkim” ogonem (rys. 3.10), pod warunkiem

że ma miejsce nierówność c22 − 4 c3 < 0.
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Rys. 3.10: Przyk lad rozwi ↪azania opisywanego wzorem (3.73)
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Rys. 3.11: Okresowe rozwi ↪azanie równania (3.60) reprezentowane wzorem (3.74)

Przypadek IV: Gdy m1, m2 = α± β i, zaś m3, jest liczb ↪a rzeczywist ↪a

u(ξ) =
c3m3e

m3ξ + 2eαξ [α cos(βξ) − β sin(βξ)]

c3em3ξ + 2 eαξcos(βξ)
(3.74)

Rozwi ↪azanie to nie jest syngularne pod warunkiem że m3 = α i |c3| > 2. W tym przypadku

mamy do czynienia z rozwi ↪azaniem okresowym (rys.. 3.11).

Przy innjes postaci funkcji f(u), wykorzystuj ↪ac nast ↪epuj ↪ac ↪a modyfikacj ↪e wzoru (3.63)

u(ξ) =

∑m
µ=0 aµexp(µαξ)∑n
ν=0 bνexp(ναξ)

, (3.75)

można uzyskać wyk ladniczo zlokalizowane rozwi ↪azania solitonowe. Ma to, na przyk lad, miej-

sce w przypadku równania

τutt + ut − κuxx = f(u) =
4∑

ν=0

λν/2u
ν/2. (3.76)

Wykorzystuj ↪ac pakiet ”Mathematica” możemy si ↪e  latwo przekonać że funkcja

u(t, x) =

[
a0 + a1e

α(x+vt)

b0 + b1eα(x+vt)

]2
(3.77)
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Rys. 3.12: ”Ciemny” soliton opisywany wzorem (3.77) przy a0 = 2, a1 = −4, b0 = 1, b1 =

2, v = 2, α = 1.

spe lnia równanie (3.76) pod warunkiem że

λ0 = 2a20a
2
1αh/∆

2, λ1/2 = −2a0a1α(3hΘ +Bv∆)/∆2,

λ1 = 2α(h(3Θ2 − ∆2) +Bv∆Θ)/∆2, λ3/2 = −2b0b1α(5hΘ +Bv∆)/∆2,

λ2 = 6b20b
2
1hα/∆

2.

Powyżej wykorzystene zosta ly oznaczenia

h = α, ∆ = a1 b0 − a0 b1, Θ = a1 b0 + a0 b1.

Rozwi ↪azanie to opisuje fal ↪e solitonopodobn ↪a przy spe lnieniu dodatkowych warunków

b0b1 > 0, |a0|/|b0| = |a1|/|b1| oraz a0/b0 ̸= a1/b1.

Rozwi ↪azanie takie jest przedstawione na rys. 3.12.

W ogólnym przypadku nie można opisać rozwi ↪azanie solitonowe w terminach funkcji ele-

mentarnych lub specjalnych. Rozwi ↪azania taki można znaleźć (o ile, oczywíscie, ono ist-

nieje), wykorzystuj ↪ac analiz ↪e jakościow ↪a oraz symulacje numeryczne. Najbardziej wyczer-

puj ↪ac ↪a odpowiedz analiza jakościowa daje w tym przypadku gdy równanie zredukowane jest

równoważne uk ladowi hamiltonowskiemu

U̇ = − ∂ H

∂W
, Ẇ =

∂ H

∂ U

przy pewnej funkcjiH(U, W ). Taka sytuacja ma miejsce, na przyk lad, w przypadku równania

τ utt − κuxx = γ u (α2 − u2).

Poszukuj ↪ac rozwi ↪azanie w postaci fali biegn ↪acej u(t, x) = U(ξ), ξ = x − µ t, otrzymamy

równanie

hU ′′ = −γ U (U2 − α2), h = τ µ2 − κ.
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Równanie to jest równoważne uk ladowi hamiltonowskiemu

dU

dT
= −W = − ∂ H

∂W
, (3.78)

dW

dT
= γ U (U2 − α2) =

∂ H

∂ U
, (3.79)

gdzie d
d T

= h d
d ξ
,

H(U, W ) =
W 2

2
+ γ

[
U4

4
− α2U

2

2

]
≡ W 2

2
+ V (U).

Funkcja V (U) nazywa si ↪e energi ↪a potencjaln ↪a uk ladu (3.78)-(3.79). Zachodzi

Lemat 3.1..6.

• Wsystkie punkty stacjonarne uk ladu (3.78)-(3.79) znajduj ↪a si ↪e na osi poziomej.

• Jeżeli funkcja V (U) ma w punkcie U0 minimum (maksimum) lokalne, wówczas punkt

stacjonarny (U0, W ) jest środkiem (siod lem).

• Funkcj ↪a H(U, W ) zachowuje sta l ↪a wartość na rozwi ↪azaniach (trajektoriach fazowych)

uk ladu (3.78)-(3.79).

Z tego natychmiast wynika

Wniosek 3.1..3.Jeżeli rowi ↪aznie przechodzi przez punkt (U0, W0) p laszczyzny fazowej, wówczas

dla dowolnego T spe lnione s ↪a warunki

Umin ≤ U(T ) ≤ Umax,

gdzie Umin (Umax)- wspó lrz ↪edna lewego (prawego) przeci ↪ecia wykresu funkcji V (U) z pozio-

mic ↪a H(U0, W0), p. rys. 3.13

Sformu lowane stwierdzenia daj ↪a klucz do odtworzenia trajektorii fazowych uk ladu (3.78)-

(3.79), p. rys. 3.14. Zauważmy, że trajektorie bi-asymptotyczne do punktu siod lowego

(0, 0), zwane trajektoriami homoklinicznymi, odpowiadaj ↪a rozwi ↪azaniom solitonowym.

Bardziej dok ladnie, lewa trajektoria homokliniczna odpowiada ”ciemnemu” solitonowi, lub,

inaczej, solitonowi rozrzedzenia, wtenczas gdy prawa - solitonowi ścisku.

W przypadku równania

τ utt + ut + uux − κuxx = γ u (1 − u2) (3.80)

rozwi ↪azanie w postaci fali biegn ↪acej u(t, x) = U(ξ), ξ = x− µ t, spe lnia równanie

hU ′′ + (U − µ) = −γ U (U2 − 1),
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Rys. 3.13: zakres zmienności wspó lrz ↪ednej U(T ) uk ladu (3.78)-(3.79)

h = τ µ2 − κ. Równanie to jest równoważne uk ladowi

dU

dT
= −W (3.81)

dW

dT
= (U − µ) + γ U (U2 − 1) (3.82)

gdzie d
d T

= h d
d ξ
. Uk lad ten nie jest hamiltonowskim. Odpowieź o istnieniu rozwi ↪azania

homoklinicznego (odpowiadaj ↪acego solitonowi) daje twierdzenie Andronova-Hopfa 3, które

formu luje warunki tworzenia si ↪e w ma lym otoczenia środka nieliniowego rozwi ↪azania okre-

sowego (zwanego cyklem granicznym). Wzrost średnicy cyklu granicznego, po lożonego w

s ↪asiedztwie punktu siod lowego, przy zmianie parametru bifurkacji prowadzi, bowiem, do

bifurkacji homoklinicznej, p. rys. 3.15.

Dla uk ladu (3.81)-(3.82) cykl graniczny o zerowej średnicy tworzy si ↪e gdy µ = −1. Roz-

miar cyklu rośnie wraz ze wzrostemµ. Przy µ = µcr = −0.836 zachodzi homokliniczna

bifurkacja. A wi ↪ec przy tej wartości parametru µ równanie (3.80) posiada rozwi ↪azanie soli-

tonowe.

Uwaga. Przy realizacji takiego scenariusza rozwi ↪azanie solitonowe istnieje tylko przy

konkretnych wartościach parametrów. Cecha ta jest charakterystyczne dla uk ladów dysypa-

tywnych.

Otrzymane wyżej rozwi ↪azania typu fali biegn ↪acej (okresowe, kinki, solitonopodobne) można

wykorzystać jako dane Cauchy’ego w eksperymentach numerycznych. Okazuje si ↪e że ewolu-

cja czasowa tak postawionych zagadnień pocz ↪atkowych w sposób bardzo istotny zależey od

3A. Hassard, B. Kazarinoff, H. Wan, Hopf bifuraation and its applications, Wiley and Sons, New Jersey,

1981



65

-3 -2 -1 1 2 3
U

-4

-2

2

4
V HUL

-4 -2 2 4
U

-4

-2

2

4
W

Rys. 3.14: U góry: wykres energii potencjalnej uk ladu (3.78)-(3.79) oraz poziomice odpowia-

daj ↪ace wartościom H(U,W ) = 1.5; 0;−1;−2.5. U do lu: trajektorie fazowe odpowiadaj ↪ace

pozomicom: zewn ↪etrzna odpowiada H(U,W ) = 1.5; para p ↪etli homoklinicznych odpowiada

H(U,W ) = 0; duże (ma le) trajektorie eliptyczne wewn ↪atrz p ↪etli homoklinik odpowiadaj ↪a

wartości H(U,W ) = −1 (H(U,W ) = −1.5 )

Μ1 Μ2 Μ3

Rys. 3.15: Ewolucia cyklu granicznego w pobliżu punktu siod lowego: zmiana parametru

bifurkacyjnego µ prowadzi do wzrostu średnicy trajektorii okresowej (środkowy portret fa-

zowy); przy µ = µ2 cykl graniczny zamienia si ↪e w trajektori ↪e homokliniczna, która jest

obrazem rozwi ↪azania solitonowego
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Rys. 3.16: Na lewym rysunku przedstawione wyniki symulacji numerycznej ewolucji

rozwi ↪azana solitonowego równania (3.80) przy wartościach parametrów odpowiadaj ↪acym

”liczbie Macha” M = 0.9; na prawym rysunku przedstawiono wynik symulacji numerycznej

zaburzenia solitonowego przy wartościach parametrów odpowiadaj ↪acym M = 1.8

wartości parametrów. Tak, naprzyk lad, wyk ladniczo zlokalizowane rozwi ↪azania typu solito-

nowego nigdy nie s ↪a stabilne, a ich ewolucja zależey od ”liczby Macha”

M =
maxx∈R|u(0, x)|√

κ/τ
.

PrzyM < 1 rozwi ↪azanie zanika w skończonym czasie, zaś przyM > 1 (rownież w skończonym

czasie) tworzy si ↪e rozwi ↪azanie typu ”blow-up”, p. rys. 3.16. Definicja stabilności rozwi ↪azań

typu fali biegn ↪acej oraz pewne stwierdzenia dotycz ↪ace konkretnych rozwi ↪azań omawianych

w poprzednich paragrafach b ↪ed ↪a podane w ostatnim rozdziele niniejszego skryptu.
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Rozdzia l 4

Fale nieliniowe

4.1. Wst ↪ep. Odkrycie solitona

Soliton - to fala nieliniowa, posiadaj ↪aca szereg niezwyk lych w lasności. Obserwowany by l

na pewno w pradawnych czasach, jako bardzo d luga (rz ↪edu dziesi ↪atków i setek metrów, a

niekiedy nawet kilometrów) fala na powierzchni wody (która docieraj ↪ac do brzegu spi ↪etrza

si ↪e, zamieniaj ↪ac si ↪e na fal ↪e tsunami). Pierwsz ↪a udokumentowan ↪a obserwacj ↪e solitonu za-

wdzi ↪eczamy Scottowi Russellowi (1834). Oto jego opis.

Obserwowalem, jak  lódź ci ↪agni ↪eta przez par ↪e koni porusza la si ↪e w ↪askim kana lem, gdy nagle

 lódź utkn ↪e la w miejscu. Ca la masa wody przysz la w ruch, skupiaj ↪ac si ↪e przy dziobie w stanie

silnego zawirowania, potem nagle oderwa la si ↪e od niego i posz la do przodu z duż ↪a pr ↪edkości ↪a,

przybieraj ↪ac kszta lt dużego pojedyńczego garbu. Garb ten porusza l si ↪e wzd luż kana lu nie

zmieniaj ↪ac swego kszta ltu. Rzuci lem si ↪e konno za nim i dogoni lem go gdy wci ↪aż jeszcze si ↪e

porusza l z pr ↪edkości ↪a 8-9 mil na godzin ↪e zachowuj ↪ac kszta lt. Fala ta mia la oko lo 30 stóp

d lugości i 1-1.5 stóp wysokości. Wysokość fali powoli si ↪e zmniejsza la. Po przejechaniu ok.

dwóch mil zgubi lem fal ↪e w zagi ↪eciach kana lu. W ten oto sposób, w r. 1834 dzi ↪eki zbiegu

okoliczności obserwowa lem po raz pierwszy to pi ↪ekne i niezwyk le zjawisko.

Scott Russell by l z zawodu inżynierem. Usi lowa l on odtworzyć sytuacj ↪e w warunkach la-

boratoryjnych ( rys. 4.1 ilustruje eksperyment laboratoryjny, przeprowadzony przez Scotta

Russella). Nazwa l t ↪e fal ↪e ”solitary wave”, czyli ”fal ↪a odosobnion ↪a”. S.R. usi lowa l również bez

powodzenia zgadn ↪ac równania opisuj ↪ace soliton. Zwraca l si ↪e również do wielu wspó lczesnych

mu matemetyków, i też bez skutku, gdyż fala solitonowa, b ↪ed ↪aca obiektem istotnie nielinio-

wym, nie mieści la si ↪e w ramach ówczesnych teorii. Potwierdzenie teoretyczne znalaz la w

r. 1895 w pracach uczonych Holenderskich Kortevega i de Vriesa. Opracowali oni teori ↪e fal

d lugich poruszaj ↪acych si ↪e na powierzchni p lytkiej wody, a wyprowadzone przez nich równanie

ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać:

∂ η

∂ t
+

3

2

√
g

l

∂

∂ x

(
1

2
η2 +

1

3
σ
∂2 η

∂ x2

)
= 0, (4.1)
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Rys. 4.1:

gdzie η - wysokość fali, T - naci ↪ag powierzchniowy, ρ -g ↪estość, g - sta la grawitacyjna,

σ = l3/3 − T L/(ρ g).

Wykorzystuj ↪ac skalowanie

t→ α t, x→ βx, η → γu,

równanie to można przedstawić w postaci obecnie uważanej za standardow ↪a:

ut + 12uux + uxxx = 0.

Rozwi ↪azanie opisuj ↪ace fale solitonow ↪a (również podane przez Kortevega i de Vriesa) w tej

reprezentacji ma postać

u(t, x) = s sech2

[√
s

2
z

]
, z = x− s t.

W lasności rozwi ↪ań solitonowych.

• Amplituda maksymalna fali solitonowej jest proporcjonalna do jego pr ↪edkości s.

• Amplituda solitonu wyk ladniczo szybko zmierza do zera gdy |z| → ∞.

• Soliton ewolucjonuje bez zmiany kszta ltu.

Dalsze w lasności.

• Elastyczne oddzia lywanie (rys. 4.2)
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Rys. 4.2: Symulacija numeryczna oddzia lywania dwóch solitonów poruszaj ↪acych si ↪e w prawo.

W chwili t0 = 0 soliton o wi ↪ekszej amplitudzie znajduje si ↪e po lewej od mniejszego solitonu;

linia przerywana odpowiada chwili t1 = 1400; w chwili t2 = 2800, gdy oddzia lywaniejest

zakończone, solitony odtwarzaj ↪a swe kszta lty, z tym że wi ↪ekszy soliton, poruszaj ↪acy si ↪e z

wi ↪eksz ↪a pr ↪edkości ↪a, znajduje si ↪e po prawej od mniejszego.

• Istnienie szerokiej klasy g ladkich danych Caucyego φ(x) ∈ Ck
0 takich że rozwi ↪azanie

zagadnienia pocz ↪atkowego

ut + 12uux + uxxx = 0, u(0, x) = φ(x), (4.2)

w trakcie ewolucji ”rozszczepia si ↪e” na skończon ↪a liczb ↪e solitonów. Na rys. 4.3 poka-

zany jest wynik symulacji numerycnej zagadnienia Cauchyego (4.2) z

φ(x) =


0 gdy x < −150,

0.3 cos
[
π
30

(x+ 120) + 1
]

gdy − 150 < x < −90,

0 gdy x > −90.

(4.3)

4.1.1. Drugie odkrycie solitona: problem Fermiego-Pasty-Ulama. W latach

50-ch XX st. E. Fermi, J. Pasta oraz S. Ulam (F-P-U) zajmowali si ↪e problemem dystrybu-

cji energii w  lańcuhu sk ladaj ↪acym si ↪e z mas po l ↪aczonych spreżynkami (p. rys. 4.4). Gdy

si la spr ↪eżystości by la liniowa - energia pierwotna, dostarczana za pośrednictwem krótkiego

uderzenia skrajnej kulki, z up lywem czasu równomiernie si ↪e dzieli la na wszystkie stopnie swo-

body (mody), kojarzone ze wszelkimi możliwymi cz ↪estotliwościami ωj drgań w lasnych uk ladu

(p. rys. 4.5). A wi ↪ec dla uk ladu liniowego spe lniona jest t. zw. hipoteza ergodyczności.

Ku wielkiemu zdumieniu badaczy, eksperymenty numeryczne z d lugim  lańcuszkiem kulek

(by lo ich rz ↪edu 60), zwi ↪azanych nieliniowymi si lami spr ↪eżystości nie potwierdzi ly hipotezy

ergodycznej.
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Rys. 4.3: Symulacija numeryczna tworzenia si ↪e wi ↪azki solitonów. Lewy rysunek: wykres

funkcji pocz ↪atkowej u(0, x) = φ(x); prawy rysunek: wykres funkcji u(600, x).

Uk lad dynamiczny w eksperymencie F-P-U wygl ↪ada l nast ↪epuj ↪aco:

Q̈n(t) = f(Qn+1 −Qn) − f(Qn −Qn−1), (4.4)

gdzie Qn - odchylenie od równowagi n-j kulki,

f(z) = γ z + α z2.

Uk ladem (4.4) zacz ↪eli si ↪e interesować w szczególny sposób. W r. 1965 Kruskal oraz Zabussky

zaj ↪eli si ↪e poszukiwaniem analogu kontynualnego równania (4.4). Tok ich rozumowań by l

nast ↪epuj ↪acy. Zak ladaj ↪ac że odleg lość a dziel ↪aca kulki w stanie spoczynku jest bardzo ma la,

utożsamili oni wielkość n · a, określaj ↪ac ↪a (w przybliżeniu) wspó lrz ↪edn ↪a n-j kulki, z (ci ↪ag l ↪a)

wielkości ↪a x, dokonuj ↪ac podmiany

Qn(t) = Q(t, n a) ≡ Q(t, x).

Do opisu s ↪asiednich kulek by l wykorzystany wzór

Qn± 1 = Q(t, x± a) = e±aDxQ(t, x) =
∞∑
k=0

(± a)k

k!

∂k

∂ xk
Q(t, x).

Przy powyższych za lożeniach uk lad (4.4) można przedstawić w postaći

∂2

∂ t2
Q(t, x) = f

[
∞∑
k=1

ak

k!

∂k

∂ xk
Q(t, x)

]
− f

[
−

∞∑
k=1

(−a)k

k!

∂k

∂ xk
Q(t, x)

]
.

St ↪ad, po nieskomplikowanych obrachunkach, można otrzymać nast ↪epuj ↪ace równanie:

Qtt = γ

(
a2Q2x +

a4

12
Q4x

)
+ 2α a3QxQxx +O(a5).

Kolejnym krokiem jest skalowanie Q = aP , które daje równanie

Ptt = γ

(
a2P2x +

a4

12
P4x

)
+ 2α a3Px Pxx (4.5)
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a

Rys. 4.4: Schemat uk ladu rozpatrywan przez Fermiego, Past ↪e oraz Ulama

Rys. 4.5: U góry: uk lad o dwóch stopniach swobody; u do lu: uk lad o trzech stopniach

swobody.

(od tego miejsca ignorujemy ”nieistotny” ogon). Różniczkuj ↪ac równanie (4.5) po zmiennej

x, wprowadzaj ↪ac zmienna zależn ↪a u(t, x) = Px(t, x), oraz dokonuj ↪ac podmiany zmiennej

czasowej

∂

∂ t
=

√
γ a

∂

∂ T

otrzymujemy równanie Boussinesq’a

uTT =
∂

∂ x

(
u+

a2

12
uxx +

α a

γ
u2
)

(4.6)

Uwaga. Podobnie jak równanie KdV, równanie (4.6) posiada rozwi ↪azania solitonowe,

lecz s ↪a one niestabilne.

Dalej dokonywane jest skalowanie

u = εmW, ξ = εp(x− T ), τ =
1

2
εq T, a = εµ,
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gdzie 0 < ε << 1 jest ma lym parametrem. Jeżeli parametry skalowania dobrać w takij

sposób by by ly spe lnione relacje

p+ q = 4p+ 2µ = 2(p+ µ) +m < q,

wówczas cz lon z drug ↪a pochodn ↪a po czasie b ↪edzie do zanidbanie i otrzymamy równanie

Wτξ + 2B
(
W 2
)
ξξ

+ AW4 ξ = 0.

Ca lkuj ↪ac równanie po zmiennej ξ ostatecznie równanie KdV

Wτ +BW Wξ + AWξξξ = 0.

4.1.2. Prawa zachowania Rozpatrzmy rówannie ewolucyjne

ut = F (t, x, u, ux...umx). (4.7)

Definicja 4.1..1.Prawem zachowania rz ↪edu n nazywa si ↪e para funkcji ρ(t, x, u, ux...unx),

σ(t, x, u, ux...unx) taka że równość

Dtρ+Dxσ = 0 (4.8)

zachodzi na mocy równania (4.7) oraz jego konsekwencji różniczkowych. Symbole Dt, Dx

oznaczaj ↪a pochodne zupe lne po odpowiednich zmiennych.

Jeżeli funkcja σ spe lnia dodatkowy warunek

lim
|x|→∞

σ(t, x, u, ux...unx) = 0,

wówczas, ca lkuj ↪ac rówanie (4.8) wzgl ↪edem x, otrzymamy

∂

∂ t

∫ +∞

−∞
ρ d x = −

∫ +∞

−∞
Dx σ d x = − lim

M,N→∞
σ|x=N

x=−M = 0.

Zatem∫ +∞

−∞
ρ d x = const

na rozwi ↪azaniach równania (4.7).

Przyk lady praw zachowanianatychmiast dostarczaj ↪a równania gazodynamiki, które w

przypadku jednej zmiennej przestrzennej mog ↪a być przedstawione w postaci

∂

∂ t
ρ u+

∂

∂ x

(
ρ u2 +

β

n+ 2
ρn+2

)
= 0,

∂

∂ t
ρ+

∂

∂
ρ u = 0.
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Wnioskujemy st ↪ad że wielkości∫ +∞

−∞
ρ u d x

∫ +∞

−∞
ρ d x

nie zależ ↪a od zmiennej t. Pierwsza ca lka wyraża prawo zachowania p ↪edu, druga - prawo

zachowanie masy. Niezwyk lość równania KdV polega m.in. na tym, że ma ono przeliczalnie

nieskończon ↪a liczb ↪e praw zachowania!

Rozpatrzmy równanie KdV w postaci

P (u) = ut − 6uux + uxxx = 0. (4.9)

Wprowadzamy przekszta lcenie pomocnicze

u = w + εwx + ε2w2, (4.10)

gdzie ε traktujemy jako ma ly parametr.

Twierdzenie 4.1..1.Podstawienie (4.10) wi ↪aże (4.9) z równaniem Gardnera

Q(w) = wt − 6
(
w + ε2w2

)
wx + wxxx = 0 (4.11)

Dowód. Dowód. Podstawiaj ↪ac do (KdV6) wzory

ut = wt + εwxt + 2 ε2wwt,

ux = wx + εwxx + 2 ε2wwx,

uxx = wxx + εwxxx + 2 ε2
(
w2

x + wwxx

)
uxxx = wxxx + εwxxxx + 2 ε2 (3wxwxx + wwxxx)

otrzymamy:

P (u) = wt + εwxt + 2 ε2wwt − 6
(
w + εwx + ε2w2

) (
wx + εwxx + 2 ε2wwx

)
+

+wxxx + εwxxxx + 2 ε2 (3wxwxx + wwxxx) =

wt − 6
(
w + ε2w2

)
wx + wxxx +

+ε
{
wtx − 6

[(
w + ε2w2

)
wxx + wx

(
wx + 2 ε2wwx

)]
+ w4x

}
+

+2 ε2w
[
wt − 6wx

(
w + ε2w2

)
+ wxxx

]
=[

1 + ε
∂

∂ x
+ 2 ε2w

]
Q(w).

Równanie (4.11) można parzedstawić w nast ↪epuj ↪acj równoważnej postaci:

Q(w) = wt +
(
wxx − 3w2 − 2 ε2w3

)
x

= 0. (4.12)
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Funkcj ↪e w poszukujemy w postaci szeregu

w =
∞∑
j=0

εj wj. (4.13)

Funkcje wj znajdujemy rozwi ↪azuj ↪ac rekurencyjnie równanie (4.10):

u = w + εwx + ε2w2 =

=
∞∑
j=0

εj wj + ε

∞∑
j=0

εj wj,x + ε2

(
∞∑
j=0

εj wj

)2

.

W ten sposób otrzymujemy uk lad nieskończony. Pierwsze trzy równania przedstawiamy

poniżej (wszystkie pozosta le uzyskuje si ↪e rekurencyjnie)

ε0 : u = w0,

ε1 : 0 = w1 + w0,x,

ε2 : 0 = w2 + w1,x + w2
0,

ε3 : w3 + w2x + 2w0w1,

.......................................

Rozwi ↪azuj ↪ac równania z góry w dó l, otrzymujemy:

w1 = −ux,

w2 = −u2 + uxx,

w3 = 4 uux − uxxx.

Przeliczaln ↪a liczb ↪e praw zachowania możemy znaleźć podstawiaj ↪ac (4.13) do wzoru (4.12)

i przyrównuj ↪ac do zera wspó lczynniki przy jednakowych pot ↪egach ε. Pierwsze trzy z nich

maj ↪a postać:

ε0 : w0,t +
[
w0,xx − 3w2

0

]
x

= 0,

ε1 : w1,t + [w1,xx − 6w0w1]x = 0,

ε2 : w2,t +
[
w2,xx − 3

(
w2

1 + 2w0w1

)]
x

= 0.

Wniosek 4.1..1.Równanie KdV posiada nieskończon ↪a hierarchi ↪e praw zachowania.

Równania różniczkowe nieliniowe posiadaj ↪ace nieskończon ↪a liczb ↪e praw zachowania s ↪a, na

ogó l, w jakimś sensie równoważe równaniom liniowym. W nast ↪epnym punkcie zwi ↪azek z

równaniem liniowym b ↪edzie wykazany dla równania KdV.
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4.2. Zupe lna ca lkowalność równania KdV.

Lemat 4.2..1.Równanie (4.9) jest niezmiennicze wzgl ↪edem przekszta lceń Galileusza

u′ = u+
1

6
c, t′ = t, x′ = x− c t.

Dowód. Wyrażamy pochodne wzgl ↪edem t, x w zmiennych primowanych:

∂

∂ t
=

∂

∂ t′
− c

∂

∂ x′
,

∂

∂ x
=

∂

∂ x′
.

St ↪ad

P (u) =

(
∂

∂ t′
− c

∂

∂ x′

)
u′ − 6

(
u′ − 1

6
c

)
u′x′ + u′x′x′x′ =

∂ u′

∂ t′
− 6u′ u′x′ + u′x′x′x′ = P (u′) = 0.

Rozpatrzmy równanie

K(v) = vt − 6 v2 vx + vxxx = 0 (4.14)

zwane zmodyfikowanym (modified) równaniem KdV (odt ↪ad mKdV).

Uwaga. mKdV można otrzymać jako przybliżenie kontynualne problemu F-P-U, jeżeli

za lożyć że si ↪a oddzia lywania spr ↪eżystego ma postać f(z) = γ z + αz3.

Twierdzenie 4.2..1.Równania (4.9) i (4.14) s ↪a zwi ↪azane przekszta lceniem

u = vx + v2. (4.15)

Dowód. Podstawiaj ↪ac do (KdV6) wzory

ut = vxt + 2 v vt,

ux = vxx + 2 v vx,

uxx = vxxx + 2
(
v2x + v vxx

)
,

uxxx = vxxxx + 2 (3 vx vxx + v vxxx) ,

otrzymamy:

P (u) = vxt + 2 v vt − 6 (vx + v2) (vxx + 2 v vx) +

+vxxxx + 2 (3 vx vxx + v vxxx) =

2 v
(
vt − 6 v2 vx + vxxx

)
=(

2 v +
∂

∂ x

)
K(v).
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Uzyskane równanie(
2 v +

∂

∂ x

)
K(v) = 0 (4.16)

jest równaniem typu Riccatiego, które jest linearyzowalne za pomoc ↪a spotykanego już wcześniej

przekszta lcenia typu Cole’a-Hopfa

v =
Ψx

Ψ
.

Podstawiaj ↪ac ten ansatz do równości (4.15), otrzymamy:

u = vx + v2 =
Ψxx

Ψ
,

lub

−Ψxx + u(t, x) Ψ = 0. (4.17)

Równanie to jest ”cz ↪eści ↪a przestrzenn ↪a” znanego równania Schrodingera

∂ Ψ̃(τ, x; t)

∂ τ
= − ∂2

∂ x2
Ψ̃(τ, x; t) + u(t, x) Ψ̃(τ, x; t). (4.18)

Zauważmy że zmienna t w tym równaniu odgrywa rol ↪e parametra.

Rozwi ↪aznanie równania (4.18) poszukujemy w postaci

Ψ̃(τ, x; t) = e−i λ τΨ(x; t).

W ten sposób dochodzimy do zagadnienia sturma-Lioville’a

−Ψxx + u(t, x) Ψ = λΨ, (4.19)

które przechodzi w (4.17) gdy λ = 0.

Okazuje si ↪e że parametr λ można ”dokooptować” wykorzystuj ↪ac nast ↪epuj ↪ac ↪a szczegó low ↪a

postać przekszta lcenia Galileusza, które pozostawia niezmienniczym zarówno równanie KdV

(co pokazywalísmy wcześniej), jak i równanie Schrodingera:

t′ = t, u′ = u+ λ, λ =
c

6
, x′ = x− 6λ, Ψ′ = Ψ.

Dokonuj ↪ac takiego przekszta lcenia otrzymamy równanie

−Ψ′
x′x′ + u′(t′, x′) Ψ′ = λΨ′.

A wi ↪ec, z dok ladności ↪a do zmiany zmiennych, równanie (4.17) pokrywa si ↪e z (4.19). Dlatego

rozwi ↪azanie nieliniowego równania KdV sprowadza si ↪e do rozwi ↪azania t. zwanego odwrotnego

zagadnienia rozpraszania dla równania (4.19). Problem jest tylko taki, że λ = λ(t). Zależność

od parametru t, w tym konkretnym wypadku nie jest, jednak, istotna, gdyż, jak si ↪e okazuje,
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problem jest izospektralny. Innymi s lowy, parametr λ od t nie zależy, w zwi ↪azku z czym

można zamiast u(t, x) wykorzystać w równaniu (4.19) funkcj ↪e u(0, x) = φ(x). Zatem dla

pewnej szerokiej klasy danych pocz ↪atkowych rozwi ↪azujć zagadnienie Sturma-Liouville’a

−Ψxx + φ(x) Ψ = λΨ, (4.20)

uzyskujemy rozwi ↪azanie zagadnienia Cauchyego

ut − 6uux + uxxx = 0, u(0, x) = φ(x). (4.21)

Wykażemy że λt = 0. Zróżniczkujmy wyrażenie

u =
Ψxx

Ψ
+ λ(t),

które jest równoważne równaniu (4.19), wzgl ↪edem x. W wyniku otrzymamy wyrażenie

Ψ4 λ̇(t) = Ψ2 ∂

∂ x
[ΨxM −Mx Ψ] + Ψ4 P (u), (4.22)

gdzie

M = Ψt − 2(u+ 2λ) Ψx + ux Ψ.

Wyptowadzenie równośći (4.22) wymaga dużej sprawności rachunkowej. Można j ↪a jednak

 latwo sprawdzić używaj ↪ac pakietu ”Mathematica”, jak jest to przedstawione poniżej.

Komórka 3.1.

In[1] := u = D[Ψ[x, t], x, x]/Ψ[x, t] + λ[t];

ut = Simplify[D[u, t]];

In[3] := ux = Simplify[D[u, x]];

u3x = Simplify[D[u, x, x, x]];

In[5] := V yr1 = Simplify[ut− 6uux+ u3x];

In[6] := V yr2 = Simplify[V yr1Ψ[x, t]4];

M = Simplify[D[Ψ[x, t], t] − 2(u+ 2λ[t])D[Ψ[x, t], x] +D[u, x]Ψ[x, t]];

V yr3 = Simplify[D[D[Ψ[x, t], x]M −D[M,x]Ψ[x, t], x]];

V yr4 = Simplify[V yr2 − Ψ[x, t]4λ′[t] + V yr3Ψ[x, t]2]

Out[9] = 0

Zak ladaj ↪ac że funkcje Ψ należ ↪a do przestrzeni L2 oraz ca lkuj ↪ac równość (4.22), otrzymamy

λ̇(t)

∫ ∞

−∞
Ψ2 d x = [ΨxM −Mx Ψ] |∞−∞ = 0.
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4.3. Metoda Hiroty

Rozpatrzmy rżonanie KdV postaci

ut + 12uux + uxxx = 0. (4.23)

Różniczkuj ↪ac (4.23) wzgl ↪edem x oraz dokonuj ↪ac zamiany zmiennej u = wx można go spro-

wadzić do postaci

wt + 6w2
x + wxxx = 0. (4.24)

W r. 1971 R. Hirota zastosowa l do (4.24) przekszta lcenie Cole’a-Hopfa

w =
∂

∂ x
log f,

które sprowadza go do postaci biliniowej

f fxxxx − 4 fx fxxx + 3 f 2
xx + f fxt − fx ft = 0. (4.25)

Można zauważyć że rozwi ↪azanie (jedno-)solitonowe w tej reprezentacji dane jest wzorem

u =
∂2

∂ x2
log f (4.26)

przy f = 1+exp θ, θ = a x−a3 t. St ↪ad zrodzi l si ↪e pomys l poszukiwania rozwi ↪azań w postaci

f = 1 +
N∑

n=1

εn f (n), (4.27)

formalnie traktuj ↪ac ε jako ma ly parametr. Podstawiaj ↪ac (4.27) do (4.25) oraz przyrównuj ↪ac

do zera wspó lczynniki przy odpowiednich pot ↪egach ε, otrzymamy nast ↪epuj ↪ace równania:

ε1 : f
(1)
xxxx + f

(1)
xt = 0,

ε2 : f
(2)
xxxx + f

(2)
xt = −

[
f (1)f

(1)
xxxx − 4 f

(1)
x f

(1)
xxx + 3 f

(1)
xx f

(1)
xx + f (1) f

(1)
xt − f

(1)
x f

(1)
t

]
,

ε3 : f
(3)
xxxx + f

(3)
xt = −

[
f (1)f

(2)
xxxx − 4 f

(1)
x f

(2)
xxx − 4 f

(1)
xxx f

(2)
x + 6f

(1)
xx f

(2)
xx +

f (2) f
(1)
xxxx + f (2) f

(1)
xt − f

(1)
x f

(2)
t + f (1) f

(2)
xt − f

(1)
t f

(2)
x

]
,

......................................................................................

εk : f
(k)
xxxx + f

(k)
xt = F

[
f
(k−1)
µ f

(k−1)
ν , f

(k−1)
α f

(k−2)
β

]
.

............................................................................................
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Rys. 4.6:

Ponieważ pierwsze równanie tego uk ↪adu jest liniowe, w ↪ec spe lnia go dowolna funkcja postaci

f (1) = 1 +
m∑
k=1

exp θk, θk = ak x− a3k t.

Ograniczymy si ↪e tutaj przypadkiem m = 2. Podstawiaj ↪ac funkcj ↪e f
(1) do drugiego równania

otrzymamy 1

f (2)
xxxx + f

(2)
xt = 3 a1 a2(a1 − a2)

2 exp (θ1 + θ2) .

Ca lkuj ↪ac to równanie otrzymamy

f (2) =

[
a1 − a2
a1 + a2

]2
exp (θ1 + θ2) .

Okazuje si ↪e przy tym że prawe strony kolejnych iteracji si ↪e zeruj ↪a, tak wi ↪ec funcja (4.26) z

funkcj ↪a

f = 1 + exp θ1 + exp θ2 + A exp [θ1 + θ2] , A =

[
a1 − a2
a1 + a2

]2
spe lnia równanie (4.23). Jest to rozwi ↪azanie bi-solitonowe, którego ewolucja czasowa przed-

stawiona jest na rys. 4.6.

Zadanie 4.3..1.

• Wykazać że funkcja

u(t, x) =
∂2

∂ x2
log f(t, x), f(t, x) = 1 + eθ, θ = a x+ b t+ c1

jest reprezentowana przez funkcj ↪e hiperboliczn ↪a i znaleźć t ↪e reprezentacj ↪e.

1”R ↪eczne” wyprowadzenie tego wzoru nie jest  latwe, wi ↪ec op laca si ↪e znów skorzystać z pakietu ”Mathe-

matica”
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• Przy jakich ograniczeniach na parametry b i c funkcja ta spe lnia równanie

K[u] = ut + 12uux + uxxx = 0

Rozwi ↪azanie.

[log f(t, x)]x =
fx
f

=
a eθ

1 + eθ
;

[log f(t, x)]xx =
f fxx − f 2

x

(1 + eθ)2
=

(
1 + eθ

)
a2 eθ − a2 e2 θ

(1 + eθ)2
=

=
a2 eθ

1 + 2 eθ + e2 θ
=
a2

4
cosh−2 θ

2
.

A wi ↪ec,

u(t, x) =
a2

4
cosh−2 θ

2
.

Do cz ↪eść drugiej zadania wykorzystujemy pakiet ”Mathematica”:

Komórka 3.2.

In[1] := θ = ax+ bt+ c1; u = a2/(4Cosh[θ/2]2);

ut = Simplify[D[u, t]]; ux = Simplify[D[u, x]];

uxxx = Simplify[D[u, x, x, x]];

Eq1 = Simplify[ut+ 12uux+ uxxx/.ax+ bt+ c1− > z]

Out[2] = −2a2(a3 + b)Csch[z]3Sinh[z/2]4

Odpowiedź:

b = −a3, c1 − dowolna.

4.4. Modele ”nieca lkowalne”, posiadaj ↪ace rozwi ↪azania

solitonopodobne.

Niezwyk le cechy solitonów b ↪ed ↪acych rozwi ↪azaniami równania KdV oraz równań o podobnych

w lasnościach (zwanych równaniami S-ca lkowalnymi) w literaturze cz ↪esto s ↪a t lumaczone

jako konsekwencj ↪e istnienia przeliczalnej liczby praw zachowania. S ↪a jednak inne klasy

równań posiadaj ↪ace rozwi ↪azania zlokalizowane demonstruj ↪ace w lasności bardzo zbliżone do

tych które demonstruj ↪a ”prawdziwe” solitony, a jedn ↪ak, raczej, nie posiadaj ↪ace nieskończonej

liczby praw zachowania. Niżej s ↪a przedstawione niektóre z nich.
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4.4.1. Równania Rosenau-Hymana. W r. 1993 Philip Rosenau oraz James M.

Hyman zaproponowali nast ↪epuj ↪ace uogólnienie równania KdV 2:

K(m, n) = ut + (um)x + (un)xxx = 0, m > 0, 1 < n ≤ 3, (4.28)

oraz wykazali że przy pewnych wartościach parametrów m oraz n równanie to posiada

uogólnione rozwi ↪azanie typu fali biegn ↪acej o zwartym nośniku. Dla równanie K(2, 2) autorzy

w tym że artykule podali takie rozwi ↪azanie w jawnej postaci:

u(t, x) =

{
4λ
3

cos2
[
x−λ t

4

]
gdy |x− λ t| ≤ 2 π

0 gdzie indziej.
(4.29)

Rozwi ↪azane typu fali biegn ↪acej, stacjonarne w odpowiednim uk ladzie wspó lrz ↪ednych oraz

posiadaj ↪ace zwarty nośnik w literaturze cz ↪esto s ↪a nazywane kompaktonami (od angielskiego

compactons). Pryjmujemy zatem takie oznaczenie dla (4.29).

Autorzy odnotowuj ↪a że równanie K(2, 2) ma cztery prawa zachowania i raczej nie ma ich

wi ↪ecej 3.

Analizuj ↪ac rozwi ↪azanie (4.29),  latwo można dostrzec iż pr ↪edkośc fali jest proporcjonalna

do jej pr ↪edkości λ. Natomiast szerokośc kompaktonu jest sta la i tym on si ↪e, mi ↪edzy innymi,

różni od solitonu. Eksperymenty numerycne wykazuj ↪a że kompaktony w modelu K(2, 2)

oddzia lywuj ↪a ze sob ↪a ”prawie” spr ↪eżyście: odtwarzaj ↪a one swój kszta lt po zderzenieu, nato-

miast w miejscu zderzenai po pewnym czasie tworzy si ↪e para kompakton - antykompakton,

przy czym oba te zaburzenia s ↪a wolno poruszaj ↪ace si ↪e oraz posiadaj ↪a bardzo ma le ampli-

tudy. Przy rozwi ↪azywaniu zagadnienia Cauchy dla równania K(2, 2) z g ladkimi danymi

Cauchy’ego o zwartych nośnikach obserwuje si ↪e, podobnie jak w przypadku równania KdV,

tworzenie si ↪e ci ↪agu kompaktonów poruszaj ↪acych si ↪e z różnymi pr ↪edkościai. Zachowanie to

b ↪edzie zilustrowane poniżej dla nieco innych równań modelowych posiadaj ↪acych podobne

w lasności.

4.4.2. Analogi modeli fizycznych, posiadaj ↪ace rozwi ↪azania kompaktonowe.

Na odmian ↪e od równania KdV, oraz równań należ ↪acych do rodziny zwanej KdV-hierarchi ↪a,

równania K(m, n) pocz ↪atkowo by ly wprowadzone jako pewne uogólnienia równań solito-

nowych. Odniesienie tych równań do modeli fiyzcznych jest zadaniem trudniejszym niż w

przypadku równania KdV, które pojawia si ↪e w sposób naturalny w mechanice nieliniowej,

2Philip Rosenau and James M. Hyman, Pys. Rev. Letter, vol. 70 (1993), 564-567.
3W pracy J. Vodová Nonlinearity, 26 (2013), 757–762 zosta lo ścísle udowodnione że równania z rodziny

(4.28) przy m = 2 posiadaj ↪a dok ladnie cztery lokalne (tzn zależne od u oraz uk x przy k < ∞) prawa

zachowania.
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Rys. 4.7: Zaburzenie szerz ↪ace si ↪e w  lańcuhu poprzednio napr ↪eżonych bloków powoduje

zmiany po lożeń sródków mas, a to, z kolei, powoduje powstanie dodatkowej si ly oddia lywania

mi ↪edzy s ↪asiednimi blikami. Krzyżyk oznacza pozycj ↪e środka masy w równowadze, czarnyj

punkt - aktualne po lożenie środka masy

dynmice cieczy, i t.p. Dlatego, odnosz ↪ac równania do pewnych modeli, b ↪edziemy zmuszeni na

pewnym etapie, zamisat ” ścis lego” wyprowadzenia, udawać si ↪e do analogów rozpatrywanych

modeli.

Rozpatrzmy uk lad uprzednio napr ↪eżonych bloków, rys. 4.7, który traktować można jako

najprostszy model litosfery. Analog równania z zagadnienia F-P-U, opisuj ↪acy dynamik ↪e

bloków, b ↪edzie mia l nast ↪epuj ↪ac ↪a postać:

Q̈n(t) = F (Qn−1 −Qn) − F (Qn −Qn+1), (4.30)

gdzie Qn - odchylenie od równowagi środka masy n-go bloku (zwrócić uwag ↪e na zmian ↪e

znaków w porównaniu z (4.4)). Zak lada si ↪e w poprzednio napr ↪eżonym ośrodku cz lon liniowy

nie wyst ↪epuje i

F (z) = Azn, n > 1.

Tak samo jak poprzednio, zak ladaj ↪ac że odleg lość pomi ↪edzy blokami przed zaburzeniem

wynosi a << 1, stosujemy podmian ↪e

Qn(t) = u(t, n a) ≡ u(t, x),

oraz wzór

Qn± 1 = u(t, x± a) = e±aDxu(t, x) =
∞∑
k=0

(± a)k

k!

∂k

∂ xk
u(t, x).

Jeżeli wprowadzimy oznaczenia

N = −a ux,

φ =
a2

2
uxx −

a3

6
uxxx +

a4

24
uxxxx + ...,

ψ = −
(
a2

2
uxx +

a3

6
uxxx +

a4

24
uxxxx + ...,

)
,
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Rys. 4.8:

wwówczas uk lad (4.30) można b ↪edzie przepisać w nast ↪epuj ↪acej postaci:

utt = A {(N + φ)n − (N + ψ)n} .

Z tej reprezentacji, z kolei, wynika  lańcużek przybliżonych równości

utt = A

[
Nn + nNn−1 φ+

n(n− 1)

2
Nn−2 φ2 + ....

]
−

A

[
Nn + nNn−1 ψ +

n(n− 1)

2
Nn−2 ψ2 + ....

]
=

A

{
nNn−1 (φ− ψ) +

n(n− 1)

2
Nn−2 (φ2 − ψ2) +

n(n− 1)(n− 2)

6
Nn−3 (φ3 − ψ3) + ...

}
=

A

{
nNn−1(φ− ψ) +

n(n− 1)

2
Nn−2(φ2 − ψ2)+

+
n(n− 1)(n− 2)

6
Nn−3 (φ3 − ψ3)

}
=

A

{
nNn−1

[
a2 uxx +

a4

12
u4x +

a6

360
u6x +O(a7)

]
+
n(n− 1)

2
Nn−2

[
−a

5

3
uxx uxxx +O(a7)

]
+

n(n− 1)(n− 2)

6
Nn−3

[
a6

4
u3xx +O(a7)

]}
.

Odrzucaj ↪ac wyrażenie proporcjonalne a6

360
u6x w przedostatnim wierszu (które jest ma le ze

wzgl ↪edu na mianownik), różniczkuj ↪ac lew ↪a i praw ↪a wzgl ↪edem x oraz stosuj ↪ac podmian ↪e

ux = −S, równanie to można zapisać w postaci

Stt = Aan+1

{
nSn−1

[
Sx +

a2

12
S3x

]
+
n(n− 1)

6
a2Sn−2 Sx Sxx+

+
n(n− 1)(n− 2)

24
a2Sn−3S3

x

}
x

+O(an+3). (4.31)

(odt ↪ad pominamy wyrazy rz ↪edu O(an+3)).

Równanie (4.31) można również przedstawić w zwartej postaci:

Stt = C
{
Sn + β S

n−1
2

[
S

n+1
2

]
xx

}
xx
, (4.32)
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Rys. 4.9: Ewolucja czasowa rozwi ↪azania kompaktonowego równania (4.35)
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Rys. 4.10: Pocz ↪atek destrukcji rozwi ↪azania kompaktonowego

gdzie C = Aan+1, β = na2

6 (n+1)
.

Lemat 4.4..1.Równanie (4.32) posiada uogólnione rozwi ↪azanie typu fali biegn ↪acej postaci

S(t, x) = A


cos

2
n−1 [B z] gdy |B z| < π/2,

0 gdzie indziej,

(4.33)

gdzie

A =

[
λ (n+ 1)

2

] 1
n−1

, B =
1√
β

n− 1

n+ 1
,

λ = V 2/C.

Stwierdzenie to sprawdza si ↪e bezpośrednim sprawdzeniem.

Wspominalísmy już o tym, że rozwi ↪aznie solitonowe równanie Boussinesq’a jest niesta-

bilne. Równanie (4.32), które uzyskuje si ↪e w podobny sposób, również posiada rozwi ↪azanie

zlokalizowane (4.33), które jest niestabilne. Ilustruje to rys. 4.8.
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Rys. 4.11: ”Prawie” spr ↪eżyste odddzia lywanie kompaktonów spe lniaj ↪acych równanie (4.37)
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Rys. 4.12: U góry: zaburzenie o zwartym nośniku w chwili t = 0; u do lu: wynik symulacji

numerycznej równania (4.37) w chwili t = 400
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Naturalnym wydaje si ↪e w tym miejscu zastosowanie przekszta lceń wieloskalowych w celu

uzyskania równania rz ↪edu pierwszego wzgl ↪edem zmiennej czasowej, które by by lo analogiem

równania KdV. Zastosujmy wi ↪ec transformacje scalingowe

T =
1

2
εq t, X = εp(x− V t), S = εµW, a = εν .

Po podstawieniu do (4.31) otrzymamy:

1

4
ε2qWTT − V WTX ε

q+p + V 2WXX ε
2p =

= C̃ ε2p+ν(n+1)+(n−1)µ
{
W n + β̃ε2 p+2 ν W

n−1
2

[
W

n+1
2

]
XX

}
XX

,

gdzie C̃ = A, β̃ = n
6(n+1)

. K lad ↪ac ν = −p, µ = q+np
n−1

oraz spe lniaj ↪ac nierówności

2 q > p+ q > 2 p > 0

można, odrzucaj ↪ac ma le wyrażenie 1
4
ε2qWTT , oraz ca lkuj ↪ac wzgl ↪edem X, otrzymać równanie

WT − αWX + Ĉ
{
W n + β̂ W

n−1
2

[
W

n+1
2

]
X

}
X

= 0, (4.34)

gdzie Ĉ = A/S, β̂ = β̃, α = S εp−q >> 1.

Dla równania (4.34), można podać jawn ↪a postać posiada uogólnionego rozwi ↪azania typu

fali biegn ↪acej. Na przyk lad, przy Ĉ = β̂ = 1 zachodzi

Lemat 4.4..2.Równanie

WT − αWX +
{
W n + β W

n−1
2

[
W

n+1
2

]
X X

}
X

= 0, (4.35)

posiada uogólnione rozwi ↪azanie typu fali biegn ↪acej postaci

W (T, X) = A


cosγ [B Z] gdy |B Z| < π/2,

0 gdzie indziej,

(4.36)

gdzie Z = X − V T ,

γ =
2

n− 1
, A =

[
(n+ 1)(V + α)

2

] 1
n−1

, B =
n− 1

n+ 1
.

Eksperymenty numeryczne w których rozwi ↪azanie (4.36) odpowiadaj ↪ace chwili T = 0

brane by lo jako dane Cauchy’ego wykazuj ↪a że przez pewien czas kompakton ewolucjonuje bez

widocznej zmieny kszta ltu (p. rys. 4.9). Jednak po pewnym czasie dochodzi do destrukcji

kompaktonu - jej pocz ↪atek zobrazowany jest na rys. 4.10. Przyczyn ↪a powoduj ↪ac ↪a rozpad

kompaktonu może być zarówno zastosowanie niew laściwego schematu numerycznego, jak i
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niestabilność samego rozwi ↪aznia. Pewne kwestie dotycz ↪ace stabilności rozwi ↪azań typu fali

biegn ↪acej zostan ↪a omówione w ostatnim rozdziale niniejszego skryptu.

Oprócz równania (4.35) rozpatrzmy równanie odpowiadaj ↪ace wartości α = 0:

Wt +
{
W n +W

n−1
2

[
W

n+1
2

]
xx

}
x

= 0. (4.37)

Równanie to nie może być uzyskane z (4.32) za pomoc ↪a rozk ladów wieloskalowych, niemniej

w ostatnich latach cz ↪esto figuruje ono w publikacjach naukowych jako równanie które, podob-

nie jak (4.28), jest ”nieca lkowalnym” analogiem równania KdV posiadaj ↪acym rozwi ↪azania

zlokalizowane demonstruj ↪ace w lasności solitonowe. Z poprzedniego lematu bezpośrednio wy-

nika

Wniosek 4.4..1.Równanie (4.37) posiada uogólnione rozwi ↪azanie typu fali biegn ↪acej postaci

W (t, x) =


A cos

2
n−1 [B z] gdy |B z| < π/2,

0 gdzie indziej,

(4.38)

gdzie z = x− V t,

A =

[
V (n+ 1)

2

] 1
n−1

, B =
n− 1

n+ 1
.

Rozwi ↪azania (4.38) wykorzystane by lo przy n = 2 jako dane Cauchyego w eksperymentach

numerycznych. Wyniki eksperymentów wykazuj ↪a stabilność ewolucji pojedyńczego kom-

paktona. Ponadto wybieraj ↪ac jako dane Cauchyego par ↪e kompaktonów poruszaj ↪acych si ↪e

wprawo, oraz dobieraj ↪ac parametry w taki sposób by kompakton o wi ↪ekszej amplitudzie

znajdowa l si ↪e w chwili pocz ↪atkowej po lewej stronie od mniejszego, moglísmy obserwować

wzajemne oddzia lywanie tych fali. Wyniki symulacji numerycznej zderzenia dwóch kompak-

tonów jest przedstawiony na rys. 4.11, z którego widać że po zakończeniu oddzia lywania

kompaktony odtwarzaj ↪a swoje kszta lty. Osobliwości ↪a oddzia lywania jest to że po jakimś

czasie w miejscu oddzia lywania tworzy si ↪e para kompakton-antykompakton, przy czym te

zaburzenia wtórne maj ↪a amplitudy o rz ↪ad wielkości mniejsze od rozwi ↪azań, które powstanie

tej prary zainicjowa ly.

Numeryczne rozwi ↪azywanie zagadnienia Cauchyego dla równania (4.37) z g ladkimi da-

nymi Caucyego o spójnym i zwartym nośniku (odmiennymi od rozwi ↪azania (4.38)) wykazuj ↪a,

że w trakcie ewolucji zaburzenie pocz ↪atkowe produkuje ci ↪ag kompaktonów poruszaj ↪acych si ↪e

z różnymi pr ↪edkościami, p. rys. 4.12. Poprzednie rozważania pozwalaj ↪a wnioskować o tym,

że równanie (4.37) nie jest zupe lnie ca lkowalne. Niemniej, jednak, jego rozwi ↪aznia zlokali-

zowane ewolucjonuj ↪a podobnie jak rozwi ↪azania solitonowe równania KdV. Można wi ↪ec do-

mniemać, iż zupe lna ca lkowalność nie jest warunkiem koniecznym spr ↪eżystego oddzia lywania



88

rozwi ↪azań zlokalizowanych. Natomiast nie ma szans na takie zachowanie w przypadku gdy

pakiet falowy jest niestabilny. Ze wzgl ↪edu na wyj ↪atkow ↪a wag ↪e tego poj ↪ecia, w ostatnim

rozdziale niniejszego kursu b ↪ed ↪a (z konieczności w dużym skrócie) omówione podstawowe

poj ↪ecia dotycz ↪ace stabilności rozwi ↪azań typu fali biegn ↪acej.
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Rozdzia l 5

Stabilność rozwi ↪azań typu fali biegn ↪acej

5.1. Wst ↪ep. Sformu lowanie zagadnienia

Rozwi ↪azania typu fali biegn ↪acej w modelach ewolucyjnych s ↪a szczególnie ważne z punktu

widzenia zastosowań wtedy, gdy s ↪a one stabilne. Badanie stabilności rozwi ↪azań stanowi

osobny (niekiedy bardzo trudny) problem.

Rozpatrzmy równanie ewolucyjne

Ut = F (U, Ux, ...Unx) , U ∈ Rn. (5.1)

Ponieważ zak ladamy że prawa strona powyższego równania nie zależy jawnie od zmiennych

t, x, wi ↪ec ma ono rozwi ↪azania typu fali biegn ↪acej postaci

U = U(z), z = x− s t.

Spe lnia ono równanie zwyczajne

sU ′(z) + F
(
U, U ′, ...U (n)

)
= 0.

Przy rozpatrywaniu zagadnień stabilności wygodniej jest pracować w uk ladzie wspó lrz ↪ednych

t̄ = t, z̄ = x− s t, (5.2)

w którym rozwi ↪azania typu fali biegn ↪acej nie zależ ↪a od (nowej) zmiennej czasowej. W zmien-

nych (5.2) równanie (5.1) b ↪edzie mia lo postać

Ut̄ = Φ (U, Uz̄, ....Unz̄) , Φ (U, Uz̄, ....Unz̄) = sUz̄ + F (U, Uz̄, ....Unz̄) (5.3)

(odt ↪ad dla uproszczenia pomijamy kreski nad zmiennymi niezależnymi).

Stabilność spektralna. Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ace zaburzenie rozwi ↪azania U(z) opi-

suj ↪acego fal ↪e biegn ↪ac ↪a:

u(t, z) = U(z) + ϵ eλ tg(z), (5.4)
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gdzie ϵ-ma ly parametr. Pomijaj ↪ac wyrazy rz ↪edu O(ϵ2), otrzymamy, po podstawieniu ansatzu

(5.4) do równania (5.3) równanie liniowe

λ g(z) =
∑

0≤ j≤n

∂ Φ

∂ U (j)

dj g(z)

d zj
. (5.5)

Równanie to można przepisać w postaci operatorowej

L̂ g(z) = λ g(z), (5.6)

gdzie

L̂ =
∑

0≤ j≤n

∂ Φ

∂ U (j)

dj

d zj
.

L nazywamy operatorem linearyzacji odpowiadaj ↪acym równaniu (5.3). Na funkcj ↪e ”próbn ↪a”

g(z), na ogó l, nak lada si ↪e pewne ograniczenia, na przyk lad

supp g ⊂ (a, b), orza lim
z→a+0

g(k)(z) = lim
z→b−0

g(k)(z) = 0, k = 0, 1, ....,

przy czym odcinek (a, b) może być zarówno skończonym, jak i nieskończonym.

Niech X, Y - przestrzenie Banacha, zaś L̂ - liniowy operator, odwzorowuj ↪acy zbiór B,

g ↪esty w X, w zbiór Y .

Definicja 5.1..1 Mówimy że L̂ jest operatorem ograniczonym, jeżeli

sup
{
||L̂ u||Y : u ∈ X, ||u||X = 1

}
< ∞.

Definicja 5.1..2 Zbiorem rezolwenty ρ(L̂) operatora L̂ nazywa si ↪e zbiór liczb λ ∈ C takich

że

[(a) ] λ I − L̂ jest operatorem odwracalnym;

[(b) ]
(
λ I − L̂

)−1

jest operatorem ograniczonym gdy λ ∈ ρ
(
L̂
)

.

Definicja 5.1..3 Zbiór σ(L̂) = C \ ρ(L̂) nazywamy widmem operatora L̂.

Rozróżniamy widmo punktowe (dyskretne) σpt(L̂) oraz widmo zasadnicze σess(L̂). Widmo

punktowe określa si ↪e nast ↪epuj ↪aco:
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Definicja 5.1..4 Liczba λ ∈ C należy do σpt(L̂), jeżeli λ I − L̂ jest operatorem nieodwra-

calnym, a ponadto istnieje zbiór otwarty U ∈ C zawieraj ↪acy λ taki że {U\λ}
∩
σ(L̂) = ∅.

σess(L̂) określa si ↪e jako zbór σ(L̂) \σpt(L̂).

W lasnościom zbiorów σpt oraz σess poświ ↪econa jest bardzo obszerna literatura. My, nie-

stety, z uwagi na brak miejsca i czasu, b ↪edziemy przytaczać tu tylko te fakty, które dotycz ↪a

omawianych kwestii stabilności rozwi ↪azań typu fali biegn ↪acej. ”Folklorystycznie” można po-

wiedziec, iż σess odpowiada za stabilność rozwi ↪azań asymptotycznych U± = lim
z→±∞

U(z),

wtenczas gdy σpt - za stabilność samego rozwi ↪azania U(z). Zasadność takiego podzia lu

potwierdza, w pewnym sensie, nast ↪epujace stwierdzenie 1

Twierdzenie 5.1..1.Zbiór σess(L̂) jest ogranocony z prawej strony przez zbiór

σess(L̂+)
∪

σess(L̂+),

gdzie

L̂± = L̂
(
U±, U

(1)
± , ....U

(n)
±

)
, U

(k)
± = lim

z→±∞
U (k)(z), k = 0, 2, ...., n

(zak lada si ↪e że |U (k)
± | <∞).

Ograniczenia na σess(L̂) można wi ↪ec uzyskać analizuj ↪ac zagadnienia w lasne

L̂±g(z) = λ g(z) =
∑

0≤ j≤n

∂ Φ

∂ U (j)
[U±]

d g(z)

d zj
, [U±] =

(
U±, U

(1)
± , ...U

(n)
±

)
. (5.7)

Poniewż operatory L± maj ↪a sta le wspó lczynniki, zagadnienie to można rozwi ↪azać stosuj ↪ac

transformaje Fouriera.

Z ogólnych w lasności nadmienić należy jeszcze nast ↪epuj ↪ac ↪a:

Lemat 5.1..1.Jeżeli U(z) jest rozwi ↪azaniem typu fali biegn ↪acej spe lniaj ↪acym równanie (5.3),

wówczas funkcja g0(z) = U ′(z) jest rozwi ↪azaniem zagadnienia spektralnego (5.5) odpowia-

daj ↪aca wartości w lasnej λ = 0.

Dowód.  Latwo widać iż równanie (5.3) jest niezmiennicze wzgl ↪edem translacji z → z+δ.

zatem, ponieważ U(z) spe lnia równanie

Φ
(
U, U (1)(z), ....U (n)(z)

)
= 0,

1D. Henry, Geometric theory of semi-linear parabolic equations, - Springer, New York, 1981.
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wi ↪ec U(z + δ) spe lnia równanie

Φ
(
U(z + δ), U (1)(z + δ), ....U (n)(z + δ)

)
= 0.

Z tego wynikaj ↪a równości

∂

∂ δ
Φ
(
U(z + δ), U (1)(z + δ), ....U (n)(z + δ)

)
|δ=0 =

∑
0≤ j≤n

∂ Φ

∂ U (j)

dj+1

d zj+1
U = L̂U ′(z) = 0.

5.2. Stabilności rozwi ↪azań typu kinków i solitonów

w modelach typu konwekcji-reakcji-dyfuzji.

5.2.1. Twierdzenie oscylacyjne Sturma. Operator postaci

L =
∂2

∂ x2
+ a1(x)

∂

∂ x
+ a0(x), Ck(a, b) ∋ ai(x) ∈ R, i = 0, 1

naywa si ↪e operatorem Sturma. B ↪edziemy rozpatrywać L na zbiorze funkcji ca lkowalnych z

kwadratem na odcinku (a, b). Zak lada si ↪e że funkcja f na któr ↪a dzia la operator L spe lnia

warunki

lim
x→ a+0

f(x) = lim
x→ b−0

f(x) = 0 (5.8)

Istniej ↪a dwie wersje oscylacyjnego twierdzenia Sturma. W pierwszej wersji funkcje s ↪a zadane

na zbiorze skończonym, który bez utraty ogólności można utożsamić z odcinkiem (−1, 1).

W drugiej wersji zbiór jest nieskończony.

Zachodzi

Lemat 5.2..1.Operator L jest symetryczny wzgl ↪edem iloczynu skalarnego

< u, v >ρ=

∫ b

a

v(x)u(x)ρ(x) d x, ρ(x) = e
∫ x
0 a1(s) d s.

Dowód przeprowadza si ↪e bezpośrednio za pomoc ↪a ca lkowania przez cz ↪eści, z uwzgl ↪ednieniem

warunków brzegowych (5.8).

Wniosek 5.2..1.Wszystkie wartości w lasne operatora L s ↪a rzeczywiste.

Podamy teraz bez dowodu dwie wersje oscylacyjnego twierdzenia Sturma.
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Twierdzenie 5.2..1.Rozpatrzmy zagadnienie Sturma

L p(x) =

[
∂2

∂ x2
+ a1(x)

∂

∂ x
+ a0(x)

]
p(x) = λ p(x),

lim
x→−1+0

p(x) = lim
x→1−0

p(x) = 0, p(x) ∈ L2(−1, 1).

Teza:

(a) Wsystkie wartości w lasne λk ∈ σpt(L) mog ↪a być uporz ↪adkowane w taki sposób że b ↪ed ↪a

zachodzić nierówności

λ0 > λ1 > λ2 > ...

przy czym lim
n→∞

λn = −∞.

(b) funkcje w lasne {pj(x)}0≤ j≤N odpowiadaj ↪ace {λj}0≤ j≤N mog ↪a być unormowane w taki

sposób że, po-pierwse,

< pj, pk >ρ= δj k,

po-drugie, pj(x) ma dok ladnie j zer (przeci ↪eć transwersalnych z osi ↪a OX) na odcinku

(−1, 1).

W przypadku gdy odcinek (a, b) jest nieograniczony, twierdenie oscylacyjne jest nieco

inne.

Twierdzenie 5.2..2.Rozpatrzmy zagadnienie Sturma

L p(x) =

[
∂2

∂ x2
+ a1(x)

∂

∂ x
+ a0(x)

]
p(x) = λ p(x),

lim
x→−∞

p(x) = lim
x→+∞

p(x) = 0, p(x) ∈ L2(−∞, +∞).

Teza:

(a) Liczba wartości w lasnych λk należ ↪acych do σpt(L) jest skończona. Mog ↪a one być

uporz ↪adkowane w taki sposób że b ↪ed ↪a zachodzić nierówności

λ0 > λ1 > λ2 > ...λN > max a0(±), gdzie a0(±) = lim
x→±∞

a0(x).

(b) Funkcje w lasne {pj(x)}0≤ j≤N odpowiadaj ↪ace wartościom w lasnym {λj}0≤ j≤N mog ↪a

być unormowane w taki sposób że, po-pierwse,

< pj, pk >ρ= δj k,

po-drugie, pj(x) ma dok ladnie j zer (przeci ↪eć transwersalnych z osi ↪a OX) na odcinku

(−∞, +∞).
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5.2.2. Równanie konwekcji-reakcji-dyfuzji: warunki stabilności rozwi ↪azań typu

kinków. Rozpatrzmy rodzin ↪e równań konwekcji-reakcji-dyfuzji (K-R-D)

ut + g(u)ux = [κ(u)ux]x + f(u). (5.9)

Uwaga. Z sensu fizycznego funkcji κ(u) opisuj ↪acej wspó lczynnik transportu (na przyk lad

ciep la) wynika że jest ona nieujemna co najmniej dla nieujemnych wartości funkcji u(t, x).

Z poprzednich rozważań wiemy że rodzina równań K-R-D (do której, m.in., należy równanie

Burgersa) posiada rozwi ↪azania typu kinków i solitonów. Przedyskutujemy wi ↪ec kwesti ↪e sta-

bilności tych rozwi ↪azań. Dokonuj ↪ac zamiany zmiennych (t, x) → (t, z = x−s t), przepiszemy

równanie (5.9) w standardowej postaci

ut = Φ(u, uz, uzz) = f(u) + [s− g(u)] uz + κ̇(u)u2z + κ(u)uzz. (5.10)

Za lóżmy teraz że równanie (5.10) posiada rozwi ↪azanie stacjonarne U(z), które jest kinkiem

lub solitonem i rozpatrzmy zaburzenie

u(t, x) = U(z) + ϵ eλ t p(z).

Podstawiaj ↪ac ten wzór do (5.10), otrzymamy, odrzucaj ↪ac cz lony rz ↪edu O(ϵ2), zagadnienie

Sturma-Liouville’a

λh(z) = L p(z) =

[
a2

d2

d z2
+ a1

d

d z
+ a0

]
p(z), (5.11)

gdzie

a2 = κ(U),

a1 = 2κ̇(U)Uz + s− g(U),

a0 = ḟ(U) + κ̇(U)Uzz + κ̈(U)U2
z − ġ(U)Uz.

Najpierw zajmiemy si ↪e oszacowaniem σess. Rozwi ↪azania typu kinków i solitonów posia-

daj ↪a nast ↪epuj ↪ace w lasności asymptotyczne:

lim
z→±∞

U(z) = m±, gdzie |m±| <∞, lim
z→±∞

U (k)(z) = 0, k = 1, 2, ...

W przypadku rozwi ↪azania solitonowego zachodzi, oczywíscie, równość m+ = m−. Z twier-

dzenia podanego w poprzednim paragrafie wynika że oszacowanie σess wi ↪aże si ↪e z analiz ↪a

spektraln ↪a operatorów

L± = [κ(m±)]
d2

d z2
+ [s− g(m±)]

d

d z
+ ḟ(m±),
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czyli z rozwi ↪azaniem zagadnień spektralnych

λh(z) = L±h(z).

Ponieważ operatory L± maj ↪a sta le wspó lczynniki, do rozwi ↪aznia tego problemu efektywne

jest zastosowanie transformaty Fouriera F 2. Dokonuj ↪ac tej transformaty przy za lożeniu że

h(z) należey do zbioru dystrybucji temperowanych S ′(R) otrzymamy równanie[
λ− (g(m±) − s) i ξ −

(
ḟ(m±) − κ(m±)

)
ξ2
]
ĥ(ξ) = 0, ξ ∈ R, ĥ(ξ) = Fh[ξ].

Zgodnie z definicj ↪a, λ należy do widma wtedy i tylko wtedy gdy operator λ I − L± nie ma

odwrotnego. St ↪ad natychmiast wynika

Wniosek 5.2..2.Widmo operatora L± pokrywa si ↪e ze zbiorem

σ =
{
λ ∈ C : λ− (g(m±) − s) i ξ −

(
ḟ(m±) − κ(m±)

)
ξ2 = 0, ξ ∈ R

}
.

Z nieujemności liczb κ(m±) natychmiast wynika

Wniosek 5.2..3.Jeżeli ḟ(m±) ≤ 0, to σess
∩

C+ = ∅.

Zastosujmy uzyskane wyniki do badania stabilności rozwi ↪azania (3.22) równania Burgersa.

Operator linearyzacji tego równania ma postać

L = κ
d2

d z2
+ (s− U)

d

d z
+ Uz,

natomiast funkcja f(U) jest tożsamościowo równa zeru. Wynika z tego, że σess [L] nie prze-

cina si ↪e z pó lp laszczyzn ↪a C+

Ze wzgl ↪edu na to, że wspó lczynnik κ jest sta ly, do analizy widma dyskretnego można

wykorzystać oscylacyjne twierdzenie Sturma. Rzeczywíscie, dziel ↪ac lew ↪a i praw ↪a strony

równania (5.13) przez κ > 0 otrzymamy zagadnienie Sturma-Liouville’a

λ̃p(z) = L p(z)

[
d2

d z2
+
s− U

κ

d

d z
+
Uz

κ

]
p(z), (5.12)

gdzie λ̃ = λ/κ.

We wst ↪epie do niniejszego rozdzia lu wykazalísmy że funkcja pν(z) = U ′(z) jest fruncj ↪a

w lasn ↪a operatora L odpowiadaj ↪aca wartości w lasnej λν = 0. I teraz, jeżeli U(z) opisuje kink

o profilu monotonicznym, tak jak ma to miejsce w przypadku rozwi ↪azania (3.22), wówczas

pν(z) jest funkcj ↪a posiadaj ↪ac ↪a jedno ekstremum lokalne oraz zmierzaj ↪ac ↪a wyk ladniczo do

zera gdy |z| → ∞ (p. rys. 5.1). Zatem, na mocy twierdzenia oscylacyjnego Sturma,

U ′(z) = p0(z) jest funkcj ↪a w lasn ↪a odpowiadaj ↪ac ↪a najwi ↪ekszej wartości w lasnej λ̃0 = 0,

natomiast wszystkie inne wartości w lasne s ↪a mniejsze od zera.

2p., na przyk lad, V. Vladimirov, Wst ↪ep do teorii dystrybucji, Kraków, 2007

(http://wms.mat.agh.edu.pl/ vladimir/courses/Maindst7c.pdf)
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Rys. 5.1: Wykres funkcji U(z) opisuj ↪acej kink (po lewej) oraz wykres funkcji U ′(z) (po

prawej)

Rys. 5.2: Po lewej: wykres rozwi ↪azania solitonowego U(z); po prawej: wykres funkcji U ′(z)



97

Wniosek 5.2..4.Rozwi ↪azanie (3.22) jest spektralnie stabilne.

Teori ↪e Sturma można również zastosować do analizy stabilności rozwi ↪azania solitonowego

równania (5.9) w przypadku κ = const. Rzeczywíscie, odpowiednie zagadnienie S-L w tym

przypadku można przedstawić w postaci

λ̃ h(z) =

[
d2

d z2
+
s− g(U)

κ

d

d z
+
ḟ(U) − ġ(U)Uz

κ

]
p(z), (5.13)

gdzie λ̃ = λ/κ. Ponownie wykorzystujemy to że funkcja pν(z) = U ′(z) jest wektorem w lasnym

odpowiadaj ↪acym wartości w lasnej λ̃ν = 0. Jednak tym razem funkcja U ′(z) ma dwa ekstrema

lokalne i jeden raz przecina oś OX (p. rys. 5.2 ). Zatem funkcja ta odpowiada wartości

λ̃1 = 0 i, na mocy twierdzenia Sturma, istnieje również wartość w lasna λ̃0 > 0.

Wniosek 5.2..5.Rozwi ↪azanie solitonowe równania K-R-D (5.9) z κ = const nigdy nie jest

spektralnie stabilne.
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