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RozdziaÃl 1

Wst ↪ep

1.1. Konieczność uogólnienia poj ↪ecia funkcji

Druga nazwa dystrybucji to funcje uoglnione. Jest ona może nawet bardziej trafna, gdyż

dystrybucje rzeczywíscie powstaj ↪a jako pewne uogólnienie poj ↪ecia funkcji. Co wi ↪ec spowo-

dowaÃlo powstanie funcji uogólnionych? W fizyce matematycznej od czasu do czasu powstaj ↪a

takie obiekty, które nie maj ↪a odpowiedników w klasycznej teorii równań różniczkowych. Na

przykÃlad, w klasycznym sformuÃlowaniu zagadnienia pocz ↪atkowego

∂ui(t, x)
∂t

= F i [t, xi, u
j, ∂uj /∂xk] = 0, i ∈ 1, ...n

uk(t0, x) = uk
0(x), k ∈ 1, ...n

zakÃlada si ↪e że ui(t, x) oraz uk
0(x) s ↪a dostatecznie gÃladkimi funkcjami swoich argumentów.

Fizycy, zaś, chc ↪a wiedzieć, jak b ↪edzie, na przykÃlad, ewolucjonować zaburzenie pocz ↪atkowe,

które ma ksztaÃlt stopnia (ktoremu odpowiada funkcja uk
0(x) = A · [θ(x + a)− θ(x− b)]).

Wykorzystuj ↪a oni takie poj ↪ecia jak masa czy Ãladunek punktowy, co powoduje pojawienia si ↪e

w równaniach syngularności, o ktorych mowa b ↪edzie niżej.

Rozpatrzmy równanie

ρt + aρx = 0, (1.1)

opisuj ↪ace fal ↪e poruszj ↪ac ↪a si ↪e wprawo z pr ↪edkości ↪a a (dolne indeksy tutaj i niżej oznaczaj ↪a

różniczkowanie po odpowiedniej zmiennej). Zachodzi

Twierdzenie 1.1..1.Ogólne rozwi ↪azanie równania (1.1) ma postać

ρ(t, x) = F (x− a t),

gdzie F (·)–dowolna funkcja.
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Wniosek 1.1..1.Rozwi ↪azanie zagadnienia pocz ↪atkowego

ρt + aρx = 0 (1.2)

ρ(0, x) = ρ0(x) (1.3)

dane jest wzorem

ρ(t, x) = ρ0(x− at).

Zaburzenie pocz ↪atkowe porusza si ↪e z pr ↪edkości ↪a a bez zmiany ksztaÃltu, jeżeli wi ↪ec weźmiemy

jako warunek pocz ↪atkowy funkcj ↪e schodkow ↪a

ρ0(x) = θ(x + 1)− θ(x− 1) (1.4)

to otrzymamy nast ↪epujce rozwi ↪azanie:

ρ(t, x) = ρ0(x) = θ(x− a t + 1)− θ(x− a t− 1)

Opisuje ono funkcj ↪e schodkow ↪a, ktra porusza si ↪e w prawo z pr ↪edkości ↪a a nie zmieniaj ↪ac swo-

jego ksztaÃltu . Ale w jaki sposób mamy traktować rozwi ↪azanie równania różniczkowalnego,

które nie jest funkcj ↪a różniczkowaln ↪a? Żeby móc go w poprawny sposób interpretować,

wprowadźamy tak zwane rozwi ↪azanie sÃlabe.

Definicja 1.1..1 Funkcja ograniczona (lecz niekoniecznie gÃladka) ρ(t, x) nazywa si ↪e sÃlabym

rozwi ↪azaniem równania (1.1), jeżeli ∀ϕ ∈ C∞
0 zachodzi równość:

I =

∫

R2

ρ(t, x) L̂∗ [ϕ] dxdt = −
∫

R2

(ϕt + aϕx)ρ(t, x)dxdt = 0,

gdzie L∗ = − (
∂
∂t

+ a ∂
∂x

)
– operator, formalnie sprz ↪eżony do L =

(
∂
∂t

+ a ∂
∂x

)
wzgl ↪edem

iloczynu skalarnego w L2. Jeżeli w dodatku funkcja ta speÃlnia warunek pocz ↪atkowy (1.3),

wówczas nazywa si ↪e ona rozwi ↪azaniem sÃlabym zagadnienia Cauchy’ego (1.2)–(1.3).

Zachodzi

Lemat 1.1..1 Każde rozwi ↪azanie klasyczne równania (1.1) jest rozw ↪azaniem sÃlabym tego

równania.

Dowód. Niech supp ϕ ⊂ [−A, A] × [−B, B] := Ω (p. rys. 1.1). Wówczas prawdziwe s ↪a

nast ↪epuj ↪ace równości:
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Rys. 1.1:

I = −
∫

R2

(ϕt + aϕx)ρ(t, x)dxdt = −
∫

Ω

(ϕt + aϕx)ρ(t, x)dxdt = (1.5)

A∫

−A

dx

B∫

−B

ρtϕdt +

B∫

−B

dt

A∫

−A

ϕa ρxdx =

∫

Ω

ϕ(ρt + aρx) ≡ 0. (1.6)

Udowodnijmy nast ↪epuj ↪ace

Stwierdzenie 1.1..1.Funkcja schodkowa

ρ(t, x) = θ(x− at + 1)− θ(x− at− 1) (1.7)

jest rozwi ↪azaniem sÃlabym zagadnienia pocz ↪atkowego (1.2), (1.4)

Dowód. Oczywistym jest, iż (1.7) przy t = 0 pokrywa si ↪e z warunkiem pocz ↪atkowym (1.4).

Dalej: nośnik funkcji (1.7) jest ograniczony prostymi x − at + 1 = 0 = x − at − 1 Weżmy

ϕ ∈ C∞
0 i prostok ↪at Ω = ACKDBE tak by zawieraÃl on supp ϕ rys. 1.2. Wówczas

I =

∫

R2

(ϕt + aϕx)ρdxdt =

∫

Ω

(ϕt + aϕx)ρdxdt =

= 2

∫

ACDB

(ϕt + aϕx)dxdt.

Ostatnia równość zachodzi, gdyż supp ϕ ∩ supp ρ(t, x) ⊂ ACDB. Potraktujmy wyraz

podcaÃlkowy jako form ↪e różniczkow ↪a (ϕt + aϕx)dx ∧ dt = ω2, któr ↪a możemy, z kolei, przed-

stawić jako różniczk ↪e jedno-formy: ω1 = aϕdt − ϕdx. Korzystuj ↪ac z twierdzenia Gaussa–

Ostrogradzkiego, otrzymamy:

I

2
=

∮

∂Ω

ω1 =

∫

CD

aϕdt− ϕdx−
∫

AB

(aϕdt− ϕdx)
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Rys. 1.2:

Na CD: x = 1 + at, wi ↪ec dx = adt; na AB mamy, odpowiednio, x = at− 1 oraz dx = adt.

Traktuj ↪ac t jako zmienn ↪a parametryzuj ↪ac ↪a odcinki AB i CD, otrzymamy:

I

2
=

∫

RP

aϕ(t, 1 + at)dt− ϕ(t, 1 + at)adt−

−
∫

RP

ϕ(t, at− 1)(adt− adt) = 0.

PrzykÃlad ten korzystny jest przynajmniej z tego wzgl ↪edu, że z jego pomoc ↪a zapoznalísmy

si ↪e z poj ↪eciem rozwi ↪azania sÃlabego. Sam problem nie wygl ↪ada, być może zbyt przekony-

wuj ↪aco, gdyż warunek pocz ↪atkowy á priori wybralísmy jako funkcj ↪e nieróżniczkowaln ↪a. Otóż

w problemach nieliniowych bywa bardzo cz ↪esto tak, że rozwi ↪azanie staje si ↪e osobliwym nie

wskutek wyboru tych czy innych warunków pocz ↪atkowych, lecz wskutek samej natury nieli-

niowości.

Rozpatrzmy uoglnienie nieliniowe równania (1.1)

ρt + ρρx = 0. (1.8)

Szukamy rozwi ↪azanie speÃlniaj ↪ace warunek pocz ↪atkowy

ρ(0, x) = ρ0(x) (1.9)

Zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace stwierdzenia:

Stwierdzenie 1.1..2. Ogólne rozwi ↪azanie równaniania (1.8) dane jest wzorem

ρ(t, x) = F (x− ρt) (1.10)
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Rys. 1.3:

Stwierdzenie 1.1..3. Rozwi ↪azanie zagadnienia pocz ↪atkowego (1.8), (1.9) dane jest wzorem

ρ(t, x) = ρ0(x− ρt) (1.11)

Ponieważ ze stwierdzenia 1.1..2 Ãlatwo wynika stwierdzenie 1.1..3, udowodnimy tylko to pierw-

sze.

Otóż jeżeli ma miejsce (1.10) to, traktuj ↪ac F (x− tρ(t, x)) jako funkcj zÃlożon ↪a mamy:

ρt = Ḟ (z)[−ρ− tρt], (1.12)

ρx = Ḟ (z)[1− tρx] (1.13)

gdzie z = x− tρ. St ↪ad

ρt =
−ρḞ (z)

1 + tḞ (z)
ρx =

Ḟ (z)

1 + tḞ (z)

Po podstawieniu do (1.8) otrzymamy tożsamość.

Weźmy warunek pocz ↪atkowy

ρ0(x) =





2 x ≤ −1

1− x − 1 < x ≤ 0

1 x > 0

(1.14)

Z stwierdzeń 1.1..2, 1.1..3 wynika, że rozwi ↪azanie, speÃlniaj ↪ace warunek pocz ↪atkowy (1.14)

można przedstawić w postaci nast ↪epuj ↪acej funkcji uwikÃlanej:

ρ(z) = 2, gdy z = x− ρt ≤ −1, (1.15)

ρ(z) = 1− z, gdy − 1 < z = x− ρt ≤ 0, (1.16)

ρ(z) = 2 gdy z = x− ρt > 0. (1.17)
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Rozwi ↪azuj ↪ac relacj ↪e (1.15), otrzymamy :

ρ = 2 gdy z = x− 2 · t < −1,

czyli ρ = 2 gdy x < 2t− 1. W przypadku relacji (1.17) mamy:

ρ = 1 gdy z = x− 1 · t > 0,

czyli ρ = 1 gdy x > t. W przypadku środkowej relacji (1.16) mamy:

ρ(z) |z=x−ρt= 1− z = 1− x + ρt

lub ρ = 1− x + ρt. St ↪ad

ρ =
1− x

1− t
. (1.18)

Obszar, w którym rozwi ↪azanie to obowi ↪azuje, znajdziemy, rozwi ↪azuj ↪ac nierwności, −1 < z ≤
0, które, z uwzgl ↪ednieniem (1.18), przybieraj ↪a postać

−1 < x− x− t

1− t
t ≤ 0.

Dla t < 1 otrzymamy st ↪ad nierówności:

x > 2t− 1 oraz x ≤ t.

Jednak dla t > 1 rozwi ↪azanie staje si ↪e niejednoznaczne (p. rys. 1.3). Takie rozwi ↪azanie jest

niestabilne, natomiast rozwi ↪azanie

ρ =

{
ρ2 = 2 x ≤ C + Dt,

ρ1 = 1 x > C + Dt,

gdzie

D = (ρ2 + ρ1) /2 ≡ 3/2, (1.19)

zwi ↪azane z nim poprzez prawo zachowania [5], jest stabilne. Jest to rozwi ↪azanie typu fali

uderzeniowej, i jest ono opisywane funkcj ↪a, maj ↪ac ↪a punkt nieci ↪agÃlości pierszego rodzaju

(linia przerywana na rys. 1.3).

Wzór na pr ↪edkość fali uderzeniowej można stosunkowo Ãlatwo otrzymać, zapisuj ↪ac równanie

(1.8) w postaci prawa zachowania

ρt + ρρx ≡ ∂%

∂t
+

∂

∂x

ρ2

2
= 0.

Rozpatruj ↪ac nieskończenie cienki obszar Ω wyci ↪agniety wzdÃluż ”linii światowej” fali uderze-

niowej (p. rys. xxx), caÃlkujac po tym obszarze form ↪e różniczkow ↪a ω2 =
(

∂%
∂t

+ ∂
∂x

ρ2

2

)
dt∧ dx,

a nast ↪epnie przechodz ↪ac do caÃlkowania po brzegu obszaru ∂Ω otrzymamy w granicy wzór

(1.19).

Uwaga. Wynik pzostanie bez zmian jeżeli zamiast (1.14) weźmiemy funkcj ↪e gÃladk ↪a o

podobnym przebiegu zmienności, na przykÃlad ρ0(x) = −arctg (x).
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Wniosek 1.1..2 Pocz ↪atkowo gÃladkie (ci ↪agÃle) rozwi ↪azania nieliniowych równań ewolucyj-

nych staj ↪a si ↪e niegÃladkie (nieci ↪agÃle), a nawet niejednoznaczne na skutek nieliniowości.
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RozdziaÃl 2

Funkcje próbne i dystrybucje

2.1. Poj ↪ecie δ-funkcji

Jedynym z motywów wprowadzenia funkcji uoglnionych byÃla konieczność uwzgl ↪ednienia w

równaniach fizyki matematycznej Ãladunków i mas punktowych. Na przykÃlad, Ãladunek elek-

tryczny punktowy pojawia si ↪e przy opisie pola elektrostatycznego Ãladunku, którego potencjaÃl

ϕ(x) spenia równanie Poissone’a

4ϕ(x) = div grad ϕ(x) = k · q · δ(x) (2.1)

gdzie δ(x) jest to δ-Diraca, która definiuje si ↪e w sposób nast ↪epuj ↪acy: bierzemy Ãladunek

elektryczny q i rozmazujemy go równomiernie po kuli K(0, ε), wprowadzaj ↪ac funkcj ↪e g ↪estości

Ãladunku:

q ρε(x) =

{
3 q

4πε3 gdy|x| ≤ ε

0 gdy|x| > ε

ÃLatwo zauważyć, że przy tak zadanej g ↪estości Ãladunek caÃlkowity jest staÃly:∫

R3

ρε(x)dx =
3 q

4πε3

∫

K(0,ε)

d x = q.

W granicy, gdy ε → 0+ dostajemy δ-Dirac’a, która nie jest funkcj ↪a, gdyż formalnie jest

zdefiniowana w taki sposób:

δ(x) =

{
0 |x| 6= 0

+∞ |x| = 0

Można jej jednak nadać jej sens, traktuj ↪ac ρε jako funkcjonaÃl dziaÃlaj ↪acy u zbiorze wszystkich

funkcji ci ↪agÃlych:

C0(R3) 3 ϕ ρε[ϕ] =

∫

K(0,ε)

ρε(x)ϕ(x)dx = (ρε; ϕ)

Jest to dobrze zdefiniowany operator liniowy. Zadajemy przy jego pomocy δ(x) u sposób

nast ↪epuj ↪acy
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Definicja 2.1..1 Dla ϕ ∈ C0(R) określamy δ[ϕ] jako lim
ε→0+

(ρε, ϕ) ≡ lim
ε→0+

∫
K(0,ε)

ρε(x)ϕ(x)dx

Zachodzi

Lemat 2.1..1 (a) δ[·] jest funkcjonaÃlem liniowym;

(b) δ[ϕ] = ϕ(0).

Dowód Ad (b):

lim
ε→ 0

| (ρε, ϕ(x)− ϕ(0)) | = lim
ε→ 0

∣∣ ∫

K(0,ε)

ρε(x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

∫

K(0,ε)

ρε(x)dx
∣∣ ≡ (2.2)

≡ lim
ε→ 0

∣∣∣
∫

K(0,ε)

ρε(x) (ϕ(x)− ϕ(0)) dx
∣∣∣ ≤ lim

ε→ 0
sup

x∈K(0,ε)

|ϕ(x)− ϕ(0)| = 0. (2.3)

W podobny sposób definiujemy każd ↪a funkcj ↪e uogólnion ↪a, jednak przestrzeń C0(Rn) jako

dziedzina funkcji uogólnionych jest za szeroka 1

2.1.1. Przestrzeń fukcji próbnych Jako przestrzeń bazow ↪a wybieramy zbiór C∞
0 (Rn)

czyli zbiór funkcji z C∞ o zwartym nośniku.

Topologia

Definicja 2.1..2 Mówimy, że C∞
0 3 ϕk −→ ϕ ∈ C∞

0 jeżeli

• (a) istnieje taka kula otwarta K(0, R) że dla dowolnego n supp ϕn ⊂ K(0, R)

• (b) dla dowolnego multyindeksu α = (α1, .., αn), αi ∈ N, i = 1, ...n

lim
k→∞

sup
x∈K(0,R)

|Dαϕk(x)−Dαϕ(x)| = 0, gdzie Dα = ∂|α|
∂x

α1
1 ....∂xαn

n
.

Przesrzeń C∞
0 z tak zdefiniowan ↪a topologi ↪a nazywamy przestrzeni ↪a funkcji próbnych i ozna-

czamy symbolem D. Jest ona, oczywíscie, przestrzeni ↪a liniow ↪a. Prócz tego, s ↪a w niej dobrze

określone dziaÃlania, o których mowa w nast ↪epuj ↪acym lemacie:

Lemat 2.1..2 (a) Różniczkowanie jest operacj ↪a ci ↪agl ↪a w D;

(b) Zamiana zmiannych ϕ(x) → ϕ̃(x) = ϕ(Âx + b) gdzie Â – niesyngularna macierz kwa-

dratowa, jest operacj ↪a ci ↪agÃl ↪a w D;

(c) mnożenie przez a(x) ∈ C∞(Rn) jest operacj ↪a ci ↪agÃl ↪a w D.

1zachodzi relacja - im szersza jest przestrzeń Ω, tym mniej funkcjonaÃlów nad ni ↪a (o dobrych wasnościach)

możemy zdefiniować
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Ad (a): Dla ∂j = ∂
∂ xj

mamy wykazać, iż ϕk
D→ ϕ implikuje ∂jϕk

D→ ∂jϕ Zauważmy, że

ϕ ∈ D ⇔ ∂jϕ ∈ D. Dalej, ϕn
D→ ϕ oznacza że dla wszystkich (α1, ..., αn) Dαϕk → Dαϕ

w metryce sup. Z dowolności (α1, ..., αn) wynika, zwÃlaszcza, że Dᾱϕk → Dᾱϕ dla ᾱ =

(α1, ..., αj−1, αj + 1, αj+1, ...αn), a przecież |Dᾱϕk−Dᾱϕ| ≡ |Dα∂jϕk−Dα∂jϕ|, sk ↪ad wynika

zbieżność.

Ad (b): wynika z reguÃly różniczkowania funkcji zÃlożonej.

Ad (c) |∂j aϕk − ∂j aϕ| ≤ |∂j a||ϕk − ϕ|+ |a||∂j ϕk − ∂j ϕ| i t.d...

2.1.2. PrzykÃlady funkcji próbnych. Funkcja ε–czapa definiuje si ↪e w sposób nast ↪epuj ↪acy:

ωε =





Cε exp
(
− ε2

ε2−|x|2
)

|x| < ε

0 |x| ≥ ε

StaÃl ↪a Cε wybieramy w taki sposób, by byÃla speÃlniona równość
∫

ωε = Cε

∫

K(0, ε)

e
− ε2

ε2−|x|2 d x ≡ εn Cε

∫

K(0, 1)

e
− 1

1−|τ |2 dτ = 1.

Ćwiczenie 1. Udowodnić źe ω ∈ C∞0 , wykazuj ↪ac, że ∀ α Dαωε → 0 gdy |x| → ε−)

Maj ↪ac ε - czap ↪e możemy wygenerować mnóstwo innych funkcji próbnych za pomoc ↪a kon-

strukcji, któr ↪a opisujemy niżej. Wprowadźmy najpierw pewne oznaczenia. Niech G b ↪edzie

zbiorem otwartym i spójnym. Wykorzystuj ↪ac ωε możemy skonstruować funkcj ↪e ηε ∈ C∞,

która ”prawie” si ↪e pokrywa z funkcj ↪a charakterystyczn ↪a χG(x):

χG(x) =

{
1 gdy x ∈ G

0 gdy x 6∈ G

Wprowadzamy teraz zbiór Gε = ∪x∈GK(x, ε)

Lemat 2.1..3 Dla dowolnego zbioru G, który jest otwarty i spójny oraz dla wszystkich ε > 0

istnieje funkcja ηε ∈ C∞ taka, że

1. 0 ≤ ηε(x) ≤ 1

2. η(x) = 1 gdy x ∈ Gε

3. η(x) = 0 gdy x /∈ G3ε
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Dowód. Definiujemy funkcj ↪e

ηε(x) =

∫

Rn

χG2 ε(y)ωε(x− y)dy =

∫

G2ε

ωε(x− y)dy.

Jak widać z rys. ?? nośnik funkcji podcaÃlkowej caÃlkowicie leży w zbiorze G2 ε gdy x ∈ Gε,

natomiast nie ma z tym zbiorem punktów przeci ↪ecia, gdy x ∈ R \G3 ε.

Wniosek 2.1..1 Funkcja ηε(x) ∈ C∞
0 jeżeli G jest obszarem ograniczonym.

2.2. Przestrzeń dystrybucji D′

Definicja 2.2..1 Dystrybucj ↪a f nazywamy funkcjonaÃl liniowy nad przestrzeni ↪a D(Rn), ci ↪agÃly

w metryce sÃlabej.

Oznaczamy ten zbiór symbolem D′(Rn). Liniowość rozumiemy tak, że dla dowolnej pary

ϕ, ψ ∈ D(Rn), oraz liczb a, b ∈ C

f [aϕ + bψ] = af [ϕ] + bf [ψ]

Inny sposb zapisu przypomina iloczyn skalarny: po lewej stronie f ∈ D′(Rn) po prawej

ϕ ∈ D(Rn):

f [ϕ] ≡ (f, ϕ)

f [aϕ + bψ] ≡ (f, aϕ + bψ)

Ci ↪agÃlość w metryce sÃlabej oznacza: z tego, że ϕk
D→ ϕ wynika iż (f, ϕk) → (f, ϕ) jako ci ↪ag

liczbowy.

Zbiór D′(Rn) w sposób naturalny staje si ↪e przestrzeni ↪a wektorow ↪a nad R (lub C), jeżeli

zdefiniować kombinacj ↪e liniow ↪a αf + βg (α, β ∈ R lub C, f, g ∈ D′(Rn)) jako:

(αf + βg, ϕ) := α(f, ϕ) + β(g, ϕ)

Ćwiczenie 2. Udowodnić, że tak zdefiniowany funkcjonaÃl jest funkcjonaÃlem liniowym i ci ↪agym, czyli należy

do D′(Rn)
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PrzykÃlady

1. Każda funkcja f ∈ Lloc(R
n) określa dystrybucj ↪e wzorem:

(f, ϕ) :=

∫

Rn

f(x)ϕ(x)dx ≡
∫

suppϕ

f(x)ϕ(x)dx

Liniowość wzgl ↪edem ϕ jest oczywista.

Ci ↪agÃlość: Jeżeli ϕk → ϕ w D, to znajdzie si ↪e kula otwarta K(0, R) taka, że suppϕ ∈
K(0, R). Możemy wi ↪ec podać oszacowania:

|(f, ϕk)− (f, ϕ)| = | ∫
K(0,R)

f(x)(ϕk(x)− ϕ(x))dx| ≤

≤ supy∈K(0,R)|ϕk(y)− ϕ(y)| ∫
K(0,R)

|f(x)|dx → 0, gdy k →∞.

2. (δ, ϕ) := ϕ(0) jest dobrze określon ↪a dystrybucj ↪a. Liniowość jest oczywista. Ci ↪agÃlość

też prawie oczywista:

|(δ, ϕk)− (δ, ϕ))| = |ϕk(0)− ϕ(0)| → 0 gdy k →∞

Oznaczenie. Dystrybucje określone poprzez lokalnie caÃlkowalne funkcje nazywamy dystry-

bucjami regularnymi . PozostaÃle dystrybucje nazywamy syngularnymi.
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2.2.1. Dalsze przykÃlady dystrybucji. Rozpatrzmy funkcjonaÃl

(
P 1

x
, ϕ

)
:= V p

∫
ϕ(x)

x
dx := lim

ε→+0

−ε∫

−R

ϕ(x)

x
dx +

R∫

ε

ϕ(x)

x
dx, (2.1)

gdzie suppϕ ⊂ (−R,R).

Dystrybucj ↪e P 1
x

można określić również w sposób ,,regularny”. Żeby to zrobić, trzeba

skorzystać z tw. Lagrange’e, które nam mówi że dla każdej funkcji ϕ, różniczkowalnej na

[x0, x] istnieje liczba 0 < θ < 1 taka, że zachodzi wzór

ϕ(x)− ϕ(x0)

x− x0

= ϕ′[θ · (x− x0)]

KÃlad ↪ac x0 = 0 mamy:

(
P 1

x
, ϕ

)
= lim

ε→+0

−ε∫

−R

+

R∫

ε

ϕ(x)− ϕ(0) + ϕ(0)

x
dx

= lim
ε→+0

−ε∫

−R

+

R∫

ε

ϕ′[θ · x]dx + ϕ(0) V p

∫

K(0,R)

dx

x

Ostatnia caÃlka znika, ponieważ wyrażenie podcaÃlkowe jest funkcj ↪a nieparzyst ↪a.

Udowodnilísmy, że zachodzi wzór
(
P 1

x
, ϕ

)
=

∫
ϕ(x)− ϕ(0)

x
dx. (2.2)

2.2.2. Zwi ↪azek pomi ↪edzy δ(x) a P 1
x
.

Lemat 2.2..1 Zachodzi wzór:

1

x− i0
:= lim

ε→+0

1

x− iε
= iπδ(x) + P 1

x
.

Dowód.

Dopóki ε jest niezerowe 1
x−iε

∈ Lloc. Dlatego dla dowolnej ϕ ∈ D takiej, że suppϕ ∈ K(0, R),

mamy:

lim
ε→+0

(
1

x− iε
, ϕ

)
= lim

ε→+0

R∫

−R

x + iε

x2 + ε2
ϕ(x)dx =

lim
ε→+0





R∫

−R

xϕ(x)

x2 + ε2
dx + iε

R∫

−R

ϕ(x)

x2 + ε2
dx



 =
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= lim
ε→+0





R∫

−R

x[ϕ(x)− ϕ(0)]

x2 + ε2
dx +

ϕ(0)

2

R∫

−R

d (x2 + ε2)

x2 + ε2
dx+

+iε

R∫

−R

ϕ(x)

x2 + ε2
dx



 =

R∫

−R

ϕ(x)− ϕ(0)

x
+

+ lim
ε→+0

ϕ(0)

2
ln

(
x2 + ε2

) ∣∣∣∣
R

−R

+ lim
ε→+0

R
ε∫

−R
ε

i
ϕ(τ · ε)
1 + τ 2

dτ =

=

(
P 1

x
, ϕ

)
+ iϕ(0)π =

(
P 1

x
+ iπδ(x), ϕ

)
.

2.2.3. Nośnik dystrybucji Dystrybucja nie jest funkcj ↪a, lecz jest funkcjonaÃlem, czyli

jej argumentami s ↪a funkcje próbne. Dlatego poj ↪ecie nośnika w zwykÃlym rozumieniu tego

sÃlowa wydaje si ↪e być niewÃlaściwym. A jednak możemy wprowadzić to ważne poj ↪ecie. Zanim

jednak to zrobimy, musimy wprowadzić kilka definicji.

Definicja 2.2..2 Rodzina zbiorów otwartych P = {Vi}i∈I nazywa si ↪e pokryciem zbioru G,

jeżeli dla każdego x ∈ G znajdzie si ↪e Vi ∈ P taki, że x ∈ Vi.

Definicja 2.2..3 Rodzina zbiorów P =
{

Ṽj

}
j∈J

nazywa si ↪e podpokryciem G, jeżeli

(a) jest ona pokryciem G

(b) dla każdego j ∈ J znajdzie si ↪e i = i(j) ∈ I takie, że

Z 3 Ṽj ⊂ Vi(j) ∈ P .

Zachodzi b. ważny

Lemat 2.2..2 (Heinego - Borela). Z każdego pokrycia P = {Ui}i∈I zbioru zwartego K

można wybrać podpokrycie skończone
{

Ũj

}n

j=1
.

Lemat ten podaje si ↪e bez dowodu tak samo, jak nast ↪epny lemat pomocniczy

Lemat 2.2..3 Jeżeli zbiór kul otwartych P =
{
U(xk, rk)

}N

k=1
stanowi pokrycie zbioru zwar-

tego K, wówczas dla dostatecznie maÃlego ε > 0 zbiór

Pε =
{
U(xk, rk − ε)

}
≡

{
U(xk, r

′
k)

}

też jest pokryciem K.
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Uwaga. Dowód przeprowadza si ↪e ad abs. i nie jest on trudny.

I wreszcie podstawowy lemat, wprowadzaj ↪acy tak zwany ROZKÃLAD JEDNOŚCI.

Lemat 2.2..4 Niech dana jest funkcja ϕ ∈ D oraz zbiór skończony kul otwartych

P =
{
U(xk, rk)

}N

k=1

stanowi ↪acy pokrycie suppϕ.

Teza Istniej ↪a funkcje hk ∈ D takie, że

(a) supp hk ⊂ U(xk, rk)

(b) ϕ(x) =
N∑

k=1

hk(x)ϕ(x).

Dowód.

Bierzemy pokrycie

Pε =
{
U(xk, r

′
k)

}
≡

{
U(xk, rk − ε)

}

(na mocy poprzedniego lematu takie ε zawsze istnieje) i konstruujemy funkcj ↪e

D 3 ek =

{
1 x ∈ U(xk, r

′
k)

0 x ∈ R \ U(xk, rk)

Nast ↪epnie definiujemy

h(x) =
N∑

j=1

ej(x)

oraz funkcj ↪e

hk(x) =





ek(x)
h(x)

gdy x ∈
N⋃

k=1

U(xk, rk)

0 gdy x ∈ R \ P

Tak skonstruowana funkcja jest dobrze określona w otoczeniu suppϕ i równa si ↪e jedności na

suppϕ:

N∑

k=1

hk

∣∣∣∣∣
supp ϕ

= 1

Teraz jesteśmy gotowi do wprowadzenia poj ↪ecia nośnika dystrybucji.
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Definicja 2.2..4 Mówimy, że

D′ 3 f
∣∣∣
G⊂Rn

= 0,

jeżeli dla każdej funkcji próbnej ϕ takiej, że supp ϕ ∈ G,

(f, ϕ) = 0.

(piszemy wi ↪ec, choć nie jest to senso stricto poprawne, że f(x) = 0 dla x ∈ G).

Definicja 2.2..5 Mówimy, że f, g ∈ D′ s ↪a równe na G, jeżeli dla dowolnej ϕ ∈ D takiej, że

suppϕ ∈ G zachodzi równość

(f, ϕ) = (g, ϕ).

Zachodzi bardzo ważny

Lemat 2.2..5.Na to by f ∈ LLOC(Rn) byÃla różna od zera na zbiorze G w sensie dystrybucji

potrzeba i wystarcza by:

f(x)
∣∣∣
G

= 0

µ - prawie wsz ↪edzie.

Wniosek 2.2..1 δ(x) nie jest dystrybucj ↪a regularn ↪a.

Dowód. O δ funkcji wiemy, że

(a) sup δ(x) = {0};

(b) δ nie jest zerem.

Przypuśćmy, że istnieje f ∈ Lloc taka, że ∀ϕ ∈ D
∫

f(x) ϕ(x) d x = ϕ(0).

Ponieważ funkcja |x|2 ϕ(x) ∈ D, wi ↪ec
∫

f(x) |x|2 ϕ(x) d x = |x|2ϕ(x)|x=0 = 0 =
(
f(x) |x|2, ϕ(x)

)
.

Z dowolności funkcji ϕ wynika, że Lloc 3 f jest równa zeru µ–p.w., a zatem dostalísmy

sprzeczność z p. (b).
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2.3. DziaÃlania na dystrybucjach

2.3.1. Zamiana zmiennych Operuj ↪ac poj ↪eciem nośnika nadalísmy poprzednio sens

symbolowi f(x), f ∈ D′. Za chwil ↪e wprowadszimy poj ↪ecie zamiany zmiennych. Pami ↪etać

przy tym należy o tym, że f nie jest funkcj ↪a tylko funkcjonaÃlem.

W przypadku dystrybucji post ↪epujemy b. cz ↪esto w sposób nast ↪epuj ↪acy: pa-

trzymy, jak wygl ↪ada ta czy inna degfinicja dla dystrybucji regularnych, a nast ↪epnie

przenosimy j ↪a na przypadek ogólny.

Niech wi ↪ec f(·) ∈ LLOC(Rn) i niech A ∈ Mn×n: det A 6= 0. Wówczas

(
f(Ax + b), ϕ(x)

)
=

∫
f(Ax + b)ϕ(x)dx =

1

|detA|
∫

f(y)ϕ[A−1(y − b)]dy.

Definicja 2.3..1 Niech f ∈ D′.

Definiujemy f(Ax + b) wzorem

(f(Ax + b, )ϕ) :=
(f(z), ϕ[A−1(z − b)])

|detA| (2.3)

PrzykÃlady:

1. Ai
j = c δij, b = 0

(f(c x), ϕ) =
1

|cn|
(
f(z), ϕ

(z

c

))

2. (δ(x− x0), ϕ(x)) = (δ(z), ϕ(z + x0)) = ϕ(z + x0)|z=0 = ϕ(x0)

2.3.1.1. Mnożenie dystrybucji przez funkcj ↪e z C∞(Rn) Dla funkcji f ∈ LLOC(Rn)

oraz a ∈ c∞(Rn) a(x) · f(x) ∈ LLOC , czyli jest to dystrybucja regularna, określona wzorem:

(a · f, ϕ) =

∫
a(x)f(x)ϕ(x)dx =

∫
f(x)[a(x) · ϕ(x)]dx = (f, a · ϕ)

W ogólnym przypadku wprowadzamy nast ↪epuj ↪ac ↪a definicj ↪e:

Definicja 2.3..2 Niech a ∈ C∞, f ∈ D′

Dystrybucj ↪e a · f określamy wzorem

(a · f, ϕ) = (f, a · ϕ) (2.4)
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Pytanie: czy definicja ta jest poprawna - innymi sÃlowy czy a·f określa funkcjonaÃl liniowy

ci ↪agÃly ?

Liniowość jest oczywista:

(f, a(ϕ1 + ϕ2)) = (af, ϕ1) + (af, ϕ2)

Ci ↪agÃlość: jeżeli ϕk → ϕ to aϕk → aϕ (wykazalísmy to w p. 2.1.1). St ↪ad wynika, że

(f, aϕk) → (f, aϕ) gdy k →∞, czyli a · f jest funkjonaÃlem. ci ↪agÃlym w metryce staÃlej.

PrzykÃlady

1. a(x)δ(x) = a(0) · δ(x)

2. x P 1

x
= 1

Ćwiczenie. Udowodnić, że

1. xmP 1
x

= xm−1 m ≥ 1

2. [a · δ](x− x0) = a(0)δ(x− x0)

3. (a · f)(x− x0) = a(x− x0) · f(x− x0) f ∈ LLOC

Czy mnożenie dystrybucji jest dobże określone ? Już w przypadku dystrybucji

regularnych s ↪a z tym kÃlopoty:

KontrprzykÃlad. f = 1√
|x| ∈ LLOC , lecz f · f = 1

|x| /∈ LLOC wi ↪ec funkcja ta nie jest

dystrybucj ↪a regularn ↪a !

Ogólnie: nie można określić operacji mnożenia w D′ tak by byÃla ona przemniemma i

Ãl ↪aczna:

KontrprzykÃlad

(
x · 1

x

)
· δ(x) = (1) · δ(x) = δ(x)

z innej strony:

x · 1

x
· δ(x) =

1

x
· (x · δ(x)) =

1

x
· 0 = 0

2.3.1.2. Różniczkowanie dystrybucji Niech f ∈ Cp(Rn) wtedy ∀α : |α| ≤ p Dαf ⊂
LLOC i ∀ϕ ∈ D zachodzi wzór:

(Dαf, ϕ) = (−1)|α|(f, Dαϕ) (2.5)

Ogólnie przyjmuje si ↪e definicj ↪e:

Definicja 2.3..3 Niech f ∈ D′ wówczas wartość funkcjonaÃlu Dαf na ϕ ∈ D określa si ↪e

wzorem (2.5).
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Czy jest to definicja poprawna? Należy wykazać, że (a) Dαf jest funkcjonaÃlem dobrze

określonym na D oraz (b) że dziaÃla on w sposób liniowy i ci ↪agÃly.

Ad (a) : ponieważ (D 3 ϕ) =⇒ (Dαϕ ∈ D), wi ↪ec wzór (f,Dαϕ) jest dobrze określony.

Ad (b) : liniowość wynika z liniowości różniczkowania; dla wykazania ci ↪agÃlości należy skorzy-

staj ↪ac z relacji

(ϕk
D→ ϕ) =⇒ ( Dαϕk → Dαϕ),

na mocy której (f,Dαϕk) → (f,Dαϕ) gdy k →∞.

Jasne jest zatem, w jakim celu wprowadza si ↪e tak mocn ↪a metryk ↪e w zbirze D. Dzi ↪eki

niej każdy element przestrzeni D′ staje si ↪e nieskończenie wiele razy różniczkowalny w sensie

uogólnionym.

Definicjacja pochodnej poprzez iloraz różnicowy. Wiemy już, co to jest f(x+∆x).

Określamy iloraz różnicowy
(

f(x + ∆x)− f(x)

∆x
, ϕ

)
=

1

∆x

{
f(z), ϕ(z −∆x))− (f(z), ϕ(z))

}
=

= −
(

f(z),
ϕ(z)− ϕ(z −∆x)

∆x

)
→ −(f(z), ϕ′(z)) gdy ∆x → 0.

WÃlasności różniczkowania.

(a)
∂2f

∂xi∂xj

=
∂2f

∂xj∂xi

Dowód.

(
∂2f

∂xi∂xj

, ϕ

)
=

(
f,

∂2ϕ

∂xi∂xj

)
=

(
f,

∂2ϕ

∂xj∂xi

)
=

(
∂2f

∂xj∂xi

, ϕ

)
.

(b) Wzór Leibnitza:

∀a ∈ C∞, f ∈ D′

∂

∂xj

(af) = a
∂f

∂xj

+
∂a

∂xj

f.

Dowód.

(∂j(a · f), ϕ) = −(a · f, ∂jϕ) = −(f, a∂jϕ) = −(f, ∂j(aϕ)) + (f, (∂ja)ϕ) =

= (a∂j f + f∂j a, ϕ).
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(c) Niech f ∈ C1[R/{x0}], ponadto istniej ↪a i s ↪a skończone

lim
ε→+0

f(x0 ± ε) oraz lim
ε→+0

f ′(x0 ± ε).

Wówczas zachodzi

Lemat 2.3..1.f ′ w sensie D′ równa si ↪e {f ′} + [f ]x0δ(x − x0), gdzie: {f ′} pochodna

klasyczna określona na R1\{x0},

[f ]x0 = lim
ε,δ→+0

{f ′(x0 + ε)− f ′(x0 − δ)} .

Dowód.

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′) = − lim
ε,δ→+0

{∫ x0−ε

−R

+

∫ R

x0+δ

(fϕ′)dx
}

=

= − lim
ε,δ→+0

{
fϕ|x0−ε

−R + fϕ|Rx0+δ −
x0−ε∫

−R

+

R∫

x0+δ

f ′ϕdx

}
=

= ϕ(x0)[f ]x0 +

R∫

−R

f ′(x)ϕdx.

Wniosek 2.3..1 Niech

1. f ∈ C1[R/{x1, x2, ...}];
2. dla i = 1, 2, ... istniej ↪a i s ↪a skończone nast ↪epuj ↪ace granice:

[f ]xi
= lim

ε,δ→+0
(f [xi + ε]− f [xi − δ]) , lim

ε→+0
f ′[xi ± ε].

Wówczas f ′ = {f ′}+
∞∑
i=1

[f ]xi
δ(x− xi).

PrzykÃlad. Pochodna uogólniona funkcji

f(x) =

{
1
2
− x

2 π
gdy x ∈ [0, 2 π],

f(y), y = x|mod ±2 π n, gdy |x| > 2 π

dana jest wzorem

f ′ = − 1

2 π

∣∣∣∣
x 6=±2 n π

+ 2 π

+∞∑
n=−∞

δ(x− 2 nπ).

Ćwiczenie. RozkÃladaj ↪ac funkcj ↪e okresow ↪a f(x) z poprzedniego przykÃladu w szereg Fouriera, a nast ↪epnie

różniczkuj ↪ac prawe i lewe cz ↪eści, wykazać poprawność wzoru
+∞∑

k=−∞
ei k x = 2 π

+∞∑
n=−∞

δ(x− 2 k π).
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2.3.2. PrzykÃlady pochodnych

(a) (δ′(x), ϕ) = −(δ(x), ϕ′(x)) = −ϕ′(0)

(b) (δ(m)(x), ϕ) = (−1)mϕ(m)(0)

(c) (θ′(x), ϕ) = −(θ(x), ϕ′(x)) =

−
∫ R

0

ϕ′(x)dx = −ϕ(x)
∣∣∣
R

0
= ϕ(0) = (δ(x), ϕ).

(d)

(xδ′(x), ϕ) = (δ′(x), xϕ) =

−[xϕ(x)]′
∣∣∣
x=0

= −(δ(x), ϕ).

Ćwiczenia. Udowodnić wzory:

(a) xmδ(m)(x) = (−1)mm!δ(x), m = 1, 2, . . .

(b) xkδ(m)(x) = 0, k > m

(c)
[
θ(x) · a(x)

]′ = a(0)δ(x) + θ(x)a′(x) a ∈ C∞(R)

(d) Wykazać, że: d
dx ln |x| = T 1

x

Uwaga.
{

ln |x|}′ nie jest funkcj ↪a lokalnie caÃlkowaln ↪a.

2.3.3. δ–podobne ci ↪agi Dystrybucje b. cz ↪esto zdefiniowane s ↪a jako przej́scia gra-

niczne. Procedura ta oparta jest o lemat, który podajemy bez dowodu.

Lemat 2.3..2 Przestrzeń D′ jest przestrzeni ↪a zupeÃln ↪a w metryce sÃlabej.

Ważn ↪a rodzin ↪e takich ci ↪agów stanowi ↪a funcje klasyczne, zbieżne do δ–funkcji. S ↪a to jedno-

parametryczne rodziny funkcji nieograniczenie rosn ↪ace w zerze, gdy parametr osi ↪aga pewn ↪a

krytyczn ↪a wartość. Niżej dokÃladnie określa si ↪e rodzina funkcji, zbieżna do δ(x).

ZaÃlóżmy, że rodzina funkcji fν(x) speÃlnia nast ↪epuj ↪ace warunki:

(a) ∀M > 0 oraz a, b : |a| < M, |b| < M ∃C(M) > 0 :

∣∣∣
b∫

a

fν(x) d x
∣∣∣ < C(M);
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(b) ∀ a, b 6= 0

lim
ν→+∞

b∫

a

fν(x) d x =

{
0 gdy a < b < 0 lub 0 < a < b,

1 gdy a < 0 < b

Rozpatrzmy ci ↪ag funkcji pierwotnych

Fν(x) =

x∫

−1

fν(ξ) d ξ.

Przy takich zaÃlożeniach Fν(x) → 0 gdy x < 0 oraz Fν(x) → 1 gdy x > 0, i przy tym jest

jednostajnie ograniczona wzgl ↪edem ν, Dlatego Fν(x) d ↪aży do θ(x) w sensie D′. A skoro tak,

to F
′
ν(x) = fν(x) → δ(x) gdy ν → +∞.

PrzykÃlad. Rozpatrzmy funkcj ↪e

fν(x) =
1

π

sin ν x

x
.

Wiadomo, że
∞∫

−∞

fν(ξ) d ξ = 1.

Dla dowolnej pary liczb a, b : 0 < a < b (wzgÃl ↪ednie a < b < 0)

b∫

a

fν(ξ) d ξ =

ν b∫

ν a

sin z

z
d z → 0 gdy ν → 0.

Dalej, caÃlka

∣∣∣ 1
π

b∫

a

sin ν x

x
d x

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
π

ν b∫

ν a

sin z

z
d z

∣∣∣

jest jednostajnie ograniczona wzgl ↪edem a, b dla wszystkich ν, wi ↪ec
{

1
π

sin ν x
x

}
jest ci ↪agiem

δ–podobnym.

Uwaga. Poj ↪ecie δ–podobnego ci ↪agu w sposób naturalny przenosi si ↪e na funkcje fε(x)

zachowuj ↪ace si ↪e w podobny sposób przy ε → +0. Jako przykÃlad sÃlużyć tu może rodzina

funkcji

1

π x
sin

x

ε
.

Ćwiczenie

Znaleźć granic ↪e w D′ nast ↪epuj ↪acych funkcji lokalnie caÃlkowalnych:
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(a) fε(x) =

{
1
2ε |x| < ε

0 |x| > ε

(b) fε(x) = ε
π(x2+ε2)

(c) fε(x) = ε
πx2 sin2 x

ε

(d) fε(x) = 1
x+iε

(d) 1
2
√

π ε
e−

x2
4 ε .



27

2.4. Równania w D′

2.4.1. Rozpatrzmy równanie

f ′(x) f ∈ D′(R). (2.6)

Zachodzi nast ↪epuj ↪ace

Twierdzenie 2.4..1.Jedynym rozwi ↪azaniem równania (2.6) jest funcja f = c = const.

Dowód. Równanie (2.6) jest równoważne równaniu

(f ′, ϕ) = −(f, ϕ′). ∀ϕ ∈ D(R). (2.7)

Wzór (2.7) zadaje dziaÃlanie f na podzbiorze

Φ0 = {ϕ0 ∈ D(R) : istnieje ψ ∈ D(R) : ϕ0 = ψ′} .

DziaÃlanie jego można rozszerzyć na pozostaÃle funkcje próbne, wykorzystujc nast ↪epuj ↪acy

Lemat 2.4..1.Funkcja ϕ0 ∈ D(R) należy do zbioru Φ0 wtedy i tylko wtedy, gdy

∫ ∞

−∞
ϕ0(x) d x = 0. (2.8)

⇒
Jeżeli ϕ0(x) = ψ ′(x) ∈ D, to

∫ ∞

−∞
ϕ0(x) d x = lim

A, B→+∞
[ψ(B)− ψ(−A)] = 0.

⇐
Określmy ψ(x) wzorem

ψ(x) =

∫ x

−∞
ϕ0(ξ) d ξ.

Oczywistym jest że ψ′(x0) = ϕ0(x) Okazuje si ↪e że ψ ∈ D. ÃLatwo widać, iż ψ ∈ C∞, jako

caÃlka nioznaczona z funkcji regularnej. Dalej, niech suppϕ0 ∈ K(0, R). Wtedy ϕ0(x) = 0

gdy x < −R i ϕ0(x) = c = const gdy x > R. Ale z (2.8) wynika, że c = 0, wi ↪ec ψ(x) należy

do D(R).

¤
Niech ϕ1 ∈ D ma wÃlasność

∫

R

ϕ1(x) d x = 0.
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Każd ↪a funkcj ↪e ϕ ∈ D da si ↪e przedstawić w postaci

ϕ(x) = ϕ1(x)

∫

R

ϕ(x) d x + ϕ0(x),

przy czym widać że
∫

R
ϕ0(x) d x = 0.

Zadaj ↪ac dziaÃlanie f na ϕ0 jako pewn ↪a (dowoln ↪a z racji dowolności ϕ1) staÃl ↪a

(f, ϕ) = C1,

zadajemy go i dla ϕ, gdyż

(f, ϕ) = C1

∫ ∞

−∞
ϕ(ξ) d ξ.

¥

2.4.2. Niech dany jest ukÃlad równań różniczkowych

d f1

d x
= a11f1 + ....a1nfn,

d f2

d x
= a21f1 + ....a2nfn, (2.9)

...........................................
d fn

d x
= an1f1 + ....annfn,

aij ∈ C∞.

Zachodzi

Lemat 2.4..2.UkÃlad (2.9) nie ma w D′ rozwi ↪azań odmiennych od klasycznych.

Szkic dowodu. Zapiszemy (2.9) w postaci wektorowej:

d f

d x
= Â f, Âij = aij, f = colon(f1, ...fn).

Rozpatrzmy macierz klasycznych rozwi ↪azań fundamentalnych Ûk
j (x) = fk

j (x) (z kursu równań

zwyczajnych wiadomo, że Û(x) jest macierz ↪a nieosobliw ↪a). Przejdźmy do nowych funkcji

z(x), które wprowadza si ↪e zgodnie ze wzorem

f = Û z.

Wektor-funkcja z speÃlnia równanie

d Û

d x
z + Û

d z

d x
= Â Û z.
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Na mocy tego, że d Û
d x

= Â Û , z speÃlnia równanie

Û
d z

d x
= 0.

Mnoż ↪ac go z lewej strony przez Û−1, otrzymamy równanie

d z

d x
= 0.

Na mocy poprzedniego lematu, równanie to ma jedynie staÃle rozwi ↪azania z = colon(C1, ....Cn).

Zatem f = Û z jest kombinacj ↪a liniow ↪a rozwi ↪azań klasycznych. ¥
Wniosek.

Równanie zwyczajne n-go rz ↪edu

y(n) + an−1(x) y(n−1) + ... + a1(x) y′ + a1(x) = 0, aj(x) ∈ C∞(R)

nie ma w D′(R) rozwi ↪azań odmiennych od klasycznych.

2.4.3. Równanie

x f ′ = 0, x ∈ D′(R). (2.10)

Zaczniemy od tego, że równanie a(x)f ′ = 0 nie ma rozwi ↪azań odmiennych od f = c =

const tam gdzie a(x) 6= 0. Natomiast w miejscach zerowania si ↪e a(x) na ogóÃl pojawi ↪aj ↪a si ↪e

rozwi ↪azania odmienne od klasycznych.

W przypadku równania (2.10) rozwi ↪azanie może si ↪e różnić od staÃlej jedynie w p. x = 0.

Dlatego ukÃlad rozwi ↪azań fundamentalnych skÃlada si ↪e z dwóch funkcji: f = 1 oraz f = θ(x).

Wniosek. Rozwi ↪azaniem ogólnym równania (2.10) jest funkcja

f = C1 + C2 θ(x).

2.4.4. Funkcja pierwotna. Rozpatrujemy równanie

d y

d x
= f, f ∈ D′(R) (2.11)

wzgl ↪edem funkcji y ∈ D′(R).

Lemat 2.4..3.Dla dowolnej f ∈ D′(R) równanie (2.11) ma rozwi ↪azanie w D′(R).

Szkic dowodu.

1. ZakÃladamy że rozwi ↪azanie y ∈ D′(R) istnieje.
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2. Dla ϕ0 ∈ Φ0 rozwi ↪azanie dane jest wzorem

(y, ϕ0) = −(f, ψ), ϕ0 = ψ.

3. Dowoln ↪a funkcj ↪e próbn ↪a ϕ przedstawiamy w postaci

ϕ(x) = ϕ1(x)

∫

R

ϕ(ξ) d ξ + ϕ0(x), (2.12)

gdzie ϕ0 ∈ Φ0, zaś ϕ1–dowolna funkcja próbna taka że
∫

R
ϕ1(x) d x = 1.

Zatem

(y, ϕ) = C − (f, ψ),

gdzie

C = (y, ϕ1)

∫

R

ϕ(ξ) d ξ, ϕ0 = ψ′.

4. Definiujemy y0 ∈ D′(R) w nast ↪epuj ↪acy sposób:

(y0, ϕ) = (y, ϕ0) = −(f, ψ).

5. Poszukiwane rozwi ↪azanie to y = y0 + c, gdzie c-dowolna staÃla

Uwaga. Ze wzgl ↪edu na niejednoznaczność rozkÃladu (2.12) dystrybucja y0 nie jest określona

jednoznacznie, jednak dwie zdefiniowane w taki sposób dystrybucje różni ↪a si ↪e mi ↪edzy sob ↪a

co najwyżej o staÃl ↪a.

PrzykÃlad 1.

d y

d x
= δ(x).

Dla dowolnej ϕ0 ∈ Φ0

(y, ϕ0) = −ψ(0),

gdzie ϕ0 = ψ′. Z drugiej strony

−ψ(0) =

∫ R

0

ψ′(x) d x, supp ψ ∈ K(0, R),

czyli

(y, ϕ0) =

∫ R

0

ψ′(x) d x, =

∫ R

0

ϕ0 d x, = (θ, ϕ0) = (y0, ϕ0), (2.13)
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czyli

y = θ(x) + const. (2.14)

PrzykÃlad 2.

d y

d x
= δ(n)(x).

Dla dowolnej ϕ0 ∈ Φ0

(y, ϕ0) = −(δ(n), ψ) = −ψ(n)(0).

gdzie ϕ0 = ψ′. Z drugiej strony

−ψ(n)(0) =

∫ R

0

ψ(n+1)(x) d x, supp ψ ∈ K(0, R),

czyli

(y, ϕ0) =

∫ R

0

ψ(n+1)(x) d x, =

∫ R

0

ϕ
(n)
0 d x, = (θ, ϕ

(n)
0 ) =

= −(θ′, ϕ(n−1)
0 ) = −(δ, ϕ

(n−1)
0 ) = ... = (−1)n(δ(n−1), ϕ0),

czyli

y = (−1)nδ(n−1) + const. (2.15)

2.4.5. Pewne równanie algebraiczne w D′(R)

Twierdzenie 2.4..2. Ogólne rozwi ↪azanie równania

xm u = 0, u ∈ D′ (2.16)

dane jest wzorem

u =
m−1∑

k=0

ck δk(x), (2.17)

gdzie ck – dowolne staÃle.

Dowód. W tym, że jest to rozwi ↪azanie Ãlatwo si ↪e można przekonać bezpośrednio. Rze-

czywíscie, jeżeli k < m, to ∀ϕ ∈ D
(
xm δ(k), ϕ

)
= −(1)k

(
δ, (xm ϕ)(k)

)
= 0, gdyż (2.18)

(xm ϕ)(k)(x)
∣∣∣
x=0

=
k∑

n=0

Cm
k−n xm−k+nϕ(n)

∣∣∣
x=0

= 0. (2.19)
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Równanie (2.16) jest liniowe wzgl ↪edem u, dlatego kombinacja algebraiczna jego rozwi ↪azań

jest również rozwi ↪azaniem tego równania.

W celu wykazania że jest to rozwi ↪azanie ogólne, dla funkcji ϕ stosuje si ↪e specjaln ↪a repre-

zentacj ↪e.

Niech

ηε(x) =

∫
ωε(x− y) χK(0, 2 ε),

gdzie χK(0, 2 ε) – funkcja charakterystyczna kuli otwartej K(0, 2 ε), natomiast D 3 ωε jest to

ε–czapa, któr ↪a wprowadzilísmy wcześniej. Jak Ãlatwo si ↪e można si ↪e przekonać,

ηε(x) =

{
1 gdy x ∈ K(0, ε)

0 gdy x /∈ K(0, 3 ε).

Zdefiniujmy teraz nast ↪epuj ↪ac ↪a funkcj ↪e:

ψ(x) =





1
xm

[
ϕ(x)− ηε(x)

m−1∑
k=0

ϕ(k)(0)
k!

xk

]
gdy x 6= 0,

ϕ(m)(0)
m !

gdy x = 0.

Wykażwemy teraz pomocniczy

Lemat 2.4..4.

(a) ψ ma zwarty nośnik;

(b) ψ ∈ C∞.

Dowód. P. (a) wynika z tego, że skończona kombinacja liniowa funkcji o zwartych nośnikach

jest funkcj ↪a o zwartym nośniku. Jedyny problem z wykazaniem p. (b) polega na dowodzie

gÃladkości funkcji ψ w zerze. Jednak w zerze funkcja ta nie ma osobliwości, gdyż, formalnie

rzecz bior ↪ac

ψ(x) =
∞∑

j=0

ϕ(m+j)(0)

(m + j)!
xj,

wi ↪ec lim
x→0

ψ(k)(x) = ϕ(m+j)(0)
(m+k)!

k!.

Dalej, jeżeli D′ 3 u jest rozwi ↪azaniem równania (2.16), to

(u, ϕ) =

(
u, xm ψ + ηε(x)

m−1∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!
xk

)
= (2.20)

= (xm u, ψ) +
m−1∑

k=0

ϕ(k)(0)

(
u, ηε(x)

x(k)

k!

)
= (2.21)

m−1∑

k=0

ck

(
δk, ϕ

)
, gdzie ck := (−1)k

(
u, ηε(x)

x(k)

k!

)
. (2.22)
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Stwierdzenie jest wi ↪ec udowodnione.

2.4.6. Zastosowanie twierdzenia 2.4..2 do rozwi ↪azywania równań różniczkowych

w D′ Wiedz ↪ac, jakie jest rozwi ↪azanie ogólne równania (2.16), możemy ”scaÃlkowac” podobne

do niego równania różniczkowe

Przyklad 1. Znaleźć rozwi ↪azanie równania

xn u′ = 0, u ∈ D′.

Dokonuj ↪ac podstawienia u′ = y ∈ D′, otrzymujemy równanie (2.16), którego rozwi ↪azanie

dane jest wzorem (2.17). ”CaÃlkuj ↪ac” to równanie otrzymamy:

u = c0 θ(x) + c1δ(x) + c2δ
′(x) + .... + cn−1 δ(n−2)(x) + a0. (2.23)

Przyklad 2. W podobny sposób można wykazać, iż rozwi ↪azaniem równania

xn u′′ = 0, u ∈ D′.

jest funkcja uogólnion ↪a

u = c0 x θ(x) + c1 θ(x) + c2δ(x) + .... + cn−1 δ(n−3)(x) + a1 + a0 x. (2.24)

Ćwiczenie. Wykazać, iż rozwi ↪azanie ogólne równania

xn+k u(n) = 0, u ∈ D′.

dane jest wzorem

u = θ(x)
n−1∑

j=0

xj cj +
k−1∑
m=0

bm δ(m)(x) +
n−1∑
s=0

as xs. (2.25)

Podobnie jak i w przypadku klasycznym, rozwi ↪azanie ogólne problemu niejednorodnego

jest sum ↪a ogólnego rozwi ↪azania problemu jednorodnego oraz rozwi ↪azania szczególnego pro-

blemu niejednorodnego.

Przyklady

1. Ogólne rozwi ↪azanie równania

xu′ = P 1

x
u ∈ D′.

dane jest wzorem

u = c0 θ(x) + c1 − P 1

x
. (2.26)
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2. Ogólne rozwi ↪azanie równania

x2 u′ = 1 u ∈ D′.

dane jest wzorem

u = c0 θ(x) + c1 δ(x)− P 1

x
. (2.27)

3. Ogólne rozwi ↪azanie równania

u′′ = δ(x) u ∈ D′.

dane jest wzorem

u = c0 + c1x + x θ(x). (2.28)

2.4.7. Rozwi ↪azanie podstawowe operatorów różniczkowych Przechodzimy do

omówienia bardzo ważnego poj ↪ecia rozwi ↪azania podstawowego. Niech dany jest operator

różniczkowy o staÃlych wspóÃlczynnikach

L̂(D) =
m∑

|α|=0

aα Dα, Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 ...∂xαn
n

. (2.29)

Definicja 2.4..1.Rozwi ↪azaniem podstawowym (fundamentalnym) operatora L̂(D) nazywa

si ↪e dystrybucja E ∈ D′, speÃlniaj ↪aca równanie

L̂(D) E = δ(x).

Rozpatrzmy równania
(

d2

dt2
+ ω2

)
E = δ(t), (2.30)

oraz
(

d

dt
+ a

)
E = δ(t). (2.31)

W przypadku równania (2.30) rozwi ↪azanie szukamy w postaci E = θ(t) Z(t), gdzie Z(t) ∈
C2(R). Różniczkuj ↪ac E mamy:

E ′ = Z(0) δ(t) + θ(t) Z ′(t); (2.32)

(2.33)

E ′′ = Z(0) δ′(t) + δ(t) Z ′(0) + θ(t) Z ′′(t). (2.34)
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Po podstawieniu do równania (2.30) otrzymamy:
(

d2

dt2
+ ω2

)
θ(t) Z(t) = Z(0) δ′(t) + Z ′(0) δ(t) + θ(t)

(
d2

dt2
+ ω2

)
Z(t). (2.35)

ÃLatwo wi ↪ec widać, iż równanie (2.30) b ↪edzie speÃlnione, ieżeli funkcja Z(t) jest rozwi ↪azaniem

zagadnienia klasycznego
(

d2

dt2
+ ω2

)
Z(t) = 0, Z(0) = 0, Z ′(0) = 1,

ostatecznie wi ↪ec otrzymujemy:

E = θ(t)
sin ω t

ω
. (2.36)

Podobnie, szukaj ↪ac rozwi ↪azanie równania (2.31) w postaci E = θ(t) Z(t), dochodzimy do

wniosku, iż wzór ten b ↪edzie opisywaÃl rozwi ↪azanie fundamentalne, jeżeli Z(t) jest rozwi ↪azaniem

klasycznym zagadnienia pocz ↪atkowego
(

d

dt
+ a

)
Z(t) = 0, Z(0) = 1,

a wi ↪ec

E = θ(t) e−a t. (2.37)

Stosuj ↪ac metod ↪e indukcji matematycznej, można wykazać, iż w ogólnym przypadku za-

chodzi

Twierdzenie 2.4..3.Rozwi ↪azanie w D′ równania

L

[
d

d t

]
=

{
dn

d tn
+

n−1∑
j=0

aα
dj

d tj

}
E = δ(t) (2.38)

dane jest wzorem

E = θ(t) Z(t), (2.39)

gdzie Z(t) jest to rozwi ↪azanie klasyczne zagadnienia podstawowego

L

[
d

d t

]
Z(t) = 0, Z(0) = Z ′(0) = ...Z(n−2)(0) = 0, Z(n−1)(0) = 1.
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RozdziaÃl 3

Iloczyn prosty (tensorowy) i splot

dystrybucji.

3.1.

3.1.1. Definicja. Określamy iloczyn tensorowy najpierw dla funkcji LLoc. A wi ↪ec

niech:

f ∈ LLoc(Rn), g ∈ LLoc(Rm).

Wówczas funkcja h(x, y) = f(x) · g(y) ∈ LLoc(Rn+m). Określa ona dystrybucj ↪e h = f ⊗ g,

która dziaÃla na zbiorze D′(Rn+m) w taki sposób:

(f ⊗ g, ϕ) =

∫
f(x)

[ ∫
g(y) · ϕ(x, y)dy

]
dx (3.1)

Oczywistym jest, że f ⊗ g = g ⊗ f dla funkcji lokalnie caÃlkowalnych. Ogólnie przyjmujemy

tak ↪a definicj ↪e:

Definicja 3.1..1 Iloczynem prostym (tensorowym) dystrybucji f ∈ D′(Rn) g ∈ D′(Rm)

nazywamy dystrybucj ↪e f ⊗ g ∈ D′(Rn+m), określon ↪a wzorem:

(
f ⊗ g, ϕ(x, y)

)
:=

(
f(x),

(
g(y), ϕ (x, y)

))
∀ϕ ∈ D(Rm+n). (3.2)

Musimy udowodnić, że wzór (3.2) dla każdej pary dystrybucji z odpowiednich przestrzeni

rzeczywíscie określa funkcjonaÃl liniowy ci ↪agÃly. Przede wszystkim chcielibyśmy udowodnić,

że (g, ϕ) ∈ D(Rn). Spróbujmy wi ↪ec udowodnić:

Lemat 3.1..1 ∀g∈D′(Rm), ∀ϕ∈D′(Rm+n) ψ(x) =
(
g(y), ϕ(x, y)

)
∈ D(Rn).

Dowód.

(a) Funkcja ψ(x) jest dobrze określona, ponieważ ϕ(x, ·) ∈ D(Rm) ∀x.
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b) 1
∆

{
ψ(. . . xi +∆ . . .)−ψ(. . . xi . . .)

}
=

(
g, 1

∆

[
ϕ(. . . xi +∆ . . .)−ϕ(xi)

])
→

(
g, ∂iϕ

)
gdy

∆ → 0, ponieważ funkcjonaÃl g jest ci ↪agÃly. W podobny sposób wykazuje si ↪e istnienie

Dαψ(x) dla α = (α1, . . . , αn).

Wniosek 3.1..1 ψ ∈ C∞.

c) Funkcja ψ(x) ma zwarty nośnik. Wynika to z tego, że ϕ ma nośnik zwarty, a wi ↪ec ist-

nieje K(0, R) ⊃ Rn+m takie, że suppϕ ⊂ K(0, R). A wi ↪ec jeżeli |x| =
√

x2
1 + .... + x2

n >

R, wówczas ϕ(x, ·) ≡ 0 i dlatego ψ(x) =
(
g, ϕ(x, ·)

)
= (g, 0) = 0.

Na mocy lematu 3.1..1 funkcjonaÃl
(
f, ψ(x)

)
=

(
f, (g, ϕ)

)
jest dobrze określony.

PozostaÃlo nam do wykazania:

(d) że f ⊗ g jest funkcjonaÃlem liniowym,

(e) że jest to funkcjonaÃl ci ↪agÃly.

1. Dowód punktu (d) pozostawia si ↪e czytelnikowi jako ćwiczenie

Ad.(e)
{
D(Rn+m) 3 ϕk → ϕ ∈ D(Rn+m)

}
⇒ z ci ↪agÃlości g wynika,

że ψk(x) = (g, ϕk) → ψ(x) = (g, ϕ) punktowo, czyli dla każdego x. Ponieważ ψk oraz

ψ maj ↪a zwarty nośnik, to z punktowej zbieżności wynika również zbieżność w normie

jednostajnej (p. na przykÃlad [3]):

(
ψk(x) → ψ(x) ∀x ∈ G− zb.zwarty

)
⇔ sup

x∈G
|ψK(x)− ψ(x)| −−−→k→∞ 0.

3.1.2. Przemienność iloczynu tensorowego. Dla funkcji próbnej ϕ ∈ D(Rn+m),

która si ↪e przedstawia w postaci kombinacji liniowej iloczynów prostych

ϕ(x, y) =
∑

ui(x) · vi(y), gdy ui ∈ D(Rn), vi ∈ D(Rm), (3.3)

przemienność f ⊗ g wynika z definicji:

(
f ⊗ g,

∑
ui(x) · vi(y)

)
=

∑(
f
(
g, ui(x)vi(y)

))
=

∑(
f, ui(g, vi)

)
= (3.4)

=
∑

(g, vi) · (f, ui) = . . . =
(
g ⊗ f,

∑
ui(x) · vi(y)

)
,(3.5)

Dla dowolnej ϕ ∈ D(Rn+m) wynika to z nast ↪epuj ↪acego lematu:

Lemat 3.1..2 Zbiór funkcji postaci (3.3) jest g ↪esty w D(Rn+m).
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Podamy konstrukcj ↪e funkcji próbnych postaci (3.3), zbieżnych do dowolnej ϕ ∈ Dn+m.

B ↪edziemy korzystać z pewnego znanego twierdzenia, które podamy tutaj bez dowodu:

Twierdzenie 3.1..1.(Weierstrass) Dla funkcji ψ ∈ CN
(
K(0, R)

)
i dowolnie maÃlego ε > 0,

istnieje wielomian P ε =
∑

|αi|≤M

Aε
αxα1

1 · . . . · xαp
p taki, że sup

x∈K
|Dβψ −DβP ε| < ε ∀ |β| ≤ N.

Inaczej mówi ↪ac, wielomiany jednostajnie aproksymuj ↪a funkcj ↪e gÃladk ↪a na zbiorze zwartym.

Niech wi ↪ec dana jest dowolna funkcja ψ(x, y) ∈ D(Rn+m) oraz niech dany jest wielomian

P ε
N =

∑
Aα,βxα1

1 · . . . · xαn
n yβ1

1 · . . . · yβm
m , który przybliża t ↪e funkcj ↪e wraz z pochodnymi Dγ,

|γ| < N na zbiorze zwartym K(0, 2
√

2R), gdzie suppϕ ∈ K(0, R).

Niech e(x) ∈ D(Rn) i h(x) ∈ D(Rm) s ↪a to funkcje o wÃlasnościach:

e(x) =

{
1 dla x ∈ K(0, R)

0 dla x /∈ K(0, 2 R)

h(y) =

{
1 dla y ∈ K(0, R)

0 dla y ∈ R \K(0, 2R)

Wtedy zbiór funkcji

ψε
N = e(x) · h(y) · P ε

N(x, y) (3.6)

a) należy do zbioru (3.3) (może być przedstawiony w postaci ψε
N =

∑
uε

N(x)vε
N(y))

b) przybliża funkcj ↪e ϕ(x, y) z dowoln ↪a dokÃladności ↪a.

3.1.3. Dalsze wÃlasności iloczynu tensorowego.

1. Ci ↪agÃlość: (fk → f) ⇒ fk ⊗ g → f ⊗ g (to samo dla drugiego skÃladnika).

2. ÃL ↪aczność - przemienność f(x)⊗
(
g(y)⊗ h(z)

)
=

(
f(x)⊗ g(y)

)
⊗ h(z) = . . .

f ⊗ g ⊗ h = g ⊗ f ⊗ h = . . . itd.

3. Dα
x

(
f(x)⊗ g(y)

)
=

(
Dα

xf(x)
)
⊗ g(y).

4. Niech a ∈ C∞(Rn) wtedy a(x) ·
(
f(x)⊗ g(y)

)
= [a(x) · f(x)]⊗ g(y).

Dowody tych stwierdzeń s ↪a bardzo elementarne.

5. (f ⊗ g)(x + h, y) = f(x + h)⊗ g(y).

6. f(x)⊗ 1(y) =
(
f(x),

∫
ϕ(x, y)dy

)
=

∫ (
f(x), ϕ(x, y)

)
dy.
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PrzykÃlady:

1.
(
f(x)⊗ δ(y), ϕ(x, y)

)
=

(
f(x),

(
δ(y), ϕ(x, y)

))
=

(
f(x), ϕ(x, 0)

)
.

2.
(
f(x)⊗ δ′(y), ϕ(x, y)

)
= −

(
f(x),

(
δ(y), ϕ′y(x, y)

))
= −

(
f(x), ϕ′y(x, 0)

)
.

3.1.4. Splot dystrybucji. Splotem funkcji f, g ∈ LLoc(R) takich, że:

h(x) =

∫ ∣∣∣g(y) · f(x− y)
∣∣∣dy ∈ LLoc

nazywamy dystrybucj ↪e regularn ↪a:

f ∗ g(x) =

∫
g(y)f(x− y)dy =

∫
f(ξ)g(x− ξ)dξ = g ∗ f(x) (3.7)

Jako funkcja lokalnie caÃlkowalna f ∗ g określa dystrybucj ↪e:(
f ∗ g(x), ϕ(x)

)
=

∫ [
g(y)f(x− y)dy

]
ϕ(x)dx (3.8)

=

∫ [ ∫
f(y)g(x− y)dy

]
ϕ(x)dx = (3.9)

= (g ∗ f, ϕ) =

∫ [
f(y) · g(ξ)

]
ϕ(y + ξ)dξdy (3.10)

Przy zamianie zmiennych powyżej stosowalísmy tw. Fubiniego.

Bardzo ważna uwaga! Splot można określić nie dla każdej pary funkcji lokalnie caÃlkowalnych,

a co za tym idzie, nie dla każdej pary dystrybucji. Jest to jednak poj ↪ecie bardzo ważne, dla-

tego odnotujmy tu kilka przypadków, dla których splot jest dobrze określon ↪a dystrybucj ↪a.

(I) Niech funkcje f, g ∈ LLoc(R1) oraz niech jedna z nich (np g) ma zwarty nośnik.

Wykażemy, że splot istnieje, zakÃladaj ↪ac, że supp g ∈ K(0, R). Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a

funkcj ↪e:

h(x) =

∫ ∣∣∣g(y)f(x− y)
∣∣∣dy =

R∫

−R

g(y)f(x− y)dy.

Czy h(x) ∈ LLoc? Weźmy K(0, R1) 0 < R < ∞ = i scaÃlkujmy h(x) w tych granicach:

R1∫

−R1

h(x) =

∫ R1

−R1

dx
( R∫

−R

∣∣∣g(y)f(x− y)
∣∣∣dy

)
= (3.11)

=

Rx∫

−R0

∣∣∣g(y)
∣∣∣dy

( R1∫

−R1

∣∣∣f(x− y)
∣∣∣dx

)
≤ (3.12)

≤
R∫

−R

∣∣∣g(y)
∣∣∣dy

∫

K(0,max{R1,R2})

∣∣∣f(ξ)
∣∣∣dξ < ∞. (3.13)
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(II) Niech funkcje f, g ∈ LLoc(R), sup f ⊂ R+ oraz sup g ⊂ R+.

h(x) =

x∫

0

∣∣∣g(y)f(x− y)
∣∣∣dy,

∫

K(0,R)

h(x) =

∫

K(0,R)

dx
[ ∫ R

0

|g(y)f(x− y)|dy
]

= (3.14)

=

∫ R

0

(∫ R

y

∣∣∣f(x− y)
∣∣∣dx

)∣∣∣g(y)
∣∣∣dy ≤ (3.15)

≤
R∫

0

∣∣∣g(y)
∣∣∣dy ·

∫ R

0

∣∣∣f(ξ)
∣∣∣dξ ≤ ∞. (3.16)

(III) Niech f, g b ↪ed ↪a caÃlkowalne na Rn. Wtedy:

∫
h(x)dx =

∫ ∣∣∣g(y)
∣∣∣
∫ ∣∣∣f(x− y)

∣∣∣dxdy =

∫ ∣∣∣g(y)
∣∣∣dy

∫ ∣∣∣f(ξ)
∣∣∣d ξ < ∞

Podamy teraz definicj ↪e formaln ↪a splotu dystrybucji.

Definicja 3.1..2.Niech f, g ∈ D′(Rn) oraz D (R2n) 3 ηk, k = 1, 2, ... – ci ↪ag funkcji próbnych,

zbieżnych do 1(x, y) ∈ R2n. Jeżeli ∀ ϕ ∈ Rn istnieje

lim
k→∞

(f(x) · g(y), ϕ(x + y) ηk(x, y))

i granica ta nie zależy od ci ↪agu ηk, wówczas tak określon ↪a dystrybucj ↪e nazywamy splotem

dystrybucji f oraz g i oznaczamy f ∗ g.

Uwaga. PrzykÃladem ci ↪agu funkcji ηk, zbieżnych do jedności w R2n może sÃlużyć ci ↪ag

ηk = χε
k, gdzie

χε
k(x) =

∫
ωε(x− y)χ1

(y

k

)
dy,

χ1 – funkcja charakterystyczna zbioru K(0, 1) ∈ R2n, ωε – ε–czapa.

Zachodzi

Twierdzenie 3.1..2.Niech f, g ∈ D′(Rn), przy czym jedna z dystrybucji, na przykÃlad g, ma

nośnik zwarty (tzn. supp g ⊂ K(0, R) dla pewnego R > 0). Wówczas
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(a) f ∗ g istnieje;

(b) zachodzi wzór

(f ∗ g, ϕ) = (f(x) g(y), η(y) ϕ(x + y)) ,

gdzie η – dowolna funkcja próbna taka, że η(y) = 1 ∀y ∈ K(0, R) ⊃ supp g.

Szkic dowodu.

(a) Niech suppϕ ∈ K(0, R1)
∧

supp g ∈ K(0, R2). Weźmy dowoln ↪a funkcj ↪e proóbn ↪a

ϕ ∈ D(Rn) tak ↪a, że suppϕ ∈ K(0, R1). Wówczas ϕ(x + y) = 0 jeżeli |x + y| > R1.

i g(y) = 0 gdy |y| > R2. Zatem dla dostatecznie dużych n obszar caÃlkowania jest taki,

jak pokazane na rys. xxx. Konfiguracja ta już sie nie zmienia ze wzrostem n.

(b) f(x) g(y) ≡ f(x) g(y) η(y).

St ↪ad mamy ci ↪ag równości:

(f(x) g(y), ϕ(x + y) ηk(x, y)) = (f(x) · [g · η(y)], ϕ(x + y) ηk(x, y)) = (3.17)

= (f(x) g(y) ϕ(x + y) ηk(x, y) η(y))−−−→k→∞ (f(x) g(y), ψ(x, y)) , (3.18)

gdzie ψ(x, y) = lim
k→∞

ϕ(x + y) ηk(x, y) η(y). (p. rys. xxxx). Drog ↪a prostych rozumowań

dochodzimy do wniosku, że ψ(x, y) = ϕ(x + y) η(y) ∈ D (R2n) i dziaÃlanie to nie zależy od

wyboru η.

Wniosek 3.1..2.Zachodzi równość

f ∗ δ = δ ∗ f = f.

Dowód. ∀ ϕ ∈ D(Rn) oraz dowolnej funkcji próbnej η ∈ D(Rn) takiej, że istnieje R > 0 :

η(y) = 1 ∀ y ∈ K(0, R) (zauważmy, iż ∀R > 0 supp δ ⊂ K(0, R)), zachodzi nast ↪epuj ↪acy

ci ↪ag równości:

(f ∗ δ, ϕ) = (f(x) δ(y), ϕ(x + y) η(y)) = (3.19)

= (f(x)(δ(y), ϕ(x + y) η(y))) = (f(x), ϕ(x + 0) η(0)) = (f(x), ϕ(x)) , (3.20)

c.b.d.o.

Druga równość, t.j. δ ∗ f = f , wynika z przemienności iloczynu tensorowego. Jest

ona równieź konsekwencj ↪a nast ↪epuj ↪acego, bardziej ogólnego stwierdzenia, dowód którego

polecamy jako ćwiczenie:

Lemat 3.1..3. Jeżeli istnieje f ∗ g, to istnieje również g ∗ f , przy czym

f ∗ g = g ∗ f.



42

3.1.5. Różniczkowanie splotu.

Lemat 3.1..4.Jeżeli istnieje splot f ∗ g, to również istnieje splot [Dαf ] ∗ g, oraz f ∗ [Dαg]

przy czym

Dα [f ∗ g] = [Dαf ] ∗ g = f ∗ [Dαg]. (3.21)

Dowód. Wystarczy podać dowód dla Dα = ∂
∂xj

, gdyż dla wyższych pochodnych dowód

przeprowadza si ↪e indukcyjnie. Zauważmy, wi ↪ec, że dla dowolnego ci ↪agu funkcji próbnych

D(R2n) 3 ηk, zbieżnego do jedności, ci ↪ag ηk + ∂ηk

∂xj
również zmierza do 1(x, y) (p. rys.xxxxx).

Wobec tego, mamy ci ↪ag równości:
(

∂

∂xj
[f ∗ g], ϕ

)
= −

(
f ∗ g,

∂

∂xj
ϕ

)
= − lim

k→∞

(
f(x) g(y), ηk(x, y)

∂

∂xj
ϕ(x + y)

)
=

− lim
k→∞

(
f(x) g(y),

∂

∂xj
[ϕ(x + y) ηk(x, y)]− ϕ(x + y)

∂

∂xj
ηk(x, y)

)
=

= lim
k→∞

{(
∂

∂xj
f(x) g(y), ηk(x, y) ϕ(x + y)

)
+

(
f g, ϕ

[
∂ηk

∂xj
+ ηk

])
− (f g, ϕ ηk)

}

−−−−→
k→∞

([
∂f

∂xj

]
∗ g, ϕ

)
.

Druga równość w (3.21) wynika z tego, iż ∂
∂xj

ϕ(x + y) ≡ ∂
∂yj

ϕ(x + y).

Uwaga. Z tego, że istnieje, na przykÃlad, [Dαf ]∗g, nie wynika istnienie f ∗g. Rozpatrzmy

naprzykÃlad, równości

θ′ ∗ 1 = δ ∗ 1 = 1.

Z drugiej strony, możemy napisać co nast ↪epuje:

θ ∗ 1′ = θ ∗ 0 = 0

Przyczyn ↪a braku równości jes nieistnienie splotu θ ∗ 1.

PrzykÃlady.

1. δ(k) ∗ f = δ ∗ f (k) = f (k).

2. δ(x− a) ∗ f = f(x− a).

Dowód.

(δ(x− a) ∗ f, ϕ) = (δ(x− a)f(y), η(y)ϕ(x + y)) =

= (f(y), (δ(z), η(z + a)ϕ(z + a + y))) =

= (f(y), ϕ(a + y)) = (f(ξ − a), ϕ(ξ))
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3.

θ ∗ θ =

∫

R1

θ(x− y)θ(y) dy =

x∫

0

θ(x) dy = x · θ(x). (3.22)

Zadania. Znaleźć:

(a) θ(x) ∗ [x · θ(x)];

(b) [θ(x) cos x] ∗ [x3 · θ(x)];

(c) δ(x− a) ∗ δ(x− b);

(d) θ(a− |x|) ∗ θ(a− |x|);

3.2. Zastosowania splotu.

3.2.1. Rozwi ↪azywanie równań niejednorodnych Niech

L̂(D) =
dn

d tn
+

n∑

k=1

an−k
dn−k

d tn−k
, (3.23)

oraz E ∈ D′ – rozwi ↪azanie podstawowe operatora L̂(D), czyli dystrybucja, speÃlniaj ↪aca

równanie

L̂(D)E = δ(t).

Dalej, niech f ∈ D′(R1) i istnieje f ∗ E = E ∗ f. Wówczas zachodzi

Twierdzenie 3.2..1. Rozwi ↪azanie równania niejednorodnego

L̂(D) u = f, u ∈ D′(R1) (3.24)

dane jest wzorem

u = E ∗ f. (3.25)

Dowód.

L̂(D) [E ∗ f ] = [L̂(D) E ] ∗ f = δ ∗ f = f.
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3.2.2. Zagadnienia pocz ↪atkowe. Rozpatrzmy zagadnienie pocz ↪atkowe

u′′ + ω2 u = f(t), t > 0, (3.26)

lim
t→+0

u = u0, lim
t→+0

u′ = u1,

f ∈ C0(0, +∞). Wprowadźmy nast ↪epuj ↪ace funkcje:

f̃(t) = θ(t) f(t), ũ(t) = θ(t) u(t).

Oczywistym jest, że funkcje f̃ , ũ pokrywaj ↪a si ↪e z f, u, gdy t > 0. Z drugiej strony, wprowa-

dzaj ↪ac w taki sposób nowe funkcje, zyskujemy to że istniej ↪a odpowiednie sploty, o których

mowa w twierdzeniu 3.2..1, zachodzi, bowiem,

Lemat 3.2..1. Jeżeli f, g ∈ C0(R1
+), wówczas istnieje splot f ∗g. Jest on określony wzorem

f ∗ g(x) = θ(x)

x∫

0

f(x− ξ) g(ξ) d ξ. (3.27)

Dowód. Dla f, g, których nośnik jest zawarty w R1
+,

f(x− ξ) g(ξ) = θ(x) f(x− ξ) g(ξ) χ[0, x](ξ) ⇒ f ∗ g(x) = θ(x)

∫ x

0

f(x− ξ) g(ξ)d ξ

gdzie χ[0, x] – funkcja charakterystyczna zbioru [0, x]. St ↪ad wynika wzór (3.27).

Zgodnie ze wzorem na pochodne uogólnione, dla funkcji ũ, pokrywaj ↪acej si ↪e z rozwi ↪azaniem

zagadnienia pocz ↪atkowego (3.26 ) mamy:

ũ′ = {ũ′}+ δ(t) u0, (3.28)

ũ′′ = {ũ′′}+ δ(t) u1, +δ′(t) u0. (3.29)

Dlatego ũ speÃlnia równanie

ũ′′ + ω2 ũ = f̃(t) + δ(t) u1, +δ′(t) u0. (3.30)

W rozdziale 2.4.7. znaleźlísmy rozwi ↪azanie podstawowe operatora

L̂1(D) =
d2

d t2
+ ω2.

Na mocy lematu 3.2..1, rozwi ↪azanie równania (3.30) można otrzymać, splataj ↪ac rozwi ↪azanie

podstawowe (2.36) z praw ↪a cz ↪eści ↪a tego równania. A wi ↪ec,

ũ = E ∗
(
f̃(t) + δ(t) u1, +δ′(t) u0

)
= (3.31)

= θ(t)





1

ω

t∫

0

f(ξ)sin[ω(t− ξ)] dξ + u0 cos(ω t) + u1
sin(ω t)

ω



 . (3.32)
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Dla t > 0 jest to rozwi ↪azanie klasyczne zagadnienia pocz ↪atkowego (3.26).

Procedura ta rozszerza si ↪e na inne zagadnienia pocz ↪atkowe dla równań zwyczajnych o

staÃlych wspóÃlczynnikach.

Zadanie. Wykazać, że dla t > 0 rozwi ↪azanie klasyczne zagadnienia pocz ↪atkowego

u′ + a u = f(t), t > 0, (3.33)

lim
t→+0

u = u0,

gdzie f ∈ C0(0, +∞), dane jest wzorem

u(t) = θ(t)

t∫

0

f(ξ) e−(t−ξ)d ξ + u0 e−t.

3.2.3. Uogólnione zagadnienia Cauchý dla równania falowego oraz równania

transportu Niech dla t > 0 funkcja u(t, x) jest rozwi ↪azaniem klasycznym zagadnienia

pocz ↪atkowego
(

∂2

∂ t2
− a2 ∂2

∂ x2

)
u(t, x) = f(t, x), (3.34)

lim
t→+0

u(t, x) = u0(x), lim
t→+0

∂ u(t, x)

∂ x
= u1(x), (3.35)

f ∈ C0 ([0, ∞)×R1) , u0 ∈ C1(R1), u1 ∈ C1(R1). PrzedÃlużamy funkcje f, u zerem w

dolnej póÃlpÃlaszczyźnie:

ũ(t, x) =

{
u(t, x) gdy t > 0,

0 gdy t ≤ 0,

f̃(t, x) =

{
f(t, x) gdy t > 0,

0 gdy t ≤ 0,

Zachodzi

Lemat 3.2..2. Funkcja ũ(t, x) speÃlnia równanie
(

∂2

∂ t2
− a2 ∂2

∂ x2

)
ũ(t, x) = f̃(t, x) + u0(x) δ′(t) + u1(x) δ(t). (3.36)

Dowód. Zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace wzory na pochodne uogólnione funkcji ũ:

∂ ũ

∂ x
(t, x) =

{
∂ u
∂ x

(t, x) gdy t > 0,

0 gdy t ≤ 0,

∂2 ũ

∂ x2
(t, x) =

{
∂2 u
∂ x2 (t, x) gdy t > 0,

0 gdy t ≤ 0,
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∂ ũ

∂ t
(t, x) =

{
∂ ũ

∂ t
(t, x)

}
+ u0(x) δ(t),

∂2 ũ

∂ t2
(t, x) =

{
∂2 ũ

∂ t2
(t, x)

}
+ u0(x) δ′(t) + u1(x) δ(t).

A wi ↪ec, jeżeli funkcja u jest rozwi ↪azaniem klasycznym zagadnienia pocz ↪atkowego (??), to

przedÃlużona funkcja ũ speÃlnia równanie (3.36).

Przez analogi ↪e formuÃlujemy uogólnione zagadnienie pocz ↪atkowe:

Definicja 3.2..1. Uogólnionym rozwi ↪azaniem zagadnienia Cauchý dla równania falowego

nazywamy dystrybucj ↪e u ∈ D′ ([0, ∞)×R1), speÃlniaj ↪ac ↪a równanie
(

∂2

∂ t2
− a2 ∂2

∂ x2

)
u(t, x) = f(t, x) + u0(x) δ′t+, u1(x) δ(t). (3.37)

Zachodzi

Twierdzenie 3.2..2.Niech E – rozwi ↪azanie równania
(

∂2

∂ t2
− a2 ∂2

∂ x2

)
E = δ(t, x), (3.38)

i niech f, u0, u1, o których mowa w 3.2..1 s ↪a takie że istniej ↪a sploty E ∗ f, E ∗ u0 δ′(t) oraz

E ∗ u1 δ(t). Wówczas rozwi ↪azanie uogólnionego zagadnienia pocz ↪atkowego dane jest wzorem

u = E ∗ [f + u0 δ′(t) + u1 δ(t)] .

Analogicznie uogólnione zagadnienie pocz ↪atkowe dla równania transportu formuÃluje si ↪e

nast ↪epuj ↪aco:

Znaleźć dystrybucj ↪e u ∈ D′ speÃlniaj ↪ac ↪a równanie
(

∂

∂ t
− κ

∂2

∂ x2

)
u(t, x) = f(t, x) + u0(x) δ(t). (3.39)

Do rozwi ↪azania tego problemu wykorzystuje si ↪e dystrybucja E , speÃlniaj ↪ace równanie
(

∂

∂ t
− κ

∂2

∂ x2

)
E(t, x) = δ(t, x). (3.40)
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RozdziaÃl 4

Metoda transformacji Fouriera

4.1. Przestrzeń dystrybucji temperowanych

4.1.1. Przestrzeń Schwarza Pot ↪eżnym narz ↪edziem do odnajdywania rozwi ↪azań uogól-

nionych równań cz ↪astkowych o staÃlych wspóÃlczynnikach jest transformacja Fouriera. Defi-

niujemy j ↪a w nast ↪epuj ↪acy sposób: ∀ ϕ ∈ D

ϕ̂(ξ) ≡ F [ϕ] (ξ) =

∫

Rn

ϕ(x) eι (x,ξ) d x.

Widzimy, iż nośnik ϕ̂ nie jest zbiorem zwartym, a zatem F nie jest odwzorowaniem prze-

strzeni D(Rn) w siebie. Wyj́sciem z sytuacji jest rozszerzenie przestrzeni funkcji próbnych.

Definicja 4.1..1.Przestrzeni ↪a Schwarza S(Rn) nazywamy zbiór

S =

{
ϕ ∈ C∞(Rn) : lim

|x|→∞
|x|m‖Dα ϕ(x)‖ < ∞

∀m ∈ N oraz ∀α ∈
n∏
1

N.

}

Zbieżność w S definiuje si ↪e za pomoc ↪a przeliczalnej rodziny norm:

(S 3 ϕk → ϕ ∈ S) ⇐⇒
⇐⇒

(
∀α, β ∈ N ×N...×N lim

k→∞
xβ Dαϕk(x) = xβ Dαϕ(x) ∀ x ∈ Rn.

)

Podstawowe wÃlasności zbioru S podane s ↪a w poniższym lemacie:

Lemat 4.1..1.

(a) S(Rn) jest przestrzeni ↪a liniow ↪a;

(b) przestrzeń D(Rn) jest g ↪esta w S(Rn);

(c) (ϕk
D→ ϕ) =⇒ (ϕk

S→ ϕ).
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Dowód. Ad (b): ∀ ϕ ∈ S możemy określić nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag: ϕk = ϕ(x) · η (
x
k

) ∈ D,

gdzie D 3 η(x) jest to funkcja o nast ↪epuj ↪acych wÃlasnościach:

η(x) =

{
1 gdy |x| < 1

0 gdy |x| > 1 + ε.

Stwierdza si ↪e, że ϕk
S→ ϕ. Niech n = 1, zaś Dα = d/d x. Mamy wtedy:

xβ d

d x
ϕ(x)η

(x

k

)
= xβ

(
dϕ

d x
η

(x

k

)
+

1

k
ϕ(x)η̇

(x

k

))
.

ÃLatwo widać, że ostatnie wyrażenie w prawej cz ↪eści d ↪aży do zera, gdy k →∞, wtenczas gdy

pierwszy d ↪aży jednostajnie do xβ
(

d ϕ
d x

)
.

PrzykÃladem funkcji z S, peÃlni ↪acej tak samo doniosÃl ↪a rol ↪e, jak ε−czapa w przypadku

przestrzeni D, jest funkcja e−|x|
2
.

Analogicznie jak w przypadku D, zachodzi

Lemat 4.1..2.Nast ↪epuj ↪ace operacje s ↪a ci ↪agÃle w S:

(a) różniczkowanie: S 3 ϕ → Dα ϕ ∈ S;

(b) zamiana zmiennych: S 3 ϕ(x) → Dα ϕ(Ax + b) ∈ S, gdzie A ∈ Mn×n : det A 6= 0;

(c) mnożenie przez funkcj ↪e a ∈ ΘM , gdzie

ΘM = {a ∈ C∞(Rn) : ∀ α ∃ Cα ∧ mα :

|Dα a(x)| < Cα(1 + |x|)mα}

4.1.2. Przestrzeń dystrybucji temperowanych

Definicja 4.1..2.Dystrybucj ↪a temperowan ↪a nazywamy liniowy funkcjonaÃl f , określony na

przestrzeni S i ci ↪agÃly w metryce sÃlabej, tzn taki, że

(
ϕk

S→ ϕ
)

=⇒
(
( f, ϕk)→(f, ϕ)

)
.

Przestrzeń t ↪e oznaczamy symbolem S ′.

PrzykÃlady dystrybucji temperowanych.
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1. Jeżeli f ∈ Lloc(R
n) i znajdzie si ↪e taka liczba naturalna m, że

∫
|f(x)| (1 + |x|)−m d x < ∞, (4.1)

wówczas f(x) określa funkcjonaÃl regularny, należ ↪acy do S ′(Rn).

2. Każda dystrybucja f ∈ D′, która ma zwarty nośnik przedluża sie na S ′ zgodnie ze

wzorem:

(f, ϕ) = (f, η · ϕ), (4.2)

gdzie η – dowolna funkcja próbna z D, tożsamościowo równa jedności w pewnym

otoczeniu supp f .

Uwaga. Na S ′(Rn) w sposób naturalny przenosz ↪a si ↪e poj ↪ecia iloczynu tensorowego oraz

splotu dystrybucji.

4.2. PrzeksztaÃlcenia Fouriera

4.2.1. Transformacja Fouriera funkcji z przestrzeni S.

Definicja 4.2..1.Transformacj ↪a Fouriera na zbiorze S nazywamy odwzorowanie, zdefinio-

wan ↪a zgodnie ze wzorem

S 3 ϕ ⇒ ϕ̂(ξ) ≡ F [ϕ](ξ) =

∫

Rn

ϕ(x) ei (x, ξ) d x. (4.3)

WÃlasności transformacji Fouriera.

Zachodzi

Lemat 4.2..1.

(a) Jeżeli ϕ ∈ S, to F [ϕ](ξ) ∈ C∞;

(b) Dα (F [ϕ](ξ)) = F [(i x)α ϕ](ξ); (4.4)

(c) F [Dα ϕ](ξ) = (−i ξ)αF [ϕ](ξ); (4.5)
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Dowód.

Ad [(b)]:

Dα (F [ϕ](ξ)) = Dα

∫
ϕ(x) ei (x, ξ) d x =

∫
ϕ(x) (i x)α ei (x, ξ) d x = F [(i x)α ϕ](ξ);

Ad [(c)]:

F [Dα ϕ](ξ) =

∫
[Dα ϕ(x)] ei (x, ξ) d x = (−1)|α|

∫
[Dα ei (x, ξ)] ϕ(x) d x = (−i ξ)αF [ϕ](ξ).

Ze wzorów (4.4)–(4.5) niemal natychmiast wynika

Wniosek 4.2..1.

ξβ DαF [ϕ](ξ) = i|β|+|α|F [Dβ (xα ϕ(x))](ξ).

St ↪ad mamy podstawowe

Twierdzenie 4.2..1.(ϕ ∈ S) ⇒ (F [ϕ] ∈ S.)

Dowód. ∀ α, β

|ξβ Dα F [ϕ](ξ)| ≤
∫
|Dβ[xα ϕ(x)]| d x < ∞. (4.6)

4.2.2. Odwrotna transformacja Fouriera.

Twierdzenie 4.2..2.Odwrotna transformacja Fouriera dana jest wzorem

F−1[ϕ̂](x) =
1

(2 π)n

∫

Rn

ϕ̂(ξ) e−i (ξ, x) d ξ. (4.7)

Dowód.

1

(2 π)n

∫

Rn

ϕ̂(ξ) e−i (ξ, x) d ξ =
1

(2 π)n

∫

Rn




∫

Rn

ei (ξ, y) ϕ(y) d y


 e−i (ξ, x) d ξ =

1

(2 π)n
lim

ρk→+∞

∫

Rn

ϕ(y)


 ∏

1≤k≤n

ρk∫

−ρk

ei ξk (yk−xk) d ξk


 d y =

1

(π)n
lim

ρk→+∞

∫

Rn

ϕ(y)
∏

1≤k≤n

sin ρk (yk − xk)

yk − xk

d y = ϕ(x).
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6

-¾

- 6
?

Im ζ

−R

N

A

M

B

R• •

•
− ξ

2 a

Re ζ

Rys. 4.1:

Ostatnia równość wynika z tego, że

lim
εk→+0

sinyk−xk

εk

yk − xk

= π δ(yk − xk), εk = ρ−1
k .

PrzykÃlad

F
[
e−a2 x2

]
(ξ) =

∫
e−a2 x2+i ξ x d x =

1

a
e−

ξ2

4 a2

∫

Cξ

e−ζ2

d ζ,

gdzie ζ = a x− i ξ
2 a

, Cξ =
{
a x− i ξ

2 a
: ξ = const, −∞ < x < +∞.

}

Rozpatrzmy caÃlk ↪e∮

LR

e−ζ2

d ζ,

gdzie LR – obwód zamkni ↪ety, przedstawiony na rys. 4.1. Poniewaz funkcja e−ζ2
jest holomor-

ficzna w każdej dziedzinie skończonej pÃlaszczyzny zespolonej, wi ↪ec, na mocty twierdzenia o

residuach [4], caÃlka powyższa jest równa zeru. Okazuje si ↪e, że odpowiednie calki na odcin-

kach piononwych NA i BM znikaj ↪a, gdy R → +∞. Odpowiednie oszacowanie przedstawimy

tu jedynie dla odcinka BM , gdyż dla NA robi si ↪e to caÃlkiem analogicznie.

Po dokonaniu zamiany zmiennych ζ = R + i y, otrzymamy oszacowanie:

∣∣∣∣
∫

BM

e−ζ2

d ζ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
0∫

− ξ
2 a

e−(R2+2 i R y−y2) d y

∣∣∣∣ ≤

≤ e−R2

|ξ|
2 a∫

0

ey2

d y ≤ e−R2

e| ξ
2 a
|2

∣∣∣∣
ξ

2 a

∣∣∣∣ → 0 gdy R → +∞.
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Zatem

∫

Cξ

e−ζ2

d ζ =

+∞∫

−∞

e−z2

d z =
√

π.

Otrzymalísmy wzór

F
[
e−a2 x2

]
(ξ) =

√
π

a2
e−

ξ2

4 a2 . (4.8)

Zadanie. Policzyć

(a) F
[
x e−a2x2

]
;

(b) F
[
x2 e−a2x2

]
;

(c) F
[
xn e−x2

]
;

Wsk.: F [Dα ϕ] (ξ) = (−i ξ)α F [ϕ] (ξ).

4.2.3. PrzeksztaÃlcenie Fouriera dystrybucji temperowanych Jak zwykle, za-

czynamy od dystrybucji regularnych. Jeżeli f ∈ L1(R
n), to

F [f ](ξ) =

∫
f(x)ei (ξ, x)dx, ∀ ξ ∈ Rn, i

∣∣∣∣F [f ](ξ)

∣∣∣∣ ≤
∫
|f(x)|dx < ∞,

wi ↪ec F [f ](ξ) jako funkcja ograniczona określa dystrybucj ↪e regularn ↪a na, S ′(R) dla której

zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace równości:

(F [f ], ϕ) =

∫
F [f ](ξ) ϕ(ξ) d ξ =

∫ [∫
f(x) ei (ξ, x)d x

]
ϕ(ξ) d ξ =

=

∫ [∫
ϕ(ξ) ei (ξ, x)d ξ

]
f(x) d x = (f, F [ϕ]) , ∀ϕ ∈ S(Rn).

Równość t ↪e przyjmiemy za definicj ↪e transformacji Fouriera dystrybucji temeperowanej:

Definicja 4.2..2.

∀ f ∈ S ′(Rn) ∧ ∀ϕ ∈ S(Rn) (F [f ], ϕ) = (f, F [ϕ]) . (4.9)

Zachodzi
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Lemat 4.2..2.Transformacja Fouriera odwzorowuje przestrzeń S ′(Rn) w siebie.

(a) To, że F [f ] jest dobrze określony wynika z faktu, iż (ϕ ∈ S(Rn)) ⇒ (F [ϕ] ∈ S(Rn)) .

(b) Liniowość jest oczywista.

(c) Ci ↪agÃlość w metryce sÃlabej wynika z tego, że F dziaÃla na S w sposób ci ↪agÃly:
(
ϕk

S→ ϕ
)
⇒(

F [ϕk]
S→ F [ϕ]

)
. Jest to prawie natychmiastow ↪a konsekwencj ↪a wzoru (4.6). Niech

S 3 ϕk → ϕ ∈ S. Wówczas

|ξβ Dα F [ϕk − ϕ](ξ)| ≤
∫
|Dβ[xα (ϕk − ϕ)(x)]| d x ≤

≤ sup
x∈Rn

|Dβ[xα (ϕk − ϕ)(x)]|(1 + |x|n+1)

∫
d x

1 + |x|n+1
→ 0 gdy k →∞.

Zatem zachodzi oczywista konkluzja

S 3 ϕk → ϕ ∈ S ⇒
(
(F [f ] , ϕk − ϕ) = (f , F [ϕk]− F [ϕ]) → 0 gdy k →∞

)
.

Odwrotna transformacja Fouriera w S ′ wprowadza si ↪e zgodnie ze wzorem:

∀S ′ 3 f F−1[f ] =
1

(2 π)n
F [f(−x)] (4.10)

Lemat 4.2..3. F−1 ◦ F

∣∣∣∣
S′

= F ◦ F−1

∣∣∣∣
S′

= Id

∣∣∣∣
S′

.

Dowód.

(
F−1F [f ], ϕ

)
=

1

(2 π)n
(F [F [f ](−ξ)] , ϕ) =

1

(2 π)n

(
F [f ](−ξ),

∫
ϕ(x) ei (ξ, x)d x

)
=

=
1

(2 π)n

(
F [f ](η),

∫
ϕ(x) e−i (η, x)d x

)
=

(
F [f ], F−1[ϕ]

)
=

(
f, F

[
F−1[ϕ]

])
= (f, ϕ) .

WÃlasności transformacji Fouriera na zbiorze S ′(Rn)
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Lemat 4.2..4.Zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace wzory:

(a) DαF [f ](ξ) = F [(i x)α f(x)] (ξ); (4.11)

(b) F [Dα f(x)] (ξ) = (−i ξ)αF [f ](ξ) (4.12)

(c) F [f(x− x0)] (ξ) = ei(ξ, x0)F [f ](ξ). (4.13)

(d) F [f ] (ξ + ξ0) = F
[
ei(ξ0, x)f(x)

]
(ξ). (4.14)

Dowód przeprowadzamy, jak zwykle, dziaÃlaj ↪ac odpowiedni ↪a dystrybucj ↪a na funkcj ↪e próbn ↪a.

Zadanie. Wykazać wzory:

(a) F [f(x) · g(y)] (ξ, η) = F [f(x)] (ξ) · F [g(y)] (η); (4.15)

(b) F [f ∗ g] (ξ) = F [f ] (ξ) · F [g] (ξ) (4.16)

PrzeksztaÃlcenie Fouriera dystrybucji o zwartych nośnikach.

Twierdzenie 4.2..3.Jeżeli f - dystrybucja o zwartym nośniku, to

(a) F [f ] ∈ ΘM ;

(b) F [f ](ξ) =
(
f(x), η(x) ei (ξ, x)

)
,

gdzie D(Rn) 3 η(x) – dowolna funkcja próbna, równa jedności w pewnym otoczeniu otwartym

supp f.

Dowód. ∀ϕ ∈ S oraz ∀η ∈ D, równej jedności na supp f.

(F [f ](ξ), ϕ(ξ)) ≡ (F [f · η](ξ), ϕ(ξ)) = (η(x) · f(x), F [ϕ](x)) =

=

(
f(x),

∫
η(x) ϕ(ξ)ei(ξ,x)d ξ

)
=

(
1(ξ) · f(x), η(x) ϕ(ξ)ei(ξ,x)

)
=

=
(
1(ξ),

(
f(x), η(x) ei(ξ,x)

)
ϕ(ξ)

)
=

∫ (
f(x), η(x) ei(ξ,x)

)
ϕ(ξ) dξ.
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4.2.4. PrzykÃlady Niżej podaje si ↪e przykÃlady zastosowań wzorów, przedstawionych

w poprzednich punktach.

(a) F [δ(x− x0)](ξ) =
(
δ(x− x0), η · ei(ξ,x)

)
= ei(ξ,x0). (4.17)

(b) F [Dαδ](ξ) = (−i ξ)α F [δ](ξ) = (−i ξ)α. (4.18)

(c) F [xα](ξ) = (−i)|α| (2 π)nDαδ(ξ). (4.19)

Dowód.

F [xα](ξ) = F [xα · 1(x)](ξ) = (−i)|α|F [(i x)α · 1(x)](ξ) =

= (−i)|α|Dα
ξ F [1(x)](ξ) = (−i)|α| (2 π)nDα

ξ

1

(2 π)n
F [1(−x)](ξ) =

= (−i)|α| (2 π)nDαδ(ξ). (4.20)

(d) F [θ(R− |x|)](ξ) =

R∫

−R

ei ξ xd x = 2
sin ξ R

ξ
. (4.21)

Zadanie. Wykazać wzory:

(a) F [θ(x) e−ax](ξ) =
1

a− i ξ
, a > 0. (4.22)

(b) F [θ(x)](ξ) = π δ(ξ) + iP 1

x
. (4.23)

(c) F [e−a|x|] =
2 a

a2 + ξ2
. (4.24)

(d) F

[
2 a

a2 + x2

]
= 2 π e−a|x|. (4.25)

Zadanie. Dla x, ξ ∈ R1 obliczyć transformaty Fouriera

(a) F [|x|k](ξ);

(b) F [xk δm(x)](ξ) k ≤ m;

(c) F [xk θ(x)](ξ) k = 1, 2, ... .



56

4.3. Zastosowanie transformacji Fouriera

4.3.1. Rozwi ↪azywania uogólnione równań liniowych cz ↪astkowych Niech

L̂(x,D)u =
m∑

|α|=0

aα(x)Dαu = f(x) f ∈ D′ (4.26)

jest równaniem liniowym cz ↪astkowym o wspóÃlczynnikach aα ∈ C∞(<n)

Definicja 4.3..1.Rozwi ↪azaniem uogólnionym równania (4.26) na obszarze G nazywamy do-

woln ↪a dystrybucj ↪e u ∈ D′ tak ↪a, że dla dowolnego ϕ ∈ D: suppϕ ∈ G

(L(x, D)u, ϕ) = (u, L∗ϕ) = (u,
∑

(−1)|α|Dα(aαϕ) = (f, ϕ)

Wiemy już, że rozwi ↪azanie takie moźna przedstawić w postaci splotu:

u = E ∗ f, (4.27)

gdzie E -rozwi ↪azanie podstawowe operatora L(x,D);

L(x,D)E = δ(x) (4.28)

Zachodzi

Lemat 4.3..1.Na to by dystrybucja E ∈ S ′ byÃla rozwi ↪azaniem podstawowym operatora

L(D) =
m∑

|α|=0

aαDα, aα = const,

potrzeba i wystarczy by F [E ] = Ê speÃlniaÃla równanie:

L[−iξ]Ê = 1,

gdzie L[−iξ] =
m∑

|α|=0

aα(−iξ)α.

Dowód. Stosuj ↪ac transformacj ↪e Fouriera do (4.26) otrzymujemy: L[−iξ]E = 1. Dowód

w drug ↪a stron ↪e przeprowadza si ↪e analogicznie przy użyciu F−1. Problemy przy tym powja-

wiaj ↪a si ↪e wtedy, gdy istnieje zbior”punktów ξκ takich, że F [−i ξκ]=0, ponieważ to powoduje

niejednoznaczność rozwi ↪azań. Na przykÃlad, równanie:

ξÊ = 1

ma nast ↪epuj ↪ace rozwi ↪azania:

E =
1

x + i0
; E =

1

x− i0
; E = P 1

x
.
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Problem konstruowania E w przypadku gdy zbiór Nφ = {ξv : L[−iξv] 6= ∅} nie jest

pusty staje si ↪e dość zÃlożony, jednak daje si ↪e go, na ogóÃl, rozwi ↪azać w S ′ drog ↪a regularyzacji

dystrybucji reprezentowanej przez funkcj ↪e

Ê =
1

L[−iξ]
.

Wcześniej byÃla mowa o tym, że przy pomocy rozwi ↪azania podstawowego można rozwi ↪azać

problem niejednorodny L(D)u = f w przypadku gdy splot E ∗ f istnieje. Dodać tutaj

należy, iż technika ta sÃluży również do rozwi ↪azywania szerokiej klasy zagadnień pocz ↪atkowo–

brzegowych [1].

W poprzednich rozdziaÃlach przedstawilísmy rozwi ↪azania zagadnień pocz ↪atkowych dla nie-

jednorodnego równania falowego oraz równania transportu w postaci splotów odpowiednich

dystrybucji. Stosuj ↪ac technik ↪e transformacji Fouriera, skonstruujemy teraz rozwi ↪azania pod-

stawowe dla tych operatorów różniczkowych.

4.3.2. Rozwi ↪azania podstawowe dla operatora falowego oraz operatora trans-

portu. Rozpatrzmy rozwi ↪azanie podtawowe dla operatora transportu:
[

∂

∂ t
− κ

n∑

k=1

∂2

∂ x2
k

]
E(t, x) = δ(t, x), (t, x) ∈ Rn+1. (4.29)

Stosuj ↪ac transformacj ↪e Fouriera wzgl ↪edem zmiennych przestrzennych, otrzymamy równanie

różniczkowe

∂

∂ t
Ê(t, ξ) + κ |ξ|2Ê(t, ξ) = 1(ξ) · δ(t), (4.30)

w którym zmienna ξk odgrywaj ↪a rol ↪e parametrów. Rozwi ↪azanie równania analogicznego do

(4.30) byÃlo wyprowadzane już wcześniej. Ma ono nast ↪epuj ↪ac ↪a postać (p. zadanie z rozdziaÃlu

2.4.7.)

Ê(t, ξ) = θ(t) e−κ |ξ|2 t. (4.31)

Stosuj ↪ac transformacj ↪e odwrotn ↪a, otrzymamy taki wynik:

E(t, x) =
θ(t)(

2
√

κπ t
)n e−

|x|2
4 κ t . (4.32)

Analogicznie, stosuj ↪ac transformacj ↪e Fouriera wzgl ↪edem zmiennych przestrzennych do

równania
[

∂2

∂ t2
− a2

n∑

k=1

∂2

∂ x2
k

]
E(t, x) = δ(t, x), (t, x) ∈ Rn+1. (4.33)
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otrzymamy:

∂2

∂ t2
Ê(t, ξ) + a2 |ξ|2Ê(t, ξ) = 1(ξ) · δ(t), (4.34)

którego rozwi ↪azaniem jest funkcja (p. rozdziaÃl 2.4.7.)

Ê(t, ξ) = θ(t)
sin a |ξ| t

a |ξ| . (4.35)

W zależności od ilości zmiennych przestrzennych transformacja odwrotna daje nast ↪epujace

wyniki [1]:

E1(t, ξ) =
1

2 a
θ(at− |x|) gdy n = 1, (4.36)

E2(t, ξ) =
θ(at− |x|)

2 a π
√

a2t2 − |x|2 gdy n = 2, (4.37)

E3(t, ξ) =
θ(t)

2 π a
δ(a2t2 − |x|2) gdy n = 3. (4.38)

PosÃluguj ↪ac si ↪e wzorami (4.32) oraz (4.36), możemy sformuÃlować nast ↪epuj ↪ace twierdzeinia

w przypadku n = 1:

Niech M jest rodzin ↪a funkcji określonych na R2, zeruj ↪acych si ↪e przy t < 0 i ograniczonych

na każdym zbiorze GT = {(t, x); 0 < t < T} .

Twierdzenie 4.3..1.Jeżeli

(a) f(t, x) ∈M;

(b) u0(x) jest funkcj ↪a ograniczon ↪a w R1.

Wówczas jedyne wśród funkcji z M rozwi ↪azanie zagadnienia pocz ↪atkowego (3.39) dane jest

wzorem

u(t, x) =

∞∫

0

d τ

+∞∫

−∞

f(τ, ξ)

2 a
√

π (t− τ)
e
− (x−ξ)2

4 a2(t−τ) d ξ + (4.39)

+
θ(t)

2 a
√

π t

+∞∫

−∞

u0(ξ)e
− (x−ξ)2

4 a2t d ξ.

Rozwi ↪azanie to w sposób ci ↪agÃly zależy od f oraz u0.
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Twierdzenie 4.3..2.Niech

(a) f(t, x) ∈ D′(R2);

(b) f(t, x) = 0 gdy t < 0;

(c) u0, u1 ∈ D′(R1).

Wówczas rozwi ↪azanie zagadnienia pocz ↪atkowego (3.34) dane jest wzorem

u = E1 ∗ (f + u0(x) δ′(t) + u1(x) δ(t)) .

Jeżeli f ∈ C2(t ≥ 0), u0 ∈ C2(R1), u1 ∈ C1(R1), wówczas powyższy wzór daje jedyne

rozwi ↪azanie klasyczne zgadnienia pocz ↪atkowego:

u(t, x) = +
1

2 a

t∫

0

d τ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

f(τ, ξ)d ξ + (4.40)

+
1

2 a

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

u1(ξ) d ξ +
1

2
[u0(x + a t) + u0(x− a t)] .

Rozwi ↪azanie to w sposób ci ↪agÃly zależy od f , u0 oraz u1.

Przedstawione wyżej wyniki uogólniaj ↪a si ↪e na przypadki wielowymiarowe [1].
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