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Rozdziat 1

Wstep

1.1. Koniecznos$¢ uogodlnienia pojecia funkcji
Druga nazwa dystrybucji to funcje uoglnione. Jest ona moze nawet bardziej trafna, gdyz
dystrybucje rzeczywiscie powstaja jako pewne uogdlnienie pojecia funkcji. Co wiec spowo-
dowalo powstanie funcji uogélnionych? W fizyce matematycznej od czasu do czasu powstaja
takie obiekty, ktore nie maja odpowiednikow w klasycznej teorii réwnan rézniczkowych. Na

przyktad, w klasycznym sformulowaniu zagadnienia poczatkowego

aui{()i,z) = Filt, x50, 00 /0x,]) =0, i€l,..n
uk(to,x) = Ulg(ﬂf), kel,..n

zaktada sie ze u'(t, ) oraz uf(x) sa dostatecznie gtadkimi funkcjami swoich argumentéw.

Fizycy, zas, chca wiedzie¢, jak bedzie, na przyktad, ewolucjonowaé zaburzenie poczatkowe,
ktére ma ksztalt stopnia (ktoremu odpowiada funkcja uf(z) = A - [0(z + a) — 0(z — b))).
Wykorzystuja oni takie pojecia jak masa czy tadunek punktowy, co powoduje pojawienia sie
w rownaniach syngularnosci, o ktorych mowa bedzie nizej.

Rozpatrzmy réwnanie
pe + apzy =0, (1.1)

opisujace fale poruszjaca sie wprawo z predkoscia a (dolne indeksy tutaj i nizej oznaczaja

rézniczkowanie po odpowiedniej zmiennej). Zachodzi

Twierdzenie 1.1..1.0gdlne rozwiazanie réwnania (1.1) ma postacé
p<t7 $) = F(l’ - a’t)a

gdzie F(-)-dowolna funkcja.



Whniosek 1.1..1. Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego

pe+ap, =0 (1.2)

p(0,2) = po(x) (1.3)
dane jest wzorem

p(t,x) = po(z — at).

Zaburzenie poczatkowe porusza si¢ z predkoscia a bez zmiany ksztaltu, jezeli wiec wezmiemy

jako warunek poczatkowy funkcje schodkowa

po(z) =0(x+1)—6(x—1) (1.4)
to otrzymamy nastepujce rozwigzanie:

p(t, x) =po(r) =0(x —at+1)—0(x —at—1)

Opisuje ono funkcje schodkowa, ktra porusza sie w prawo z predkoscia a nie zmieniajac swo-
jego ksztaltu . Ale w jaki sposéb mamy traktowaé rozwiazanie réwnania rézniczkowalnego,
ktére nie jest funkcja rézniczkowalna? Zeby méc go w poprawny sposéb interpretowad,

wprowadzamy tak zwane rozwiazanie stabe.

Definicja 1.1..1 Funkcja ograniczona (lecz niekoniecznie gtadka) p(t, x) nazywa sie stabym

rozwiqzaniem rownania (1.1), jezeli Yo € C§° zachodzi réwnosé:
I = /p(t,a:) L* ] dadt = —/(got + ap,)p(t, v)dxdt = 0,
R? R?

gdzie L* = — (% —i—aa%) — operator, formalnie sprzezony do L = (% —i—aa%) wzgledem
iloczynu skalarnego w Lo. Jezeli w dodatku funkcja ta spelnia warunek poczatkowy (1.3),

wowczas nazywa sie ona rozwiqzaniem stabym zagadnienia Cauchy’ego (1.2)—(1.3).
Zachodzi

Lemat 1.1..1 KaZde rozwigzanie klasyczne réwnania (1.1) jest rozwazaniem stabym tego

rownania.

Dowdd. Niech supp ¢ C [—A, A] x [-B,B] := Q (p. rys. 1.1). Wéwczas prawdziwe sa

nastepujace rownosci:



Rys. 1.1:
T=- / (60 + ap2)plt, 2)dadt = — / (o0 + apo)plt, @)dedt = (1.5)
Q

A B B A
/dm/ptgpdt+/dt/g0apxdx—/gp(thrapx)EO. (1.6)
“A4 B -B

Udowodnijmy nastepujace
Stwierdzenie 1.1..1.Funkcja schodkowa
plt,z) =0(x —at+1)—0(z —at — 1) (1.7)
jest rozwiazaniem stabym zagadnienia poczatkowego (1.2), (1.4)

Dowéd. Oczywistym jest, iz (1.7) przy ¢t = 0 pokrywa sie z warunkiem poczatkowym (1.4).
Dalej: nosnik funkeji (1.7) jest ograniczony prostymi z —at +1 = 0 = x — at — 1 Wezmy
p € Cf° iprostokat @ = ACKDBE tak by zawieral on supp ¢ rys. 1.2. Wéwczas

I= /(Sﬁt + ap,)pdrdt = /(SDt + ap, ) pdrdt =
R? Q

=2 / (1 + apy)dxdt.
ACDB
Ostatnia réwnos$¢ zachodzi, gdyz supp ¢ N supp p(t,x) C ACDB. Potraktujmy wyraz
podcatkowy jako forme rézniczkowa (p; + ap,)dx A dt = we, ktéra mozemy, z kolei, przed-
stawi¢ jako rézniczke jedno-formy: w; = apdt — pdx. Korzystujac z twierdzenia Gaussa—

Ostrogradzkiego, otrzymamy:

I
5—]{w1 = /agpdt—cpdw—/(agpdt—wdm)

o0N CD AB



/

% X

Rys. 1.2:

Na CD: x = 1+ at, wiec dx = adt; na AB mamy, odpowiednio, x = at — 1 oraz dr = adt.
Traktujac t jako zmienna parametryzujaca odcinki AB i C'D, otrzymamy:

I
== /aap(t, 1+ at)dt — p(t, 1 + at)adt —

2
RP

- / o(t,at — 1)(adt — adt) = 0.
RP
0

Przyktad ten korzystny jest przynajmniej z tego wzgledu, ze z jego pomoca zapoznaliSmy
sie z pojeciem rozwiazania stabego. Sam problem nie wyglada, by¢ moze zbyt przekony-
wujaco, gdyz warunek poczatkowy @ priori wybraliSmy jako funkcje nierézniczkowalna. Otéz
w problemach nieliniowych bywa bardzo czesto tak, ze rozwiazanie staje sie osobliwym nie
wskutek wyboru tych czy innych warunkow poczatkowych, lecz wskutek samej natury nieli-
niowosci.

Rozpatrzmy uoglnienie nieliniowe réwnania (1.1)

pt + ppa = 0. (1.8)

Szukamy rozwiazanie spelniajace warunek poczatkowy

p(0,x) = po(x) (1.9)

Zachodza nastepujace stwierdzenia:

Stwierdzenie 1.1..2. Ogdlne rozwiqzanie réownaniania (1.8) dane jest wzorem

p(t,x) = F(x — pt) (1.10)



to =0 t1 >ty

AN

Rys. 1.3:

Stwierdzenie 1.1..3. Rozwigzanie zagadnienia poczatkowego (1.8), (1.9) dane jest wzorem
p(t,x) = po(z — pt) (1.11)

Poniewaz ze stwierdzenia 1.1..2 tatwo wynika stwierdzenie 1.1..3, udowodnimy tylko to pierw-
sze.

Ot6z jezeli ma miejsce (1.10) to, traktujac F'(x — tp(t, z)) jako funkcj zlozona mamy:

pr = F(2)[=p —tpd, (1.12)
gdzie z = x — tp. Stad

_ —pF(2) py = F(2)
1+tF(z) 14 tF(2)

t

Po podstawieniu do (1.8) otrzymamy tozsamosc.

J
Wezmy warunek poczatkowy
2 r<-—1
po(r) =< 1—= —1<z<0 (1.14)
1 x>0

Z stwierdzen 1.1..2, 1.1..3 wynika, ze rozwiazanie, spelniajace warunek poczatkowy (1.14)
mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacej funkcji uwiktanej:

p(z) =2, gdy z=ux2-—pt<-1, (1.15)

pz) =1—2z, gdy —l<z=2—-pt <0, (1.16)

p(z) =2 gdy z=ux—pt>0. (1.17)



Rozwiazujac relacje (1.15), otrzymamy :
p=2 gdy z=x—2-t<—1,
czyli p =2 gdy = < 2t — 1. W przypadku relacji (1.17) mamy:
p=1 gdy z=x—1-t>0,
czyli p=1gdy x > t. W przypadku $rodkowej relacji (1.16) mamy:
p(2) lsmgpp=1—2=1—a+pt

lub p =1 — 2 + pt. Stad
l-z
1t
Obszar, w ktérym rozwiazanie to obowiazuje, znajdziemy, rozwiazujac nierwnosci, —1 < z <

p (1.18)

0, ktére, z uwzglednieniem (1.18), przybieraja postaé
-t
l<z-T"li<o.
1—1t
Dla t < 1 otrzymamy stad nieréwnosci:

Tz>2t—1 oraz r <t.

Jednak dla ¢t > 1 rozwiazanie staje sie niejednoznaczne (p. rys. 1.3). Takie rozwiazanie jest
niestabilne, natomiast rozwiazanie
Py =2 x < C+ Dt,
:{p1:1 x> C+ Dt,
gdzie

D = (p2+p1) [2=3/2, (1.19)

zwiazane z nim poprzez prawo zachowania [5], jest stabilne. Jest to rozwiazanie typu fali
uderzeniowej, i jest ono opisywane funkcja, majaca punkt nieciaglosci pierszego rodzaju
(linia przerywana na rys. 1.3).

Wzor na predkosé fali uderzeniowej mozna stosunkowo tatwo otrzymadé, zapisujac rownanie

(1.8) w postaci prawa zachowania

_do 0 p?
Pt‘f‘PPx:E‘i‘%?—o-

Rozpatrujgc nieskonczenie cienki obszar Q) wyciagniety wzdtuz "linii Swiatowej” fali uderze-

ozx 2
a nastepnie przechodzac do catkowania po brzegu obszaru OS2 otrzymamy w granicy wzor

(1.19).

Uwaga. Wynik pzostanie bez zmian jeZeli zamiast (1.14) weZmiemy funkcje gladka o

niowej (p. rys. xxz), calkujac po tym obszarze forme réiniczkowq wy = (% + Qﬁ) dt A\ dz,

podobnym przebiegu zmiennosci, na przyktad po(x) = —arctg (x).
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Whiosek 1.1..2 Poczatkowo gtadkie (ciagle) rozwiqzania nieliniowych réwnan ewolucyj-

nych stajq sie niegladkie (nieciagle), a nawet niejednoznaczne na skutek nieliniowosci.
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Rozdziat 2

Funkcje préobne i dystrybucje

2.1. Pojecie )-funkcji

Jedynym z motywow wprowadzenia funkcji uoglnionych byta konieczno$é¢ uwzglednienia w
rownaniach fizyki matematycznej tadunkéw i mas punktowych. Na przyktad, tadunek elek-
tryczny punktowy pojawia sie przy opisie pola elektrostatycznego tadunku, ktérego potencjat

() spenia réwnanie Poissone’a

A p(x) =div grad p(z) =k -q-d(x) (2.1)
gdzie §(x) jest to o0-Diraca, ktéra definiuje sie w sposéb nastepujacy: bierzemy tadunek
elektryczny ¢ i rozmazujemy go réwnomiernie po kuli K (0, ), wprowadzajac funkcje gestosci
tadunku:

qp°(z) = e edvlel <
0 gdyl|z| > €

Latwo zauwazy¢, ze przy tak zadanej gestosci tadunek catkowity jest staly:

: 39
/p(:p)dm:4ﬂ€3 / dx =q.

R3 K(0,e)

W granicy, gdy ¢ — 07 dostajemy ¢-Dirac’a, ktora nie jest funkcja, gdyz formalnie jest
zdefiniowana w taki sposob:
0 x| #0
5(z) = x| #
+oo |z|=0
Mozna jej jednak nadac jej sens, traktujac p¢ jako funkcjonal dziatajacy u zbiorze wszystkich
funkcji ciagtych:
CE)3e  Alel= [ F@ed = (i)
K(0,e)
Jest to dobrze zdefiniowany operator liniowy. Zadajemy przy jego pomocy 6(z) u sposéb

nastepujacy
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Definicja 2.1..1 Dia ¢ € C°(R) okreslamy 8[| jako lim+(p€, p) = lim [ pf(x)p(z)dx
e—0 e—0 K(O,E)

Zachodzi

Lemat 2.1..1 (a) 0[] jest funkcjonatem liniowym;

(b) dle] = ¢(0).
Dowdd Ad (b):
lig (5, 0(0) ~ 0)| = lis| [ pFohpl@do— o) [ Flz= @)
K(0,) K(0,)

=tin| [ @) (ele) =) de] < By swp Jole) O] =0 (23)
(0.0) -

0O

W podobny sposéb definiujemy kazda funkcje uogélniona, jednak przestrzen C°(R") jako

dziedzina funkecji uogélnionych jest za szeroka !

2.1.1. Przestrzen fukcji prébnych Jako przestrzen bazowa wybieramy zbiér C§°(R")

czyli zbiér funkcji z C*° o zwartym nosniku.
Topologia
Definicja 2.1..2 Moéwimy, ze C§° 3 ¢, — ¢ € C§° jezeli
o (a) istnieje taka kula otwarta K(0, R) Ze dla dowolnego n  supp ¢, C K(0, R)

e (b) dla dowolnego multyindeksu o = (o, .., ), 0y € N, i =1,..n
lim sup |D%(x) — D%p(x)| =0, gdzie D* = %.
kﬂoomeK(()’R) Ty~ ....0Tp
Przesrzen C§° z tak zdefiniowana topologia nazywamy przestrzenia funkcji prébnych i ozna-
czamy symbolem D. Jest ona, oczywiscie, przestrzenia liniowa. Précz tego, sa w niej dobrze

okreslone dziatania, o ktérych mowa w nastepujacym lemacie:

Lemat 2.1..2 (a) Rozniczkowanie jest operacja ciagla w D;

(b) Zamiana zmiannych o(x) — @(x) = ©(Az + b) gdzie A — niesyngularna macierz kwa-
dratowa, jest operacjq ciagta w D;

(c) mnozenie przez a(x) € C*(R") jest operacja ciaglta w D.

lzachodzi relacja - im szersza jest przestrzeni 2, tym mniej funkcjonaléw nad nia (o dobrych wasnoéciach)

mozemy zdefiniowaé
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Ad (a): Dla 0; —Ij mamy Wykazac iz g LA ¢ implikuje 0;¢py, A 0 Zauwazmy, ze
¢ € D & 0j0 € D. Dalej, ¢, EA ¢ oznacza ze dla wszystkich (aq, ..., ) D% — D%p
w metryce sup. Z dowolnosci (a, ..., ) wynika, zwlaszcza, ze D%, — D% dla a =
(a1, a1, 05+ 1, vy, .., & przeciez | D% — D%| = | D0, — D*0;¢|, skad wynika
zbieznosc.

Ad (b): wynika z reguty rézniczkowania funkeji ztozone;.

d (c) |9; apy, — 0; ap| < |0; aller — ¢| + |al|d; ox — 95 @] i t.d...

2.1.2. Przyklady funkcji probnych. Funkcja e—czapa definiuje sie w sposéb nastepujacy:

C. exp (—ﬁ) lz| < e
0 x| > €

We =

Stata C. wybieramy w taki sposéb, by byta spetniona rownosé

/wa—C /652 Pdr =" C. /61|T2d7'1

K(0,¢) K(0,1)

Cwiczenie 1. Udowodnié Ze w € C§°, wykazujac, ze V a D%w, — 0 gdy |z| — &™)

Majac € - czape mozemy wygenerowa¢ mnéstwo innych funkeji prébnych za pomoca kon-
strukeji, ktora opisujemy nizej. Wprowadzmy najpierw pewne oznaczenia. Niech G bedzie
zbiorem otwartym i spojnym. Wykorzystujac w. mozemy skonstruowaé funkcje n. € C*°,

ktéra ”prawie” sie pokrywa z funkcja charakterystyczna yg(z):

(2) 1 gdyzed
) =
e 0 gdyxe G

Whprowadzamy teraz zbiér G. = Ugeg K (2, €)

Lemat 2.1..3 Dla dowolnego zbioru G, ktory jest otwarty i spojny oraz dla wszystkich € > 0
istnieje funkcja n® € C'™ taka, ze

1. 0<nf(x) <1
2. n(x)=1 gdy ze€G.

8.nx)=0 gdy z¢Gs
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Dowdd. Definiujemy funkcje

i (z) = / Xon. (9)s (@ — y)dy = / welz — y)dy.

R™ Goe
Jak wida¢ z rys. 7?7 nosnik funkcji podcatkowej catkowicie lezy w zbiorze Gy, gdy = € G,

natomiast nie ma z tym zbiorem punktéw przeciecia, gdy x € R\ Gs..

Whiosek 2.1..1 Funkcja n°(z) € C3° jezeli G jest obszarem ograniczonym.

2.2. Przestrzen dystrybucji D’

Definicja 2.2..1 Dystrybucjq f nazywamy funkcjonat liniowy nad przestrzenia D(R™), ciagty

w metryce stabej.

Oznaczamy ten zbiér symbolem D'(R™). Liniowo$¢ rozumiemy tak, ze dla dowolnej pary
¢, ¥ € D(R"), oraz liczb a, b € C

flag + b)) = afle] + bf[¥]

Inny sposb zapisu przypomina iloczyn skalarny: po lewej stronie f € D'(R"™) po prawej

v € D(R™):

fl
fl

el = (f, %)
ap + Y] = (f, ap + by)

Ciaglo$¢ w metryce slabej oznacza: z tego, ze ¢ KA ¢ wynika iz (f, ¢x) — (f, ¢) jako ciag
liczbowy.

Zbiér D'(R™) w sposéb naturalny staje sie przestrzenia wektorowa nad R (lub C), jezeli
zdefiniowa¢ kombinacje liniowa af + g (o, 3 € R lub C, f,g € D'(R™)) jako:

(af + Bg, ) = a(f,») + B(g, ¢)

Cwiczenie 2. Udowodni¢, ze tak zdefiniowany funkcjonat jest funkcjonatem liniowym i ciagym, czyli nalezy

do D'(R™)
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Przyktady

1. Kazda funkcja f € L;,.(R™) okresla dystrybucje wzorem:
Fo)i= [ apin= [ fa)pwis
R" suppy

Liniowo$¢ wzgledem ¢ jest oczywista.

Ciaglosé: Jezeli ¢, — ¢ w D, to znajdzie sie kula otwarta K (0, R) taka, ze supp p €

K (0, R). Mozemy wiec podaé oszacowania:

(o) = (f,0)| = !K(Ofm f(@)(pr(z) — p())de| <

< supyero.rlery) —eWl [ [f(x)lde — 0, gdy k— oo.
K(0,R)

2. (6,¢) := (0) jest dobrze okreslona dystrybucja. Liniowos$¢ jest oczywista. Ciaglosé

tez prawie oczywista:

10, 08) = (6, 9))| = [0£(0) = ¢(0)| = 0 gdy k — o0

Oznaczenie. Dystrybucje okreslone poprzez lokalnie catkowalne funkcje nazywamy dystry-

bucjami regularnymi . Pozostale dystrybucje nazywamy syngularnymi.
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2.2.1. Dalsze przyklady dystrybucji. Rozpatrzmy funkcjonat

(Pé,gp) = Vp/@dx = lim /Mda:Jr/Rmd:ﬁ, (2.1)

X e—+0 xr x
—R e

gdzie suppp C (=R, R).

Dystrybucje 73% mozna okredli¢ réwniez w sposéb ,regularny”. Zeby to zrobié, trzeba
skorzysta¢ z tw. Lagrange’e, ktére nam mowi ze dla kazdej funkcji ¢, rézniczkowalnej na
[zo, x] istnieje liczba 0 < 6 < 1 taka, ze zachodzi wzdr

ADZ 20 _ g (o — )

Kiadac ¢ = 0 mamy:

(PLe) - /+/ olo) = l0) +6(0),

£

= lim ]E—l—/Rgo’[H-x]d:U—l—(p(O)Vp / dr

e—+0 T
-R K(0,R)

Ostatnia catka znika, poniewaz wyrazenie podcatkowe jest funkcja nieparzysta.

Udowodnilismy, ze zachodzi wzor

(7;%@) :/Md” (2.2)

2.2.2. Zwiazek pomiedzy d(z) a P1i.

Lemat 2.2..1 Zachodzi wzor:

1 1 1

— := lim — = ind(z) + P—.
r—1i0 e—+0x —1ic x

Dowdéd.

Dopdki € jest niezerowe ﬁ € Li,.. Dlatego dla dowolnej ¢ € D takiej, ze supp ¢ € K (0, R),

mamy:
R
. 1 ) T+ ie
iy (x —ig’ S0) = [ty / mQ—WﬂI)dI B
“R

e—+0

R R
lim / () dx—l—ie/ () de » =
“R “R
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R R
_ 2, 2
£ BTy TR
e—+0 x? 4 €2 2 x? 4 €2
R -R
R R
Hg/ plx) o _/sO(x)—sD(O)Jr
2 4 g2 T
“R “R
R
2(0) f [ p(r-e)
+ lim —~%1In (x2 + 82) + lim 7 dr =
et 2 a0 ) 1472
R

_ (fp%p) () = (Pi +m5(:p),¢> |

2.2.3. Nosnik dystrybucji Dystrybucja nie jest funkcja, lecz jest funkcjonatem, czyli
jej argumentami sa funkcje probne. Dlatego pojecie nosnika w zwyklym rozumieniu tego
stowa wydaje sie by¢ niewlasciwym. A jednak mozemy wprowadzi¢ to wazne pojecie. Zanim

jednak to zrobimy, musimy wprowadzi¢ kilka definicji.

Definicja 2.2..2 Rodzina zbioréw otwartych P = {V;},.; nazywa sie pokryciem zbioru G,

jezeli dla kazdego x € G znajdzie sie V; € P taki, ze x € V.
Definicja 2.2..3 Rodzina zbiorow P = {\Z}jg nazywa sie podpokryciem G, jezeli
(a) jest ona pokryciem G
(b) dla kazdego j € J znajdzie sie i =i(j) € I takie, Ze
Z3V; CVy, eP.
Zachodzi b. wazny

Lemat 2.2..2 (Heinego - Borela). 7 kazdego pokrycia P = {U;},.,; zbioru zwartego K
mozna wybrac¢ podpokrycie skonczone {f(};} :
j=1

Lemat ten podaje sie bez dowodu tak samo, jak nastepny lemat pomocniczy

N
Lemat 2.2..3 Jezeli zbior kul otwartych P = {U(mk, rk)} stanowt pokrycie zbioru zwar-

tego K, wowczas dla dostatecznie matego € > 0 zbior

P — {L{(:pkﬂ“k — s)} = {U(xk»rfg)}

tez jest pokryciem K.
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Uwaga. Dowdd przeprowadza sie ad abs. i nie jest on trudny.

I wreszcie podstawowy lemat, wprowadzajacy tak zwany ROZKLAD JEDNOSCI.

Lemat 2.2..4 Niech dana jest funkcja ¢ € D oraz zbior skoriczony kul otwartych

P = {Z/I(xk, rk)}

stanowiqcy pokrycie supp ¢.

N

Teza Istniejq funkcje hy € D takie, zZe

(a) supphyp CU(zk,T5)

b) o(z) = i ha(2) ().

Dowdd.

Bierzemy pokrycie

PE = {Z/{(xk,r;c)} = {U(xkﬂ’k _5)}

(na mocy poprzedniego lematu takie £ zawsze istnieje) i konstruujemy funkcje

D5 — 1 zel(xy,ry)
0 € R\U(zk, k)

Nastepnie definiujemy

hz) =) ej(x)

N
j=1

oraz funkcje

N

ex() gdy € U U(zg, 1)
k=1

0 gdyze R\P

Tak skonstruowana funkcja jest dobrze okreslona w otoczeniu supp ¢ i rowna sie jednosci na

supp e:

Teraz jestesmy gotowi do wprowadzenia pojecia nosnika dystrybucji.
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Definicja 2.2..4 Mowimy, Ze
D'>f =0,
GCR™

jezeli dla kazdej funkcji probnej o takiej, ze supp ¢ € G,

(f;9) =0.

(piszemy wiec, choé nie jest to senso stricto poprawne, ze f(x) =0 dla z € G).

Definicja 2.2..5 Mowimy, zZe f,g € D' sq rowne na G, jezeli dla dowolnej ¢ € D takiej, Ze

supp ¢ € G zachodzi rownosé

(fs0) = (9:9)-

Zachodzi bardzo wazny

Lemat 2.2..5.Na to by f € Lroc(R") byla rézna od zera na zbiorze G w sensie dystrybucyi

potrzeba i wystarcza by:

W - prawie wszedzie.
Whiosek 2.2..1 §(x) nie jest dystrybucja reqularna.

Dowdd. O § funkcji wiemy, ze
(a) supd(z) = {0};
(b) d nie jest zerem.
Przypusémy, ze istnieje f € L. taka, ze Vi € D
[ @) ota) dz = p(0).
Poniewaz funkcja |z|?> ¢(z) € D, wiec
[ @) kel pla) di = o Ppla)]ma = 0 = (F(a) o, pla)

Z dowolnosci funkcji ¢ wynika, ze L. > f jest réwna zeru pu—p.w., a zatem dostaliSmy

sprzecznosé z p. (b).
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2.3. Dzialania na dystrybucjach

2.3.1. Zamiana zmiennych Operujac pojeciem nosnika nadaliémy poprzednio sens
symbolowi f(z), f € D'. Za chwile wprowadszimy pojecie zamiany zmiennych. Pamieta¢
przy tym nalezy o tym, ze f nie jest funkcja tylko funkcjonatem.

W przypadku dystrybucji postepujemy b. czesto w sposéb nastepujacy: pa-
trzymy, jak wyglada ta czy inna degfinicja dla dystrybucji regularnych, a nastepnie
przenosimy ja na przypadek ogdlny.

Niech wiec f(-) € Lroc(R") i niech A € M,,«,,: det A # 0. Wéwczas

(12 +0).6(0) = [ 70+ Dpla)do = el [ fwela o - vy

Definicja 2.3..1 Niech f € D'.
Definiujemy f(Ax + b) wzorem

(f(Az +b,)p) := ((2), ﬁﬁ;ﬁz bl (2.3)
Przyklady:
1. A; = cd;j, b=20
1 z
(fe).0) = 12 (Fe04 (7))
2. (0(z — x0), (x)) = (6(2), (2 + m0)) = ¢(2 + @0)| .y = ¢(20)

2.3.1.1. Mnozenie dystrybucji przez funkcje z C*°(R") Dla funkcji f € Lroc(R")

oraz a € ¢*(R") a(x)- f(x) € Lroc, czyli jest to dystrybucja regularna, okreslona wzorem:

(@) = [ a)f@plalds = [ et o@lds = (fa-¢)

W ogdélnym przypadku wprowadzamy nastepujaca definicje:

Definicja 2.3..2 Niech a € C*, f € D’

Dystrybucje a - f okreslamy wzorem

(a-fip)=(f,a-p) (2.4)
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Pytanie: czy definicja ta jest poprawna - innymi stowy czy a- f okresla funkcjonat liniowy

ciagly ?

Liniowo$¢ jest oczywista:

(fsaler +2)) = (af, 1) + (af, ¢2)

Ciaglosé: jezeli g — ¢ to apr — ap (wykazalisSmy to w p. 2.1.1). Stad wynika, ze
(f,apr) — (f,ap) gdy k — oo, czyli a - f jest funkjonalem. ciagtym w metryce stalej.
Przyklady

1 a(z)é(x) = a(0) - 0(z)
2. x 73l =1
xT
Cwiczenie. Udowodnié, ze
1. mel .= m>1
T
2. [a-6)(z — xo) = a(0)d(z — x0)
3. (a- f)(z—wx0) =a(x —z0) - f(x —z0) [€LLOC

Czy mnozenie dystrybucji jest dobze okreslone ? Juz w przypadku dystrybucji
regularnych sa z tym klopoty:

Kontrprzyklad. f = ﬁ € Lroc, lecz - f = ﬁ ¢ Lroc wiec funkcja ta nie jest
dystrybucja regularna, !

Ogdlnie: nie mozna okresli¢ operacji mnozenia w D’ tak by byla ona przemniemma i

lgczna:
Kontrprzykitad
1
(z- =) - da) = (1)-6(2) = 8(x)
7 innej strony:
1 1 1
x-z-é(x)—;‘(x-d(x))—;~0—0

2.3.1.2. Rézniczkowanie dystrybucji Niech f € CP(R") wtedy Va : |a| < p D*f C
Lroc iV € D zachodzi wzér:

(Daf7 (,0) = (_1)‘a|(fa Da(p) (25)
Ogodlnie przyjmuje sie definicje:

Definicja 2.3..3 Niech f € D' wowczas wartosé funkcjonatu Df na ¢ € D okresla sie

wzorem (2.5).
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Czy jest to definicja poprawna? Nalezy wykazaé, ze (a) D*f jest funkcjonalem dobrze

okreslonym na D oraz (b) ze dziala on w sposéb liniowy i ciagly.
Ad (a) : poniewaz (D 3> ¢) = (D%p € D), wiec wzér (f, D%p) jest dobrze okreslony.
Ad (b) : liniowo$¢ wynika z liniowosci rézniczkowania; dla wykazania ciaglosci nalezy skorzy-
stajac z relacji

D (03 [0
(or = @) = ( D% — D%p),

na mocy ktérej (f, D*pr) — (f, D%p) gdy k — o0.

Jasne jest zatem, w jakim celu wprowadza sie tak mocna metryke w zbirze D. Dzieki
niej kazdy element przestrzeni D' staje sie nieskonczenie wiele razy rézniczkowalny w sensie

uogolnionym.

Definicjacja pochodnej poprzez iloraz réznicowy. Wiemy juz, co to jest f(z+ Azx).

Okreslamy iloraz réznicowy

(P52 ) = L {rnete - a0 - () w2} =

= (0 EEZEEZED) () ) ey A0,

Wilasnosci rézniczkowania.

0*f 0 f

(2) o = Ao

Ox;0x;  Ox;0x;
Dowéd.

0*f 0%p 0%p 0% f
ol =1/ =/ = @)
8:1:18% axﬁx] 8.1’]8561 81@8@

(b) Wzér Leibnitza:

Vae C®, feD
9 _df  da
oz, ) = 5 Y o
Dowéd

Oi(a-f),9) = =(a- [,0;¢) = =(f,a05) = ([, 9;(ap)) + (f, (Dja)p) =
= (ad; f + f0;a, ).
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(c) Niech f € C'[R/{x0}], ponadto istnieja i sa skoniczone
61_1Hrr1 flxo£e) oraz al—ig—lo f'(xo £e).

Wéwezas zachodzi

Lemat 2.3..1.f" w sensie D' rowna sie {f'} + [f]z0(x — x0), gdzie: {f'} pochodna

klasyczna okreslona na R*\{xy},

[flze = lim {f (2o +¢) — f'(zo—0)}.

£,0—+

Dowdd.

(f's0) = —=(f,¢¥) ——8(1;1110/ /IR+6(st’)d$}=

0—¢ R
=—E§ig10{fsox“ “+ fol s — / + / f’soda:}=

-R zo+0
R
= p(20)[fz0 —I—/f'(:z)gpd:p.
"R

Whniosek 2.3..1 Niech

1. feCHR/{x1,x9,...}];

2. dlav=1,2,... istniejq © sq skoriczone nastepujace granice:

[fla; = lm (flzi +¢] = flzi = 9]), lim f'[z; + .

£,0—10 e—10
Wowezas f' = {f'} + Y- [fls, 6(z — z2).
i=1
Przyklad. Pochodna uogdlniona funkcji

f(:v):{ s—5= gdy zel0,27],
f<y)’ Y= x|mod +27n, gdy ’l" >2m

dana jest wzorem

1 <
fl=—— +27 E Oz —2nm).
27 c#E2nm n=—o00

Cwiczenie. Rozktadajac funkcje okresowa f(z) z poprzedniego przykladu w szereg Fouriera, a nastepnie

rézniczkujac prawe i lewe czeéci, wykazaé¢ poprawnosé wzoru

+oo +o00o
Z etFT =2q Z O(x —2km).

k=—o0 n=-—o0o
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2.3.2. Przykilady pochodnych

Cwiczenia. Udowodni¢ wzory:
(a) 2m00™ (z) = (=1)™m!é(x), m=1,2,...
(b) 2k (z) =0, k>m
(©) [0(z)-a(z)] = a(0)d(z) + O(x)d (z) a € C=(R)

(d) Wykazaé, ze: L 1njz| =71

Uwaga. {ln |x|}, nie jest funkcjq lokalnie catkowalnq.

2.3.3. ¢—podobne ciagi Dystrybucje b. czesto zdefiniowane sa jako przejscia gra-
niczne. Procedura ta oparta jest o lemat, ktory podajemy bez dowodu.

Lemat 2.3..2 Przestrzen D' jest przestrzeniq zupelng w metryce stabej.

Wazna rodzine takich ciagéw stanowia funcje klasyczne, zbiezne do d—funkcji. Sa to jedno-
parametryczne rodziny funkcji nieograniczenie rosnace w zerze, gdy parametr osiaga pewna
krytyczna warto$¢. Nizej dokladnie okresla sie rodzina funkcji, zbiezna do 6(x).

Zalézmy, ze rodzina funkcji f,(x) spelnia nastepujace warunki:

(a) VM >0 oraz a,b: |a| <M, |b| <M 3IC(M)>0:

‘/fl,(x)dx‘ < C(M);
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(b) ¥V a,b#0
b
0 gd <b<0OlubO<a<hb
lim /fy(:v)dx: shy 4 B “="
v—+00 1 gdy a<0<b

Rozpatrzmy ciag funkcji pierwotnych
R) = [ 10 d
~1

Przy takich zalozeniach F,(z) — 0 gdy = < 0 oraz F,(x) — 1 gdy > 0, i przy tym jest
jednostajnie ograniczona wzgledem v, Dlatego F, () dazy do 6(z) w sensie D'. A skoro tak,
to F(x) = f,(z) — 6(z) gdy v — +o0.

Przyklad. Rozpatrzmy funkcje

lsinvae

fu(x) - _

™ T

Wiadomo, ze

7fu(§)d€ =1

Dla dowolnej pary liczb a, b: 0 < a < b (wzgtednie a < b < 0)

z

b vb
[ods= [T 200 sty vo

Dalej, catka
b vb

‘l/smyajdx‘ _ ‘l/smzdz‘
T T T z

a rva

jest jednostajnie ograniczona wzgledem a, b dla wszystkich v, wiec {%%} jest ciagiem

d—podobnym.

Uwaga. Pojecie é—podobnego ciagu w sposéb naturalny przenosi sie na funkcje f.(x)
zachowujace sie w podobny sposéb przy ¢ — +0. Jako przyklad stuzy¢ tu moze rodzina
funkcji

1 .z
— sin —.
T €

Cwiczenie

Znalez¢ granice w D’ nastepujacych funkcji lokalnie catkowalnych:
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2.4. Roéwnania w D’
2.4.1. Rozpatrzmy réwnanie
fllz)  feD(R). (2.6)
Zachodzi nastepujace
Twierdzenie 2.4..1.Jedynym rozwigzaniem réwnania (2.6) jest funcja f = ¢ = const.

Dowéd. Réwnanie (2.6) jest réwnowazne réwnaniu

(f'0) ==(f.¢). Ve € D(R). (2.7)
Wzér (2.7) zadaje dzialanie f na podzbiorze
Py = {po € D(R) : istnieje ¢ € D(R) : wo=1v'}.
Dzialanie jego mozna rozszerzy¢ na pozostale funkcje prébne, wykorzystujc nastepujacy

Lemat 2.4..1.Funkcja vy € D(R) nalezy do zbioru ®y wtedy i tylko wtedy, gdy

/_OO wo(z)dx = 0. (2.8)

o0

=
Jezeli po(z) =4’ (x) € D, to

| etorda= | Jin_[6(B) - v-a) =0

=

Okreslmy v (z) wzorem

vie) = [ @) de

Oczywistym jest ze 1'(z9) = @o(z) Okazuje sie ze ¢» € D. Latwo widaé, iz ¢ € C*, jako
calka nioznaczona z funkcji regularnej. Dalej, niech supp py € K(0, R). Wtedy ¢o(z) = 0
gdy © < —R i @g(x) = ¢ = const gdy = > R. Ale z (2.8) wynika, ze ¢ = 0, wiec ¥(x) nalezy
do D(R).

O

Niech ¢y € D ma wiasnosé¢

/Rgol(x)dx ~ 0.
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Kazda funkcje ¢ € D da sie przedstawi¢ w postaci
o) = 1(a) [ pla)da+ nla).
R

przy czym widaé ze [, @o(z)dz = 0.

Zadajac dzialanie f na g jako pewna (dowolna z racji dowolnosci ;) stala

(faso) = Cla

zadajemy go i dla ¢, gdyz

(f.p) = Cy / o) de.

[ |
2.4.2. Niech dany jest uktad réwnan rézniczkowych
d
d—fl =anfi +....a1nfn,
T
d
d—f = (1,21f1 —|— ....(I,ann, (29)
...... d n
df — anlfl + .. annfn7
T
Qi € C.
Zachodzi

Lemat 2.4..2.Uklad (2.9) nie ma w D' rozwiqzan odmiennych od klasycznych.

Szkic dowodu. Zapiszemy (2.9) w postaci wektorowej:

d R .
d_izAfa Aij = ay, f = colon(fi, ... fn).

Rozpatrzmy macierz klasycznych rozwiazaii fundamentalnych U f(m) = ff(m) (z kursu réwnan
zwyczajnych wiadomo, ze U(z) jest macierza nieosobliwa). Przejdzmy do nowych funkcji

z(x), ktére wprowadza sie zgodnie ze wzorem
f= Uz,

Wektor-funkcja z spelnia rownanie



29

Na mocy tego, ze ‘fl—U = AU, z spelnia rownanie
x

~dz
U%—O.

Mnozac go z lewej strony przez U, otrzymamy rownanie
dz
e 0.
Na mocy poprzedniego lematu, réwnanie to ma jedynie stale rozwiazania z = colon(CY, ....C},).
Zatem f = Uz jest kombinacja liniowa rozwiazan klasycznych. B
Whiosek.

Réwnanie zwyczajne n-go rzedu
Y™+ a1 (2)y" Y + 4 ar () Y +ay(z) =0, aj(r) € C*(R)

nie ma w D'(R) rozwiazari odmiennych od klasycznych.

2.4.3. Réwnanie
zf =0, z € D'(R). (2.10)

Zaczniemy od tego, ze réwnanie a(x)f’ = 0 nie ma rozwiazan odmiennych od f = ¢ =
const tam gdzie a(x) # 0. Natomiast w miejscach zerowania sie a(x) na ogdt pojawiaja sie
rozwiazania odmienne od klasycznych.

W przypadku réwnania (2.10) rozwiazanie moze sie r6zni¢ od stalej jedynie w p. x = 0.

Dlatego uklad rozwiazan fundamentalnych sktada sie z dwéch funkcji: f =1 oraz f = 0(z).

Whiosek. Rozwiazaniem ogdlnym réwnania (2.10) jest funkcja

f=C1+Cyl(x)

2.4.4. Funkcja pierwotna. Rozpatrujemy rownanie

dy _

=f  [eD®) (2.11)

wzgledem funkcji y € D'(R).
Lemat 2.4..3.Dla dowolnej f € D'(R) réwnanie (2.11) ma rozwigzanie w D'(R).

Szkic dowodu.

1. Zakladamy ze rozwiazanie y € D'(R) istnieje.
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2. Dla ¢y € ®g rozwiazanie dane jest wzorem

(y, 0) = —(f,¥), o =1

3. Dowolna funkcje prébna ¢ przedstawiamy w postaci

o@) = i@ [ O de+ (o) (2.12)
gdzie g € P, zas p;—dowolna funkcja probna taka ze fR p1(x)dr = 1.
Zatem

(v, ) = C = ([, %),
gdzie

C= (y,wl)/w(ﬁ)df, wo=1'.
R
4. Definiujemy yo € D'(R) w nastepujacy sposéb:

(Yo, @) = (¥, 0) = —(f, ).

5. Poszukiwane rozwiazanie to y = yo + ¢, gdzie c-dowolna stata

Uwaga. Ze wzgledu na niejednoznacznosé rozktadu (2.12) dystrybucja yo nie jest okreslona
jednoznacznie, jednak dwie zdefiniowane w taki sposéb dystrybucje réznia sie miedzy soba

co najwyzej o stala.

Przyklad 1.
dy
— =0(z).
dz (@)

Dla dowolnej g € ®q

(¥, po) = =4(0),

gdzie pg = v'. 7 drugiej strony

R
—1(0) :/0 V' (z)dz, suppy € K(0, R),

czyli

(4, 0) = / (z)da, = / cod,= (6, 00) = (4o, 00), (2.13)
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czyli

y = 0(x) + const. (2.14)

Przyktad 2.

dy
—7 — s ().
e (x)

Dla dowolnej g € ®q
(y: p0) = —(8", ) = —4™(0).
gdzie po = v'. 7 drugiej strony
—4"(0) = / @) da,  suppi € K(O, R),
0

czyli

R R
(yawo)zf w(”“)(w)dx,z/ o dx, = (6, o) =
0

0

= (005 = =00 ) = = (10" ),
czyli
y = (=1)"6"Y 4 const. (2.15)

2.4.5. Pewne réwnanie algebraiczne w D'(R)
Twierdzenie 2.4..2. Ogdlne rozwigzanie rownania
2mu=0, ueD (2.16)

dane jest wzorem
u= cr 08 (), (2.17)

gdzie ¢, — dowolne stale.

Dowdd. W tym, ze jest to rozwiazanie tatwo sie mozna przekona¢ bezposrednio. Rze-

czywiscie, jezeli k < m, toV¢ € D

(@™ 8™, 0) = —(1)" (6, (" )P) =0, gdyz (2.18)

k
(@)D (@)| = Cpam e =0 (2.19)
=0

n=0

=0
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Réwnanie (2.16) jest liniowe wzgledem u, dlatego kombinacja algebraiczna jego rozwiazan
jest réwniez rozwiazaniem tego réwnania.
W celu wykazania ze jest to rozwiazanie ogdlne, dla funkcji ¢ stosuje sie specjalna repre-

zentacje.

Niech

Ue(x) = /We(x - y) XK(0,2¢))

gdzie Xk(o,2¢) — funkcja charakterystyczna kuli otwartej K (0, 2¢), natomiast D > w. jest to
e—czapa, ktéorag wprowadziliSmy wczesniej. Jak latwo sie mozna sie przekonad,
1 gdy z€ K(0,¢)
ne(w) =
0 gdy ¢ K(0,3¢).
Zdefiniujmy teraz nastepujaca funkcje:

m—1 k)
#[so(x)—m(x)zm—f%k edy 40,

(m) =0
“"m—!(o) gdy = =0.

() =

Wykazwemy teraz pomocniczy
Lemat 2.4..4.

(a) ¥ ma zwarty nosnik;

(b) ¢ € C™.

Dowdd. P. (a) wynika z tego, ze skoniczona kombinacja liniowa funkcji o zwartych nosnikach
jest funkcja o zwartym nosniku. Jedyny problem z wykazaniem p. (b) polega na dowodzie
gladkosci funkcji ¢ w zerze. Jednak w zerze funkcja ta nie ma osobliwosci, gdyz, formalnie

rzecz biorac
Z (m + j

Jj=0

. . (k) o gp("H‘J)(O)
wiec }712%@/) () = “Grmr KL

Dalej, jezeli D’ 5 u jest rozwiazaniem réwnania (2.16), to

T ok
(u, @) = <U, ™+ e (x )Z 4 k!(O) mk> = (2.20)

k=0
m—1 Ilf(k)
=" 0+ X 00 (o) ) = (2:21)
k=0 '
m-1 2®
cr (6%, @), gdzie ¢ = (—1)F (u, ng(x)ﬁ) : (2.22)
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Stwierdzenie jest wiec udowodnione.

2.4.6. Zastosowanie twierdzenia 2.4..2 do rozwiazywania ré6wnan rézniczkowych
w D' Wiedzac, jakie jest rozwiazanie ogdlne réwnania (2.16), mozemy ”scatkowac” podobne

do niego rownania rézniczkowe

Przyklad 1. ZnaleZ¢ rozwiazanie rownania
2" u' =0, ueD.

Dokonujac podstawienia v’ = y € D', otrzymujemy réwnanie (2.16), ktérego rozwiazanie

dane jest wzorem (2.17). ”Caltkujac” to réwnanie otrzymamy:

u=cob(z) + c16(x) + 20" (2) + ... + cney 672 () + ay. (2.23)
Przyklad 2. W podobny sposéb mozna wykazaé, iz rozwiazaniem rownania

2"u" =0, ueD.
jest funkcja uogdlniona

uw=cox0(x) 4+ 1 0(x) + 20(z) + .. + ooy 6" (2) + ay + ap . (2.24)

Cwiczenie. Wykazaé, iz rozwiazanie ogélne réwnania
"R () = 0, ueD.

dane jest wzorem

n—1 k-1 n—1
u=0(zx) Z zl e + Z b 6 () + Z asz’. (2.25)
7=0 m=0 s=0

Podobnie jak i w przypadku klasycznym, rozwiazanie ogélne problemu niejednorodnego
jest suma ogdlnego rozwiazania problemu jednorodnego oraz rozwiazania szczegdlnego pro-

blemu niejednorodnego.
Przyklady
1. Ogodlne rozwiazanie réwnania
/ 1 /
ru =P— ueD.
x
dane jest wzorem

u=cob(r)+c1 — Pé. (2.26)
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2. Ogolne rozwiazanie réwnania

22u =1 uweD.

dane jest wzorem
1
u=-cob(x)+c0(x)—P-. (2.27)
x
3. Ogdlne rozwiazanie rownania
u'=46(x) weD.
dane jest wzorem

u=cy+cz+az(x). (2.28)

2.4.7. Rozwiazanie podstawowe operatoréw rézniczkowych Przechodzimy do
omoéwienia bardzo waznego pojecia rozwiazania podstawowego. Niech dany jest operator

rozniczkowy o stalych wspolczynnikach

. n olal
L(D) = D% DY = . 2.29
(D) Z ¢ Ox* 0x5?...0xon (2.29)

Definicja 2.4..1. Rozwiqzaniem podstawowym (fundamentalnym) operatora f/(D) nazywa

sie dystrybucja £ € D', spelniajgca rownanie

Rozpatrzmy réwnania

(j—; + wz) £ =46(), (2.30)

oraz
(i + a) £=6(t). (2.31)
dt

W przypadku réwnania (2.30) rozwiazanie szukamy w postaci € = 6(t) Z(t), gdzie Z(t) €

C?(R). Rézniczkujac £ mamy:
E'=Z(0)0(t) +6(t) Z'(t); (2.32)
(2.33)
E"=2Z(0)0"(t)+d(t) Z'(0) + 6(t) Z"(¢). (2.34)



35

Po podstawieniu do réwnania (2.30) otrzymamy:

2

d? d
(ﬁ + w2) 0(t) Z(t) = Z(0)d'(t) + Z'(0) d(¢t) + 6(t) (@ + wQ) Z(t). (2.35)
Latwo wiec widaé, iz réwnanie (2.30) bedzie spelnione, iezeli funkcja Z(t) jest rozwiazaniem
zagadnienia klasycznego
d2 2 /
o Tw Z(t) =0, Z(0) =0, Z'0) =1,

ostatecznie wiec otrzymujemy:

sinwt

£=0(t) (2.36)

w

Podobnie, szukajac rozwiazanie réwnania (2.31) w postaci € = 0(t) Z(t), dochodzimy do
wniosku, iz wz6r ten bedzie opisywat rozwiazanie fundamentalne, jezeli Z(t) jest rozwiazaniem

klasycznym zagadnienia poczatkowego
d + Z(t)=0 Z(0)=1
_— a = =
dt ) Y
a wiec
E=0(t)e " (2.37)
Stosujac metode indukcji matematycznej, mozna wykazaé¢, iz w ogélnym przypadku za-
chodzi
Twierdzenie 2.4..3.Rozwigzanie w D' réwnania
n—1 ;
d dr d’
Li—|=<{— a— ¢ E=0(1 2.38
[dt] {dt“+;a dtJ} (t) (2.38)
dane jest wzorem
E=0(t) Z(t), (2.39)
gdzie Z(t) jest to rozwiqzanie klasyczne zagadnienia podstawowego

L {%] Z(t)=0, 2Z(0)=2'(0)=..2"20)=0, zZ"Y0)=1.
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Rozdzial 3

Iloczyn prosty (tensorowy) i splot

dystrybucji.

3.1.

3.1.1. Definicja. Okreslamy iloczyn tensorowy najpierw dla funkcji Lr.. A wiec

niech:
f € ‘CLOC(Rn)a g € £L00<Rm)-

Woéwcezas funkcja h(z,y) = f(x) - 9(y) € Lroe(R™™). Okresla ona dystrybucje h = f ® ¢,

ktéra dziata na zbiorze D'(R"™) w taki sposéb:

Fog0) = [1@] [ o) otady]as (31)

Oczywistym jest, ze f ® g = g ® f dla funkcji lokalnie catkowalnych. Ogolnie przyjmujemy
taka definicje:

Definicja 3.1..1 Iloczynem prostym (tensorowym) dystrybucyi f € D'(R") g € D'(R™)
nazywamy dystrybucje f ® g € D'(R™™), okreslona wzorem:

(feg.v@y) = (fa) (s0) ¢ @p)) veeDR™). (3:2)

Musimy udowodnié, ze wzor (3.2) dla kazdej pary dystrybucji z odpowiednich przestrzeni
rzeczywiscie okresla funkcjonal liniowy ciagly. Przede wszystkim chcieliby$my udowodnic,

ze (g,¢) € D(R™). Sprébujmy wiec udowodnié:

Lemat 3.1.1  Voep(re), Ypeornn $(x) = (g(y), #(z.)) € D(R").

Dowéd.

(a) Funkcja ¢ () jest dobrze okreslona, poniewaz ¢(x,-) € D(R™) Vz.
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b) %{1/)( AL ) —=Y( )} = (g, o [gp( LT +A L )—QO(%)]) — (g,@m) gdy
A — 0, poniewaz funkcjonal g jest ciagly. W podobny sposéb wykazuje sie istnienie
Dy(x) dla a = (aq, ..., ap).

Whniosek 3.1..1 ¢ € C'.

¢) Funkcja ¢ (x) ma zwarty nosnik. Wynika to z tego, ze ¢ ma nosnik zwarty, a wiec ist-
nieje K (0, R) D R"*™ takie, ze supp p C K(0, R). A wiec jezeli |z| = /23 + ... + 22 >
R, wéwezas ¢(x,-) = 0 i dlatego ¥(z) = (g, o(x, )) = (g,0) = 0.

Na mocy lematu 3.1..1 funkcjonat (f, w(x)) = (f, (g, gp)) jest dobrze okreslony.

Pozostato nam do wykazania:
(d) ze f ® g jest funkcjonalem liniowym,
(e) ze jest to funkcjonat ciagty.
1. Dowdéd punktu (d) pozostawia sie czytelnikowi jako ¢wiczenie

Ad.(e) {D(R”+m) Sy — @€ D(R”*m)} = 7z ciaglodci g wynika,
ze Yp(z) = (9, 0r) — ¥(z) = (g, ) punktowo, czyli dla kazdego x. Poniewaz v, oraz
1 maja zwarty nosnik, to z punktowej zbieznosci wynika réwniez zbiezno$é¢ w normie

jednostajnej (p. na przyktad [3]):
(Ur(@) = v(@) Yo € G = zb.zwarty) & sup (@) — v(@)] T 0.
xeG

3.1.2. Przemienno$é iloczynu tensorowego. Dla funkcji prébnej ¢ € D(R"™™),

ktora sie przedstawia w postaci kombinacji liniowej iloczynéw prostych

p(x,y) =Y uilz) -vily), edy u; € D(R"), v; € D(R™), (33)

przemienno$¢ f ® g wynika z definicji:

(Foo.d u@ uww) = 3 (flou@um)) =3 (fu@w)= 64
= Yo (fow) == (90 ;> wle) - u(y)),(35)

Dla dowolnej ¢ € D(R™™) wynika to z nastepujacego lematu:

Lemat 3.1..2 Zbidr funkcji postaci (3.3) jest gesty w D(R"™™).
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Podamy konstrukcje funkcji prébnych postaci (3.3), zbieznych do dowolnej ¢ € D™,

Bedziemy korzysta¢ z pewnego znanego twierdzenia, ktére podamy tutaj bez dowodu:

Twierdzenie 3.1..1.(Weierstrass) Dla funkcji ) € CN (K(O, R)> i dowolnie matego € > 0,

istnieje wielomian P® = Z Asalt - adr taki, Ze sup |[DPy — DPPel <e V|3 < N.
|ovi| <M vk

Inaczej méwiac, wielomiany jednostajnie aproksymuja funkcje gtadka na zbiorze zwartym.
Niech wiec dana jest dowolna funkcja ¢ (x,y) € D(R™™) oraz niech dany jest wielomian
Py = Z Ay gt - xﬁ"yfl -~ yPm ktéry przybliza te funkcje wraz z pochodnymi D7,
7| < N na zbiorze zwartym K (0,2v/2R), gdzie suppp € K (0, R).
Niech e(z) € D(R"™) i h(z) € D(R™) sa to funkcje o wlasnosciach:

1 dlaze K(0,R)
0 dlax¢ K(0,2R)

1 dlaye K(0,R)
0 dlaye R\ K(0,2R)
Wtedy zbior funkcji
Uy = elx) - hly) - Py(z,y) (3.6)

a) nalezy do zbioru (3.3) (moze by¢ przedstawiony w postaci 15 = Z uy (2)vy(v))

b) przybliza funkcje ¢(x,y) z dowolna doktadnoscia.

3.1.3. Dalsze wlasnosci iloczynu tensorowego.
1. Ciagtosé: (fx — f) = [k ® g — [ ® g (to samo dla drugiego skladnika).

2. Laczno$é - przemienno$é f(x) ® (g(y) ® h(2)> = (f(w) ® g(y)) R h(z)=...
fRgRh=9g® f@h=...itd.

37%(ﬂ@®9@0==@%ﬂ@)®9@)

4. Niech a € C*°(R") wtedy a(z) - (f(x) ® g(y)) = [a(z) - f(z)] @ g(y).

Dowody tych stwierdzen sa bardzo elementarne.
5. (f®@g)@+hy) = flz+h) @g(y).

6. f(@) @ 10) = (f(), [ (@ 9)dy) = [ (f@),0(w,9))dy.
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Przyklady:
L (f@) @d). o) = (F@), (50). p@.p)) ) = (£@). (. 0)).
2 (f@) @ 8w play) = —(F@). (504 w)) = =(F@).¢ @ 0).

3.1.4. Splot dystrybucji. Splotem funkcji f, g € L1,.(R) takich, ze:

) = [ lotw)- £l = ]y € L1

nazywamy dystrybucje regularna;:

Frg@) = [ 9=y = [ £©ata - O =g f(a) (3.7
Jako funkcja lokalnie catkowalna f * g okredla dystrybucie:
(f * g(z), so(x)> = / [g(y)f(rc - y)dy} p(z)dx (3.8)
= /[/f(y)g(x—y)dy}so(x)dx = (3.9)
— g+ 1.0 = [ [10)- 9©)] ety + ey (310)

Przy zamianie zmiennych powyzej stosowalismy tw. Fubiniego.

Bardzo wazna uwaga! Splot mozna okresli¢ nie dla kazdej pary funkcji lokalnie catkowalnych,
a co za tym idzie, nie dla kazdej pary dystrybucji. Jest to jednak pojecie bardzo wazne, dla-

tego odnotujmy tu kilka przypadkow, dla ktorych splot jest dobrze okreslona dystrybucja.

(I) Niech funkcje f,g € Lro.(R') oraz niech jedna z nich (np g) ma zwarty noénik.
Wykazemy, ze splot istnieje, zaktadajac, ze supp g € K (0, R). Rozpatrzmy nastepujaca

funkcje:
) = [ ot - nts = [ 9wt~y

Czy h(z) € Lro.? Wezmy K(0,R;) 0 < R < oo = i scatkujmy h(x) w tych granicach:

Ry Ry R
/h(x) = /R dw(/)g(y)f(x—y)‘d@ = (3.11)
R YR
Ra Ry
[ Jowlas( [ |t -wiz) < (3.12)
< [lwlas [ Jro)de <o (313)
"R K(0,max{R1,Ra})
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(IT) Niech funkcje f,g € Lr,e(R), sup f C Ry oraz supg C R.

- / 9 (@ = y)]dy,

) = [ ol ot st i) = 314
K(0,R) K(0,R)
—/0 / (x—vy ’dw)‘g ‘dy< (3.15)
R
< [l [ [s]ie < o~ (3.16)

(ITI) Niech f, g beda catkowalne na R"™. Wtedy:

[ rads= [low) [ |t = w)dsds = [ |st|a [ [r©)]ac <o

Podamy teraz definicje formalna splotu dystrybucji.

Definicja 3.1..2.Niech f, g € D'(R") orazD (R*") > ng, k = 1,2, ... — ciag funkcji prébnych,
zbieznych do 1(z, y) € R*™™. JezeliV ¢ € R" istnieje

lim (f(x)-g(y), o(z +y) m(z, y))

k—o0

1 granica ta nie zalezy od ciagu ny, wowczas tak okreslona dystrybucje nazywamy splotem

dystrybucgi f oraz g i oznaczamy f * g.

Uwaga. Przykladem ciggu funkcji 7, zbieznych do jednoéci w R?® moze stuzyé ciag

Mk = X5, gdzie

G = [wte-u(})an

X1 — funkcja charakterystyczna zbioru K (0, 1) € R*", w. — e—czapa.
Zachodzi

Twierdzenie 3.1..2.Niech f, g € D'(R"), przy czym jedna z dystrybucji, na przyktad g, ma
nosnik zwarty (tzn. suppg C K(0, R) dla pewnego R >0). Wowczas
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(a) f*g istnieje;

(b) zachodzi wzor

(f*g, ©)=(f(x)9(y), ny)e(x+y)),

gdzie n — dowolna funkcja probna taka, Ze n(y) =1 Vy € K(0, R) D supp g.

Szkic dowodu.

(a) Niech suppp € K(0, Ri)\ suppg € K(0, Ry). Wezmy dowolna funkcje prodbna
¢ € D(R™) taka, ze suppp € K(0, Ry). Wéwezas p(x +y) =0 jezeli |z +y| > Ry.
ig(y) =0gdy |y| > Ry. Zatem dla dostatecznie duzych n obszar catkowania jest taki,

jak pokazane na rys. xxx. Konfiguracja ta juz sie nie zmienia ze wzrostem n.

(b) f(x)g(y) = f(x) g(y) n(y).

Stad mamy ciag rownosci:

(f(@) g(v), ez +y)m(z, y) = (f(2) [g-1)], ¢z +y)m(z,y)) = (3.17)
= (f(2) 9(v) w(z +y) m(z, y)n(v)) == (f(x) 9(y), ¥(x,y)), (3.18)

gdzie Y(x,y) = klim o(x + y)ne(z, y)n(y). (p. rys. xxxx). Droga prostych rozumowan
dochodzimy do wniosku, ze ¥(z, y) = ¢(z +y)n(y) € D (R*") i dzialanie to nie zalezy od
wyboru 7.

Whniosek 3.1..2.Zachodzi réwnosé
fxd=0xf=f.

Dowéd. V ¢ € D(R") oraz dowolnej funkeji prébnej n € D(R™) takiej, ze istnieje R > 0 :
n(y) =1 Vy e K(0, R) (zauwazmy, iz VR >0 suppd C K(0, R)), zachodzi nastepujacy

ciag rownosci:

(fx0, 0) = (f(x)d(y), elz+y)nly)) = (3.19)

= (f(@)(0(y), e(z+y)n(y))) = (f(z), ¢(x+0)n(0)) = (f(z), ¥(z)), (3.20)
c.b.d.o.

Druga réownosé, t.j. ¢ x f = f, wynika z przemiennosci iloczynu tensorowego. Jest

ona réwniez konsekwencja nastepujacego, bardziej ogdlnego stwierdzenia, dowdd ktérego

polecamy jako ¢wiczenie:
Lemat 3.1..3. Jezeli istnieje f * g, to istnieje rowniez g x f, przy czym

f*xg=gx*/[.



42

3.1.5. Roézniczkowanie splotu.

Lemat 3.1..4.Jezeli istnieje splot f g, to réwniez istnieje splot [Df] * g, oraz f x [Dg]

pry czym

D [f x g] = [D*f]x g = [+ [D]. (3.21)

Dowdd. Wystarczy poda¢ dowdd dla D = %, gdyz dla wyzszych pochodnych dowdd
przeprowadza sie indukcyjnie. Zauwazmy, wiec, ze dla dowolnego ciagu funkcji probnych
D(R*) > g, zbieznego do jednosci, ciag ny + g%’; réwniez zmierza do 1(x,y) (p. rys.Xxxxx).
Wobec tego, mamy ciag rownosci:

(aij[f*gL @) == (f * g, (;Zjeﬁ) = _khf;o <f(x)g(y), e (z, y)aijw(ery)) _

- i ()9, Glete+0) e 9] = oo +1) oo ) =

k=00 j
kg&{<8%f()(%7%@wﬁﬂx+y0%@E, [gz+n4>(hhwnw}

. (lof
k—oo <{a%] *d, 90> .
0

Druga réwnos$¢ w (3.21) wynika z tego, iz %(p(x +y) = By (x4 y).

Uwaga. Z tego, ze istnieje, na przyklad, [D* f]* g, nie wynika istnienie fx*g. Rozpatrzmy

naprzyktad, rownosci
Ox1=06x1=1.

7, drugiej strony, mozemy napisaé¢ co nastepuje:
0x1'=0x0=0

Przyczyna braku rownosci jes nieistnienie splotu 6 x 1.

Przyklady.

1. OB s f=¢x fR) = ¢k,

2 dw—a)xf=flx—a).
Dowdéd.

(6(x—a)* f, ¢) = (6(xz —a)f(y), n(y)p(z+y)) =
((), 8(2), n(z + a)p(z +a+y)))
= (f(y), wla+y)) = (f(§—a), p(&))

(
(
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0x60= /9(3: —y)0(y) dy = /9(95) dy =z - 0(x). (3.22)

Zadania. Znalez¢:

(a) 6(x) * [z - 0(a)};
(b) [8(x) cos ] * [2? - 6(x);
(¢) 6(x —a)*d(x —b);

(d) 0(a — |x]) * 6(a — |2[);

3.2. Zastosowania splotu.

3.2.1. Rozwiazywanie rownan niejednorodnych Niech

mn

. n dn—F
L(D) = ai + Z Un—k g (3.23)
k=1

oraz £ € D' — rozwiazanie podstawowe operatora I:(D), czyli dystrybucja, spehiajaca

rOwnanie

Dalej, niech f € D'(R') i istnieje f * € = € x f. Wéwcezas zachodzi

Twierdzenie 3.2..1. Rozwiqzanie réwnania niejednorodnego

~

L(D)u=f, wueD(RY (3.24)
dane jest wzorem

u=2~&xf. (3.25)

Dowdd.

A

LID)[Exf1=[L(D)E]* f=bx f=F.
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3.2.2. Zagadnienia poczatkowe. Rozpatrzmy zagadnienie poczatkowe

u’ +wiu=f(t), t>0, (3.26)
lim u = u, lim v = uq,
t——+0 t——40

f € C%0, +oo0). Wprowadzmy nastepujace funkcje:

f@)=0@) f(t),  at)=0(t)u().
Oczywistym jest, ze funkcje f, @ pokrywaja sie z f, u, gdy ¢ > 0. Z drugiej strony, wprowa-
dzajac w taki sposob nowe funkcje, zyskujemy to ze istnieja odpowiednie sploty, o ktérych

mowa w twierdzeniu 3.2..1, zachodzi, bowiem,

Lemat 3.2..1. Jezeli f, g € C°(RL), wowczas istnieje splot f*g. Jest on okreslony wzorem
froe) =) [ Fla = g(e)a (3.27)
0

Dowéd. Dla f, g, ktérych nosnik jest zawarty w R,

e = 9(6) = 01e) 2 = 9O xi a0 = F +ala) =6a) [ Flo =€) g(€)ag
gdzie o, o) — funkcja charakterystyczna zbioru [0, x]. Stad wynika wzér (3.27).
Zgodnie ze wzorem na pochodne uogélnione, dla funkcji @, pokrywajacej sie z rozwiazaniem
zagadnienia poczatkowego (3.26 ) mamy:

' = {a'} + 5(t) o, (3.28)
= {a@"} + 6(t) ur, +6'(t) uo. (3.29)

Dlatego @ spelia rownanie

"+ w2 = f(t) + 6(t) uy, +0'(t) ug. (3.30)
W rozdziale 2.4.7. znalezliSmy rozwiazanie podstawowe operatora

. d?

Li(D) = 12 +w

Na mocy lematu 3.2..1, rozwiazanie réwnania (3.30) mozna otrzymaé, splatajac rozwiazanie

podstawowe (2.36) z prawa czescia tego réwnania. A wiec,
i=Ex (f(t) () ur, +0'(1) u0> - (3.31)

sin(wt)

(3.32)

w

i/f sinfw(t — &)] d€ + ug cos(wt) + uy
0
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Dla t > 0 jest to rozwiazanie klasyczne zagadnienia poczatkowego (3.26).

Procedura ta rozszerza si¢ na inne zagadnienia poczatkowe dla réwnan zwyczajnych o
statych wspdtezynnikach.

Zadanie. Wykazaé, ze dla t > 0 rozwiazanie klasyczne zagadnienia poczatkowego

u +au= f(t), t >0, (3.33)

lim v = ug,
t——+0

gdzie f € C°(0, +o0), dane jest wzorem

ult) = 0(t) / F(€) e 9de + uge.
0

3.2.3. Uogéblnione zagadnienia Cauchy dla ré6wnania falowego oraz réwnania
transportu Niech dla ¢t > 0 funkcja u(t, x) jest rozwiazaniem klasycznym zagadnienia

poczatkowego

2 2
(% —a® %) u(t, ) = f(t, z), (3.34)

_ . Oult, x)
tl_lglou(t, ) = uo(), Jm s
f e (0, c0) x RY, wy e CYRY), wu; € CY(R"). Przedtuzamy funkcje f, u zerem w

dolnej potptaszezyznie:

ult, r) =
0 gdy t <0,

— (), (3.35)

~ f(t,x) gdy t >0,
ft. o) =4 0D
0 gdy t <0,

Zachodzi

Lemat 3.2..2. Funkcja u(t, x) spetnia réwnanie

(5 — i ) ) = it )+ 102 '0) + 1) 30 (3.36)

Dowdéd. Zachodza nastepujace wzory na pochodne uogdlnione funkeji u:

ou 9u(t ) gdy t >0,
t _ ox
8x( ) {

>, x):{ Zu(t, x) gdy t>0,
0 x2
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%(t T) = {%(t, x)} + uo() 4(t),

gt )= { Gt 0} @ 510+ )00

A wiec, jezeli funkcja u jest rozwiazaniem klasycznym zagadnienia poczatkowego (?77), to
przedtuzona funkcja @ spehia réwnanie (3.36).

Przez analogie formutujemy uogdlnione zagadnienie poczatkowe:

Definicja 3.2..1. Uogolnionym rozwigzaniem zagadnienia Cauchy dla réownania falowego

nazywamy dystrybucje u € D' ([0, oo) x RY), spetniajaca réwnanie

2
(W —a® %) u(t, x) = f(t, x) + uo(x) 8't+, uy (x) 4(2). (3.37)
Zachodzi

Twierdzenie 3.2..2.Niech £ — rozwigzanie réwnania

0? o

i niech f, ug, uy, o ktdrych mowa w 3.2..1 sq takie ze istnieja sploty € x f, € x ug &' (t) oraz

E xuy §(t). Wowezas rozwiazanie uogdlnionego zagadnienia poczatkowego dane jest wzorem

u = Ex[f+upd(t) +uidt)].

Analogicznie uogélnione zagadnienie poczatkowe dla réwnania transportu formutuje sie
nastepujaco:

Znalez¢ dystrybucje u € D’ spelniajaca rownanie

(3 ok a_;) u(t, ©) = f(t, z) + uo(z) 8(t). (3.39)

Do rozwiazania tego problemu wykorzystuje sie dystrybucja &, spelniajace rownanie

(% iy %) E(t, x) = 8(t, ). (3.40)
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Rozdzial 4

Metoda transformacji Fouriera

4.1. Przestrzen dystrybucji temperowanych

4.1.1. Przestrzen Schwarza Poteznym narzedziem do odnajdywania rozwiazan uogol-
nionych réwnan czastkowych o stalych wspoélczynnikach jest transformacja Fouriera. Defi-

niujemy ja w nastepujacy sposéb: V o € D

26 =Flgl(6) = / (@) @9 da.

R’l’L
Widzimy, iz nosnik ¢ nie jest zbiorem zwartym, a zatem F' nie jest odwzorowaniem prze-

strzeni D(R"™) w siebie. Wyjsciem z sytuacji jest rozszerzenie przestrzeni funkcji prébnych.
Definicja 4.1..1. Przestrzeniq Schwarza S(R") nazywamy zbior

|z|—o0

S = {gp € C*(R"):  lim |z|™||D%¢(z)] < o0
Vme N oraz VaEH N.}
1

Zbiezno$¢ w S definiuje sie za pomoca przeliczalnej rodziny norm:

(So2¢pr—peS) <
= (Voz, Be€NXN..x Nklim 2° D%y (z) = 2° D*pz) VYV € R”.)

Podstawowe wlasnosci zbioru S podane sa w ponizszym lemacie:
Lemat 4.1..1.

(a) S(R™) jest przestrzeniaq liniowaq;

(b) przestrzeri D(R™) jest gesta w S(R");

(¢) (px 2 0) = (o > ).



Dowéd. Ad (b): V ¢ € S mozemy okresli¢ nastepujacy ciag: ¢, = ¢(z)-n (%) € D,
gdzie D > n(x) jest to funkcja o nastepujacych whasnosciach:

{1 gdy |z| <1

n(x) =
(@) 0 gdy |z|>1+e.

Stwierdza sie, ze @y 5, . Niechn =1, za§8 D® =d/dz. Mamy wtedy:

et () =+ (350 () + e (7))

Latwo wida¢, ze ostatnie wyrazenie w prawej czesci dazy do zera, gdy k — oo, wtenczas gdy

de).

pierwszy dazy jednostajnie do 2 ( T

Przyktadem funkcji z S, peliacej tak samo doniosta role, jak e—czapa w przypadku

przestrzeni D, jest funkcja eIzl
Analogicznie jak w przypadku D, zachodzi

Lemat 4.1..2. Nastepujace operacje sq ciagle w S:
(a) rézniczkowanie: S > ¢ — D*p € S;
(b) zamiana zmiennych: S 3 p(x) — D*p(Ax +b) € S, gdzie A€ My, : det A # 0;

(c) mnoZenie przez funkcje a € Oy, gdzie

O ={acC®R"): Ya ICy N mgy:
[D% a(x)] < Call + |z|)™}

4.1.2. Przestrzen dystrybucji temperowanych

Definicja 4.1..2. Dystrybucja temperowana nazywamy liniowy funkcjonat f, okreslony na

przestrzent S 1 ciaglty w metryce stabej, tzn taki, ze

(e S ¢) = ((f o=(F 9) ).

Przestrzen te oznaczamy symbolem S'.

Przyklady dystrybucji temperowanych.
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1. Jezeli f € Lio(R™) i znajdzie sie taka liczba naturalna m, ze

/|f(w)| (14 |z)) ™ dr < oo, (4.1)

wowcezas f(x) okresla funkcjonat regularny, nalezacy do S'(R™).

2. Kazda dystrybucja f € D', ktéra ma zwarty no$nik przedluza sie na S’ zgodnie ze

WwZzorem.:

(f,0)=(fn-9), (4.2)

gdzie n — dowolna funkcja probna z D, tozsamosciowo rowna jednosci w pewnym

otoczeniu supp f.

Uwaga. Na S’(R") w sposéb naturalny przenosza sie pojecia iloczynu tensorowego oraz

splotu dystrybucji.

4.2. Przeksztalcenia Fouriera

4.2.1. Transformacja Fouriera funkcji z przestrzeni S.

Definicja 4.2..1.Transformacja Fouriera na zbiorze S nazywamy odwzorowanie, zdefinio-

wana zgodnie ze wzorem

55 = p() = Flgl() = / o(2) @9 du (4.3)
J

Wiasnosci transformacji Fouriera.

Zachodzi
Lemat 4.2..1.
(a) Jeseli o € S, to Flg](€) € C;
(b) D (F[p)(€)) = Fl(ix)* ¢](£); (4.4)
(c) FD*¢](§) = (=i )" Fle](§); (4.5)
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Dowdd.
Ad [(b)]:

D° (Flg)(€) = D° / o(2) @9 dr = / o(z) (i2)* @9 dx = Fl(iz)* o](€);

Ad [(c)]:

FID* () = [ D" p@)] 9 da = (1) [ (D" p(o) do = (i) FIe1(©)

Ze wzoréw (4.4)—(4.5) niemal natychmiast wynika

Whniosek 4.2..1.

&7 DF[p)(€) = iPTFID? (2% p(2))](6).

Stad mamy podstawowe
Twierdzenie 4.2..1.(p € S) = (Flp] € S.)
Dowdd. V «a,
€7 D Flp)(€)] S/!Dﬁ[xa p(a)llde < oo. (4.6)
4.2.2. Odwrotna transformacja Fouriera.

Twierdzenie 4.2..2. Odwrotna transformacja Fouriera dana jest wzorem

S N 1 ~ —1 x
FR) = G [ 90 de (@7
Rn
Dowdéd.
L [gyeienge= 1 U ) dy | e ED dg =
@) pl§)e 2" € wly)ay) €
Rn R LRn
] Pk
PR i [t | TT [ e ay =
o R 1sksn 2,
. sin py, (yr — 1)
lim dy = o(x).
gl sO(y)lSl;[SH — y = o(z)
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Im¢
-R R
N M| Reg
!
A— B
_£
2a
Rys. 4.1:
Ostatnia réwnos¢ wynika z tego, ze
sin 2=k
lim —*— = 7(y, — 21), er = pr b
om0 g — (yr — k) k= Pk
Przykiad
—(12332 —a2x2+i§z 1 _i _CQ
F[e ](5): e dr=—¢e¢ 12 [ e % d(,
a
Ce
gdzie{za:p—%,ng{a:p—%: & = const, —oo<:B<+oo.}

Rozpatrzmy catke
fecac
Lgr
gdzie Lr — obwdd zamkniety, przedstawiony na rys. 4.1. Poniewaz funkcja e ¢ jest holomor-
ficzna w kazdej dziedzinie skonczonej plaszczyzny zespolonej, wiec, na mocty twierdzenia o
residuach [4], catka powyzsza jest réwna zeru. Okazuje sie, ze odpowiednie calki na odcin-

kach piononwych NA i BM znikaja, gdy R — +o00. Odpowiednie oszacowanie przedstawimy
tu jedynie dla odcinka BM, gdyz dla N A robi sie to calkiem analogicznie.

Po dokonaniu zamiany zmiennych ¢ = R + iy, otrzymamy oszacowanie:

el

BM

67(R2+2i1~2y7y2) dy| <

\’“\o

[V

a

[€

a

2
_p2 2 _Rp2 |£
SeR/ey dy§€R6|20‘
0

i‘—> 0 gdy R — 4o0.
2a
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Zatem
+o0
/e—@dg = /e_z2dz = /7.
Ce —o0

Otrzymalismy wzor

2

F [e—a ] €)=/ L e i, (4.8)

Zadanie. Policzy¢

(a) F :xe “2’”2],
(b) F :xQ e_a%j} ;
(c) F :x”e ’32} ;

Wsk.: F'[D*¢] (§) = (=i &)™ F'[¢] (£).

4.2.3. Przeksztalcenie Fouriera dystrybucji temperowanych Jak zwykle, za-

czynamy od dystrybucji regularnych. Jezeli f € £;(R"™), to
FIf](¢) = / f(@)e'®Dde,  VEE R i
Fie)] < [ 1l < .

wiec F[f](€) jako funkcja ograniczona okresla dystrybucje regularna na, S'(R) dla ktérej

zachodza nastepujace réwnosci:
(UL o) = [ FIA© e ae= [ | [ 1t eeaa] ple) e -
- [ e@eenag swras =i Flen. ve e s,

Rownosé te przyjmiemy za definicje transformacji Fouriera dystrybucji temeperowanej:

Definicja 4.2..2.

Ve S(R) n Vpe SR (FIf], v)=(f, Flgl). (4.9)

Zachodzi
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Lemat 4.2..2. Transformacja Fouriera odwzorowuje przestrzen S'(R™) w siebie.

(a) To, ze F[f] jest dobrze okreslony wynika z faktu, iz (¢ € S(R")) = (Flp] € S(R")).
(b) Liniowos¢é jest oczywista.

(c) Ciaglos¢ w metryce stabej wynika z tego, ze F' dzialana & w sposéb ciagty: ((pk 35, gp) =

(F [ok] SF [go]) . Jest to prawie natychmiastowa konsekwencja wzoru (4.6). Niech
S 3 ¢ — p €S Wowczas

€9 D% Flgy — 0l(€)] < / D%l (i — @) (@) d <

dz
< sup |D%1s” (= @1+ ) [T =0 wdy ko .

zER"™

Zatem zachodzi oczywista konkluzja

Ssp—veS = ((FUfl.on—9) = (f, Flon] - Flgl) — 0 gdy k — o0).

Odwrotna transformacja Fouriera w &’ wprowadza sie zgodnie ze wzorem:

1

W2/ U= e L) (1.10)
Lemat 4.2..3. F'oF| =FoF~ ! =1Id
S’ S’ S’
Dowéd.
(FUF). @) = s (PP ) =

Wiasnosci transformacji Fouriera na zbiorze S'(R")
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Lemat 4.2..4.Zachodzq nastepujace wzory:

() DF[f](§) = F[(ix)" ()] (€); (4.11)
(b)  FID"f@)] (€)= (—i&) F[fI(E) (4.12)
(c) F[f(z = 20)] (§) = ™ F[f](€). (4.13)
(d)  F[fl(E+&)=F [ f(2)] ©). (4.14)

Dowdd przeprowadzamy, jak zwykle, dzialajac odpowiednia dystrybucja na funkcje prébna.

Zadanie. Wykaza¢ wzory:

(a) Ff(x)-g(y)] (& n) = FLf(@)](€) - Flg(y)] (n); (4.15)
(b) Flfxgl (&) = FLf1(E) - Flg] (§) (4.16)

Przeksztalcenie Fouriera dystrybucji o zwartych nosnikach.

Twierdzenie 4.2..3.Jezeli f - dystrybucja o zwartym nosniku, to
(a) F[f] € Ou;

(b) FIf1(€) = (f(x), n(z) &),

gdzie D(R"™) 3 n(z) — dowolna funkcja prébna, réwna jednosci w pewnym otoczeniu otwartym

supp f.

Dowéd. Ve € S oraz Vi € D, réwnej jednosci na supp f.

(FIf1&), #(&) = (F] <£>,go = (n(z) - f(x), Flgl(z))
= (f<x>, ld ¢ n(z) p(€)e'E))

— (1(6), (f(x), n(x) ) () / (F(@), n(x) €Y o(€)d

At
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4.2.4. Przyklady Nizej podaje sie przykiady zastosowan wzorow, przedstawionych
w poprzednich punktach.

(a) Flo(z — 20)](€) = (6(z — wo), 7+ e &D)) = eil&m0), (4.17)

(b) F[D](&) = (—1§)" F0](§) = (=i &)™ (4.18)

() Fla®)(§) = (=) (2m)" D*5(€). (4.19)
Dowdd.

Fla®)(§) = Fla® - 1(2)](€) = (=) F[(ix)* - 1(2)](€) =

= (=) DEFL()](€) = (=) <2w>”DgﬁFu<—x>1<§> =
= (=)l 2m)"D25(¢). (4.20)
R -
— |z = ety = St . .
@ FOR - [ / dz =2 (4.21)
Zadanie. Wykazaé wzory:
() FlB) e ) = - _12 o a0 (4.22)
(b) Flo()](€) = 70() + w% (4.23)
_alelt 2a

(c) Fle~ll] = =t (4.24)
(d) F{%} — 2 ek, (4.25)

Zadanie. Dla z, £ € R! obliczy¢ transformaty Fouriera
(a) Fllz]*)(€);
(b) Fla®a™(@)](€)  k <m;

(c) Flz"0(2)](¢) E=1,2,....
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4.3. Zastosowanie transformacji Fouriera

4.3.1. Rozwiazywania uogdlnione réwnan liniowych czastkowych Niech

L(z, D)u = Z ao () D% = f(x) fen (4.26)

|a[=0

jest réwnaniem liniowym czastkowym o wspétezynnikach a, € C(R")

Definicja 4.3..1. Rozwiqzaniem uogélnionym réwnania (4.26) na obszarze G nazywamy do-

wolna dystrybucje u € D' taka, Ze dla dowolnego ¢ € D: suppp € G
(L(z, D)u, ) = (u, L*¢) = (u, 32(=1)*'D*(aap) = (f, %)

Wiemy juz, ze rozwiazanie takie mozna przedstawi¢ w postaci splotu:
u==~Exf, (4.27)
gdzie £ -rozwiazanie podstawowe operatora L(z, D);
L(z,D)E = 6(x) (4.28)
Zachodzi

Lemat 4.3..1.Na to by dystrybucja € € S’ byta rozwiqzaniem podstawowym operatora

L(D) = Z a, D, a, = const,

potrzeba i wystarczy by F[E] = £ spetniata rownanie:

gdzie L[—i&] = Ao (—i)°.

Q
NGE
o

Dowéd. Stosujac transformacje Fouriera do (4.26) otrzymujemy: L[—i£]€ = 1. Dowd6d
w druga strone przeprowadza sie analogicznie przy uzyciu F~!. Problemy przy tym powja-
wiaja sie wtedy, gdy istnieje zbior” punktow &, takich, ze F[—i&,]=0, poniewaz to powoduje

niejednoznacznos¢ rozwiazan. Na przykiad, rownanie:
€ =1

ma nastepujace rozwiazania:

&= ! S—L S:Pl.

_:c—l—iO; _:1:'—2'0; T
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Problem konstruowania & w przypadku gdy zbiér N, = {&, : L[—i§,] # 0} nie jest
pusty staje sie dosé¢ zlozony, jednak daje sie go, na ogdl, rozwiaza¢ w S’ droga regularyzacji
dystrybucji reprezentowanej przez funkcje
1

)

Wezesniej byla mowa o tym, ze przy pomocy rozwiazania podstawowego mozna rozwiazac
problem niejednorodny L(D)u = f w przypadku gdy splot £ % f istnieje. Dodaé tuta]
nalezy, iz technika ta stuzy réwniez do rozwiazywania szerokiej klasy zagadnien poczatkowo—

brzegowych [1].

W poprzednich rozdziatach przedstawilismy rozwiazania zagadnien poczatkowych dla nie-
jednorodnego réwnania falowego oraz rownania transportu w postaci splotéw odpowiednich
dystrybucji. Stosujac technike transformacji Fouriera, skonstruujemy teraz rozwiazania pod-

stawowe dla tych operatorow rézniczkowych.

4.3.2. Rozwiazania podstawowe dla operatora falowego oraz operatora trans-

portu. Rozpatrzmy rozwiazanie podtawowe dla operatora transportu:

0 N
— - — | Et, x) =d(t t R 4.29
52 g S s, e < (1.20)
Stosujac transformacje Fouriera wzgledem zmiennych przestrzennych, otrzymamy réwnanie
rézniczkowe
0 - N
5786 O+ RIEPER ) =18 - 0(0), (4.30)

w ktérym zmienna & odgrywaja role parametréw. Rozwiazanie rownania analogicznego do
(4.30) byto wyprowadzane juz wezesniej. Ma ono nastepujaca postaé (p. zadanie z rozdziatu
2.4.7.)

E(t, &) = 0(t) e et (4.31)
Stosujac transformacje odwrotna, otrzymamy taki wynik:

E(t, )= Le_%. (4.32)

(2\//€7Tt)n

Analogicznie, stosujac transformacje Fouriera wzgledem zmiennych przestrzennych do

rownania
[8—2 —a? 2”: 8—2] E(t, x) =6(t, x) (t, z) € R (4.33)
at2 axi ) b ) ) N *

k=1
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otrzymamy:
2
ETe) E(t, €) +a® [EPE(t, €) = 1(€) - 6(¢t), (4.34)
ktérego rozwiazaniem jest funkcja (p. rozdziat 2.4.7.)
A sina €|t
Et &) =0(t) ———— 4.35
(1.9 =00 2 (1.35)
W zaleznoéci od ilodci zmiennych przestrzennych transformacja odwrotna daje nastepujace
wyniki [1]:
1
&t §) = 5 0(at —lzl)  gdy n=1, (4.36)
0(at — |x])
&Et, &) = d n =2, 4.37
2( 5) QQWM gay ( )
gt ) = 2 5022 _ et ady  n=3. (4.38)
2ma

Postugujac sie wzorami (4.32) oraz (4.36), mozemy sformutowaé nastepujace twierdzeinia

w przypadku n = 1:

Niech M jest rodzina funkeji okreslonych na R?, zerujacych sie przy ¢ < 0 i ograniczonych
na kazdym zbiorze Gr = {(t, x); 0<t<T}.

Twierdzenie 4.3..1.Jezels
(a) f(t, ) € M;
(b) uo(x) jest funkcja ograniczona w R*.

Wowczas jedyne wsréd funkcji z M rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (3.39) dane jest

wzorem
T o f(r, &) (@=¢)?
T __x=&)”
u(t, r) = dT/—’e 4a¥t-r) d £ 4 4.39
. ) / /=7 ¢ (4.39
- 2
e dE.

2a\/_

Rozwiqzanie to w sposob ciqgly zalezy od [ oraz ug.
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Twierdzenie 4.3..2. Niech
(a) f(t, z) € D'(R?);
(b) fit,x) =0 gdy t<O;
(c) ug, uy € D'(RY).
Wowezas rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (3.34) dane jest wzorem
u==E * (f +up(x)d'(t) +ui(z)dt)).

Jezeli f € C*(t > 0), up € C*(RY), uy € CY(RY), wéwczas powyzszy wzdr daje jedyne

rozwigzanie klasyczne zgadnienia poczatkowego:

t z+a(t—T)
utx)=+y [ar [ prgae s (1.40)
0 z—alt-r)
s+alt—r)
—i—% / ul(f)dﬁ—l—%[uo(x—l—at)—i—uo(x—at)].
c—a(t—r)

Rozwiqzanie to w sposob ciqgly zalezy od f, ug oraz uy.

Przedstawione wyzej wyniki uogdlniaja sie na przypadki wielowymiarowe [1].
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