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Rozdzial 1

Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

1.1 Pojecia wstepne

Jak wiadomo, wspottworca rachunku rézniczkowego i catkowego byt genialny fizyk (i pierw-
szy w dziejach tej nauki teoretyk) Isaac Newton. W zbiorze Jego prac zwraca na siebie uwage
zdanie brzmiace nastepujaco: ”Oplaca sie rozwigzywac rownania rozniczkowe”. 1 tyle. W
zdaniu zawiera sie przekonanie Autora o tym, ze o fizyce nalezy mowi¢ w jezyku rownan
rozniczkowych. 300 lat temu zdanie to nie byto takie oczywiste, gdyz rachunek rézniczkowy
dopiero sie wykietkowal. Z biegiem czasu coraz wiecej naukowcéw (w tym, oczywiscie nie
tylko fizykéw) zaczeli podzielaé to zdanie, ktére w obecnych czasach brzmi raczej jak aksjo-
mat.

Czym wiec sa réwnania rézniczkowe i do czego tak naprawde stuza? Zacznijmy od pew-
nych analogii. W kursie matematyki szkolenej mialo si¢ do czynienia z rozwiazywaniem

rownan algebraicznych. Przykitadem moze stuzy¢ uklad rownan liniowych
20+y=1,
r—y=20
lub réwnanie

-1 —-6=0,
zwane rownaniem kwadratowym. Rozwiazywanie obu réwnan polega na znalezieniu liczb,
ktore po podstawieniu do rownanian czynilty by z nich tozsamosé. W przypadku ukiadu
réwnan sa to liczby © = y = 1/2, ktére sa okreslone jednoznacznie. Réwnanie kwadra-

towe spelniaja dwie liczby: © = 3 oraz x = —2. Wiemy oczywiscie, ze na ogdl rozwiazanie



rownania kwadratowego nie jest okreslone jednoznacznie. W przypadku réwnan rézniczkowych
niejednoznacznos$é¢ rozwiazania jest raczej regula, niz wyjatkiem. Przejdzmy zatem do defi-

nicji.
Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym (RRZ) rzedu n nazywamy relacje
F(t, z(t), 2(t), ..,a™(t)) =0, (1.1)

gdzie F- funkcja gtadka (tzn. ciagta oraz réziniczkowalna) w kazdym ze swoich argumentow.

Rozwiazaé réwnanie (1.1) oznacza znaleZé n razy rézniczkowalnag funkcje x = p(t), ktdra,
bedac podstawiong do réwnania (1.1), uczyni z niego tozsamosé.
Przykladem RRZ moze stuzy¢ rownanie logistyczne
d P[t] Pt
—— —1r Pt ——]1=0 1.2
dt g < C ’ (1.2)
stuzace do opisu dynamiki populacji (P - liczebnosé, na przyktad, bakteri), przy uwzglednieniu
skoriczonosci zasobéw pokarmowych (drugie wyrazenie w nawiasach).
Innym przyktadem jest rownanie

d?x(t)
dt?

tka(t)=0, (1.3)

opisujace male drgania wahadla matematycznego (z- miara odcylenia od potozenia réwnowagi,
na przyklad kat odcyelenia od pionu). Zauwazmy ze formalne identyczne réwnanie opisuje
drgania w obwodzie elektrycznym skladajacym sie z cewki oraz kondensatora. W tym drugim

przypadku funkcja x(t) opisuje zaleznosé pradu od czasu.

Najprostsze réwnanie rézniczkowe ma postac

L (1.4)

a'(t) = i

gdzie f(t) - funkcja ciagta. Z rachunku catkowego wiemy ze rozwiazanie tego réwnania dane

jest wzorem

() = / F(t)dt.

Funkcja z(t) nazywa sie funkcja pierwotna do f(t).

Przykiad
d
d_:g = cost (1.5)



Rys. 1.1:

. Réwnanie to jest rownowazne réwnosci rozniczek
dx = costdt = d sint.

Jak wiadomo, réwnos¢ réozniczek implikuje rownos$é¢ odpowiednich catek, w danym przy-

padku réwnosé ta bedzie miala postac

/dx:/costdt.

Liczac odpowiednie calki otrzymamy
r=sint+ C.

Zatem funkcja x(t), speliajaca RR (1.5) nie jest zadana jednoznacznie, lecz z doktadnoscia
do dowolnej stalej (stalej catkowania). Sens geometryczny stalej wystepujacy w powyzszym
wzorze jest bardzo przejrzysty: funkcja pierwotna do danej funkcji f(t) nazywa sie dowolna
funkcja x(t) taka, ze 2/(t) = f(t). Wiemy, jednak, ze procedura obliczenia pochodnej jest
niejednoznaczna. Pochodna funkcji mozna interpretowaé jako tangens stycznej do wykresu
tej funkcji w odpowiednim punkcie. Przesuniecie rownolegte wykresu funkeji w kierunku

pionowym, jak wiadomo, nie powoduje zmianu to katu ktory tworzy styczna z osia pozioma

(p. rys.1.1).

Uwaga. Przez analogie procedura znajdowania rozwiazania RR nazywa sie catkowaniem.
Po jednym calkowaniu pojawia sie jedna stala calkowania. Jezeli rzad RR jest wiekszy
od jedynki, to rozwiazanie uzyskuje sie droga wielokrotnego catkowania (ktére na praktyce
bardzo czesto jest zastepowane réwnowaznymi dziataniami algorytmicznymi). Stad wynika

ogblna regula:



Rozwiazanie ogdélne RR rzedu n miesci dokladnie n dowolnych statych.

Przykitad. Réwnanie Newtona dla czastki o masie m w prozni ma postac

Az

T _ .
e

Za pomoca zamiany zmiennej % = y(z), réwnanie to sprowadza sie do postaci

dy
m— = 0.

dt
Calkujac otrzymujemy: y(x) = fl—f = (. Calkujac to rownanie jeszcze raz, otrzymujemy

rozwiazanie ogélne, zalezne od dwdéch stalych catkowania:

.T(t) = CQ + Cl t.

Powstaje pytanie: co naleze zrobi¢, by rozwiazanie RR nie mies$cilo dowolnych statych.
W innym sformutowaniu pytanie to brzmi nastepujaco. Przy jakich warunkach rozwiazane
RR bedzie cechowaé sie jednoznacznoscia?

Na przyktadzie rozwiazania réwnania Newtona dla czastki w prozni widzimy, iz rozwiazanie
ogdlne opisuje ruch jednostajny i prostoliniowy. Zeby jednak méc skorzysta¢ w praktyce z
wiedzy zawartej w wycatkowanym wzorze, czyli méc przewidziec potozenie czastki w dowol-
nej chwili czasu, trzeba mie¢ wiecej informacji, krotko méwiac, znaé¢ ”prehistorie ruchu”,
mianowicie, wiedzie¢, w jakim punkcie przestrzeni znajdowalta sie czastka i w jakim kierunku

ona sie poruszata w poczatkowej chwili czasu. Matematycznie formutuje sie to nastepujaco:
ZL’(t0> = Xy, l’/(to) =T.

Majac te dwa dodatkowe warunki, mozemy tatwo wyeliminowa¢ dowolne stale, przypisujac

im absolutnie konkretne wartosci
Ci =21, Cy=z9— 2110,

wynikajace z dodatkowych warunkow algebraicznych, nazywanych czesto danymi poczatkowymi,

lub danymi Cauchy’ego. Przez analogie dochodzimy do takiego wniosku.

Rozwiqzanie rownania rzedu n prawie zawsze staje sie jednoznaczne po dotqczeniu n

warunkow algebraicznych (n danych poczatkowych)

9

Uzyte sformulowanie ”"prawie zawsze 7 nie jest oczywiscie Sciste. Wymaga ono pewnych

komentarzy. Okazuje sie ze w pewnych wyjatkowych sytuacjach, kiedy dane poczatkowe



sa zadane niepoprawnie, rozwiazanie wciaz pozostaje niejednoznaczne. Natomiast w innych
analogicznych sytuacjach przy Zle postawionych danych poczatkowych rozwiazanie moze nie
istnie¢ w ogole.

Rozpatrzmy nastepujacy przykad:

dz =z

TS (1.6)
Rownanie to mozna przepisa¢ w postaci rownosci

do _dt

T t

lub
dlogx = dlogt.

Z rachunku catkowego jednak wiemy, ze réwnos¢ dézniczek implikuje réwnosc odpowiednich
calek, pod warunkiem, ze po lewej i po prawej stronie od znaku réwnosci znajduja
sie wyrazenia zalezne tylko od jednej zmiennej! W takiej sytuacji méwimy ze badane
rownanie dopuszcza rozdzielenie zmiennych. Poniewaz w tym przyktadzie udalo nam sie

uzyskaé rozdzielenie zmiennych, wiec ostatnie rownos¢ implikuje nastepujacy ciag relacji:
/dlogw = /dlogt < logr=logt+logC & x=Ct

Podstawiajac funkcje x = C't do rownania wyjsciowego, mozemy przekonaé sie w tym, ze

czyni ona z niego tozsamosc:

d[Ct] _2
dt —  t
I teraz,

e zadajac warunke poczatkowy w postaci
x(ty) =a, gdzie t#0,
otrzymamy, rozwiazujac réwnanie algebraiczne
x(tg) = a = Cty
wzgledem C', jedyne rozwiazanie x(t) = a %
e Zadajac warunek poczatkowy

2(0) = b # 0,

otrzymamy niedorzecznosé: b = C' - 0. Przyczyna: przy t = 0 prawa strona réwnania

(1.6) jest nieokreslona.



e Warunek poczatkowy

jest speliony przy dowolnej wartosci statej C'.

Przyczyne tego mozna sobie uzmystowic, rozpatrujac zbiér mozliwych rozwiazan rownania
(1.6). Obrazuje go na plaszczyznie fazowej (t, x) pek linii prostych przechodzacych przez
poczatek wspotrzednych, rys.1.2. Widzimy ze poczatek wspotrzednych jest jedynym punktem
na plaszczyznie, przez ktéry przechodza wszystkie rozwiazania réwnania. Dlatego wiasnie

zadanie warunkéw poczatkowych w tym punkcie prowadzi do neijednoznacznosci.
Podsumowujac to co powiedzieliSmy, wprowadzmy oznaczenie:

Punkt (to, zo) plaszczyzny fazowej nazywa sie punktem osobliwym, jezeli w tym punkcie

prawa strona RRZ

dx
E:f@? ZL’)

przybiera wartosé zerowa, lub jest nieoznaczona.

Wystawienie warunkéw poczatkowych w punkcie osobliwym prowadzi do nie-

jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia poczatkowego, lub do niedorzecznosci.



1.2 Roéwnania rzedu pierwszego o zmiennych rozdzie-
lajacych sie

Réwnanie rzedu pierwszego F'(t, x(t), 2/(t)) = 0 na ogét mozna rozwiaza¢ wzgledem zmien-
nej z'(t), przedstawiajac go w postaci réwnowaznej

dz

— = p(t, x). 1.7

= plt,) (17)
(1.7) nazywamy postacia kanoniczna RRZ rzedu 1. Réwnanie takie nie umiemy scatkowad
przy dowolnej prawej stronie. Nizej beda przedstawione podstawowe typy funkcji, dla ktorych

potrafimy poda¢ rozwiazanie.

1. Prawa strona nie zalezy od zmiennej t:

dz
at Sﬁ(x)

Przepisujac réwnanie w postaci % = d, anastepnie catkujac, otrzymujemy rozwiazanie

w postaci uwiklanej:
d
/ LTt
p(x)

2. Prawa strona nie zalezy od zmiennej x:

dx
— = Y(1).
'
Przepisujac réwnanie w postaci dx = (t)dt, a nastepnie catkujac, otrzymujemy

rozwiazanie w postaci:
T = /@/J(t)dt +C.
3. Réwnanie typu
dr  P(t)

At Q(z)

Réwnanie to sprowadza sie do kwadratury

/P(t)dt _ /Q(a:) do+C.




Oznaczenie. Wszystkie rownania rozpatrzone w tym punkcie nazywamy RR rzedu 1 o

zmiennych rozdzielajgcych sie.

Calkowanie innych RR rzedu pierwszego, na ogél, wiaze sie z przedstawieniem ich w

postaci rownan o zmiennyc rozdzielajacych sie.

1.3 Roéwnania, rzedu pierwszego, ktore sie sprowa-
dzaja sie do réwnan o zmiennyc rozdzielajacych

sie
Typ pierwszy:

d—f:f(at—l—bx). (1.8)

Stosujemy zamiane zmiennych z = at + bx. Rdzniczkujac te rownos¢ po ¢, otrzymamy:

dz
Tl a+0bf(z),
lub
dz
—  =dt.
a+bf(z)

Calkujac powyzsze wyrazenie, otrzymamy kwadrature

dz
/—a—i—bf(z) =t+C.

Przyktad:

dx
— =2t .
it T

W tym przypadku z = 2t + z,, zas f(z) = z. Podstawiajac to do powyzszego réwnania,

otrzymujemy kwadrature:

/ dz | 2+ 2 y
= 1n = .
2+ 2z C

Stad otrzymujemy rozwiazanie

r=Ce —2(t+x).



Typ drugi:

=10

Stosujemy zamiang zmiennych z = . Rézniczkujac t¢ rownos¢ po zmiennej ¢ otrzymamy:

dz ta'—x  f(z)—=

dt 12 t

Jest to rownanie o zmiennych rozdzielajacych sie, ktérego rozwiazanie dane jest wzorem
t / dz
— =ex — .
C P f(z)— =

Przyktad:

d:p_m<1+x>
dt t t

Zgodnie z powyzszym wzorem f(z) = z(z + 1), wiec mamy do policzenia catke

/f(zcgz—z:/wrij_z:—é.

Ostatecznie, wprowadzajac dogodna stala zgodnie ze wzorem C = log C, otrzymujemy
rozwigzanie
t
x _- =
C —logt

1.4 Liniowe ré6wnanie rézniczkowe rzedu pierwszego.

Liniowym niejednorodnym réwnaniem rézniczkowym rzedu pierwszego nazywamy rownanie
postaci

dx(t)
dt

+p(t) x(t) = q(t),

gdzie p(t), q(t) - wiadome funkcje, przy czym zakladamy ze ¢(t) nie réwna sie tozsamosciowo
zeru.

Stowarzyszonym réwnaniem jednorodnym nazywamy réwnanie postaci

d% O
=+ p(t)%(t) = 0.

10



Po przemnozeniu tego réwnania przez % otrzymujemy réwnanie o zmiennych rozdzielajacych

sie:

Stad, po statkowaniu otrzymjemy
x=Ce PO gdzie F(t)= /p(t) dt.

Rozwiazanie problemu niejednorodnego uzyskujemy metoda uzmienniania stalej. Po-
lega ona na zamianie stalej C' w powyzszeym wzorze przez pewna nieznana funkcje C(t).
Zatem szukamy rozwiazanie w postaéi x(t) = C(t)e F®. Po podstawieniu do réwnania

wyjsciowego i elementarnych przeksztalceniach, otrzymamy:
C(t) = q(t) ",

Zatem C(t) = Co + [q(t)eF®dt. Stad juz lekko mozna odczytaé postaé rozwiazania

ogolnego problemu niejednorodnego:

z(t) = e F® <CO + / q(t) ef'® dt) .

Prrzykiad.

d
£+y(:c):x

Tutaj role zmiennej zaleznej i niezaleznej pehia, odpowiednio, y(z) oraz x. Z postaci

réwnania odczytujemy ze p(z) = 1, natomiast ¢(z) = x. Do policzenia mamy catke

F(z) = /p(w)dm = /d:zc = z.

oraz calke

/eF(x)q(x)dx:/exa:dx:ez(x—l).

Odpowiedz: Rozwiazanie ogdlne ma postaé y(x) = e~ *(Cy + e*(z — 1)).

1.4.1 Zadania domowe.

Rozwigzaé réwnania:

11



10.

11.

dy _ Y

dr zlnz’
dy i
— =y sinz.
dx y

dy y?
dv V1—a22
dy _y

dz x

d

dr x T
dy _x+y
de x—vy
dy
ﬂ_x+y+x+y
dy Yy 9
dzx x_x'
dy

— —yctgr = 2xsin.

dx

d
x£:y+\/:n2+y2.

z +sint
— =1 +sint.
dt

12



1.5 Roéwnanie zwyczajne rzedu drugiego

Postaé¢ ogdlna:

F(z,y,y'y")=0. (1.9)

Postaé¢ kanoniczna:

y'=e (@ 9 y). (1.10)
Zagadnienie poczatkowe:

2

v =¢(@yy),  yl@)=1v, y(x0)=1u1. (1.11)

Typy rownan, dopuszczajacych obnizenie rzedu.

Typ 1.

J' = f(). (1.12)

Po podstawieniu do (1.12) otrzymamy

dp
dr f(z).
Zatem
p(x) =y (z) z/f(x)d:c+01. (1.13)

Catkujac (1.13) jeszcze raz otrzymamy:
y=Ciz +/F(3:)dx + (%, gdzie F(z)= /f(x) dz. (1.14)

13



Przykiad 1.

dp _I

dx
p(r) =y (z) =Cr—e™;
Yy = 02 + Cll' -+ e .

Przyktad 2. Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

y'(0)=C+1=0;

ZE4

Stosujemy podstawienie y'(z) = p[y(x)], traktujemy p jako zdzona funkcje. Rdézniczkujac
ply(z)] (traktowana jako funkcje zlozona) po zmiennej x otrzymamy:

dp[y(z)] . dy

dx dz

Po podstawieniu otrzymamy réwnanie rzedu pierwszdego o zmiennych rozdzielajacych sie”:

dp = fly);  pdp=fly)dy;

=7'(y) ply).

2
% = G(y) + (Y, gdzie G(y /f Ydy, lub

p===pGw)

Catkujac po raz drugi otrzymujemy rozwiazania w postaci uwiklanej:

/ dy =Cy+zx
26w + 2 T

14



Przykiad.

3 dp 3
=24y lub p-——=-¢y* lub
( 5y pdy p ¥
2 3
p Y i dy 3\1/2
I T == =4 .
5 5 + i stad p P (Cr+v°)

Rozwiazanie w postaci uwiklanej dane jest wzorem:
dy
VC 1+ y3

Jak to mozna sprawdzic¢:

:ngl:ZL’

d dy d 1/2 1 -1/2 dy
_ _ Y —_ C 3 — _ C 3 3 2_:
dx[dx] dx<1+y) 2(1—|—y) Y dx
1 - 312
= (G +y) V232 (Cl+y3)1/2=7y.
Typ 3
y' = fy)
Podstawienie

/ /"

y' =p), ¢ =p(z)

pozwala obnizy¢ rzad réwnania:
dp / dp
— = f(p) = — =z + (.
az 1) f(p) '

Dalsze postepowanie zalezy od funkcji f(p).

Przykiad.
1 — ]'
cosy’
Mamy zatem, dokonujac podstawienia y' = p(z), y" =7p(x):
d
cospdp=dzr = p= d_y =arcsin(x + Cy) = y+ Cy = /arcsin(:)s +Cy)dex.
x

Ostatnia catke mozna obliczy¢ stosujac metode catkowania przez czesci, a nastepnie doko-

nujac zamiany zmiennej (zadanie domowe!)

15



Typ 4.

W réwnaniu

v'=fy, y)

mozliwe jest obnizenie rzedu. Do tego celu wykorzystuje sie podstawienie

"

Yy =plyl@)], v =pry).

W wyniku otrzymujemy rownanie

dp
P, fly, p).

Przyktad.

Za pomoca podstawienia ¥’ = ply(x)], v” = p p'(y) réwnanie to udaje sie rozwiaza¢ do

konca:

d 2 dp d d
pZP_? L N I N S T o
dy y p Y dx

Typ 5.
W réwnaniu
y'=f(z,y)
mozliwe jest obnizenie rzedu. Do tego celu wykorzystuje sie podstawienie

/

y =plx), ¥ =p ()

W wyniku otrzymujemy rownanie

dp
Przykiad.
y/
y// _ g
T

Za pomoca podstawienia y' = p(x), y” = p/(x) réwnanie to udaje sie rozwiazaé¢ do korica:

dp d d ?
_p:_x:>p:—yzolx:> y202+01x—.
dr =« P x dx 2

dp _p

16



1.5.1 Zadania domowe
1. ¢y =xe”.

2.y =—sinz, y(0)=1, ¢y(0)=—-1.

4oyy" = ()
5. yy' =
6. v = ()°

7. xy' =2x—v.

1.6 Rownania liniowe rzedu drugiego o stalych wspoél-

czynnikach

Posta¢ ogolna rownania niejednorodnego:

A’z dzx
W—l—bE%—cx(t) —F(t). (115)

Stowarzyszony problem jednorodny:

Py o dy
—Z 4+ p-= t) = 0. 1.1
T3 + o +cy(t)=0 (1.16)

1.6.1 Rozwiazanie problemu jednorodnego.

Rozpoczynamy od problemu jednorodnego. Zanim zabierzemy sie do poszukiwania rozwiazan,
wykazemy
Lemat 1. Jezeli funkcje y,(t) oraz yo(t) - sa rozwiazaniami réwnania (1.16), to funkcja

2(t) = c1y1(t) + c2 yo(t) jest réwniez rozwiazaniem tego réwnania.

Dowéd. Podstawiajac funkcje z(¢) do réwnania jednorodnego i korzystajac z liniowosci
operacj rozniczkowania:
d(cryn(t) +eapp@)  du(l)  dys(t)

1 ATy T T o
@ (an() tap®)  Lul)  Epl)
dt2 L g 2 d e

17



otrzymamy:

2 C C
% +b% —i—CZ(t) _ & 1y1(;)t-2|- 2y2(1))
b HELEER ) ¢ (e (1) + e (1)) =
— o1 (GH 0+ en®) + e (GE DR +ep(D) =0,

c.b.d.o.

Rozwiazanie problemu jednorodnego poszukujemy w postaci y(t) = e*!. Podstawiajac do

réwnania (1.16), otrzymujemy

A (A2 4+bA+¢) =0.

Poniewaz funkcja e*!

nie jest réwna zeru dla zadnego ¢, wiec bez utraty ogdlnoséi mozemy
podzieli¢ lewa i prawa strone powyzszego rownania przez ta funkcje. W wyniku otrzymujemy

rownanie algebraiczne
M4+ bA+c=0.

Jak wiadomo, pierwiastki tegd réwnania dane sa wzorem:

N b+ Vb —4c
12 = .
2

)

Istnieja tutaj trzy mozliwosci.

L b2 —4c>0,czyli \jo € Ri A # Ay. Wowezas mamy dwa rozwiazania: y (t) = eM? i

yo(t) = e*2t. Z lematu 1 wynika, ze dla dowolnych statych ¢;, ¢, funkcja
y(t) = cp eMt ey et (1.17)

jest rozwiazaniem problemu jednorodnego. Poniewaz réwnanie (1.23) jest rownaniem
rzedu drugiego, rozwiazanie (1.17), zalezne od dwéch dowolnych statych, jest rozwiazaniem

ogolnym.
2. 2 —4c=0, czyli \; :)\2:/\:_71).

Zatem powyzsza metoda daje tylko jedno rozwiaznie réwnania (1.16), mianowicie

y(t) = ce 2, (1.18)

Brakujace rozwiazanie niezalezne znajdziemy, stosujac znana juz nam metode uzmien-

niania stalej. W mysl tej metody bedziemy poszukiwaé rozwiazanie w postaci
y(t) = A(t) e /2,
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Podstawiajac ten ansatz do réwnania (1.16) otrzymamy:

0={Ad—bA+ec(b/2?h e +b {A—(b/2) A} +eAc 2 =
A=bAtc(b/2?+b |A= (b/2) A| + (?/4) A} e ¥/2t =

A—bA+ A(b/2)2} eb/2t 1 {A — (b/2) A} b2t 1 (B2/4) Ae b2t =
= {A} e /2t
Stad
A= c1 + C t.

Ogdlne rozwiazanie dane wiec jest nastepujacym wzorem:

y(t) = [er + cot] e V2L (1.19)

. b? —4c < 0. W tym przypadku réwnanie charakterystyczne ma pare pierwiastkéw

zespolonych

_ b2 —4

Formalnie wiec rozwiazanie ogélne mozna przedstawi¢ w postaci
y(t) = et [cl e+ ey e_iﬁ} )

Poniewaz wszpolczynniki b, ¢ sa liczbami rzeczywistymi, nalezy raczej oczekiwaé istnie-
nia czysto rzeczywistych rozwiazan. Jednak, chcac pozosta¢ w dziedzinie rzeczywistej,

musimy wystawi¢ dodatkowy warunek y(t) = y(¢). Stad

el [c1€P + cyemP] = ey eif + cpeif] =
et [ere P + et
Stad ¢; = ¢ = A+ i B i rozwiazanie ogdlne mozemy przedstawi¢ w postaci
y(t) = et [(A+iB) e’ + (A—iB)e P] =
= e‘” |:2 Aw + 2@2 Beiﬁgi_lﬂ] ]

Wprowadzajac nowe (dowolne) parametry A=2A, B = —2B oraz wykorzystujac
tozsamosci Eulera
eiz + e—iz eiz _ e—iz
cosz = ————— sing = ———,
2 ’ 21

mozemy przedstawi¢ ogdlne rozwiazanie w nastepujacej postaci:

y(t) = e [[lcosﬁt + B sin3t|. (1.21)
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Przykiad 1.

y' =2y +5y=0

Rozwiazanie ogdlne:

y(t) = €' (Acos2t+ B sin2t).

Zagadnienie poczatkowe:

y(0) =0, y'(0) = —4. (1.22)

Rozwiazanie zagadnienia poczatkowego:
y(0) = A =0, Y (t)]i=0 = €' [2 Bcos 2t + Bsin2t] |—g = 2B = —4.

Stad y(t) = —2e'sin2t¢.

1.6.2 Zadania domowe.
1.y =2y +y=0, y(0)=1, ¢(0)=0.
2.y +2y +y=0, y(0) =1/2, 4(0)=-1/2.

3.y +w’y=0, y(0)=0, y(0)=1.

1.6.3 Rozwiazanie problemu niejednorodnego. Pojecie rozwiazania

fundamentalnego operatora rézniczkowego.

Rozpatrzenie tego zagadnienia rozpoczynamy od problemu Cauchy’ego

' + by +cy=F(t), (1.23)
y(0) =yo,  ¥(0) =y (1.24)

Zachodzi
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Lemat 1. Rozwiazanie zagadnienia (1.23), (1.24) da sie przedstawi¢ w postaci sumy

funkcji y(t) = V(t) + W (t). Funkcja V(¢) jest jedynym rozwiazaniem zagadnienia Caucyego

VbV 4 eV =0, (1.25)
V<O) = Yo, V/(O) = Y1,

funkcja W (t) jest jedynym rozwiazaniem zagadnienia Cauchyego

W+ bW’ + W = F(t), (1.26)
W()=0, W(0)=0.

Dowdéd. Musimy sprawdzié, czy funkcja V (t) + W(t) spelmia réwnanie (1.23) oraz wa-
runki poczatkowe (1.24). Speienie réwnania wynika z przyjetych zalozen oraz z liniowosci

rownania wyjsciowego. Rzeczywiscie,

LV+W)+bL(VAW)+c(V+W) =
= %VH)%VJF(:V} - [%WM%WJF(:W] = F(t).

Spelnienie warunkéw poczatkowych rowniez wynika bezposrednio z przyjetych zalozen:

y(0) =V(0)+W(0) =y +0=y;  (0)=V"(0)+W(0)=y+0=y.

Sposoby rozwiazywania réwnania (1.16) dla dowolnych wartosci wspétezynnikéw b, ¢
oméwlilsmy poprzednio, wiec rzeczywistym problemem pozostaje réwnanie (1.23). Istnieje
kilka sposobow rozwiazywania tego rownania. Najbardziej popularny polega na ”zgadywa-
niu” funkeji W (t) odpowiadajacej zadanej funkcji F'(t). Przedstawimy tu jednak bardziej
uniwersalny sposob, ktory faktycznie nie zalezy od charakteru niejednorodnosci w réwnaniu
(1.23). U podstaw tego sposobu lezy pojecie rozwiazania fundamentalnego (podstawowego)
operatora rézniczkowego

d? d

X=—"4+b—+tec 1.2
dt2+ dt+c (1.27)

Definicja. Funkcja () nazywa sie rozwiazaniem fundamentalnym operatora rézniczkowego

(1.27), jezeli jest ona dla t > 0 rozwiazaniem zagadnienia Cauchyego

XE(t)y=LE0 L pde) | o) =, (1.28)
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spehiajacego warunki poczatkowe

E(+0)=0,  E&(+0)=0. (1.29)

A wiec do okreslenia rozwiazania fundamentalnego wystarczy wziaé¢ rozwiazanie ogdlne
réwnania (1.16) i okresli¢ wartosci stalych, przy ktérych spelnione sa warunki poczatkowe
okreslone w réwnaniu (1.29).

Majac rozwiazanie fundamentalne, dla £(t) oraz F'(t), mozemy okresli¢ nastepujaca ope-

racje zwana splotem:
t
W(t) = / E(t—71)-F(r)dr. (1.30)
0
Zachodzi

Twierdzenie 1. Funkcja W (t) jest rozwiazaniem réwnania niejednorodnego (1.23). Po-

nad to spelnia ona warunki poczatkowe W (0) = 0, W'(0) = 0.

Dowéd. Zrézniczkujemy (1.30) raz po czasie, uzywajac definicji podstawowej pochodnej

funkc;j:

e+ At=r) - P(r)dr = [{€(t—7)- F(r)dr]| =

— lim L [fg(g(HAt—T)—g(t—T)) F(T)dr+ﬁ*AtS(HAt—T)F(T)dT} -

[7 lim EEREDZEED) p(ry gr 4 lim (E(t+ At —1t) +O(At) F(t) =

At—0 At A0

[t —T)F(r)dr+EO)F(t) = [[ &t —T)F(r)dr.

SkorzystaliSmy w przedostatniej linijce z warunku poczatkowego Alitmoé' (At) = £(0) = 0.

22



Liczac druga pochodna W (t) otrzymamy:

s [+ AL =) P dr — [{E( =) ) dr] =

lim L {(fgﬂﬁﬂt) 5'(t+At—7)F(T)dr—fggf(t—T)F(T)dT}

At—0

— lim [fg (Et+At—7)—Et—7)) F(T)dT+Lt+At€(t+At—T)F(T)dT} _

toq. (& t+At—7)=E"(t—7)) : / _ =
IN AhtIEO ~ F(r)dT + Ahtrgo (E't+At—1t) +O(AL)) F(t)

fot E"t—1)F(r)dT+E&(0) F(t) = fot E"t—71)F(r)dT+ F(t).

Przy wyprowadzeniu powyzszego wzoru skorzystaliSmy w przedostatniej linijce z warunku
poczatkowego Alitm0 E'(At)=¢&'(0) = 1.

Podstawiajac W’ (t) oraz W”(t) do réwnania niejednorodnego, otrzymamy:

W"(t) + bW () + cW(t) = F(t) + [L[E"(t —7) +bE(t — 1) + cE(t —7)] F(r)dT =

Flt) + ! {dd— +oL 4 C}W(z)|z:t_TF(T) dr = F(t).

Spetienie warunkéw poczatkowych W (0) = W’(0) = 0 sprawdza si¢ elementarnie.

Przyktad

v +4y =1, y(0) =1,y'(0) = —4

Roéwnanie charakterystyczne:

N 4N =0,
zatem A\ = —4, Ay = 0 i rozwiazanie ogoélne problemu jednorodnego dane jest wzorem:
V(t)=Cy+ Cye . (1.31)

Jak wiemy, rownanie jednorodne ”dziedziczy” warunki poczatkowe réwnania wyjsciowego:
V(0)=Ci+Cy=1, V' (0)=-4Cy= —4.

Stad
V(t)= e
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Rozwiazanie fundamentalne £ réwniez opisuje sie¢ wzorem (1.31). State C;, Cy obliczamy

z warunkow poczatkowych £(0) =0, £'(0) = 1. Rozwiazujac uklad réwnan algebraicznych
Cl+02:0, —402:1,

otrzymamy rozwiazanie fundamentalne

1 _
521(1—€4t).

Zatem, zgodnie ze wzorem (1.30), rozwiazanie problemu niejednorodnego otrzymamy,
obliczajac splot € * F(t):

ExF(t)= fot;ll (1—e =) 1dr =

1 —4tl1 47 |7=t __
plr—e e S

Odpowiedz: y(t)=e '+ 1[t—1(1—e )] =&(4t—1)+ e

1.6.4 Zadania domowe.

1.
y'+dy=1=F(t); y(0)=1, ¢ (0)=0
2.
"y =et, y0)=1, y(0)=3
3.
y'—y — 6y =2’ y(0) = 0, quady'(0) = 2
4,



1.6.5  Zastosowania. Drgania wlasne oraz drgania wymuszone.

Rezonans. Dudnienia.

Rozpatrzny réwnanie

y' +w?y = Asinft, (1.32)
oraz stowarzyszone rownanie

2wtz =0. (1.33)
Jak tatwo widac, réwnanie charakterystyczne problemu jednorodnego

M4+wr=0

ma pare pierwiastkéw czysto urojonych ;o = fw. Zatem ogdlne rozwiagzanie réwnania

jenorodnego ma postac

2(t) = Cy coswt + Cy sinwt. (1.34)

Uwaga. Rozwiqzanie (1.32)opisuje ruchy (drgajace) okresowe. Wielko$¢é w nazywamy

czestoscig drgan.

Rozwiazanie fundamentalne £(t), ktore jest réwniez przedstawia sie w postaci (1.34) znaj-
dziemy, rozwiazujac zagadnienie algebraiczne
£(0) =0, E'0)=1.
Latwo sie sprawdza, ze rozwiazanie dane jest wzorem
_ sinwt

E(t) =

Rozwiazanie szczegdlne problemu niejednorodnego spelniajace zerowe watunki poczatkowe

w

znajdziemy, obliczanac splot £ x A sinft :

A t
Ex Asinft = 5 / sinw(t—7)sinfrdr =
0

= % /0 {coswt —7(w+B)] —coswt+7(f—w)|} dr.

Otrzymalisdmy wzoér

W(t) = % /0 {cos[wt — T (w+ B)] —cos|wt+ 7 (8 —w)|} dT. (1.35)

I teraz sa tutaj dwie mozliwosci:
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e Pierwsza: w # [ (przypadek nierezonansowy). W tym przypadku stosujac zamiany
zmiennych otrzymamy:

A [sinft+sinwt N sin 3t —sinwt
2w w+ B w— 0 '

W(t) (1.36)

Whniosek: W przypadku gdy w # (3, rozwigzanie problemu jednorodnego jest kom-
binacjq algebraiczng “drgan wtasnych” o czestosci w oraz "drgan wymuszonych” o

czestosci [3.

e Druga: w = f (przypadek rezonansowy). W tym przypadku, liczac calki po prawej

stronie wzoru (1.35) otrzymamy:

55 fJ{COS[Wt_QTw] —coswt]} d7 = 52 [sinwt —wt coswt].

A
W(t) = 252 [sinwt —wt coswt]. (1.37)

Whniosek: W przypadku gdy w = 3, rozwigzanie opisuje drgania o czestosci w, przy

czym amplituda tychdrgan nieograniczeni rosnie w czasie.

1.6.6 Dudnienia.

Ogdlne rozwiazanie problemu niejednorodnego (1.32) przedstawia sie jako suma ogdlnego
rozwiazania problemu niejednorodnego oraz rozwiazania szczegdlnego problemu niejedno-

rodnego danego wzorem (1.36), czyli

y(t) = Cy coswt + Cy sinwt + % {Smﬁjisgnwt + Smﬁs:;nwt} =

(1.38)

Cy coswt + Cy sinwt + WZ’A—HZ) (wsinft — fsinwt)

Ciekawa sytuacja zachodzi, gdy = w + ¢, |e| << 1 za$ wspétezynniki dobrane w sposéb
nastepujacy:
A
w(w—p5)

Wowczas rozwiazanie (1.38) przybiera postac:

0120, 02:

y(t) = ﬁ (sinft+sinwt.)
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: MI ||[ A A

Rys. 1.3:

7 doktadnogcia do O(g?) wzér ten mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

A

—52- (sinwt coset +sinet coswt +sinwt) =

y(t) =2 —24 (sin(w+e)t +sinwt)

= (sinwt [cos? & — sin® £f + 1] + cosw ¢ 2sin & cos &) =

= —=L cos & sin [t(w +£/2)].

L IR

oy

Wyrazenie —i cos 8 w tym wzorze odgrywa role amplitudy wolno zmienajacej sie w czasie,

Drugi czlon opisuje czes¢ drgajaca z czestposcia lekko odmienna od w. W wyniku powstaja

"dudnienia”, tak jak pokazano na rys. 1.3.

1.7 Uklady réwnan liniowych o stalych wspélczynnikach

Rozpatrzmy uktad

dx .
i L = a1 1 + a19 T2 + ...+ A1n Tpj

TE = 02171+ A Ta + ..+ Qop T (1.39)
dry, __
P Up1 1 +an2 .Z'2+ +annxn7
Posta¢ macierzowa uktadu jest taka

I ai; a2 A1in L1

d i) . a21 A29 ... (057 i) (1 4())

dt | .. e e | '
L, (p1  Qp2 Qpn Tn

27



Uktad réwnan (1.39) ((1.40)) nazywamy uktadem réwnan liniowych o statych wspétczynnikach.

Uwaga. w takiej postaci mozna przedstawié jednorodne réwnanie liniowe rzedu drugiego,

o statych wspotczynnikach
y'+by +ecy=0,

jezeli wprowadzi¢ nowe zmienne y; = vy, vy = y Otrzymamy wtedy réownowazny uktad

réwnan postaci (1.39)
yi = Y2,
Yo = —cyr — bya.
Rozwiazanie réwnania (1.40) poszukujemy w postaci th) = M X, gdzie
7 T > T
X(t> = (xl(t)7xn(t)7) ) X(J: (55107---~$n07> 3

70 - stale, (-)T- operacja transponowania.
Po podstawieniu tego ansatzu do réwnania wektorowego (1.40) i uwzglednieniu tego, ze

e M £ 0, otrzymamy réwnanie algebraiczne

ajl — A 12 929 Q1n T
921 99 — Ao Aop, T

=0.
Qn1 App—1  Opn A T,

Warunkiem koniecznym istnienia rozwiazan niezerowych jest zerowanie sie wyznacznika ma-
cierzy. Przyréwnujac wyznacznik do zera, otrzymujemy réwnanie algebraiczne stopnia n

wzgledem A. Jest to zagadnienie na wartosci wiasne.

Zachodzi

Lemat.  lezeli wszystkie wartosct wtasne sq rzeczywiste rozne, to rozwigzanie ogolne

réwnania (1.40) dane jest wzorem

ZE1<t) Tk

zo(t) | . Aot | Tk2
— Z Cre : (1.41)

P

X (t) Thn
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~

gdzie [z, Tk, ....,mkn]T - jest to wektor wlasny macierzy A, odpowiadajacy wartosci

wlasnej A\, czyli rozwiazanie rownania wektorowego

a1; a2 ... Q1n Tk1 Tk1
@21 Q22 ... Q2p, Tk2 T2

- )\k ;
an1 Ap2 ... Ann Lkn Tkn

4, ....C,- dowolne stale.

Zagadnienie Cauchyego ma postaé: (1.40) oraz n warunkéw poczatkowych
1’1(0) = 10, .CEQ(O) = X20, ,....,.Q?n(O) = Tno,

gdzie x1¢, ...x,0 - zadane stale. Zeby rozwiazaé¢ zagadnienie poczatkowe, nalezy rozwiazaé

rOwnanie macierzowe

Tk1 Z10
n

Tk2 Z20
Y Gy = : (1.42)
1

Tkn Tno

Lemat 2. Jezeli wartosci wtasne macierzy A sa rzeczywiste i rozne, wowczas zbior wek-
torow wtasnych tej macierzy odpowiadajacych roznym wartosciom wtasnym stanowi baze w

przestrzeni n-wymiarowej, a zatem réwnanie wektorowe (1.42) ma jedyne rozwiazanie.

Przykiad.

y'+y —2y=0
Uktadamy r-nie charakterystyczne
MNEX—2=0, stad M\ =1, \y==2.
Zatem rozwiazanie ogélne ma postaé
y(t) = Cre' + Cye 2"
Rozwiazujac zagadnienie poczatkowe
y(0) =Cy +Cy =1, y'(0)=C,=2Cy = —1,

29



otrzymamy C; = 1/3, Cy =2/3.

Zagadnienie to mozna przepisa¢ w postaci ukladu réwnan

diy | _ |01 (7
dt |y | |2 =1 | | w |’
y1(0) = 1,112(0) = —1.

Zagadnienie wlasne dla macierzy stojacej w prawej stronie réwnania ma postac

-2 1
det :)\2+)\—2:0’
2 —1-A
Stad /\1 = 17 )\2 = —2.

Wektory wlasne znajdziemy rozwiazujac réwnanie

_)\z 1 T4
2 —1- )\z To;

Rozwiazanie, jak tatwo widac jest nastepujace:

T11 - 1 T12 - 1
T21 1 ’ T2 —2
Zatem rozwiazanie ogélne ma postac

[ Y1 (t)

Ya(t)

1
:Clet +CQ€_2t [ 2]

Rozwiazujac rownanie

y1(0)
Y2(0)
otrzymamy C; = 1/3, Cy = 2/3, czyli nastepujace rozwiazanie zagadnienia Cauchy:
[ y1(t)

1 1

1

4 + ()

= —€

Ll 2 o !
s (t) AR N

Rozwiazanie to pokrywa si¢ z odpowiednim rozwiazaniem zagadnienia poczatkowego dla

rownania skalarnego rzedu drugiego.
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1.7.1 Zadania domowe.

Rozwiaza¢ nastepujace zagadnienia poczatkowe:

1.
dlw] [0 1 |[wn
At |y || =3 4| | w | y1(0) =1, 12(0) = 1.

2.
dlw] [0 1 |[wn
E i Yo | - I —92 _9 I Yo | y1(0) = _1a y?(o) =0.

3.
d Y1 0 1 U1
ﬁ[?ﬁ]:[?’ —2] [3/2] pi(0) = =1, 42(0) = 2.

1.8 Uklady dynamiczne. Klasyfikacja punktéw stacjo-

narnych na plaszczyznie

W przypadku ogdlnym uktad réwnan rézniczkowych dla n funkcji ma postaé

%:fl(t; X1, T2 7xn)7
dey — t; 11, Xo...,T

t fZ( ) 1y L2-evy ’I’L)? (143)
ditn:fn<t7 L1, T2 7In)77

gdzie f1, fa,...fn - wiadome funkcjie zalezne od n + 1 zmiennych (¢, z1, ....x,). O funkcjach

tych bedziemy zaktadac, ze sa one rézniczkowalne.

Definicja 1. Uklad (1.43) nazywa sie ukladem autonomicznym jezeli funkcje f;, i =

1,..n nie zalezq od zmiennej t. Uklad autonomiczny ma postac

(1.44)
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Uktady rownan, ktorych prawe strony nie zalezq od t, przyjeto jeszcze nazywaé¢ ukltadani

dynamicznymi .

Definicja 2. Punkt (z10, T20,..-Tno) € R" nazywa sie punktem stacjonarnym uktadu
(144), jeZ@lZ fi(ZL‘Lo, ZL‘270, ~-'$n,0) = 0, Z = 1, ..

W malym otoczeniu punktu stacjonarnego mozna rozpatrywaé zamiast pelmego uktadu
(1.44) jego linearyzacje. Rozpatrzmy prawa strone tego ukltadu. Kazda funkcje f;(z1, za, ...27,)

w otoczeniu punktu (xy9, T2, ...Z,,0) mozna przedstawi¢ w postaci

fz'(ﬂ?l, T2, l’n) = fi(fﬁ,o, 2,0, -'-CUn,o) + 22:1 %(331,0, T2, ---%,0) (xk - l‘k,o) + O(\I'IQ) =
k

> et g—i(ml,oa 2,0, - Tn0) (T — Tro) + O(|2]?).

Czlon f;(x10, 20, ...Tnpo) zostal opuszczony poniewaz jest to warto$¢ funkcji f; w punkcie
stacjonarnym, a zatem rowna sie ona zeru dla kazdego i = 1, 2,..n. W zwiazku z powyzszym

zachodzi

Stwierdzenie 1. Uklad dynamiczny w otoczenui punktu stacjonarnego (10, 2,0, ..-Tn0)

da sie przedstawi¢ w postaci

&1 a1x Qi ... Q1n &1
d 52 Q21 Q22 ... Q2n, 52
— = +O(l¢), (1.45)
dt | .. e e e,

gn an1 Ap2 ... Ann gn

gdzie
dfi o

§k = T — Tk,0, ;5 = T(m,o? Z2.0, ---iﬂn,o), 1,7 =12, ..

J

Oznaczenie. Uklad (1.45) nazywa sie linearyzacja uktadu dynamicznego (1.44).

Okazuje sie ze przy pewnych warunkach rozwiazania uktadu (1.44) oraz rozwiaznia uktadu
liniowego (1.45) w matym otoczeniu punktu stacjonarnego sa niemal identyczne. Poniewaz
rozwiazywaé (analizowa¢) uklad liniowy na ogét jest niezmiernie prosciej, niz uklad pekny,
oplaca si¢ okresli¢ warunki umozliwiajace taka podmiane. To, czy zachowanie pelego uktadu
w otoczeniu punktu stacjonarnego rzeczywiscie jest reprezentowane przez jego linearyzacje
zalezey od wartosci wlasnych macierzy linearyzacji ukladu (1.45). Przeanalizujemy to na

przykladzie ukladu w R2, podajac przy okazji klasyfikacje prostych punktéw stacjonarnych.
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A wiec rozpatrujemy uktad réwnan
i § | Q1 Ga2 3
dt n Qo1 Q22 n

Definicja 3. Zbidr zmiennych (&, n) € R?* nazywamy plaszczyzna fazowa uktadu (1.46).

§
U

= A (1.46)

Oznaczenie. Portretem fazowym ukltadu (1.46) nazywamy zbior linii, w plaszczyznie

(&, m), ktore tworza rozwiazania (E[t], nt]) tego uktadu .
Przystepujemy do klasyfikacji punktéw stacjonarnych uktadu (1.46).

1. Wartosci wlasne Ay, Ay macierzy Asa rzeczywiste, rézne, dodatnie. Niech dla okreslonosci
0 < A\ < Ag. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sie zrédlem.
Istnieje zamiana zmiennych (&, n) — (y1, y2) taka ze w nowych zmiennych uklad (1.46)

ma postac

d|lwn| | M0 (7
ARREI)

Rozwiazanie tego uktadu dane jest wzorem
y = Crett, yp = Cy e’

W przypadku, gdy C; # 0, rozwiazanie to mozna tez przepisa¢ postaci réwnowaznej,
przedstawiajac ys jako funkcje y:

A2

Yo = CB?JF:

1/ ()™ edy € >0

= 1.48
—1/(|Cy)™ gdy € < 0. (148)

Portret fazowy ukladu (1.53) w tym przypadku wyglada tak, jak to jest pokazane
na rys. 1.4. Zwrocmy uwage na to ze osie wspélrzednych sa trajektoriami fazowymi
ukladu. O$ pozioma odpowiada przypadku Cy = 0; o$ pionowa odpowiada przypadku

osobliwemu C; = 0. Te dwie trajektorie fazowe nie moga by¢ wyrazone wzorem (1.48).

2. Wartosci whasne Ay, Ay macierzy A sa rzeczywiste, rozne, ujemne. Niech dla okreslonosci

0> A1 > A2. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sie zlewem.
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Rys. 1.4:

Jak i w poprzednim przypadku, istnieje zamiana zmiennych (£, ) — (y1, y2) taka ze

w nowych zmiennych uktad (1.46) ma postaé

d|lwv| | A0 (7
AR

Zauwazmy teraz, ze zamiana zmiennej niezaleznej t — 7 = —t odzworowuje ukiad
(1.49) w uklad

d | v | A1l 0 1
)

réwnowazny (1.53). Przeksztalcenie ¢ — 7 = —t nazywa sie odbiciem zmiennej cza-
sowej. Prowadzi ono do tego ze ruch wzdluz kazdej trajektorii fazowej odbywa sie w
przeciwnym kierunku. Poza tym portret fazowy pozostaje bez zmian. Wynika stad ze

portret fazowy ukladu (1.49) bedzie taki, jak pokazano na rys. 1.5.

. Wartosci wlasne \;, Ay macierzy A sa rzeczywiste, niezerowe i maja rozne znaki. Niech
dla okreslonosci Ay > 0 > Ay. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej
nazywa sie siodlem. Istnieje zamiana zmiennych (£, ) — (y1, y2) taka ze w nowych

zmiennych uklad (1.46) ma postaé

d|lwv| | M0 (7
REENTE

Rozwiazanie tego uktadu dane jest wzorem
y1=CreM, yo = Cye ™I,
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Rys. 1.5:

w przypadku, gdy C; # 0, rozwiazanie to mozna tez przepisa¢ w postaci réwnowaznej,

przedstawiajac ys jako funkcje y:
ys = Cyyy /M,

gdzie

1/ ()™ edy € >0
03_02{ J(C™ gdy Cy> 0, (L.52)

B —1/(|Cy|)/™  gdy Cy < O.

Portret fazowy ukladu (1.53) w tym przypadku wyglada tak, jak to jest pokazane
na rys. 1.4. Zwrocmy uwage na to ze osie wspolrzednych sa trajektoriami fazowymi
uktadu. O$ pozioma odpowiada przypadku Cy = 0; 0§ pionowa odpowiada przypadku
osobliwemu C; = 0. Te dwie trajektorie fazowe nie moga by¢ wyrazone wzorem (1.48).

Portret fazowy jest przedstawiony na rys. 1.6.

. Wartodci wlasne A\;, Ao macierzy A sa czysto urojone: A\ = £1w.W tym przypadku
punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sie $rodkiem. Istnieje zamiana zmiennych

(&, n) — (v1, y2) taka ze w nowych zmiennych uktad (1.46) ma postaé
d | v 0 —w U1
Y2 w 0 Y2

Rozwiazanie tego uktadu dane jest wzorem
y1 = Acoswt + Bsinwt Yo = w[Bcoswt — Asinwt].

Rozwiazania sa funkcjami okresowymi, sa to elipsy. w przypadku w = 1 elipsy prze-

chodza w okregi koncentryczne, rys. 1.7.
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Rys. 1.8:

5. Wartosci wlasne A\, Ay macierzy A sa zespolone: A9 = o £ 1w.W tym przypadku
punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa sie ogniskiem. (niestabilnym w przypadku
gdy a > 0 oraz stabilnym gdy « > 0). Portret fazowy ogniska odpowiadajacy wartosci

a = 0.1, w = 1 przedstawionno na rys. 1.8.

Zachodzi

Twierdrdzenie. Charakter punktow stacjonarnych oraz przebieg trajektorii w ich otocze-
niu nie zmienia sie przy dodaniu matych cztonow zaburzajacych dla wszystkich wymienionych

przypadkow za wyjatkiem Srodka.

1.9 Odpowiedzi

Do 1.3.1:
1. y(z) = C log(x);
2. y(z) = C exp [~ cos]
4. y(z) =Cua

5. y(z) = xarcsin[C z]

6. arctan £ —log ¥ =logC'w
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7. log[m2+y2—|—2xy+x+y—|—1]—%arctan(

8.
9.
10.

11. z(t) = Ce* — 5 [sinx + cos z]

y(x) = %3 +Cx
y(z) = sinz (22 + C)

y(x) = xsinhlog (x C)

Do 1.4.1:

1.

2.

ylx) =Cr+x2Cy+ (x —2)e

y(x) =1—2x +sinz

2

y(z) = Cy +exp [5 + 2 O]

3

xT

(182% — 6z +7)

4. y(x) = Cy exp [—x] (exp [z] + Cb)?
5. Nie wyraza sie w funkcjach elementarnych
6. y(x) = Cy —log [z + (4]

7. y(x) = ‘%2 + Cy + C] logx

Do 1.5.2:

1. y(x) =€ (1 —x)

2. ylz)=4e"

3. y(z) = snws

Do 1.5.4:

1. y(z) = HEg=2e

2. y(z) =1e ™™ 4 Ze” — 3

3. y(x) = e — e 2 — 4o

4. y(xr) =1—2x —2sinhx
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Do 1.6.1:

1y (x) =e 37 (22 — 1), yo(x) = €737 (3 — 2¢%7)
2. y1(x) = e Tsinx yo(x) = e " (sinx — cosx)
8o yi(w) = —3e?* (3 +e'),  pp(r) = -z (' - 9)

39



