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RozdziaÃl 1

Równania różniczkowe zwyczajne

1.1 Poj ↪ecia wst ↪epne

Jak wiadomo, wspóÃltwórc ↪a rachunku różniczkowego i caÃlkowego byÃl genialny fizyk (i pierw-

szy w dziejach tej nauki teoretyk) Isaac Newton. W zbiorze Jego prac zwraca na siebie uwag ↪e

zdanie brzmi ↪ace nast ↪epuj ↪aco: ”OpÃlaca si ↪e rozwi ↪azywać równania różniczkowe”. I tyle. W

zdaniu zawiera si ↪e przekonanie Autora o tym, że o fizyce należy mówić w j ↪ezyku równań

różniczkowych. 300 lat temu zdanie to nie byÃlo takie oczywiste, gdyż rachunek różniczkowy

dopiero si ↪e wykieÃlkowaÃl. Z biegiem czasu coraz wi ↪ecej naukowców (w tym, oczywíscie nie

tylko fizyków) zaczeli podzielać to zdanie, które w obecnych czasach brzmi raczej jak aksjo-

mat.

Czym wi ↪ec s ↪a równania różniczkowe i do czego tak naprawd ↪e sÃluża? Zacznijmy od pew-

nych analogii. W kursie matematyki szkolenej miaÃlo si ↪e do czynienia z rozwi ↪azywaniem

równań algebraicznych. PrzykÃladem może sÃlużyć ukÃlad równań liniowych

2 x + y = 1,

x− y = 0

lub równanie

x2 − x− 6 = 0,

zwane równaniem kwadratowym. Rozwi ↪azywanie obu równań polega na znalezieniu liczb,

które po podstawieniu do równaniań czyniÃly by z nich tożsamość. W przypadku ukÃladu

równań s ↪a to liczby x = y = 1/2, które s ↪a określone jednoznacznie. Równanie kwadra-

towe speÃlniaj ↪a dwie liczby: x = 3 oraz x = −2. Wiemy oczywíscie, że na ogóÃl rozwi ↪azanie
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równania kwadratowego nie jest określone jednoznacznie. W przypadku równań różniczkowych

niejednoznaczność rozwi ↪azania jest raczej reguÃla, niż wyj ↪atkiem. Przejdźmy zatem do defi-

nicji.

Równaniem różniczkowym zwyczajnym (RRZ) rz ↪edu n nazywamy relacj ↪e

F
(
t, x(t), x′(t), ..., x(n)(t)

)
= 0, (1.1)

gdzie F - funkcja gÃladka (tzn. ci ↪agÃla oraz różniczkowalna) w każdym ze swoich argumentów.

Rozwi ↪azać równanie (1.1) oznacza znaleźć n razy różniczkowaln ↪a funkcj ↪e x = ϕ(t), która,

b ↪ed ↪ac podstawion ↪a do równania (1.1), uczyni z niego tożsamość.

PrzykÃladem RRZ może sÃlużyć równanie logistyczne

dP [t]

d t
− r P [t]

(
1− P [t]

C

)
= 0, (1.2)

sÃluż ↪ace do opisu dynamiki populacji (P - liczebność, na przykÃlad, bakteri), przy uwzgl ↪ednieniu

skończoności zasobów pokarmowych (drugie wyrażenie w nawiasach).

Innym przykÃladem jest równanie

d 2x(t)

d t 2
+ k x (t) = 0, (1.3)

opisuj ↪ace maÃle drgania wahadÃla matematycznego (x- miara odcylenia od poÃlożenia równowagi,

na przykÃlad k ↪at odcyelenia od pionu). Zauważmy że formalne identyczne równanie opisuje

drgania w obwodzie elektrycznym skÃladaj ↪acym si ↪e z cewki oraz kondensatora. W tym drugim

przypadku funkcja x(t) opisuje zależność pr ↪adu od czasu.

Najprostsze równanie różniczkowe ma postać

x′(t) =
d x

d t
= f(t), (1.4)

gdzie f(t) - funkcja ci ↪agÃla. Z rachunku caÃlkowego wiemy że rozwi ↪azanie tego równania dane

jest wzorem

x(t) =

∫
f(t) d t.

Funkcja x(t) nazywa si ↪e funkcj ↪a pierwotn ↪a do f(t).

PrzykÃlad

d x

d t
= cos t (1.5)
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Rys. 1.1:

. Równanie to jest równoważne równości różniczek

dx = cos t d t ≡ d sin t.

Jak wiadomo, równość róożniczek implikuje równość odpowiednich caÃlek, w danym przy-

padku równość ta b ↪edzie miaÃla postać
∫

d x =

∫
cos t d t.

Licz ↪ac odpowiednie c ↪aÃlki otrzymamy

x = sin t + C.

Zatem funkcja x(t), speÃlniaj ↪aca RR (1.5) nie jest zadana jednoznacznie, lecz z dokÃladności ↪a

do dowolnej staÃlej (staÃlej caÃlkowania). Sens geometryczny staÃlej wyst ↪epuj ↪acy w powyższym

wzorze jest bardzo przejrzysty: funkcj ↪a pierwotn ↪a do danej funkcji f(t) nazywa si ↪e dowolna

funkcja x(t) taka, że x′(t) = f(t). Wiemy, jednak, że procedura obliczenia pochodnej jest

niejednoznaczna. Pochodn ↪a funkcji można interpretować jako tangens stycznej do wykresu

tej funkcji w odpowiednim punkcie. Przesuni ↪ecie równolegÃle wykresu funkcji w kierunku

pionowym, jak wiadomo, nie powoduje zmianu to k ↪atu który tworzy styczn ↪a z osi ↪a poziom ↪a

(p. rys.1.1).

Uwaga. Przez analogi ↪e procedura znajdowania rozwi ↪azania RR nazywa si ↪e caÃlkowaniem.

Po jednym caÃlkowaniu pojawia si ↪e jedna staÃla caÃlkowania. Jeżeli rz ↪ad RR jest wi ↪ekszy

od jedynki, to rozwi ↪azanie uzyskuje si ↪e drog ↪a wielokrotnego c ↪aÃlkowania (które na praktyce

bardzo cz ↪esto jest zast ↪epowane równoważnymi dziaÃlaniami algorytmicznymi). St ↪ad wynika

ogólna reguÃla:

4



Rozwi ↪azanie ogólne RR rz ↪edu n mieści dokÃladnie n dowolnych staÃlych.

PrzykÃlad. Równanie Newtona dla cz ↪astki o masie m w próżni ma postać

m
d2x

d t2
= 0.

Za pomoc ↪a zamiany zmiennej d x
d t

= y(x), równanie to sprowadza si ↪e do postaci

m
dy

d t
= 0.

CaÃlkuj ↪ac otrzymujemy: y(x) = d x
d t

= C1. CaÃlkuj ↪ac to równanie jeszcze raz, otrzymujemy

rozwi ↪azanie ogólne, zależne od dwóch staÃlych caÃlkowania:

x(t) = C2 + C1 t.

Powstaje pytanie: co należe zrobić, by rozwi ↪azanie RR nie mieściÃlo dowolnych staÃlych.

W innym sformuÃlowaniu pytanie to brzmi nast ↪epuj ↪aco. Przy jakich warunkach rozwi ↪azane

RR b ↪edzie cechować si ↪e jednoznaczności ↪a?

Na przykÃladzie rozwi ↪azania równania Newtona dla cz ↪astki w próżni widzimy, iż rozwi ↪azanie

ogólne opisuje ruch jednostajny i prostoliniowy. Żeby jednak móc skorzystać w praktyce z

wiedzy zawartej w wycaÃlkowanym wzorze, czyli móc przewidziec poÃlożenie cz ↪astki w dowol-

nej chwili czasu, trzeba mieć wi ↪ecej informacji, krótko mówi ↪ac, znać ”prehistori ↪e ruchu”,

mianowicie, wiedzieć, w jakim punkcie przestrzeni znajdowaÃla si ↪e cz ↪astka i w jakim kierunku

ona si ↪e poruszaÃla w pocz ↪atkowej chwili czasu. Matematycznie formuÃluje si ↪e to nast ↪epuj ↪aco:

x(t0) = x0, x′(t0) = x1.

Maj ↪ac te dwa dodatkowe warunki, możemy Ãlatwo wyeliminować dowolne staÃle, przypisuj ↪ac

im absolutnie konkretne wartości

C1 = x1, C2 = x0 − x1 t0,

wynikaj ↪ace z dodatkowych warunków algebraicznych, nazywanych cz ↪esto danymi pocz ↪atkowymi,

lub danymi Cauchy’ego. Przez analogi ↪e dochodzimy do takiego wniosku.

Rozwi ↪azanie równania rz ↪edu n prawie zawsze staje si ↪e jednoznaczne po doÃl ↪aczeniu n

warunków algebraicznych (n danych pocz ↪atkowych)

Użyte sformuÃlowanie ”prawie zawsze ” nie jest oczywíscie ścisÃle. Wymaga ono pewnych

komentarzy. Okazuje si ↪e że w pewnych wyj ↪atkowych sytuacjach, kiedy dane pocz ↪atkowe

5



s ↪a zadane niepoprawnie, rozwi ↪azanie wci ↪aż pozostaje niejednoznaczne. Natomiast w innych

analogicznych sytuacjach przy źle postawionych danych pocz ↪atkowych rozwi ↪azanie może nie

istnieć w ogóle.

Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪acy przyk ↪ad:

d x

d t
=

x

t
. (1.6)

Równanie to można przepisać w postaci równości

d x

x
=

d t

t

lub

d log x = d log t.

Z rachunku caÃlkowego jednak wiemy, że równość dóżniczek implikuje równośc odpowiednich

caÃlek, pod warunkiem, że po lewej i po prawej stronie od znaku równości znajduj ↪a

sie wyrażenia zależne tylko od jednej zmiennej! W takiej sytuacji mówimy że badane

równanie dopuszcza rozdzielenie zmiennych. Ponieważ w tym przykÃladzie udaÃlo nam si ↪e

uzyskać rozdzielenie zmiennych, wi ↪ec ostatnie równość implikuje nast ↪epuj ↪acy ci ↪ag relacji:
∫

d log x =

∫
d log t ⇔ log x = log t + log C ⇔ x = C t.

Podstawiaj ↪ac funkcj ↪e x = C t do równania wyj́sciowego, możemy przekonać si ↪e w tym, że

czyni ona z niego tożsamość:

d [C t]

d t
= C =

C t

t
.

I teraz,

• zadaj ↪ac warunke pocz ↪atkowy w postaci

x(t0) = a, gdzie t 6= 0,

otrzymamy, rozwi ↪azuj ↪ac równanie algebraiczne

x(t0) = a = C t0

wzgl ↪edem C, jedyne rozwi ↪azanie x(t) = a t
t0

.

• Zadaj ↪ac warunek pocz ↪atkowy

x(0) = b 6= 0,

otrzymamy niedorzeczność: b = C · 0. Przyczyna: przy t = 0 prawa strona równania

(1.6) jest nieokreślona.
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Rys. 1.2:

• Warunek pocz ↪atkowy

x(0) = 0,

jest speÃlniony przy dowolnej wartości staÃlej C.

Przyczyn ↪e tego można sobie uzmysÃlowić, rozpatruj ↪ac zbiór możliwych rozwi ↪azań równania

(1.6). Obrazuje go na pÃlaszczyźnie fazowej (t, x) p ↪ek linii prostych przechodz ↪acych przez

pocz ↪atek wspóÃlrz ↪ednych, rys.1.2. Widzimy że pocz ↪atek wspóÃlrz ↪ednych jest jedynym punktem

na pÃlaszczyźnie, przez który przechodz ↪a wszystkie rozwi ↪azania równania. Dlatego wÃlaśnie

zadanie warunków pocz ↪atkowych w tym punkcie prowadzi do neijednoznaczności.

Podsumowuj ↪ac to co powiedzielísmy, wprowadźmy oznaczenie:

Punkt (t0, x0) pÃlaszczyzny fazowej nazywa si ↪e punktem osobliwym, jeżeli w tym punkcie

prawa strona RRZ

d x

d t
= f(t, x)

przybiera wartość zerow ↪a, lub jest nieoznaczona.

Wystawienie warunków pocz ↪atkowych w punkcie osobliwym prowadzi do nie-

jednoznaczności rozwi ↪azania zagadnienia pocz ↪atkowego, lub do niedorzeczności.

7



1.2 Równania rz ↪edu pierwszego o zmiennych rozdzie-

laj ↪acych si ↪e

Równanie rz ↪edu pierwszego F (t, x(t), x′(t)) = 0 na ogóÃl można rozwi ↪azać wzgl ↪edem zmien-

nej x′(t), przedstawiaj ↪ac go w postaci równoważnej

d x

d t
= ϕ(t, x). (1.7)

(1.7) nazywamy postaci ↪a kanoniczn ↪a RRZ rz ↪edu 1. Równanie takie nie umiemy scaÃlkować

przy dowolnej prawej stronie. Niżej b ↪ed ↪a przedstawione podstawowe typy funkcji, dla których

potrafimy podać rozwi ↪azanie.

1. Prawa strona nie zależy od zmiennej t:

d x

d t
= ϕ(x).

Przepisuj ↪ac równanie w postaci d x
ϕ(x)

= d t, a nast ↪epnie caÃlkuj ↪ac, otrzymujemy rozwi ↪azanie

w postaci uwikÃlanej:
∫

d x

ϕ(x)
= t + C.

2. Prawa strona nie zależy od zmiennej x:

d x

d t
= ψ(t).

Przepisuj ↪ac równanie w postaci d x = ψ(t) d t, a nast ↪epnie caÃlkuj ↪ac, otrzymujemy

rozwi ↪azanie w postaci:

x =

∫
ψ(t)d t + C.

3. Równanie typu

d x

d t
=

P (t)

Q(x)
.

Równanie to sprowadza si ↪e do kwadratury
∫

P (t) d t =

∫
Q(x) d x + C.
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Oznaczenie. Wszystkie równania rozpatrzone w tym punkcie nazywamy RR rz ↪edu 1 o

zmiennych rozdzielaj ↪acych si ↪e.

CaÃlkowanie innych RR rz ↪edu pierwszego, na ogóÃl, wi ↪aże si ↪e z przedstawieniem ich w

postaci równań o zmiennyc rozdzielaj ↪acych si ↪e.

1.3 Równania, rz ↪edu pierwszego, które si ↪e sprowa-

dzaj ↪a si ↪e do równań o zmiennyc rozdzielaj ↪acych

si ↪e

Typ pierwszy:

d x

d t
= f(a t + b x). (1.8)

Stosujemy zamian ↪e zmiennych z = a t + b x. Różniczkuj ↪ac t ↪e równość po t, otrzymamy:

d z

d t
= a + b f(z),

lub

d z

a + b f(z)
= d t.

CaÃlkuj ↪ac powyższe wyrażenie, otrzymamy kwadratur ↪e∫
d z

a + b f(z)
= t + C.

PrzykÃlad:

d x

d t
= 2 t + x.

W tym przypadku z = 2 t + x,, zaś f(z) = z. Podstawiaj ↪ac to do powyższego równania,

otrzymujemy kwadratur ↪e:∫
d z

2 + z
= ln

2 + z

C
= t.

St ↪ad otrzymujemy rozwi ↪azanie

x = C et − 2 (t + x).
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Typ drugi:

d x

d t
= f

(x

t

)
.

Stosujemy zamian ↪e zmiennych z = x
t
. Różniczkuj ↪ac t ↪e równość po zmiennej t otrzymamy:

d z

d t
=

t x′ − x

t2
=

f(z)− z

t
.

Jest to równanie o zmiennych rozdzielaj ↪acych si ↪e, którego rozwi ↪azanie dane jest wzorem

t

C
= exp

[∫
d z

f(z)− z

]
.

PrzykÃlad:

d x

d t
=

x

t

(
1 +

x

t

)

Zgodnie z powyższym wzorem f(z) = z(z + 1), wi ↪ec mamy do policzenia caÃlk ↪e

∫
d z

f(z)− z
=

∫
d z

z + z2 − z
= −1

z
.

Ostatecznie, wprowadzaj ↪ac dogodn ↪a staÃl ↪a zgodnie ze wzorem C̃ = log C, otrzymujemy

rozwi ↪azanie

x =
t

C̃ − log t
.

1.4 Liniowe równanie różniczkowe rz ↪edu pierwszego.

Liniowym niejednorodnym równaniem różniczkowym rz ↪edu pierwszego nazywamy równanie

postaci

d x(t)

d t
+ p(t) x(t) = q(t),

gdzie p(t), q(t) - wiadome funkcje, przy czym zakÃladamy że q(t) nie równa si ↪e tożsamosciowo

zeru.

Stowarzyszonym równaniem jednorodnym nazywamy równanie postaci

d x̊

d t
+ p(t) x̊(t) = 0.
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Po przemnożeniu tego równania przez d t

x̊
otrzymujemy równanie o zmiennych rozdzielaj ↪acych

si ↪e:

d x̊

x̊
= −p(t) d t.

St ↪ad, po staÃlkowaniu otrzymjemy

x̊ = C e−F (t), gdzie F (t) =

∫
p(t) d t.

Rozwi ↪azanie problemu niejednorodnego uzyskujemy metod ↪a uzmienniania staÃlej. Po-

lega ona na zamianie staÃlej C w powyższeym wzorze przez pewn ↪a nieznan ↪a funkcj ↪e C(t).

Zatem szukamy rozwi ↪azanie w postaći x(t) = C(t) e−F (t). Po podstawieniu do równania

wyj́sciowego i elementarnych przeksztaÃlceniach, otrzymamy:

˙C(t) = q(t) eF (t).

Zatem C(t) = C0 +
∫

q(t) eF (t) d t. St ↪ad już lekko można odczytać postać rozwi ↪azania

ogólnego problemu niejednorodnego:

x(t) = e−F (t)

(
C0 +

∫
q(t) eF (t) d t

)
.

PrrzykÃlad.

d y

d x
+ y(x) = x

Tutaj rol ↪e zmiennej zależnej i niezależnej peÃlni ↪a, odpowiednio, y(x) oraz x. Z postaci

równania odczytujemy że p(x) = 1, natomiast q(x) = x. Do policzenia mamy caÃlk ↪e

F (x) =

∫
p(x) d x ≡

∫
dx = x.

oraz caÃlk ↪e
∫

eF (x) q(x) d x =

∫
ex x d x = ex (x− 1).

Odpowiedz: Rozwi ↪azanie ogólne ma postać y(x) = e−x(C0 + ex(x− 1)).

1.4.1 Zadania domowe.

Rozwi ↪azać równania:
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1.

d y

d x
=

y

x lnx
.

2.

d y

d x
= y sin x.

3.

d y

d x
=

y2

√
1− x2

.

4.

d y

d x
=

y

x
.

5.

d y

d x
=

y

x
+ tg

y

x
.

6.

d y

d x
=

x + y

x− y
.

7.

d y

d x
= x + y +

1

x + y
.

8.

d y

d x
− y

x
= x2.

9.

d y

d x
− y ctgx = 2 x sinx.

10.

x
d y

d x
= y +

√
x2 + y2.

11.

d x

d t
= x + sin t.
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1.5 Równanie zwyczajne rz ↪edu drugiego

Postać ogólna:

F (x, y, y′ y′′) = 0. (1.9)

Postać kanoniczna:

y′′ = ϕ (x, y, y′) . (1.10)

Zagadnienie pocz ↪atkowe:

y′′ = ϕ (x, y, y′) , y(x0) = y0, y′(x0) = y1. (1.11)

Typy równań, dopuszczaj ↪acych obniżenie rz ↪edu.

Typ 1.

y′′ = f(x). (1.12)

Do obniżenia rz ↪edu stosujemy podstawienie

y′ = p(x), y′′ = p′(x).

Po podstawieniu do (1.12) otrzymamy

d p

d x
= f(x).

Zatem

p(x) = y′(x) =

∫
f(x) d x + C1. (1.13)

CaÃlkuj ↪ac (1.13) jeszcze raz otrzymamy:

y = C1x +

∫
F (x) d x + C2, gdzie F (x) =

∫
f(x) d x. (1.14)
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PrzykÃlad 1.

y′′ = e−x.

d p

d x
= e−x;

p(x) = y′(x) = C1 − e−x;

y = C2 + C1x + e−x.

PrzykÃlad 2. Rozwi ↪azanie zagadnienia pocz ↪atkowego

y′′ = x2, y(0) = 1, y′(0) = 0.

p = y′ =
x3

3
+ C1;

y(x) = C2 + C1x +
x4

12
;

y(0) = C2 = 1;

y′(0) = C + 1 = 0;

y(x) = 1 +
x4

12
.

Typ 2.

y′′ = f(y).

Stosujemy podstawienie y′(x) = p [y(x)], traktujemy p jako zóżon ↪a funkcj ↪e. Różniczkuj ↪ac

p [y(x)] (traktowan ↪a jako funkcj ↪e zÃlożon ↪a) po zmiennej x otrzymamy:

d p [y(x)]

d x
= p′(y)

d y

d x
≡ p′(y) · p(y).

Po podstawieniu otrzymamy równanie rz ↪edu pierwszdego o zmiennych rozdzielaj ↪acych si ↪e”:

p
d p

d y
= f(y); p d p = f(y) d y;

p2

2
= G(y) + C1, gdzie G(y) =

∫
f(y) d y, lub

p =
d y

d x
= ± [2 G(y) + C1]

1/2 .

CaÃlkuj ↪ac po raz drugi otrzymujemy rozwi ↪azania w postaci uwikÃlanej:
∫

d y

[2 G(y) + C1]
1/2

= C2 ± x.
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PrzykÃlad.

y′′ =
3

2
y2 lub p

d p

d y
=

3

2
y2 lub .

p2

2
=

y3

2
+

C1

2
stad p =

d y

d x
= ±(C1 + y3)1/2.

Rozwi ↪azanie w postaci uwikÃlanej dane jest wzorem:
∫

d y√
C1 + y3

= C2 ± x.

Jak to można sprawdzić:

d

d x

[
d y

d x

]
=

d

d x

(
C1 + y3

)1/2
=

1

2

(
C1 + y3

)−1/2
3 y2 d y

d x
=

=
1

2

(
C1 + y3

)−1/2
3 y2

(
C1 + y3

)1/2
=

3 y2

2
.

Typ 3.

y′′ = f(y′).

Podstawienie

y′ = p(x), y′′ = p′(x)

pozwala obniżyć rz ↪ad równania:

d p

d x
= f(p) ⇒

∫
d p

f(p)
= x + C1.

Dalsze post ↪epowanie zależy od funkcji f(p).

PrzykÃlad.

y′′ =
1

cos y′
.

Mamy zatem, dokonuj ↪ac podstawienia y′ = p(x), y′′ = p′(x):

cos p d p = d x ⇒ p =
d y

d x
= arcsin(x + C1) ⇒ y + C2 =

∫
arcsin(x + C1) d x.

Ostatni ↪a caÃlk ↪e można obliczyć stosuj ↪ac metod ↪e caÃlkowania przez cz ↪eści, a nast ↪epnie doko-

nuj ↪ac zamiany zmiennej (zadanie domowe!)
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Typ 4.

W równaniu

y′′ = f(y, y′)

możliwe jest obniżenie rz ↪edu. Do tego celu wykorzystuje si ↪e podstawienie

y′ = p [y(x)] , y′′ = p p′(y).

W wyniku otrzymujemy równanie

p
d p

d y
= f [y, p].

PrzykÃlad.

y′′ =
y′2

y

Za pomoc ↪a podstawienia y′ = p [y(x)] , y′′ = p p′(y) równanie to udaje si ↪e rozwi ↪azać do

końca:

p
d p

d y
=

p2

y
⇒ d p

p
=

d y

y
⇒ p =

d y

d x
= C1 y ⇒ y = C2 eC1 x.

Typ 5.

W równaniu

y′′ = f(x, y′)

możliwe jest obniżenie rz ↪edu. Do tego celu wykorzystuje si ↪e podstawienie

y′ = p(x), y′′ = p′(x).

W wyniku otrzymujemy równanie

d p

d x
= f [x, p].

PrzykÃlad.

y′′ =
y′

x

Za pomoc ↪a podstawienia y′ = p(x), y′′ = p′(x) równanie to udaje si ↪e rozwi ↪azać do końca:

d p

d x
=

p

x
⇒ d p

p
=

d x

x
⇒ p =

d y

d x
= C1 x ⇒ y = C2 + C1

x2

2
.
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1.5.1 Zadania domowe

1. y′′ = x ex.

2. y′′ = − sin x, y(0) = 1, y′(0) = −1.

3. 2 y y′′ = (y′)2 + y2.

4. y y′′ = (y′)3.

5. y y′′ = 1.

6. y′′ = (y′)2 .

7. x y′′ = 2 x− y′.

1.6 Równania liniowe rz ↪edu drugiego o staÃlych wspóÃl-

czynnikach

Postać ogolna równania niejednorodnego:

d2 x

d t2
+ b

d x

d t
+ c x(t) = F (t). (1.15)

Stowarzyszony problem jednorodny:

d2 y

d t2
+ b

d y

d t
+ c y(t) = 0. (1.16)

1.6.1 Rozwi ↪azanie problemu jednorodnego.

Rozpoczynamy od problemu jednorodnego. Zanim zabierzemy si ↪e do poszukiwania rozwi ↪azań,

wykażemy

Lemat 1. Jeżeli funkcje y1(t) oraz y2(t) - s ↪a rozwi ↪azaniami równania (1.16), to funkcja

z(t) = c1 y1(t) + c2 y2(t) jest również rozwi ↪azaniem tego równania.

Dowód. Podstawiaj ↪ac funkcj ↪e z(t) do równania jednorodnego i korzystaj ↪ac z liniowości

operacj różniczkowania:

d (c1 y1(t) + c2 y2(t))

d t
= c1

d y1(t)

d t
+ c2

d y2(t)

d t
,

d2 (c1 y1(t) + c2 y2(t))

d t2
= c1

d2 y1(t)

d t2
+ c2

d2 y2(t)

d t2
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otrzymamy:

d2 z
d t2

+ b d z
d t

+ c z(t) = d2 (c1 y1(t)+c2 y2(t))
d t2

+b d (c1 y1(t)+c2 y2(t))
d t

+ c (c1 y1(t) + c2 y2(t)) =

= c1

(
d2 y1

d t2
+ b d y1

d t
+ c y1(t)

)
+ c2

(
d2 y2

d t2
+ b d y2

d t
+ c y2(t)

)
= 0,

c. b. d. o.

Rozwi ↪azanie problemu jednorodnego poszukujemy w postaci y(t) = eλ t. Podstawiaj ↪ac do

równania (1.16), otrzymujemy

eλ t
(
λ2 + b λ + c

)
= 0.

Ponieważ funkcja eλ t nie jest równa zeru dla żadnego t, wi ↪ec bez utraty ogólnosći możemy

podzielić lew ↪a i praw ↪a strone powyższego równania przez t ↪a funkcj ↪e. W wyniku otrzymujemy

równanie algebraiczne

λ2 + b λ + c = 0.

Jak wiadomo, pierwiastki tegó równania dane s ↪a wzorem:

λ1,2 =
−b±√b2 − 4 c

2
.

Istniej ↪a tutaj trzy możliwości.

1. b2 − 4 c > 0, czyli λ1,2 ∈ R i λ1 6= λ2. Wówczas mamy dwa rozwi ↪azania: y1(t) = eλ1 t i

y2(t) = eλ2 t. Z lematu 1 wynika, że dla dowolnych staÃlych c1, c2 funkcja

y(t) = c1 eλ1 t + c2 eλ2 t (1.17)

jest rozwi ↪azaniem problemu jednorodnego. Ponieważ równanie (1.23) jest równaniem

rz ↪edu drugiego, rozwi ↪azanie (1.17), zależne od dwóch dowolnych staÃlych, jest rozwi ↪azaniem

ogólnym.

2. b2 − 4 c = 0, czyli λ1 = λ2 = λ = −b
2

.

Zatem powyższa metoda daje tylko jedno rozwi ↪aznie równania (1.16), mianowicie

y(t) = c e−b/2 t. (1.18)

Brakuj ↪ace rozwi ↪azanie niezależne znajdziemy, stosuj ↪ac znan ↪a już nam metod ↪e uzmien-

niania staÃlej. W myśl tej metody b ↪edziemy poszukiwać rozwi ↪azanie w postaci

y(t) = A(t) e−b/2 t.
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Podstawiaj ↪ac ten ansatz do równania (1.16) otrzymamy:

0 =
{

Ä− bȦ + c (b/2)2
}

e−b/2 t + b
{

Ȧ− (b/2) A
}

+ cA e−b/2 t ={
Ä− bȦ + c (b/2)2 + b

[
Ȧ− (b/2) A

]
+ (b2/4) A

}
e−b/2 t ={

Ä− bȦ + A (b/2)2
}

e−b/2 t + b
{

Ȧ− (b/2) A
}

e−b/2 t + (b2/4) Ae−b/2 t =

=
{

Ä
}

e−b/2 t.

St ↪ad

A = c1 + c2 t.

Ogólne rozwi ↪azanie dane wi ↪ec jest nast ↪epuj ↪acym wzorem:

y(t) = [c1 + c2 t] e−b/2 t. (1.19)

3. b2 − 4 c < 0. W tym przypadku równanie charakterystyczne ma par ↪e pierwiastków

zespolonych

λ1 = λ̄2 = α + i β, α = −b/2, β =

√
|b2 − 4 c|

2
. (1.20)

Formalnie wi ↪ec rozwi ↪azanie ogólne można przedstawić w postaci

y(t) = eα t
[
c1 ei β + c2 e−i β

]
.

Ponieważ wszpóÃlczynniki b, c s ↪a liczbami rzeczywistymi, należy raczej oczekiwać istnie-

nia czysto rzeczywistych rozwi ↪azań. Jednak, chc ↪ac pozostać w dziedzinie rzeczywistej,

musimy wystawić dodatkowy warunek y(t) = ȳ(t). St ↪ad

eα t
[
c1 ei β + c2 e−i β

]
= eα t[c1 ei β + c2 e−i β] =

eα t
[
c1 e−i β + c2 ei β

]
.

St ↪ad c1 = c2 = A + i B i rozwi ↪azanie ogólne możemy przedstawić w postaci

y(t) = eα t
[
(A + i B) ei β + (A− i B) e−i β

]
=

= eα t
[
2 A ei β+e−i β

2
+ 2 i2 B ei β−e−i β

2 i

]
.

Wprowadzaj ↪ac nowe (dowolne) parametry Ã = 2 A, B̃ = −2 B oraz wykorzystuj ↪ac

tożsamości Eulera

cos z =
ei z + e−i z

2
, sin z =

ei z − e−i z

2 i
,

możemy przedstawić ogólne rozwi ↪azanie w nast ↪epuj ↪acej postaci:

y(t) = eα t
[
Ã cos β t + B̃ sin β t

]
. (1.21)
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PrzykÃlad 1.

y′′ − 2 y′ + 5 y = 0

λ1,2 =
2± 4 i

2
.

Rozwi ↪azanie ogólne:

y(t) = et (A cos 2 t + B sin 2 t) .

Zagadnienie pocz ↪atkowe:

y(0) = 0, y′(0) = −4. (1.22)

Rozwi ↪azanie zagadnienia pocz ↪atkowego:

y(0) = A = 0, y′(t)|t=0 = et [2 B cos 2 t + B sin 2t] |t=0 = 2B = −4.

St ↪ad y(t) = −2 et sin 2 t.

1.6.2 Zadania domowe.

1. y′′ − 2 y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

2. y′′ + 2 y′ + y = 0, y(0) = 1/2, y′(0) = −1/2.

3. y′′ + ω2 y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 1.

1.6.3 Rozwi ↪azanie problemu niejednorodnego. Poj ↪ecie rozwi ↪azania

fundamentalnego operatora różniczkowego.

Rozpatrzenie tego zagadnienia rozpoczynamy od problemu Cauchy’ego

y′′ + b y′ + c y = F (t), (1.23)

y(0) = y0, y′(0) = y1. (1.24)

Zachodzi
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Lemat 1. Rozwi ↪azanie zagadnienia (1.23), (1.24) da si ↪e przedstawić w postaci sumy

funkcji y(t) = V (t) + W (t). Funkcja V (t) jest jedynym rozwi ↪azaniem zagadnienia Caucyego

V ′′ + b V ′ + c V = 0, (1.25)

V (0) = y0, V ′(0) = y1,

funkcja W (t) jest jedynym rozwi ↪azaniem zagadnienia Cauchyego

W ′′ + bW ′ + cW = F (t), (1.26)

W (0) = 0, W ′(0) = 0.

Dowód. Musimy sprawdzić, czy funkcja V (t) + W (t) speÃlnia równanie (1.23) oraz wa-

runki pocz ↪atkowe (1.24). SpeÃlnienie równania wynika z przyj ↪etych zaÃlożeń oraz z liniowości

równania wyj́sciowego. Rzeczywíscie,

d2

d t2
(V + W ) + b d

d t
(V + W ) + c (V + W ) =

=
[

d2

d t2
V + b d

d t
V + c V

]
+

[
d2

d t2
W + b d

d t
W + cW

]
= F (t).

SpeÃlnienie warunków pocz ↪atkowych również wynika bezpośrednio z przyj ↪etych zaÃlożeń:

y(0) = V (0) + W (0) = y0 + 0 = y0; y′(0) = V ′(0) + W ′(0) = y1 + 0 = y1.

Sposoby rozwi ↪azywania równania (1.16) dla dowolnych wartości wspóÃlczynników b, c

omówliĺsmy poprzednio, wi ↪ec rzeczywistym problemem pozostaje równanie (1.23). Istnieje

kilka sposobów rozwi ↪azywania tego równania. Najbardziej popularny polega na ”zgadywa-

niu” funkcji W (t) odpowiadaj ↪acej zadanej funkcji F (t). Przedstawimy tu jednak bardziej

uniwersalny sposób, który faktycznie nie zależy od charakteru niejednorodności w równaniu

(1.23). U podstaw tego sposobu leży poj ↪ecie rozwi ↪azania fundamentalnego (podstawowego)

operatora różniczkowego

X̂ =
d2

d t2
+ b

d

d t
+ c. (1.27)

Definicja. Funkcja E(t) nazywa si ↪e rozwi ↪azaniem fundamentalnym operatora różniczkowego

(1.27), jeżeli jest ona dla t > 0 rozwi ↪azaniem zagadnienia Cauchyego

X̂ E(t) = d2 E(t)
d t2

+ b d E(t)
d t

+ c E(t) = 0, (1.28)
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speÃlniaj ↪acego warunki pocz ↪atkowe

E(+0) = 0, E ′(+0) = 0. (1.29)

A wi ↪ec do określenia rozwi ↪azania fundamentalnego wystarczy wzi ↪ać rozwi ↪azanie ogólne

równania (1.16) i określić wartości staÃlych, przy których speÃlnione s ↪a warunki pocz ↪atkowe

określone w równaniu (1.29).

Maj ↪ac rozwi ↪azanie fundamentalne, dla E(t) oraz F (t), możemy określić nast ↪epuj ↪ac ↪a ope-

racj ↪e zwan ↪a splotem:

W (t) =

∫ t

0

E(t− τ) · F (τ) d τ . (1.30)

Zachodzi

Twierdzenie 1. Funkcja W (t) jest rozwi ↪azaniem równania niejednorodnego (1.23). Po-

nad to speÃlnia ona warunki pocz ↪atkowe W (0) = 0, W ′(0) = 0.

Dowód. Zróżniczkujemy (1.30) raz po czasie, używaj ↪ac definicji podstawowej pochodnej

funkcj:

d W (t)
d t

= lim
∆ t→0

1
∆ t

[∫ t+∆ t

0
E(t + ∆ t− τ) · F (τ) d τ − ∫ t

0
E(t− τ) · F (τ) d τ

]
=

lim
∆ t→0

1
∆ t

[(∫ t

0
+

∫ t+∆ t

t

)
E(t + ∆ t− τ) F (τ) d τ − ∫ t

0
E(t− τ) F (τ) d τ

]

= lim
∆ t→0

1
∆ t

[∫ t

0
(E(t + ∆ t− τ)− E(t− τ)) F (τ) d τ +

∫ t+∆ t

t
E(t + ∆ t− τ) F (τ) d τ

]
=

∫ t

0
lim

∆ t→0

(E(t+∆ t−τ)−E(t−τ))
∆ t

F (τ) d τ + lim
∆ t→0

(E(t + ∆ t− t) + O(∆ t)) F (t) =

∫ t

0
E ′(t− τ) F (τ) d τ + E(0) F (t) =

∫ t

0
E ′(t− τ) F (τ) d τ .

Skorzystalísmy w przedostatniej linijce z warunku pocz ↪atkowego lim
∆ t→0

E(∆ t) = E(0) = 0.

22



Licz ↪ac drug ↪a pochodn ↪a W (t) otrzymamy:

d2 W (t)
d t2

= lim
∆ t→0

1
∆ t

[∫ t+∆ t

0
E ′(t + ∆ t− τ) · F (τ) d τ − ∫ t

0
E ′(t− τ) · F (τ) d τ

]
=

lim
∆ t→0

1
∆ t

[(∫ t

0
+

∫ t+∆ t

t

)
E ′(t + ∆ t− τ) F (τ) d τ − ∫ t

0
E ′(t− τ) F (τ) d τ

]

= lim
∆ t→0

1
∆ t

[∫ t

0
(E ′(t + ∆ t− τ)− E ′(t− τ)) F (τ) d τ +

∫ t+∆ t

t
E(t + ∆ t− τ) F (τ) d τ

]
=

∫ t

0
lim

∆ t→0

(E ′(t+∆ t−τ)−E ′(t−τ))
∆ t

F (τ) d τ + lim
∆ t→0

(E ′(t + ∆ t− t) + O(∆ t)) F (t) =

∫ t

0
E ′′(t− τ) F (τ) d τ + E ′(0) F (t) =

∫ t

0
E ′′(t− τ) F (τ) d τ + F (t).

Przy wyprowadzeniu powyższego wzoru skorzystalísmy w przedostatniej linijce z warunku

pocz ↪atkowego lim
∆ t→0

E ′(∆ t) = E ′(0) = 1.

Podstawiaj ↪ac W ′(t) oraz W ′′(t) do równania niejednorodnego, otrzymamy:

W ′′(t) + bW ′(t) + cW (t) = F (t) +
∫ t

0
[E ′′(t− τ) + b E ′(t− τ) + c E(t− τ)] F (τ) d τ =

F (t) +
∫ t

0

{
d2

d z2 + b d
d z

+ c
}

W (z)|z=t−τ F (τ) d τ = F (t).

SpeÃlnienie warunków pocz ↪atkowych W (0) = W ′(0) = 0 sprawdza si ↪e elementarnie.

PrzykÃlad

y′′ + 4 y′ = 1, y(0) = 1, y′(0) = −4

Równanie charakterystyczne:

λ2 + 4λ = 0,

zatem λ1 = −4, λ2 = 0 i rozwi ↪azanie ogólne problemu jednorodnego dane jest wzorem:

V (t) = C1 + C2 e−4 t. (1.31)

Jak wiemy, równanie jednorodne ”dziedziczy”warunki pocz ↪atkowe równania wyj́sciowego:

V (0) = C1 + C2 = 1, V ′(0) = −4 C2 = −4.

St ↪ad

V (t) = e−4 t.
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Rozwi ↪azanie fundamentalne E również opisuje si ↪e wzorem (1.31). StaÃle C1, C2 obliczamy

z warunków pocz ↪atkowych E(0) = 0, E ′(0) = 1. Rozwi ↪azuj ↪ac ukÃlad równań algebraicznych

C1 + C2 = 0, −4 C2 = 1,

otrzymamy rozwi ↪azanie fundamentalne

E =
1

4

(
1− e−4 t

)
.

Zatem, zgodnie ze wzorem (1.30), rozwi ↪azanie problemu niejednorodnego otrzymamy,

obliczaj ↪ac splot E ∗ F (t):

E ∗ F (t) =
∫ t

0
1
4

(
1− e−4 (t−τ)

) · 1 d τ =

1
4

[
τ − e−4 t 1

4
e4 τ

] |τ=t
τ=0 =

1
4

[
t− 1

4
e−4 t (e4 t − 1)

]
=

1
4

[
t− 1

4
(1− e−4 t)

]
.

Odpowiedź: y(t) = e−4 t + 1
4

[
t− 1

4
(1− e−4 t)

]
= 1

16
(4 t− 1) + 17

16
e−4 t.

1.6.4 Zadania domowe.

1.

y′′ + 4 y = 1 = F (t); y(0) = 1, y′(0) = 0.

2.

y′′ − y′ = e−t, y(0) = 1, y′(0) = 3

3.

y′′ − y′ − 6 y = x2, y(0) = 0, quady′(0) = 2.

4.

y′′ − y = x− 1, y(0) = 1 = y′(0).
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1.6.5 Zastosowania. Drgania wÃlasne oraz drgania wymuszone.

Rezonans. Dudnienia.

Rozpatrzny równanie

y′′ + ω2 y = Asinβ t, (1.32)

oraz stowarzyszone równanie

z′′ + ω2 z = 0. (1.33)

Jak Ãlatwo widać, równanie charakterystyczne problemu jednorodnego

λ2 + ω2 = 0

ma par ↪e pierwiastków czysto urojonych λ1,2 = ±ω. Zatem ogólne rozwi ↪azanie równania

jenorodnego ma postać

z(t) = C1 cos ω t + C2 sin ω t. (1.34)

Uwaga. Rozwi ↪azanie (1.32)opisuje ruchy (drgaj ↪ace) okresowe. Wielkość ω nazywamy

cz ↪estości ↪a drgań.

Rozwi ↪azanie fundamentalne E(t), które jest również przedstawia si ↪e w postaci (1.34) znaj-

dziemy, rozwi ↪azuj ↪ac zagadnienie algebraiczne

E(0) = 0, E ′(0) = 1.

ÃLatwo si ↪e sprawdza, że rozwi ↪azanie dane jest wzorem

E(t) =
sin ω t

ω
.

Rozwi ↪azanie szczególne problemu niejednorodnego speÃlniaj ↪ace zerowe watunki pocz ↪atkowe

znajdziemy, obliczan ↪ac splot E ∗ A sinβ t :

E ∗ Asinβ t =
A

ω

∫ t

0

sin ω (t− τ) sin β τ d τ =

=
A

2 ω

∫ t

0

{cos [ω t− τ (ω + β)]− cos [ω t + τ (β − ω)]} d τ .

Otrzymalísmy wzór

W (t) =
A

2 ω

∫ t

0

{cos [ω t− τ (ω + β)]− cos [ω t + τ (β − ω)]} d τ . (1.35)

I teraz s ↪a tutaj dwie możliwości:
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• Pierwsza: ω 6= β (przypadek nierezonansowy). W tym przypadku stosuj ↪ac zamiany

zmiennych otrzymamy:

W (t) =
A

2 ω

{
sin β t + sin ω t

ω + β
+

sin β t− sin ω t

ω − β

}
. (1.36)

Wniosek: W przypadku gdy ω 6= β, rozwi ↪azanie problemu jednorodnego jest kom-

binacj ↪a algebraiczn ↪a ”drgań wÃlasnych” o cz ↪estości ω oraz ”drgań wymuszonych” o

cz ↪estości β.

• Druga: ω = β (przypadek rezonansowy). W tym przypadku, licz ↪ac caÃlki po prawej

stronie wzoru (1.35) otrzymamy:

A
2 ω

∫ t

0
{cos [ω t− 2 τ ω]− cos [ω t]} d τ = A

2 ω2 [sin ω t− ω t cos ω t] .

Zatem

W (t) =
A

2 ω2
[sin ω t− ω t cos ω t] . (1.37)

Wniosek: W przypadku gdy ω = β, rozwi ↪azanie opisuje drgania o cz ↪estości ω, przy

czym amplituda tychdrgań nieograniczeni rośnie w czasie.

1.6.6 Dudnienia.

Ogólne rozwi ↪azanie problemu niejednorodnego (1.32) przedstawia si ↪e jako suma ogólnego

rozwi ↪azania problemu niejednorodnego oraz rozwi ↪azania szczególnego problemu niejedno-

rodnego danego wzorem (1.36), czyli

y(t) = C1 cos ω t + C2 sin ω t + A
2 ω

{
sin β t+sin ω t

ω+β
+ sin β t−sin ω t

ω−β

}
=

C1 cos ω t + C2 sin ω t + 2 A
2 ω (ω2−β2)

(ω sin β t− β sin ω t)

(1.38)

Ciekawa sytuacja zachodzi, gdy β = ω + ε, |ε| << 1 zaś wspóÃlczynniki dobrane w sposób

nast ↪epuj ↪acy:

C1 = 0, C2 =
A

ω (ω − β)
.

Wówczas rozwi ↪azanie (1.38) przybiera postać:

y(t) =
A

ω2 − β2
(sin β t + sin ω t.)
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Rys. 1.3:

Z dokÃladności ↪a do O(ε2) wzór ten można przedstawić w nast ↪epuj ↪acej postaci:

y(t) ∼= − A
2 ε ω

(sin (ω + ε) t + sin ω t) = − A
2 ε ω

(sin ω t cos ε t + sin ε t cos ω t + sin ω t) =

= − A
2 ε ω

(
sin ω t

[
cos2 ε t

2
− sin2 ε t

2
+ 1

]
+ cos ω t 2 sin ε t

2
cos ε t

2

)
=

= − A
ω ε

cos ε t
2

sin [t(ω + ε/2)].

Wyrażenie − A
ω ε

cos ε t
2

w tym wzorze odgrywa rol ↪e amplitudy wolno zmienaj ↪acej si ↪e w czasie,

Drugi czÃlon opisuje cz ↪eść drgaj ↪ac ↪a z cz ↪eśtpości ↪a lekko odmienn ↪a od ω. W wyniku powstaj ↪a

”dudnienia”, tak jak pokazano na rys. 1.3.

1.7 UkÃlady równań liniowych o staÃlych wspóÃlczynnikach

Rozpatrzmy ukÃlad

d x1

d t
= a11 x1 + a12 x2 + ... + a1n xn;

d x2

d t
= a21 x1 + a22 x2 + ... + a2n xn;

........................................................
d xn

d t
= an1 x1 + an2 x2 + ... + ann xn;

(1.39)

Postać macierzowa ukÃladu jest taka:

d

d t




x1

x2

....

xn




=




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

.... ..... ..... ........

an1 an2 ... ann







x1

x2

....

xn




. (1.40)
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UkÃlad równań (1.39) ((1.40)) nazywamy ukÃladem równań liniowych o staÃlych wspóÃlczynnikach.

Uwaga. w takiej postaci można przedstawić jednorodne równanie liniowe rz ↪edu drugiego,

o staÃlych wspóÃlczynnikach

y′′ + b y′ + c y = 0,

jeżeli wprowadzić nowe zmienne y1 = y, y2 = y′ Otrzymamy wtedy równoważny ukÃlad

równań postaci (1.39)

y′1 = y2,

y′2 = −c y1 − b y2.

Rozwi ↪azanie równania (1.40) poszukujemy w postaci ~X(t) = eλ t ~X0, gdzie

~X(t) = (x1(t), ....xn(t), )T , ~X0 = (x1 0, ....xn 0, )
T ,

xi 0 - staÃle, (·)T - operacja transponowania.

Po podstawieniu tego ansatzu do równania wektorowego (1.40) i uwzgl ↪ednieniu tego, że

eλ t 6= 0, otrzymamy równanie algebraiczne




a11 − λ a12 a22 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

.... ..... ..... ...... ..

an1 ... ann−1 ann − λ







x1

x2

....

xn




= 0.

Warunkiem koniecznym istnienia rozwi ↪azań niezerowych jest zerowanie si ↪e wyznacznika ma-

cierzy. Przyrównuj ↪ac wyznacznik do zera, otrzymujemy równanie algebraiczne stopnia n

wzgl ↪edem λ. Jest to zagadnienie na wartości wÃlasne.

Zachodzi

Lemat. Ieżeli wszystkie wartości wÃlasne s ↪a rzeczywiste różne, to rozwi ↪azanie ogólne

równania (1.40) dane jest wzorem




x1(t)

x2(t)

....

xn(t)




=
n∑

k=1

Ck eλk t




xk 1

xk 2

....

xk n




, (1.41)
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gdzie [xk 1, xk 2, ...., xk n]T - jest to wektor wÃlasny macierzy Â, odpowiadaj ↪acy wartości

wÃlasnej λk, czyli rozwi ↪azanie równania wektorowego




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

.... ..... ..... ........

an1 an2 ... ann







xk 1

xk 2

....

xk n




= λk




xk 1

xk 2

....

xk n




,

C1, ....Cn- dowolne staÃle.

Zagadnienie Cauchyego ma postać: (1.40) oraz n warunków pocz ↪atkowych

x1(0) = x1 0, x2(0) = x2 0, , ...., xn(0) = xn 0,

gdzie x1 0, ...xn 0 - zadane staÃle. Żeby rozwi ↪azać zagadnienie pocz ↪atkowe, należy rozwi ↪azać

równanie macierzowe

n∑

k=1

Ck




xk 1

xk 2

....

xk n




=




x1 0

x2 0

....

xn 0




. (1.42)

Lemat 2. Jeżeli wartości wÃlasne macierzy Â s ↪a rzeczywiste i różne, wowczas zbiór wek-

torów wÃlasnych tej macierzy odpowiadaj ↪acych różnym wartościom wÃlasnym stanowi baz ↪e w

przestrzeni n-wymiarowej, a zatem równanie wektorowe (1.42) ma jedyne rozwi ↪azanie.

PrzykÃlad.

y′′ + y′ − 2 y = 0

UkÃladamy r-nie charakterystyczne

λ2 + λ− 2 = 0, stad λ1 = 1, λ2 == 2.

Zatem rozwi ↪azanie ogólne ma postać

y(t) = C1 et + C2 e−2 t.

Rozwi ↪azuj ↪ac zagadnienie pocz ↪atkowe

y(0) = C1 + C2 = 1, y′(0) = C1 = 2 C2 = −1,
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otrzymamy C1 = 1/3, C2 = 2/3.

Zagadnienie to można przepisać w postaci ukÃladu równań

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
0 1

2 −1

] [
y1

y2

]
,

y1(0) = 1, y2(0) = −1.

Zagadnienie wÃlasne dla macierzy stoj ↪acej w prawej stronie równania ma postać

det

[
−λ 1

2 −1− λ

]
= λ2 + λ− 2 = 0,

st ↪ad λ1 = 1, λ2 = −2.

Wektory wÃlasne znajdziemy rozwi ↪azuj ↪ac równanie

[
−λi 1

2 −1− λi

][
x1 i

x2 i

]
= 0;

Rozwi ↪azanie, jak Ãlatwo widać jest nast ↪epuj ↪ace:

[
x1 1

x2 1

]
=

[
1

1

]
,

[
x1 2

x2 2

]
=

[
1

−2

]

Zatem rozwi ↪azanie ogólne ma postać

[
y1(t)

y2(t)

]
= C1 et

[
1

1

]
+ C2 e−2 t

[
1

−2

]
.

Rozwi ↪azuj ↪ac równanie

[
y1(0)

y2(0)

]
=

[
1

1

]
C1

[
1

1

]
+ C2

[
1

−2

]

otrzymamy C1 = 1/3, C2 = 2/3, czyli nast ↪epuj ↪ace rozwi ↪azanie zagadnienia Cauchy:

[
y1(t)

y2(t)

]
=

1

3
et

[
1

1

]
+

2

3
e−2 t

[
1

−2

]
.

Rozwi ↪azanie to pokrywa si ↪e z odpowiednim rozwi ↪azaniem zagadnienia pocz ↪atkowego dla

równania skalarnego rz ↪edu drugiego.
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1.7.1 Zadania domowe.

Rozwi ↪azać nast ↪epuj ↪ace zagadnienia pocz ↪atkowe:

1.

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
0 1

−3 −4

] [
y1

y2

]
, y1(0) = 1, y2(0) = 1.

2.

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
0 1

−2 −2

] [
y1

y2

]
, y1(0) = −1, y2(0) = 0.

3.

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
0 1

3 −2

] [
y1

y2

]
, y1(0) = −1, y2(0) = 2.

1.8 UkÃlady dynamiczne. Klasyfikacja punktów stacjo-

narnych na pÃlaszczyźnie

W przypadku ogólnym ukÃlad równań różniczkowych dla n funkcji ma postać

d x1

d t
= f1 (t; x1, x2..., xn) ;

d x2

d t
= f2 (t; x1, x2..., xn) ;

........................................................
d xn

d t
= fn (t; x1, x2..., xn) , ;

(1.43)

gdzie f1, f2, ...fn - wiadome funkcjie zależne od n + 1 zmiennych (t, x1, ....xn). O funkcjach

tych b ↪edziemy zakÃladać, że s ↪a one różniczkowalne.

Definicja 1. UkÃlad (1.43) nazywa si ↪e ukÃladem autonomicznym jeżeli funkcje fi, i =

1, ...n nie zależ ↪a od zmiennej t. UkÃlad autonomiczny ma postać

d x1

d t
= f1 (x1, x2..., xn) ;

d x2

d t
= f2 (x1, x2..., xn) ;

........................................................
d xn

d t
= fn (x1, x2..., xn) .;

(1.44)
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UkÃlady równań, których prawe strony nie zależ ↪a od t, przyjeto jeszcze nazywać ukÃladani

dynamicznymi .

Definicja 2. Punkt (x1,0, x2,0, ...xn,0) ∈ Rn nazywa si ↪e punktem stacjonarnym ukÃladu

(1.44), jeżeli fi(x1,0, x2,0, ...xn,0) = 0, i = 1, ...n.

W maÃlym otoczeniu punktu stacjonarnego można rozpatrywać zamiast peÃlnego ukÃladu

(1.44) jego linearyzacj ↪e. Rozpatrzmy praw ↪a stron ↪e tego ukÃladu. Każd ↪a funkcj ↪e fi(x1, x2, ...xn)

w otoczeniu punktu (x1,0, x2,0, ...xn,0) można przedstawić w postaci

fi(x1, x2, ...xn) = fi(x1,0, x2,0, ...xn,0) +
∑n

k=1
∂fi

∂ xk
(x1,0, x2,0, ...xn,0) (xk − xk,0) + O(|x|2) ≡

∑n
k=1

∂fi

∂ xk
(x1,0, x2,0, ...xn,0) (xk − xk,0) + O(|x|2).

CzÃlon fi(x1,0, x2,0, ...xn,0) zostaÃl opuszczony ponieważ jest to wartość funkcji fi w punkcie

stacjonarnym, a zatem równa si ↪e ona zeru dla każdego i = 1, 2, ...n. W zwi ↪azku z powyższym

zachodzi

Stwierdzenie 1. UkÃlad dynamiczny w otoczenui punktu stacjonarnego (x1,0, x2,0, ...xn,0)

da si ↪e przedstawić w postaci

d

d t




ξ1

ξ2

....

ξn




=




a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

.... ..... ..... ........

an1 an2 ... ann







ξ1

ξ2

....

ξn




+ O(|ξ|2), (1.45)

gdzie

ξk = xk − xk,0, ai,j =
∂ fi

∂ xj

(x1,0, x2,0, ...xn,0), i, j = 1, 2, ....

Oznaczenie. UkÃlad (1.45) nazywa si ↪e linearyzacj ↪a ukÃladu dynamicznego (1.44).

Okazuje si ↪e że przy pewnych warunkach rozwi ↪azania ukÃladu (1.44) oraz rozwi ↪aznia ukÃladu

liniowego (1.45) w maÃlym otoczeniu punktu stacjonarnego s ↪a niemal identyczne. Ponieważ

rozwi ↪azywać (analizować) ukÃlad liniowy na ogóÃl jest niezmiernie prościej, niż ukÃlad peÃlny,

opÃlaca si ↪e określić warunki umożliwiaj ↪ace tak ↪a podmian ↪e. To, czy zachowanie peÃlego ukÃladu

w otoczeniu punktu stacjonarnego rzeczywíscie jest reprezentowane przez jego linearyzacj ↪e

zależey od wartości wÃlasnych macierzy linearyzacji ukÃladu (1.45). Przeanalizujemy to na

przykÃladzie ukÃladu w R2, podaj ↪ac przy okazji klasyfikacj ↪e prostych punktów stacjonarnych.
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A wi ↪ec rozpatrujemy ukÃlad równań

d

d t

[
ξ

η

]
=

[
a11 a12

a21 a22

] [
ξ

η

]
= Â

[
ξ

η

]
. (1.46)

Definicja 3. Zbiór zmiennych (ξ, η) ∈ R2 nazywamy pÃlaszczyzn ↪a fazow ↪a ukÃladu (1.46).

Oznaczenie. Portretem fazowym ukÃladu (1.46) nazywamy zbiór linii, w pÃlaszczyźnie

(ξ, η), które tworz ↪a rozwi ↪azania (ξ[t], η[t]) tego ukÃladu .

Przyst ↪epujemy do klasyfikacji punktów stacjonarnych ukÃladu (1.46).

1. Wartości wÃlasne λ1, λ2 macierzy Â s ↪a rzeczywiste, różne, dodatnie. Niech dla określoności

0 < λ1 < λ2. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si ↪e źródÃlem.

Istnieje zamiana zmiennych (ξ, η) → (y1, y2) taka że w nowych zmiennych ukÃlad (1.46)

ma postać

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
λ1 0

0 λ2

] [
y1

y2

]
. (1.47)

Rozwi ↪azanie tego ukÃladu dane jest wzorem

y1 = C1 eλ1 t, y2 = C2 eλ2 t.

W przypadku, gdy C1 6= 0, rozwi ↪azanie to można też przepisać postaci równoważnej,

przedstawiaj ↪ac y2 jako funkcj ↪e y1:

y2 = C3 y
λ2
λ1
1 ,

C3 = C2

{
1/ (C1)

λ2/λ1 gdy C1 > 0,

−1/ (|C1|)λ2/λ1 gdy C1 < 0.
(1.48)

Portret fazowy ukÃladu (1.53) w tym przypadku wygl ↪ada tak, jak to jest pokazane

na rys. 1.4. Zwrocmy uwag ↪e na to że osie wspóÃlrz ↪ednych s ↪a trajektoriami fazowymi

ukÃladu. Oś pozioma odpowiada przypadku C2 = 0; oś pionowa odpowiada przypadku

osobliwemu C1 = 0. Te dwie trajektorie fazowe nie mog ↪a być wyrażone wzorem (1.48).

2. Wartości wÃlasne λ1, λ2 macierzy Â s ↪a rzeczywiste, różne, ujemne. Niech dla określoności

0 > λ1 > λ2. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si ↪e zlewem.
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y1

y2

Rys. 1.4:

Jak i w poprzednim przypadku, istnieje zamiana zmiennych (ξ, η) → (y1, y2) taka że

w nowych zmiennych ukÃlad (1.46) ma postać

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
λ1 0

0 λ2

] [
y1

y2

]
. (1.49)

Zauważmy teraz, że zamiana zmiennej niezależnej t → τ = −t odzworowuje ukÃlad

(1.49) w ukÃlad

d

d τ

[
y1

y2

]
=

[
|λ1| 0

0 |λ2|

] [
y1

y2

]
, (1.50)

równoważny (1.53). PrzeksztaÃlcenie t → τ = −t nazywa si ↪e odbiciem zmiennej cza-

sowej. Prowadzi ono do tego że ruch wzdÃluż każdej trajektorii fazowej odbywa si ↪e w

przeciwnym kierunku. Poza tym portret fazowy pozostaj ↪e bez zmian. Wynika st ↪ad że

portret fazowy ukÃladu (1.49) b ↪edzie taki, jak pokazano na rys. 1.5.

3. Wartości wÃlasne λ1, λ2 macierzy Â s ↪a rzeczywiste, niezerowe i maj ↪a różne znaki. Niech

dla określoności λ1 > 0 > λ2. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej

nazywa si ↪e siodÃlem. Istnieje zamiana zmiennych (ξ, η) → (y1, y2) taka że w nowych

zmiennych ukÃlad (1.46) ma postać

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
λ1 0

0 −|λ2|

] [
y1

y2

]
. (1.51)

Rozwi ↪azanie tego ukÃladu dane jest wzorem

y1 = C1 eλ1 t, y2 = C2 e−|λ2| t.
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y1

y2

Rys. 1.5:

w przypadku, gdy C1 6= 0, rozwi ↪azanie to można też przepisać w postaci równoważnej,

przedstawiaj ↪ac y2 jako funkcj ↪e y1:

y2 = C3 y
−|λ2/λ1|
1 ,

gdzie

C3 = C2

{
1/ (C1)

λ2/λ1 gdy C1 > 0,

−1/ (|C1|)λ2/λ1 gdy C1 < 0.
(1.52)

Portret fazowy ukÃladu (1.53) w tym przypadku wygl ↪ada tak, jak to jest pokazane

na rys. 1.4. Zwrocmy uwag ↪e na to że osie wspóÃlrz ↪ednych s ↪a trajektoriami fazowymi

ukÃladu. Oś pozioma odpowiada przypadku C2 = 0; oś pionowa odpowiada przypadku

osobliwemu C1 = 0. Te dwie trajektorie fazowe nie mog ↪a być wyrażone wzorem (1.48).

Portret fazowy jest przedstawiony na rys. 1.6.

4. Wartości wÃlasne λ1, λ2 macierzy Â s ↪a czysto urojone: λ1,2 = ± i ω.W tym przypadku

punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si ↪e środkiem. Istnieje zamiana zmiennych

(ξ, η) → (y1, y2) taka że w nowych zmiennych ukÃlad (1.46) ma postać

d

d t

[
y1

y2

]
=

[
0 −ω

ω 0

] [
y1

y2

]
. (1.53)

Rozwi ↪azanie tego ukÃladu dane jest wzorem

y1 = A cos ω t + B sin ω t y2 = ω [B cos ω t− A sin ω t] .

Rozwi ↪azania s ↪a funkcjami okresowymi, s ↪a to elipsy. w przypadku ω = 1 elipsy prze-

chodz ↪a w okr ↪egi koncentryczne, rys. 1.7.
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y1

y2

Rys. 1.6:

y1

y2

Rys. 1.7:
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y1

y2

Rys. 1.8:

5. Wartości wÃlasne λ1, λ2 macierzy Â s ↪a zespolone: λ1,2 = α ± i ω.W tym przypadku

punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si ↪e ogniskiem. (niestabilnym w przypadku

gdy α > 0 oraz stabilnym gdy α > 0). Portret fazowy ogniska odpowiadaj ↪acy wartości

α = 0.1, ω = 1 przedstawionno na rys. 1.8.

Zachodzi

Twierdrdzenie. Charakter punktów stacjonarnych oraz przebieg trajektorii w ich otocze-

niu nie zmienia si ↪e przy dodaniu maÃlych czÃlonów zaburzaj ↪acych dla wszystkich wymienionych

przypadków za wyj ↪atkiem środka.

1.9 Odpowiedzi

Do 1.3.1:

1. y(x) = C log(x);

2. y(x) = C exp [− cos x]

3. y(x) = 1
C−arcsin x

4. y(x) = C x

5. y(x) = x arcsin[C x]

6. arctan y
x
− log y

x
= log C x
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7. log [x2 + y2 + 2 x y + x + y + 1]− 1√
3
arctan

(
x+y+ 1

2√
3
4

)
= x

8. y(x) = x3

2
+ C x

9. y(x) = sin x (x2 + C)

10. y(x) = x sinh log (xC)

11. x(t) = C ex − 1
2
[sin x + cos x]

Do 1.4.1:

1. y(x) = C1 + xC2 + (x− 2) ex

2. y(x) = 1− 2 x + sin x

3. y(x) = C2 + exp [x2

2
+ xC1]

4. y(x) = C1 exp [−x] (exp [x] + C2)
2

5. Nie wyraża si ↪e w funkcjach elementarnych

6. y(x) = C2 − log [x + C1]

7. y(x) = x2

2
+ C2 + C1 log x

Do 1.5.2:

1. y(x) = ex (1− x)

2. y(x) = 1
2
e−x

3. y(x) = sin ω x
ω

Do 1.5.4:

1. y(x) = 1+3 cos 2 x
4

2. y(x) = 1
2
e−x + 7

2
ex − 3

3. y(x) = 56
135

e3 x − 7
20

e−2 x − 1
108

(18 x2 − 6 x + 7)

4. y(x) = 1− x− 2 sinh x
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Do 1.6.1:

1. y1(x) = e−3 x (2 e2 x − 1) , y2(x) = e−3 x (3− 2 e2 x)

2. y1(x) = e−x sin x y2(x) = e−x (sin x− cos x)

3. y1(x) = −1
4
e−3 x (3 + e4 x) , y2(x) = −1

4
e−3 x (e4 x − 9)
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