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l. Wstep

Okreslajac przedmiot modelowania i jego role w poznawaniu rzeczywistosci, warto by
zaczac od tego, ze jest ono uprawiane we wszystkich dziatach teoretycznych nauk
przyrodniczych. Dotychczasowy rozwdj nauki, a w szczegdlnosci fizyki, utwierdza nas w
przekonaniu iz kazde prawo empiryczne jest prawem przyblizonym, posiadajgcym
ograniczony zakres stosowalnos$ci, za$ praca teoretyka polega na konstrukcji modelu
matematycznego, ktory nastepnie jest badany za pomocg odpowiednich narzgdzi. A wigc
de facto przedmiotem badan teoretycznych nigdy nie jest zjawisko jako takie, lecz mniej
lub bardziej doktadne jego przyblizenie przedstawione jako model matematyczny. Proces
tworzenia modelu nie jest jednoznaczny, za$ sztuka modelowania polega na znajdowaniu
kompromisu pomedzy $cistoscig a prostotg opisu matematycznego. A. Einstein
wypowiedziat to, majac na mysli teori¢ fizyczng iz “...wszystko powinno w niej zosta¢
uproszczone tak bardzo, jak to tylko mozliwe, ale nie bardziej.” Podobnie jest w innych
dziedzinach wiedzy: uzyteczny model uwzglednia najwazniejsze cechy badanego
zjawiska, pomijajac cechy mniej istotne, dzigki czemu jest on na tyle prosty, ze mozna go
doktadnie przeanalizowac . Warto zaznaczy¢ iz bogactwo, poprawno$¢ oraz uzytecznos¢
modelu (teorii) jest uwarunkowana takimi czynnikami, jak

- odpowiednio$¢ danym empirycznym;

-zgodnos$¢ z prawami fundamentalnymi z zakresu danej dziedziny wiedzy;
- niesprzecznos¢ wewnetrzna;

-mozliwo$¢ wyciaggania nowych wnioskow.

Whioski teoretyczne, z kolei, maja by¢ zgodne z danymi doswiadczalnymi.

Ogolne relacje pomiedzy zjawiskiem a tworzeniem wlasciwego modelu mozna ujaé¢ w
postaci
schematu:
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Rys. 1.1. Relacje pomiedzy modelem a do§wiadczeniem

W zwigzku z tym co byto powiedziane, nasuwa si¢ pytanie: skoro przedstawiciele
wszystkich

nauk przyrodniczych (a nawet spolecznych) zajmujg si¢ konstruowaniem oraz badaniem
modeli, to czy ma sens wyszczeg6lnienie modelowania jako odrebnej dyscypliny? Ot6z
mozna przytoczy¢ wiele wzgledow uzasadniajacych takie postgpowanie. Niektore
argumenty przedstawione sg nizej.

» Modele matematyczne sg uniwersalne i nie zaleza, a od tresci wktadanych w nie
przedstawicielami
poszczegolnych dziedzin nauki.
Przyktad: rownanie
i(t)tw? x(t)=0 (1.1)

opisuje mate drgania wahadta matematycznego w polu grawitacyjnym jak rowniez drgania
pradu w obwodzie elektrycznym (p. rys.
1.2)
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Rys. 1.2. Dwa rozne zjawiska fizyczne opisywane przez model (1.1)

 Nieliniowe modele ewolucyjne posiadaja uniwersalne cechy charakterystyczne, tak, na
przyktad, duza ilo$¢ modeli zapisanych w postaci wielowymiarowych ukladow
dynamicznych przy pewnych warto$ciach parametrow demonstruje cechy chaotyczne.
Scenariusze przej$cia do chaosu w takich uktadach posiadajg charakter uniwersalny.

* Modele majgce charakter nieliniowych réwnan czastkowych bardzo czgsto opisuja
stabilne ruchy koherencyjne osrodka, przybierajace ksztatt uosobnionych fali
nieliniowych, poruszajacych si¢ frontdw czy oscylacji. Rozwigzania takiego typu, ktore sa
bardzo wazne z punktu widzenia zastosowan, maja szereg wspolnych cech i sg badane za
pomoca uniwersalnych narzedzi matematycznych.

» Przedmiot modelowania nie stawia na celu rozwigznie konkretnego zagadnienia

teoretyznego 1, dzigki temu, pozwala spojrze¢ na rozmaite modele z bardziej og6lnych
pozycji, dostrzec ich wspolne powtarzajace si¢ cechy.

Celem przedmiotu wigc jest pozyskanie informacji o modelach, badanie ich wspolnych
cech charakterystycznych, typowych rozwigzan, wtasno$ci asymptotycznych, zalezno$ci
od parametrow,

utraty gladkos$ci rozwigzan w trakcie ewolucji czasowej, bifurkacji, i t.p.

W kursie tym bedg zaprezentowane:

(a) modele zjawisk przyrodniczych ktére dopuszczajg opis w postaci rownan
rézniczkowych 1rdéznicowych;

(b) sposoby badan tych modeli, mi¢dzy innymi:
(b-1) poszukiwanie rozwigzan analitycznych;

(b-2) rozwigzania numeryczne;
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(b-3) anliza jakosciowa;

(c) na przyktadzie konkretnych uktadéw réwnan zwyczajnych beda omdéwione modele
deterministyczne opisujace oscylacje nieliniowe i chaotyczne, kryteria chaotycznosci,
scenariusze przej$cia do chaosu oraz analogiczne zjawiska opisywane rownaniami
réznicowymi;

(e) beda zaprezentowane podstawowe typy rownan ewolucyjnych: liniowe réwnanie
transportu ciepta oraz liniowe rownanie falowe, po czym bedg analizowane ich nieliniowe
odpowiedniki opisujace struktury i fale nieliniowe, czyli rozwigzania ewolucjonujagce w
trybie samopodobnym. W przypadku struktur zlokalzowanych, czyli takich, ktérych no$nik
przestrzenny (ogolnie rzecz biorac, istotnie niezerowa cze$¢ rozwigzania) jest zwarty, beda
roOwniez omawiane oddzialywania struktur migdzy soba.

Poniewaz rozpatrywane beda gtownie modele nieliniowe, wigc rozwigzania doktadne beda
odgrywac tu raczej niewielka role. Ich miejsce zajmie analiza jakosciowa uktadow
dynamicznych oraz badania numeryczne. Pakiet Mathematica byt od poczatku tworzony
dla celow modelowania. Jest on prawie idealnym narzgdziem gdyz miesci duzg ilos$¢
gotowych procedur umozliwiajacych analize, tatwo w nim si¢ przechodzi od wzor6
analitycznych do schematow numerycznych. Wykorzystanie instrumentéw oraz narzedzi
graficznych pakietu Mathematica umozliwia przedstawienie podstawowych idei dynamiki
nieliniowe] w dostgpnej formie.

2. Uktady o parametrach skupionych
2.1. Wstep

Rozrozniamy uktady materialne o parametrach skupionych oraz uktady o parametrach
roztozonych. Jezeli rozmiary obiektow nalezacych do badanego uktadu s znikome w
poréwnaniu ze srednimi odlegtoSciami pomigdzy poszczegdlnymi obiektami, lub jezeli
opis dotyczy przemieszczenia obiektu w przestrzeni, a jego ksztalty nie wywieraja
istotnego wplywu na ten proces, wéwczas méwimy o uktadzie o parametrach skupionych.
Przyktady uktadéw o parametrach skupionych: wahadlo; cialo w polu
grawitacyjnym Ziemi; obwody elektryczne.

Przyktady uktadow o parametrach roztozonych: osrodki pltynne, gazowe czy ciato
stale w sytuacji gdy opis dotyczy przemieszczenia masy (w osrodku ptynnym lub
gazowym), transportu ciepta (w o$rodku przewodzacym), czy propagacja fali (w osrodku
sprezystym).

Modelami uktadéw o parametrach skupionych najczgsciej sg rownaia rézniczkowe
zwyczajne. Uklady o parametrach roztozonych modeluje si¢ za pomocg rownan
rozniczkowych czastkowych. Niniejszy rozdzial poswigcony jest uktadom o parametrach
skupionych.
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2.2. Przyklady modeli o parametrach skupionych.
2.2.1. Model maltuzjanski i model logistyczny.

W bardzo wyidealizowanym modelu maltuzjanskim, opisujacym na przyktad rozwoj
populacji bakterii, wielkos$cig poszukiwang jest liczebno$¢ populacji P(f). Zaktada si¢ ze
baza pokarmowa jest nieograniczona i nie ma czynnikow hamujacych wzrost. W takiej
sytuacji mozna zatozy¢ iz szybkos¢ zmiany populacji jest proporcjonalna do wielkosci
populacji, czyli zachodzi rownanie

M{;tﬁ = r P(¢), (2.2.1)

gdzie r jest wspotczynnikiem odtwarzalnosci, ktory w najprostszym przypadku jest
odwrotnie proporcjonalny do $redniego okresu reprodukeji. Dodajac do tego warunek
poczatkowy P(0) = Py > 0, otrzymamy rozwigzanie

P(H)=Pye'. (2.2.2)

Ze wzgledu na prostote rozwigzania, tatwo mozemy wyciagna¢ z niego pewne wnioski.
Otoz zatozmy 1z P(t) opisuje popujacje bakterii jednokomdrkowych 1 ze w sprzyjajacych
okolicznosciach (umiarkowana temperatura stata, obfitos¢ bazy pokarmowej, 1 t.p., kazda
bakteria dzieli si¢ $rednio co 20 minut. Zalézmy takze iz proces rozpoczat si¢ od dzielenia
si¢ jednej bakterii, czyli ze Pyp=1. Wtedy rozwigzanie bedzie okreslone wzorem

Pt = eﬁ, gdzie t - czas wyrazony w sekundach. Mozna przyja¢ ze rozmiar liniowy
komorki wynosi 1076 m, wtedy objeto$¢ zajmowana przez bakteri¢ bedzie rzedu 10~18m3.
Zadajmy pytanie: ile wynosi czas T potrzebny by populacja bakterii rozwijajaca si¢
zgodnie ze scenariuszem maltuzjanskim pokryta powierzchni¢ Ziemi warstwq metrowq?
Promien Ziemi w przyblizeniu rowny jest 6400 103 m, wiec czas mozna otrzymaé
rozwigzujac rbwnanie

4 7 (6400 103) = 10-18 e,

Odpowiedz (w godzinach) wynosi:

N[Log[4 n (6400 % 103)? % 10+18] » 1200 /3600]
25.1071

Obrachunki przeprowadzone w pakiecie Mathematica pokazuja ze T~25 godzin, czyli
zdarzy si¢ to na poczatku nastepnej doby liczac od chwili rozpoczecia dzielenia si¢ jednej-
jedynej komoérki. Wniosek ten jest, oczywiscie, absurdalny, chociaz czas generacji
nastepnych pokolen u niektdrych bakterii rzeczywiscie wynosi od 20 do 40 minut.
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Przyczyna kompletnej niezgodno$ci modelu maltuzjanskiego z rzeczywistymi
obserwacjami tkwi oczywiscie w tym, ze model maltuzjanski w zaden sposob nie
uwzglednia skonczonos$ci zasobéw pokarmowych. Nie uwzglednia on réwniez tego, ze
stale 1 szybkie rozmnazanie si¢ mozliwe jest w waskim przedziale temperaturowym i przy
pelnym braku czynnikow powodujacych wymieranie populacji.

Bardziej realistyczny model uwzgledniajacy skonczonos¢ obszaru ktory moze zajmowac
populacja ma postac

d]a’)t[t! — I’P(t) K_KP”!:

gdzie K jest liczbg statg zwang pojemnos$cig obszaru. Wprowadzajac nowa zmienng
N(t)=P(t)/K oraz nowy parametr A=r/K, otrzymamy standardowe rownanie logistyczne

dN _ _
= AN(1-=N).
(2.2.3)
Zaktadajac dodatkowo ze N(0) = Ny, otrzymamy rozwigzanie
_ N, et/l
N = 14No (et ~1)°

ktore, niezaleznie od przyjetych warunkow poczatkowych, dazy asymptotycznie do
jedynki, p. rys. 2.1:

ClearAll["Global *"]

Lo —Mpext
f[x—] o7 1+N, (ex* -1)

Plot[{
1, £[t] /. {Ax>1,Np>»2.5}, £[t] /. {(A>1, No-» 0.025}},
{t, 0, 7}, AxesLabel » {"t", "N"}, PlotRange -» All,

PlotStyle -» {Dashed, {Red, Thick}, {Blue, Thick}}]
N

25}

2.0f

05

Rys. 2.1. Rozwigzania réwnania logistycznego przy réznych warunkacj poczatkowych
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2.2.2. Analogi dyskretne rownania logisytcznego.

Analog dyskretny rownania (2.2.3) mozna otrzymac na rdzne sposoby. Pierwszy sposob
ktory tu omowimy polega na przejsciu od rownania rozniczkowego do odpowiedniego
rOwnania roznicowego:

Ras=la =X N,y (1-Nip) (2.2.4)

Réwnanie to mozna przedstawi¢ w postaci
Nps1i= (1A At) N, - L AtN,2. (2.2.5)

Zakladamy ze 0< A A t <<1, a wigc parametr r jest nieco wigkszy od jedynki. Przy takim
zalozeniu rozwigzanie numeryczne rownania roznicowego (2.2.5) jest bardzo bliskie do
rozwigzania analitycznego rownania (2.2.3), p. rys. 2.2.

N

Rys. 2.2. Rozwiazanie analityczne rownania (2.2.3) uzyskane przy A=1, Ny = 0.05 (linia
ciggla) oraz punkty rozwigzania numerycznego roéwnania (2.2.5) po odpowiednim
przeskalowanemu

Wprowadzajac skalowanie N,,=a Y,, 1kladac a=(1+A A t)/(A A t), mozna otrzymac z
(2.2.5) standardowgq posta¢ rOwnania logistycznego:

Ymer1= v Yu(1-Y,), gdze r=1+1At.  (2.2.6)
Dyskretne odwzorowanie logistyczne pojawia si¢ nie tylko w wyniku dyskretyzacji
modelu rézniczkowego. Rozpatrzmy nastepujace zagadnienie o oszczednosciach

bankowych (Peitrgen, Richter, 1984). Wkiad pienig¢zny z; ro$nie w sposob nastepujacy:

Zp1=(1+8)z,=...= (1 +&)*!z,
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gdzie parametr € jest procentem wzrostu kapitatu w okreslonym czasie (kwota moze
wzrasta¢ raz w roku, raz w miesigcu, etc., w zaleznosci od warunkéw wktadu). Chcac
zapobiec hipreinflacji, politycy mogli by zgtosi¢ projekt ustawy zgodnie z ktdym procent
powinien male¢ wraz ze wzrostem kapitatu, co bedzie zapewnione gdy, na przyktad,
zamieni¢ procent wzrostu kapitalu w nastepujacy sposob: e—ey(1 —z,/zmax). WOWCzas
konto bankowe zmienato by si¢ wedtug wzoru

Zne1 = [1 + &0(1 = 2,/ Zmax)] Zn.

wadzaj wanie x, = « z, gdzie a= , ZnOW otrz :
Wprowadzajac skalowanie a z, gdzie @ fﬁgﬁm now otrzymamy postac
0

standardowg rdwnania logistycznego:
Xmi 17T Xp(1 - xp),  1=1+8.

Na podstawie analizy rownania (2.2.3) i jego analoga numerycznego moglo by si¢
wydawac, iz zaproponowany mechanizm bedzie prowadzi¢ do stabiizacji wktadu.
Zauwazmy jednak, ze w danym przypadku nie ma powodu przypuszczaé ze £9<<l, gdyz w
okresie hiperinflacji stawki procentowe moga by¢ bardzo wysokie. Natomias symulacje
numeryczne pokazuja ze w sytuacji gdy r € (3, 4) rozwigzanie kardynalnie si¢ r6zni od
tego, co si¢ dziato przy r bliskich do jedynki, rys. 2.3.

r=2.8

08t
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Rys. 2.3. Wykresy odwzorowania logistycznego otrzymanego przy xo = 0.05 i réznych
warto$ciach parametru r.

2.2.3. Réwnanie wahadla matematycznego (wprost z rownania Newtona).
Postawienie zagadnienia jest nastepujace: punkt materialny o masie m, podwieszony na

niewazkiej nierozciagliwej nici dlugosci L, wykonuje ruchy plaskie w polu grawitacyjnym
(p. rys. 2.4).
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Rys. 2.4.

Wspotrzedne wahadta wyrazajg si¢ wzorami
X=L Cos[a], Y=L Sin[a]. (2.2.7)
Na punkt materialny dziataja dwie sity: sita grawitacyjnam g skierowana wzdtuz osi OX
oraz sila naciggu nici T. Wykorzystujac drugie prawo Newtona, wypiszemy rOwnania
ruchu we wspotrzednych X, Y:
mX=m g- T Cos[a], m Y=-T Sin[a]. (2.2.8)

Rézniczkujac dwa razy wzory (2.2.7) wzgledem czasu 1 podstawiajac wynik do (2.2.8),
otrzymamy uktad

-m L (& Sin[a]+@? Cos[a])=m g- T Cos[a],
m L (& Cos[a]-&* Sin[a])=- T Sin[a].

Przemnozymy pierwsze rdwnanie przez -Sin[«], a drugie rownanie przez Cos[a]. Dodajac
stronami przemnozone rOwnania, otrzymamy, po elementarnych przeksztalceniach,
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roOwnanie
@ + Q? Sin[a]=0, (2.2.9)
gdzie O=Vg/L .
2.3. Formalizm Lagrange’a

Potozenie punktu materialnego w przestrzeni jest jednoznacznie okreslone, jezeli znana
jest zalezno$¢ od czasu trzech wspotrzedych kartezjanskich {x[t], y[t], z[t]}. Jezeli
punktow jest N, wowczas petng informacje o uktadzie daje znajomos¢ 3 N wielkosci
{x;[t], vilt], zi[t]}, 1=1,2,...N. W ogolnym przypadku liczbe s niezaleznych wielkosci,
ktorych znajomosc¢ jest konieczna do okreslenia potozenia ukladu w dowolnej chwili
czasu, nazywamy liczbq stopni swobody.

Oczywistym jest to, ze od s zmiennych kartezjanskich mozna przejs¢ za pomocq dyfeomorfizmu
do innej rodziny zmiennych (q, ...qs), uzyskujqc w ten sposéb opis réwnowazny.

Liczbe s dowolnych zmiennych charakteryzujacych catkowicie potozenie uktadu
nazywamy wspotrzednymi uogolnionymi, za$ pochodne ¢; - predkosciami uogolnionymi.
W celu wyprowadzenia rownan ruchu uktadow mechanicznych wykorzystuje si¢ zasada
najmniejszego dziatana. W myst tej zasady kazdy ukltad o s stopniach swobody jest
scharakteryzowany przez pewng funkcje

L(ql, weees, ql, ....qs, t),

zwang funkcjg Lagrange’a (lub lagranzjanem). Oznaczmy ja krotko przez L(q, g, t).
Przypusémy ze w chwili poczatkowej ¢, uktad znajduje si¢ w polozeniu
scharakteryzowanym przez parametry qo, ¢y, natomiast w chwili koncowej

t1 — przez parametry ¢q;, ¢;. Polaczy¢ te dwie konfiguracje krzywymi
sparametryzowanymi mozna, oczywiscie, na niesknczenie wiele sposobow. Zasada
najmniejszego dzialania (zwana takze zasadq Hamiltona) mowi ze rozwigzania ktore
poprawnie opisuja dynamike uktadu mechanicznego sa to funkcjie ¢[¢], ¢[¢], na ktoérych
catka dziatania

_ (th .
S= fto L(g, ¢, v)dt (2.3.1)
osigga minimum. Postugujac si¢ wzgledami symetrii, mozna pokazacé, iz
L(qa q: t):T_Ua (232)

gdzie T - catkowita energia kinetyczna uktadu, U - calkowita energia potencjalna ukladu.
Obie funkcje mogg by¢ wyrazone w dowolnych wspotrzednych uogoélnionych. Zasade
najmniejszego dziatania stwierdza, ze jesli g (¢) jest “prawdziwg” trajektorig uktadu,
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natomiast y(t)=q (t)+0 q (t) jest jakakolwiek trajektorig zaburzonag, p. rys. 2.5, lezaca w
bliskim sgsiedztwie trajektorii wyjsciowej (“w bliskim sgsiedztwie” oznacza ze || 6 q || <<I
w pewnej normie funkcyjnej), wéwczas zachodzi nierownos¢

Jntq. . ndt < ["L(y, y, ) dt.

Powyzsza nierownos$¢, wraz ze znajomoscia lagranzjanu, pozwala uzyska¢ rOwnania
rzadzace ruchem uktadu czastek, zachodzi
bowiem

Rys. 2. 5. Czerwona linia - ¢(f); niebiska linia przerywana - ¢(¢)+0 q(t)

Twierdzenie 2.3.1. Trajektoria q (t) realizuje ekstremum funkcjonatu (2.3.1) wtedy, gdy
jest spetniony uktad réwnan

(84) - L (2b)=0, i-12,.s. (23.3)

Dowéd. Przypus¢my ze zaburza si¢ i — ta zmienna uogolniona:

y=(q1, - qi-1, @i + 0 qi, Gis1,..9ss G1s - Gi=1, §i + 0 Qi Gis1..-Gs )-

Ograniczamy si¢ zaburzeniami, ktore zeruja si¢ na konicach odcinka:

0 qi(10)=6 qi(11)=6 qi(10)=0 qi(t1)-

Zauwazmy ponadto Ze 6 ¢,(£)=-L6 g;(t). Podobnie jak w rachunku funcji jednej zmiennej,
yp 71

warunkiem konicznym ekstremum funkcjonatu jest znikanie cztonu rze¢du pireszego
wzgledem 0 g; wariacji catki dzialania. Z dokladnoscig do (O(|| ¢ ¢; ||) wariacja wyraza si¢
nastepujaco:
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6= [ML@G1s - qi+8Gis s G5 - Gi 6 Gis s D) -
L(q1, .-qi+04qi, . qs, G1, - qi +0 q;, ..Gs1)}dt

= G L 4. 06 q; + 55-L(g. 4. 06 i} di=37-L(g, 4. )6 g iy +

to
ML 4.0 - 3L, ¢, 0 S qidr.

Ze wzgledu na zerowanie si¢ wariacji na koncach odcinka < ¢y, t; >, pierwszy czton w
ostatniej rownosci jest tozsamosciowo réwny zeru. Poniewaz wariacja 6 ¢;, jest dowolna,
czton rzedu pierwszego bedzie rowny zeru wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazanie w
wyrazach klamrowej w ostatniej calce zeruje si¢ w kazdym punkcie odcinka < ¢y, #; > .

Zastosujmy zasade¢ najmniejszego dzialania do otrzymania rdOwnania ruchu wahadta
matematycznego (p. rys. 2.4). Energia kinetyczna wahadta wyraza si¢ wzorem

= (x2 + ) az(San[a]wLCosz[a] )— ~ @2

Energia potencjalna réwna jest
U=m g h=m g L(1-Cos[a] ).
Stosujac wzor (2.3.3) do wyrazenia

L=2L" 42 - m g L(1-Cos[] )

otrzymamy:

(g—i) - dt(gL )— -m g L Sin[a]-m L? & =-m L? (@+ # Sin[a] )=0.
Uzyskany wynik pokrywa si¢ z tym, ktéry otrzymaliSmy wcze$niej na podstawie rownan
Newtona (por. z (2.2.9)).

2.4. Przyklady pozyskiwania rownan dynamiki za pomoca formalizmu
Lagrange’a

Wahadiem podwdjnym nazywa si¢ uktad dwoch punktow materialnych z ktoérych
pierwszy, o masie m; podwieszony jest na niewazkim nierozciggliwym rdzeniu dtugos$ci
Ly, natomiast drugi punkt materialny o masie m; jest przymocowany do pierwszego za
pomocg niewazkiego nierozciagliwego rdzenia dlugosci L, (p. rys. 2.6). Na obie masy

dziata sita cigzkosci skierowana w dot. Zaktada si¢ ponadto, ze ruch obu wahadet odbywa
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si¢ w jednej plaszczyznie.

=
~

L
E-

5
3
3
N

Rys. 2.6. Wahadto podwdjne

Obliczamy wspoétrzedne przedstawione na rys. 2.6:

x1=L; Cos|«], y1 =L Sin[a],

Xy =x1 + Ly Cos[f], vy = y1 + L, Sin[S].

Stad wyliczamy predkosci punktéw materialnych:

vi2i=a2L2  v2=d2L2+ B L2 +2& B Ly L, Cos[B - al.

Sumaryczna energia kinetyczna uktadu wyraza si¢ wzorem L =T — U, gdzie
T=1 62 L*(my + my) + L B7 Ly? my + my & B Ly Ly Cos[B — e,

U=(m; + my) g Li(1 — Cos[a]) +my g Lr(1 — Cos[f]) .

Wykorzystujac wzor(2.2.9), otrzymujemy rownania ruchu w postaci:
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G+ £ Sinfo] + 2l { BCos|B - a] + f Sin[f - al} =0, (24.1)

(m1+my) Ly

B+ & Sin[B] + % {@Cos[B - a] — ¢ Sin[B - a]} = 0.

ZADANIA

(wahadlo sferyczne - Enns, Problem 2-7, s. 44; wahadto potrdjne; ptaskie wahadto (L-
dlugo$¢, m 2 - masa) zawieszone na punkcie mater. o masie m_1 mogacej si¢ poruszac po
prostej poziomej - Landau, s. 20, rys. 2; Enns example 1-2, s. 23; Enns Problem 2-10, s. 45
z gwiazdkg)

2.5. Uktady dynamiczne. Kalsyfikacja punktéw stacjonarnych na

ptaszczyzinie

Kazdy uktad réwnan zwyczajnych za pomocg zamiany zmiennych mozna przedstawi¢ w
postaci uktadu n rownan rézniczkowych rzedu pierwsego:

d—;f‘ = F(x1, X2, 5 ), m=1, 2, ..n. (2.5.1)

W przypadku gdy funkcje F, nie zalezg w sposob jawny od zmiennej ¢ moéwimy ze (1.3.1)
jest autonomicznym uktadem dynamicznym.
Nizej przedstawiamy go w postaci wektorowej:

W —FX), XeR" F:UeR" > R". (2.5.2)

W poprzednich podpunktach zetknglismy si¢ z przyktadami réwnan dynamiki punktéw
materialnych, ktére mozna rozwigza¢ jedynie za pomocg metod numerycznych.
Alternatywg tym metodom jest analiza jako$ciowa, ktéra moze by¢ skutecnie zastosowana
do pewnych klas autonomicznych ukladéw dynamicznych. W ramach tej teorii nie stawia
si¢ za zadanie odnajdywanie rozwigzan dokladnych, gdyz w przypadku nieliniowych
uktadow rownan jest ono w wiekszosci przypadkéw nierealizowalne. Zamiast tego usituje
si¢ spojrze¢ z jednolitego punktu widzenia na zbior mozliwych rozwigzan danego ukiadu,
przedstawiajac analizg ich zachowania si¢ na podstawie znajomosci funkcji F,. Analiza
jakosciowa, w ujeciu przedstawianym w tym skrypcie, w duzej mierze jest oparta na
obrazach geometrycznych rozwigzan. Posiada ona swoisty jezyk, dlatego wprowadzamy
na samym poczatku pewne niezbedne pojecia i oznaczenia.

Definicja. Punkt X, = (x19, x20, ... Xno) € R" nazywa si¢ punktem stacjonarnym uktadu
(2.5.2),jezeli Fi(Xy) = 0, i=1,..n.
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W matym otoczeniu punktu stacjonarnego czg¢sto mozna zastapic¢ pelny uktad (2.5.2) jego
linearyzacjq. Rozpatrzmy

prawa strone tego uktadu. Kazda funkcje F;(X) w otoczeniu punktu X, mozna przedstawic
W postaci

Filx1, x2, .. Xp) = Y 3—2‘ (X0) (xx — xio) + O(£2), €% = Yy (xk — Xio)?.

Zatem uktad dynamiczny w otoczenui punktu stacjonarnego X, z doktadnoscig do O(fz)
da si¢ przedstawi¢ w postaci

%:M@ (2.5.3)

gdzie M - macierz nxn o elementach macierzowych

My = 22 (Xy), €= (&1, &, &)Y, &= X — Xyo.

0 xi

Oznaczenie. Uklad (2.5.3) nazywa si¢ linearyzacja uktadu dynamicznego (2.5.2) w
otoczenui punktu

stacjonarnego Xy. Okazuje si¢ ze przy pewnych warunkach rozwigzania uktadu

(2.5.2) oraz rozwigznia uktadu liniowego (2.5.3) w matym otoczeniu punktu stacjonarnego
s ‘’jakos$ciowo identyczne’’.

Poniewaz rozwigzywac¢ (analizowac) uklad liniowy na ogot jest niezmiernie prosciej niz
uktad petny, optaca si¢ okresli¢

warunki umozliwiajace takg podmiang. To, czy zachowanie pelnego uktadu w otoczeniu
punktu stacjonarnego rzeczywiscie jest

reprezentowane przez jego linearyzacje zalezey od warto$ci wasnych macierzy M.
Przeanalizujemy to na przykladzie uktadu w R?, podajac przy okazji klasyfikacje prostych
punktow stacjonarnych.

Rozpatrzmy zatem uktad rownan

iﬁjzwnaUMfyﬁdf)aiﬁ

dt\q ay ax»’\n n

Oznaczenie. Zbior zmiennych (£, 7)™ € R? nazywamy plaszczyzng fazowa uktadu
(2.5.4).

Portretem fazowym uktadu (2.5.4) nazywamy zbior krzywych sparametryzowanych
(&[], nle]), t € I€R, ktoére

tworzg rozwigzania tego uktadu.

Postugujac si¢ terminologia zapozyczong w mechanice punktu materialnego, krzywe
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sparametryzowane (£[t], [t]) nazywaja tez trajektoriami, trajektoriami fazowymi lub

orbitami uktadu.

Przystepujemy do klasyfikacji punktéw stacjonarnych uktadu (1.3.4).

1. Przypadek gdy warto$ci whasne A, A, macierzy M sa rzeczywiste, rozne, dotatnie.
Niech, na przyktad, 0 < A; < A,. wtedy punkt (0, 0) przestrzeni

fazowej nazywa si¢ zrodtem. Wowczas da si¢ okresli¢ takg nieosobliwawa zamiang

zmiennych
(5= 52 )(5)
ze uktad przybierze postac

0

A0y (o
. 2.5.
Rozwigzaniem uktadu (1.3.5) sa
funkcje
yi=Crell, y,= C,ehl,
W przypadku gdy C; #0, rozwigzanie to mozna przedstawi¢ w postaci

(2.5.6)

A
X 1/(C1)f gdy C; >0,
v = C3 yih, C =Gy {

A
~1/1Ci |V gdy G <O0.

Portret fazowy uktadu (2.5.5) w tym przypadku wyglada tak, jak to jest pokazane
narys. 2.7.

Rys. 2.7. Wezel niestabilny (Zrodto)
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Zwrocmy uwage na to ze osie wspotrzednych sg trajektoriami fazowymi uktadu. O$
pozioma

odpowiada przypadku C; = 0; 0$ pionowa odpowiada przypadku osobliwemu C, = 0. Te
dwie trajektorie fazowe nie mogg by¢ wyrazone wzorem (2.5.6).

2. Warto$ci wlasne A1, A, macierzy M s3g rzeczywiste, rozne, ujemne. Niech dla
okreslonosci 0 > A; > A,. W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si¢
zlewem. Jak 1 w poprzednim przypadku, istnieje liniowa zamiana zmiennych

(&, 1) - (y1, y2) taka ze w nowych zmiennych uklad (2.5.4) ma posta¢ formalnie
identyczng z (2.5.5).

Punkt stacjonarny w tym przypadku nazywa si¢ weztem stabilnym lub zlewem. Portret
fazowy w otoczeniu takiego punktu r6zni si¢ od poprzedniego tylko kierunkiem ruchu
wzdhuz trajektorii, p. rys. 2.8.

Rys. 2.8. Wezet stabilny (zlew)

3. Wartosci wlasne A1, A, macierzy M sg rzeczywiste, niezerowe 1 majg rozne znaki.
Niech dla okreslonosci A; >0>A, .

W tym przypadku punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si¢ siodlem. Istnieje liniowa
zamiana zmiennych (£, 7) — (y;, y2) taka ze w nowym zmiennych uktad (2.5.4)
przybiera postac (2.5.5).

Para niezaleznyc rozwigzan tego uktadu mozna przedstawi¢ w postaci
y1= Crelhlt y, = Cy el

W przypadku gdy C; # 0, rozwigzanie mozna tez przedstawi¢ w postaci
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X

A >
v = Gy, ¢z { fe S EEER sy

~1/|C|v gdy C; <O.

Portret fazowy uktadu w tym przypadku wyglada tak, jak to jest pokazane
narys. 2.9. Zwro¢my uwage na to ze osie wspotrzednych sa trajektoriami fazowymi
uktadu. O$ pozioma odpowiada przypadku C,; 0§ pionowa odpowiada przypadku
osobliwemu C;. Cztery trajektorie fazowe, ktore rozpoczynaja si¢ lub koncza w punkcie
(0, 0) (zwane separatrysami siodfa) nie moga by¢ wyrazone wzorem (2.5.7).

¢

T

Rys 2.9. Portret fazowy w otoczeniu punktu siodtowego

4. Wartosci wlasne A;, A, macierzy M sa czysto urojone: A1p = +w.W tym przypadku
punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si¢ srodkiem. Istnieje liniowa zamiana zmiennych
(&, 1) - (y1, y2) taka ze w nowych zmiennych uklad (2.5.4) ma postaé

L)=( 00 ess)

Rozwigzania ukladu (2.5.8) sg funkcjami okresowymi. Na portrecie fazowym sg one
reprezentowane przez krzywe zamknigte (elipsy), otaczjace poczatek wspotrzednych, p.
rys. 2.10.
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dh
\l/

Rys. 2.10. Portret fazowy ukladu (2.5.8)

5. Warto$ci wlasne A, A, macierzy M sa zespolone: Ao = a £ w.W tym przypadku
punkt (0, 0) przestrzeni fazowej nazywa si¢ ogniskiem (niestabilnym w przypadku gdy
a > 0 oraz stabilnym gdy a < 0 . Istnieje liniowa zamiana zmiennych (¢, 7) = (y1, )2)
taka ze w nowych

zmiennych uktad (2.5.4) ma posta¢

w0 =0 )6

Portret fazowy ogniska niestabilnego przedstawiono na rys. 2.11.

®

N

N

Rys. 2.11. Ognisko niestabilne

Stabilne ognisko rézni si¢ od niestabilnego kierunkiem ruchu, gdyz wszystkie trajektorie
fazowe dazg asymptotycznie do punktu (0, 0) gdy ¢t —»+oo.

Na zakonczenie sformutujemy pewne ogolne stwierdzenie ktore mowi nam, w jakich
szczegOlnych przypadkach lokalne zachowanie sig¢ trajektorii fazowych ukladu
zlinearyzowanego nie zmienia si¢ jakosciowo gdy uwzglednimy odrzucone cztony
nieliniowe.

Zaktadamy ze Xy € R" jest punktem stacjonarnym uktadu
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fi—f = F(X), (2.5.9)

za$ uktad

€ -DFWXp) ¢,  &X-Xp (2.5.10)
jest jego linearyzacja.

Twierdzenie (Grobman - Hartman). Jezeli stata macierz DF(X)) nie ma zerowych lub
czysto urojonych wartosci wlasnych, woéwczas w otoczeniu punktu X istnieje
homeomorfizm 4 : U c R" -R" ktéry odwzorowuje punkt stacjonarny Xy w punkt
stacionarny ukladu (2.5.9), oraz odwzorowuje trajektorie fazowe ukladu (2.5.9) w
trajektorie fazowe ukladu (2.5.10), zachowujac asymptotyki.

Whiosek. Przebieg trajektorii fazowych w malym otoczeniu zera uktadu
zlinearyzowanego (2.5.4) jako$ciowo nie zmienia si¢ przy dodaniu odrzuconych cztonow
nieliniowych dla wszystkich wymienionych przypadkow za wyjqtkiem srodka.

Przedyskutujemy pokrétce podstawowe punkty analizy jako$ciowej uktadow
dynamicznych:

[(a)] znalezienie punktow stacjonarnych oraz okreslenie ich typow;

[(b)] okreslenie przebiegu separatrys oraz ich zachowania asymptotycznego;

[(c)] okreslenie istnienia zbiorow przyciagajacych (odpychajacych) odmiennych od
punktoéw stacjonarnych (w przypadku R? moga nimi by¢ cykle graniczne, czyli nieliniowe
rozwigzania okresowe);

[(d)] okreslenie basenow przyciggania atraktorow (zbiorow przyciagajacych);

[(e)] naszkicowanie globalnego portretu fazowego.

Przy realizacji analizy jako$ciowej nalezy kierowac si¢ nastepujacymy regutami:

- trajektorie fazowe sg styczne w kazdym punkcie do odpowiedniego wektora pola
wektorowego okreslonego prawymi stronami ukladu dynamicznego;

- trajektorie fazowe zaczynaja si¢ (konczg si¢) w punktach stacjonarnych,
innych zbiorach przyciggajacych (odpychajacych) lub w nieskonczonosci;

- trajektorie fazowe mogg si¢ przecina¢ jedynie w punkcie stacjonarnym.
Pelna realizacja wskazanego “programu dziatan” wymaga doswiadczenia praktycznego

nawet w przypadku R?. Istnieje jednak klasa uktadow dynamicznych ktorych analiza jest
prostsza.
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2.6. Uklady konserwatywne o jednym stopniu swobody

Wyczerpujacy opis jakosciowy mozna uzyska¢ w przypadku dwuwymiarowego
ukladu

hamiltonowskiego
Definicja. Uklad
dx _ dy _
dit - P(xa y)a EJ; - Q(x9 y)a (261)

nazywamy uktadem hamiltonowskim, jezeli istnieje funkcja H(x, y) taka ze zachodza
roéwnosci

P(x,y) = e, Qx.y)=- 2o, (26.2)

W przypadku gdy zachodzi (2.6.2), H(x, y) nazywamy funkcjq Hamiltona (lub
hamiltonianem) uktadu (2.6.1).
Zachodzi

Twierdzenie 2.6.1. Funkcja Hamiltona zachowuje stalg warto$¢ na rozwigzaniach
uktadu dynamicznego.

Whiosek. Kazdg trajektori¢ trajektori¢ fazowa dwuwymiarowego uktadu
hamiltonowskiego mozna przedstawi¢ w postaci

H(x, y)=C
przy pewnej warto$ci C € R.

Okazuje si¢ ze duza klasa uktadow mechanicznych (i oczywiscie nie tylko mechan-
icznych) moze by¢ przedstawiona w postaci dwuwymiarowych uktadéw hamiltonows-
kich. Jako przyktad rozpatrzmy réwnanie ruchu punktu materialnego o masie m w
polu sit potencjalnych:

m L5 = F(x) = —grad U(x). (2.6.3)

Roéwnanie to mozna przepisa¢ w nastgpujacej postaci rownowaznej:

oy Lo f=lFr=-22 Vr=I1UK.
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W mechanice uktad takiej postaci nazywa sie uktadem konserwatywnym (lub
zachowawczym) o jednym stopniu swobody.
Stwierdzenie 2.6.1. Funkcja

H(xy) = £+V(x) (2.6.5)

jest funkcjg Hamiltona uktadu (2.6.4).
Stwierdzenie 2.6.2. Prosty punkt stacjonarny uktadu hamiltonowskiego moze by¢
albo

siodtem, albo $rodkiem.

Dowdd. Jezeli punkt (xg, yo) jest punktem stacjonarnym, wowczas

0 H(x.y) _ O0Hxy) =0
Ox |X0, Yo — 6_)/ |X0, Yo — V-
Uktad zlinearyzowany w zmiennych & = x — xg n=y—yo mozna przedstawic

W postaci

gdzie warto$ci elementéw macierzowych obliczane sg w punkcie stacjonarnym. Stad
warto$ci wlasne macierzy linearyzacji uktadu hamiltonowskiego przedstawione sa
wzorem

Mo == He? — HeoH,

Sa tutaj dwie opcje. Jezeli wyrazenie pod pierwiastkiem jest wieksze od zera,
wowczas wartosci wlasne sg rzeczywiste 1 majg rozne znaki. Natomiast, jezeli wyraze-
nie pod pierwiastkiem jest ujemne, wéwczas wartosci wlasne sg czysto urojone.

Whiosek. W przypadku uktadu (2.6.4) wszystke punkty stacjonarne lezg na osi
poziomej. Ponadto wspodirzedne x punktéw stacjonarnych pokrywajg si¢ ze zboirem
punktow w ktorych funkcja V(x), okreslajaca energie potencjalng uktadu, ma
ekstrema lokalne. Minimum lokalne odpowiada srodkowi; maksimum lokalne
odpowiada siodhu.

Dowdéd. Macierz linearyzacji uktadu (2.6.4) w otoczeniu punktu stacjonarnego ma
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postac

M= (—V'(')(xo) (1))

stad Lo =V —V"(x9) 1zewzgledunatoze V" (x9) =0, teza staje si¢ oczy-
wistg.

Wymienimy tu dodatkowe wtasciwosci funkcji Hamiltona (5) pozwalajace uproscic¢
analiz¢ jakos$ciowg ukladu (2.6.4):

(a) Hx, —y) = H(x, y);

(b) trajektoria fazowa odpowiadajaca poziomicy
y22+V(x) =C
nie moze mie¢ wspotrzednej x dla ktorej V(x) > C;
(c) w punkcie (xg, 0) dla ktérego V(xg) = C trajektoria fazowa “przebija” o$

poziomg pod katem prostym (wyjatkiem jest sytuacja gdy (xo, 0) jest punktem
stacjonarnym).

2.7. Przyklad : wahadlo plaskie

Jak wiadomo, wahadto ptaskie jest opisywane rownaniem

dx

o+ w? Sin[x] = 0.

Roéwnanie to mozna przedstawi¢ w postaci rownowaznego uktadu rownan rzedu
pierwszego:

Q,
b

= y,
- —w?Sin[x] = 0. (2.7.1)

Q. Q. Q.
t ct

Rozwiazujac uktad rownan 0, H(x, y) =y, —0, H(x, y) = —w? Sin[x], otrzymamy
7€
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H(x, y) = % -« Coslx]. (2.7.2)

Stwierdzenie 2.7.1. Funkcja Hamiltona (2.7.2) posiada nastgpujace wtasnos$ci:

(@) H(=x, y)=Hx, y);
(b) Hx£2 k&, y)=H(x, y); k=1,2,......

Whiosek. Globalny portret fazowy mozna otrzymac, konstruujac portret fazowy na
zbiorze 0 c R? = {(x, y) € <—m, T> X Rl}, a nastepnie dokonujgc translacji o

odcinek krotny 2 wzdtuz osi poziomej w lewo i w prawo.

Punkty stacjonarne ukladu (2.7.1) okresla si¢ z rownos$ci y = Sin[x] = 0. Na zbiorze
() istniejg trzy punkty stacjonarne:

A =0, 0), B, = (7, 0).

Poniewaz funkcja V[x] = —w? Cos[x], okreSlajaca energi¢ potencjalng ukladu, ma
w punkcie x=0 minimum lokalne, natomiast w punktach x. = + 7 ma maksima
lokalne, wigc, na mocy wniosku do stwierdzenia 2, punkt A jest srodkiem, wtenczas
gdy punkty B. sa punktami siodlowymi.

Okazuje si¢, ze separatrysa wychodzaca z punktu siodtowego (-, 0)1idacaw
prawo tworzy jedng trajektori¢ z separatrysa wchodzacg w punkt siodtowy (7, 0)
(separatrysa taczaca dwa punkty stacjonarne nazywa si¢ trajektoriq heterokliniczng).
Wynika to z tego ze  postaé niejawna trajektorii wychodzacej z punktu B_ zadana
jest wzorem

yzﬁ —w?Cos[x] = H(-n, 0) = w?.

Orbitg idacg w prawo w gore okresla wzor

y=t w V2 (Cos[x] + 1) . (2.7.3)

Funkcja ta ros$nie na odcinku (-, 0), osiggajgc maksimum na prawym koncu
odcinka. To ze trajektoria osiaga przy x = m punkt B, wynika z symetrii funkcji
wzgledem odbi¢ x —» —x. Ze wzgledu na symetri¢ funkcji Hamiltona (2.7.2), separa-
trysa siodta B, polozona w dolnej potptaszczyznie i skierowana w lewo w dot tworzy
z odpowiednig separatrysg punktu B_ trajektori¢ heterokliniczng symetryczng do
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(2.7.3 ) wzglgdem osi OX. Dla zakonczenia analizy jako$ciowej uktadu na zbiorze (),
nalezy odpowiedzie¢ na pytanie o tym, jak zachowuje si¢ srodek znajdujacy sie¢ w
punkcie 4 przy dodaniu odrzuconych cztonow nieliniowych. Okazuje si¢ ze w przy-
padku uktadu hamiltonowskiego §rodek nie zmienia swego charakteru, co wiecej,
wszystkie trajektorie otaczajace poczatek wspolrzgdnych i lezagce wewnatrz zbioru
ograniczonego przez gorng i1 dolna heterokliniki punktéw siodtowych B, 1 B_ sa
trajektoriami zamknietymi (elipsami) niejawnie opisywane ponizszym wzorem:

Y~ w?Coslx] =, 1C| <w?  (274)

W przypadku, gdyby stata |C| we wzorze (2.7.4) bylaby wigksza od ~ w? , wzor
opisywatby trajektorie nieograniczone lezace powyzej lub ponizej obwodu heteroklin-
icznego. Portret fazowy uktadu (2.7.1) mozna sporzadzi¢ postugujac si¢ narzgdziami
pakietu Mathematica, p. nizej.

Wahadlo matematyczne : globalny portret fazowy spotzadzony przy w=1
ClearAll["Global "]

V = —Cos[ x];
1

T=—-(y)"2;
2@

H=T+V;

ContourPlot[Evaluate[Table[H == b, {b, —2.5, 2.5, 0.5'}]],
{x, —4n, 4n}, {y, -3, 3}, AxesLabel —» {"X", "Y"}, AspectRatio » 1/3,
Axes - True, ContourStyle — {Black, Black, Black, {Thick, Red},
Blue, Blue, Blue, {Thick, Red}, Black, Black, Black}]

Zadania. Sporzadzi¢ portrety fazowe

uktadéw o jednym stopniu swobody w przypadku gdy

x4 x2
V)= -
(a) (x) 12 32
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3 2

X X
b V) =—-=
(b) =77
(©) VX =-x*(x*-1)

2.8. Drgania nieliniowe w ukfadach o parametrach skupionych

2.8 .1. Wstep

Procesy okresowe mozna $§mialo odnies¢ do najbardziej rozpowszechnionych zjawisk
natury. Zmiana dnia i nocy, okresowo powtarzajace si¢ pory roku, dzwieki i barwy
Swiata - to wszystko jest zwigzane z okresowoscig. Badania drgan nieliniowych w
uktadach mechanicznych i elektrycznych prowadzone sg intensywnie od wielu dziesie-
coleci ze wzgledu na wielkie zapotrzebowanie praktyczne. W ostatnim czasie interes
do takich badan przejawia si¢ tez ze strony przedstawicieli nauk chemicznych i biolog-
icznych, ekologéw 1 finansistow, gdyz powszechnos¢ zjawisk okresowych nie
ogranicza si¢ bynajmniej do zjawisk przyrodniczych. Rozwigzania okresowe uzyski-
wane w ramach dwuwymiarowych uktadéw dynamicznych wigzga si¢, na ogot, z
pewna regularnos$cia (state okresy drgan, stabilnos$¢ rozwigzan i t.p. ). Niemniej nawet
w tym przypadku istotnie nieliniowe rozwigzania nie mozna opisa¢ za pomoca
znanych nam funkcji elementarnych czy szeregdw, dlatego w tej dziedzinie wiedzy
szeroko sg stosowane metody jakosciowe 1 numeryczne. W przypadku wielowymi-
arowym sytuacja staje si¢ jeszcze bardziej skomplikowana, poniewaz zmiana
parametréw uktadu moze spowodowac powstanie rozwiazan wielookresowych 1
chaotycznych, przy czym te dwa rodzaje drgan nieraz mozna odr6zni¢ tylko stosujac
metody specjalne. Nowy podrozdziat zaczynamy od prezentacji prostych modeli. W
miare¢ wynikajacych potrzeb wprowadzane bedg nowe narzedzia techniczne. Pozniej
przejdziemy tez do badan uktadéw wielowymiarowych i przedstawienia narzedzi
pozwalajacych bada¢ uktady chaotyczne.

2.8 .2. Modele konkurencji mi¢dzygatunkowej

Na poczatku XX stulecia zauwazono ze liczebnos$ci populacji duzych ryb
(drapieznikéw) oraz matych ryb (ofiar) w morzu Adriatyckim przejawiaja cechy
okresowosci. Mniej-wiecej w tym samym czasie podobny efekt byt zauwazony przy
obrobce danych empirycznych dotyczacych liczebnos$ci populacji rysi i zajacow w
lasach Kanady.

Mechanizm zaobserwowanych zjawisk jest dos¢ powszechny. Intuicyjnie jest on
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raczej zrozumiaty: wzrost zaosbéw pokarmowych sprzyja wzrostu liczebnosci popu-
lacji drapieznikow. Z kolei, pojawienie si¢ nadmiernej ilosci drapieznikow prowadzi
do zmniejszeniu populacji ofiar, co po jakim$ czasie wywotuje gtod wsrod
drapieznikow i1 zmniejszenie ich liczebnosci, a to, z kolei, sprzyja zwigkszeniu si¢
populacji ofiar. Wskutek tego ekosystem powraca do stadium poczatkowego. Jednym
z najprostszych modeli opisujacy powyzszy ekosystem jest model Lotki-Volterry (L-
V). Oznaczmy przez Ng liczebnos$¢ populacji drapieznikow (B oznacza “big fish”)
za$ przez N, populacje ofiar (L oznacza “little fish”’), Dynamike populalcji w modelu
opisuje uktad rownan

Ng=(-B + y N.) Na, N. = (a- yNg)NL. (2.8.1)

Zaktada si¢ ze wszystkie wspotczynniki sg nieujemne. Nizej przedstawiono schemat
numeryczny symulujacy powyzszy uklad oraz podano interaktywny opis graficzny
wynikoéw eksperymentdw numerycznych.

Komorka 2.8.1. Model Lottia - Volterry

ClearAll["Global *"]
Clear[a, B]:;

{a, B} = {2, 1};
Q = g/L;

Manipulate[
eqla = x'[t] - (a-¥y y[t]) x[t];
eq2a = y'[t] - (- B+¥ x[t]) y[t];
sol =
NDSolve[{eqgla == 0, eq2a == 0, x[0] == 100, y[0] == 5}, {x[t], y[t]}, {t, O, 250}];
U=x[t] /. sol;
V=y[t] /. sol;
Plot[{U, V}, {t, 0, T}, PlotRange -» Full,
PlotStyle » {{Black, Dashing[{.02}]}, {Red, Thick}},
PlotLabel -» "solid: little fish, dashed: big fish" ],
{¥, 0.01, 0.1}, {T, {50, 100, 150, 200, 250}}]
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solid: little fish, dashed: big fish

Widzimy wiec ze uktad (2.8.1) dla ustalonych parametrow a=2, =1 oraz

v € <0.01, 0.1 > posiada rozwigzania okresowe. Zwrdé¢my uwage na to ze maksy-
malne wartosci poszczegdlnych populacji s3 oddzielone od siebie pewnym odcinkiem
czasowym.

2.8.3. Model Van der Pola

Model ten opisuje oscylacje w obwodzie elektrycznym z nieliniowg rezystancja
gdy energia elektryczna jest rozpraszana przy duzych amplitudach i jest generowana
przy matych. Rownanie to, wprowadzone przez Van der Pola ma postac

i—e(l-x2) % + w?*x=0, (2.8.2)

gdzie w >0, 0 < e. Rownanie (2.8.2) zostalo wprowadzone jako model obwodu
elektrycznego z lampa elektroniczng (triodg) ktorej wlasnosci przewodzace zmieniajg
si¢ wraz ze zmiang natezenia pradu. Przepiszmy rownanie w postaci uktadu dynam-
icznego:

X =y, y:e(l—xz)x—a)zx. (2.8.3)

Rozpatrzmy numeryczne rozwigzania ukladu (2.8.3). Poniewaz wartos¢ liczbowa
stalej w nie jest istotna, ktadziemy jg rowng jedynce. Procedura rozwigzywania
ukladu wraz z graficznym przedstawieniem zagadnienia Cauchyego przy ronych
warunkach poczatkowychi1e € <0, 1> przedstawiona jest ponizej. Wida¢ z niej ze
rozwiazanie, przy dowolnie wybranych niezerowych danych poczatkowych dazy do
rozwigzania okresowego (cyklu granicznego).
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Komorka 2.8.2. Model Van der Pola

Manipulate [
eqla = x'[t] -y[t];
eq2a = y'[t] - eps (1- x[t] A2) ylt] +x[t];
sol =
NDSolve[{eqla == 0, eq2a == 0, x[0] == x0, y[0] == 0}, {x[t], y[t]l}, {t, O, 250}]~;
U=x[t] /. sol;
V=y[t] /. sol;
Plot[U, {t, 0, T}, PlotRange -» Full ],
{eps, 0, 1}, {x0, {0.1,1, 5, 10}}, {T, {20, 50, 100, 250}}]

N

ULLAAAAAAAAAAA,
ATy

2.8.4. Oznaki istnienia (nieistnienia) trajektorii okresowych
Z uwagi na duzg rolg rozwigzan okresowych w modelach zjawisk technicznych i
przyrodniczych, podamy kilka kryteriow dotyczacych istnienia (nieistnienia) orbit
zamknietych (cykli) w okre§lonym obszarze ptaszczyzny fazowe;.
(A). Rozpatrzmy uktad dynamiczny
X = P(x, y), y =00, y) (2.8.4)
o gtadkich prawych stronach.
Twierdzenie 2.8.1 (krytertum Bendixona). Jezeli 9, P + 0, O # 0 nie zmienia

znaku w obszarze jednospojnym 0 c R?, to wewnatrz tego obszaru nie istniejg
rozwigzania okresowe.
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Dowod (ad absurdum). Przypus¢my ze pewne rozwigzanie okresowe y uktadu (2.8.4)
lezy catkowiecie w obszarze (). Oznaczmy przez D wnetrze obszaru ograniczonego
przez y (rzeczjasna ze D C (1). Zachodza rownosci

0+ [[(0:P+8,0)dxdy =§Pdy - Qdx).
D Y

Uktad (2.8.4) mozna przepisa¢ w rOwnowaznej postaci

—dx _ dy
dt=3 = 0
z ktorej wynika ze na rozwigzaniach uktadu P dy - Q d x = 0. W ten sposob otrzy-
muje si¢ sprzecznosc.

Podamy bez dowodu inne twierdzenie utatwiajgce badanie istnienia w zzadanym
obszarze trajektorii okresowych.

Twierdzenie 2.8.2 (Poincare-Bendixon). Niech I'y = {x[¢#], y[?]};,, jest pOttrajek-
torig uktadu (2.8.4), ktora nie porzuca pewnego obszaru ograniczonego D. Zatézmy
ponadto ze w D nie ma punktow stacjonarnych. Wowczas zachodzi jedna z dwoch
opcji: albo I, jest orbitg okresowa, albo w D istnieje co najmniej jedna trajektoria
okresowa y. W tym drugim przypadku I'y —» ygdyt —» .

Whiosek. Zatozmy, ze D jest obszarem ograniczonym w ktérym nie ma punktow
stacjonarnych. Jezeli pole wektorowe {P(x, ), O(x, »)} | 5p jest wszedzie
skierowane wewnatrz obszaru D, wowczas w obwazrze tym istnieje co najmniej
jedna orbita okresowa.

Zadanie 2.8.1. Zastosowac kryterium Bendixona do nast¢pujacych sytuacji:

(a) P=-xt+4y; Q=-x-p*; Q -pierScienr; < Vx> +)> <n
(b) =2xel ) Q=2yet) ; Q=R
Zadanie 2.8.2. Stosujac twierdzenie Poincare-Bendixona, zbada¢, czy uktad

=x (2 4y22x3) Y, y= -y 42-2x-3)-x

ma rozwigzania okresowe w obszarze 1/2 < \/ x*> + )? < 4. Potwierdzi¢ uzyskana

odpowiedz przedstawiajac pole wektorowe w prostokacie
xe <-2,4> ye <-3,3>.
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Zadanie2.8.3. Stosujac twierdzenie Poincare-Bendixona, wykazaé, ze uktad

=xty -x (2 + 2)%),  y=-x+y-yE*+2)7)
ma rozwigzania okresowe w obszarze 1/2 < \/ x? + y?> < 2. Potwierdzi¢ uzyskana

odpowiedz przedstawiajac pole wektorowe w prostokacie
xe <=2,2> ye <-15,15>.

Ad zadanie 2

StreamPlot[{— (x (x"2+ y"2—2x—3) —y) ;- (y (x"2+ y"2—2x—3) +x)},
{x, -2, 4}, {y, -3, 3}]

HENNTY {
N

| WA
- N2

Ad zadanie 3

StreamPlot[{x+y—x (x"2+2y"2) , —X+y -y (x"2+2y"2)},
{x, -2, 2}, {y, -1.5, 1.5}

15F e \\\\\\ \,\&
NN\

o

05f ::};7 //}ﬂ\\\\

=
0.0 ?//7‘7/

2.9. Bifurkacje Hopfa w R?

2.9 .1. Zaburzenia srodka.



34 | Mod_Par_Skup_C.nb

Pod czas klasyfikacji prostych punktow stacjonarnych w R? zwracaliSmy uwage na
to, ze otoczenie punktu stacjonarnego nie jest strukturalnie stabilne w przypadku gdy
macierz linearyzacji uktadu posiada wartosci wlasne o zerowej czgsci rzeczywiste;.
Jedynym tego rodzaju punktem stacjonarnem w R? jest srodek, ktory niosobliwg
liniowa zamiang zmiennyc mozna przeksztatci¢ do postaci

F)=(0 )6 9.1

Charakter pola wektorowego moze ulec zmianie zarowno w wyniku zaburenia czesci
liniowej jak 1 w wyniku uwzglednienia odrzuconych przy linearyzacji uktadu
wyrazow nieliniowych. Tak, na przyktad, uktad

w0 )= =)0

ktory rozni si¢ od (2.9.1) tym ze do macierzy linearyzacji dodano macierz jednos-
tkowg przemnozong przez €, przy dowolnie matej warto$ci zaburzajacego parametra
staje si¢ ogniskiem. Wszystkie rozwigzania tego uktadu asymptotycznie zmierzajg do
zera (gdy € < 0) lub do nieskonczonosci (w przypadku gdy € > 0). Charakter
rozwigzahn moze rowniez ulegna¢ zmienie przy dodaniu odrzuconych cztonéw nielin-
iowych. Efekt taki obserwowany jest prawie zawsze (wyjatkiem tu sg jedynie uklady
hamiltonowskie). W kolejnym podrozdziale bedzie pokazane iz uktad nieliniowy

i(;)z(g _ow)(ﬁ)-(ylz +y22)((1) ?)(ﬁ) (2.9.2)

przybiera we wspotrzednych biegunowych y; = p Cos[6], y» =p Sin[f]  pos-
tac

Wskutek tego ze w tej reprezentacji zmienne si¢ rozdzielity, istnieje mozliwos¢
znalezienia doktadnego rozwigzania, ktore przy dodatkowym zatozeniu y,(0) = 0 ma
postac

n = pCoslwdl, v, = p)Sinfwd, p()=[2¢+)]2  (2.9.3)

Wzor (2.9.3) opisuje rozwigzanie asymptotycznie zmierzajace do zera przy ¢ — +oo.
Interesujaca sytuacja powstaje wtedy, gdy zaburzenie czg$ci liniowej oraz dodanie
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odrzuconej czg$ci nieliniowej dziatajg niejako w “przeciwfazie”. W rozpatrywanym
przyktadzie liniowo zaburzonego uktadu (2.9.2) dzieje si¢ to wtedy, gdy € > 0. Na
skutek oddzialywania dwoch odmiennych czynnikow w uktadzie moze doj$¢ do
powstania nieliniowego rozwigzania okresowego zwanego cyklem granicznym.
Poniewaz w przewazajacej wigkszosci przypadkow nieliniowych uklagdéw dynam-
icznych rozwigzan okresowych nie mozna opisa¢ w sposob analityczny, kryteria
powstania cyklu granicznego sg bardzo cennym narz¢dziem pozwalajagcym wykry¢
obecnos¢ takiego rozwigzania za pomocg metod analitycznych. Krétkiemu omowie-
niu bifurkacji powstania cyklu granicznego poswigcone sg kolejne podpunkty.

2.9 .2. Forma normalna i warunki powstania cyklu granicznego.

Rozpatrujemy uktad dynamiczny

iX =MWX +oWX; ), (2.9.4)

gdzie X = (x1, x4, M (u) - macierz kwadratowa, zalezna od parametru y,

®(X; u) — czeSc nieliniowa uktadu spetniajaca warunek

D X5 p); |x=0 =0y PX; 1), [x=0 =0, k, j = 1,2. Zalozmy Ze istnieje wartos¢
o taka, ze macierz M (uo) ma pare czysto urojonych wartosci wlasnych

11’2 =+ iw.

WprowadZzmy oznaczenie € = u — py. Zachodzi

Lemat 2.9.1. Za pomoca przeksztalcenia X = P Y, gdzie
P=(R -J)

R + iJ - wektor wlasny macierzy M (uy + €), odpowiadajacy wartosci wlasnej
A =€ + iw, uktad (2.9.4) sprowadza si¢ do postaci

E00)=16 700+ (Gon v 9 )o@

(2.9.5)

gdzie F, G — czlony nieliniowe zerujace sie wraz ze wszytkimi pochodnymi
czastkowymi pierwszego rzedu w punkcie y; =y, = 0.

Przeanalizowanie warunkow powstania nieliniowych rozwigzan okresowych dla
uktadu postaci (2.9.5) na ogo6t jest zbyt trudne. Okazuje si¢ ze zawsze istnieje nielin-
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iowe przeksztalcenie asymptotyczne (y1, y2) — (p1, p») ktore sptowadza uktad
(2.9.5) do nastepujacej postaci, zwanej formg normalng uktadu:

i (]l;; )= ((f) _Ew )(?; )+ (P12 +Pz2)(g((€€)) _ab((:)) )(i; ) n O(|p|4, Ez)
(2.9.6)

(szczegoty dotyczace konstrukcji formy normalnej mozna znalez¢, na przyktad, w
rozdziale 3 ksigzki J. Guckenheimer, P. Holmes, “Nonlinear Oscillations, Dynamical
Systems and Bifurcation of Vector Fields”, Springer, NY, 1987 - G&H ). Zaktada si¢
ze parametry a(e), b(e)przy € = 0 sg rzedu jedynki, a wigc male zmiany parametru e
nie mogg zmieni¢ znakow tych parametréw. Dlatego w dalszym ciggu opuszczamy
zalezno$¢ od e.

Przechodzac do wspotrzednych biegunowych p; = p Cos[6], p, =p Sin[f], oraz
stosujgc elementarne algebraiczne przeksztalcenia, mozemy otrzymac nastepujacy
uktad rownan:

“E

= p(e +ap?) + O(p*), (2.9.7)

% = w+ O(pz).
Tak wigc, w przyblizeniu stusznym przy matych p, zmienne si¢ rozdzielaja, co daje
mozliwo$¢ bada¢ bifurkacje zachodzace w uktadzi przy zmianie €. Rozpatrzmy
pierwsze rownanie uktadu (2.9.7). Przy a < 0 oraz e > 0 ma ono dwa punkty stacji-
narne: pg = 0 oraz p; = V —€/a . Latwo wida¢, ze punkt p, jest punktem odpychaja-
cym, natomiast punkt p; jest punktem przyciagajacym. Przy a>0 oraz e<0 uktad
réwniez ma punkty stacjonarne p¢ =0 oraz p; = V —€/a . W tym przypadku punkty
zmieniajg typy stabilno$ci na przeciwne. Zauwazajac ze z zadang doktadnos$cig punkt
p1 jest rozwigzaniem stacjonarnym perwzego roOwnania, przy tym ze 6 = w (¢t — ty),
zatem mozemy sformutowac nastepujace stwierdzenie.

Twierdzenie 2.9.1 (Andronov 1937, Hopf, 1942). W przypadku gdy parametr a,
zwany czgs$cig rzeczywista pierwszego indeksu Floquet ‘a, jest uyjemny, przy dostate-
cznie matych € > 0 w ukladzie (2.9.4) powstaje stabilny cykl graniczny, ktoérego
wymiary liniowe sg proporcjonalne do Ve. W przypadku gdy gdy a > 0, w uktadzie
powstaje niestabilny cykl graniczny.

Szkic dowodu (dla przypadku a < 0). Przepiszmy uktad (2.9.6) w postaci
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Ly =epi— wpr+r2ap - bp) +O(4) = F+ O(4);
Lp=wpi—epp+r2(bpi+apy) +0(*)=G+0(r)

gdzie r> = p? + p3. Traktujac prawe strony jako pierwszg i druga wspotrzedna pola
wektorowego i1 przemnazajac to pole skalarnie przez wektor 7 =(p1, p,) otrzymamy
wyrazenie

?{(F, G)teO(r*) }=€r? + ar*+ O(r®).  (2.9.8)

Jezeli uda sie udowodni¢ istnienie wielkosci 71, r, 0<r; < p; < r; takich ze (2.9.8)
jest dodatnie przy r = r| oraz ujemne przy r = r, , wowczas na mocy twierdzenia
Poincare-Bendixona w pierscieniu

D={(p1, p2)| 11 < pi+p} <15 }

istnieje co najmniej jedna orbita okresowa. Zauwazmy ze znak prawej strony wyraze-
nia (2.9.8) pokrywa si¢ ze znakiem wyrazenia

e +art+0(r). (2.9.9)

Wybierajac 0 < € na tyle matym zeby znaki wyrazenia (2.9.9) dla r lezacego w
poblizu warto$ci p; nie zalezaty od cztonow rzedu
O(r3) oraz zakladajaczeri, =p1 £, 0<06<<1, przy dostatecznie malej
wartosci 4, dochodzimy do wniosku ze pole wektorowe (£, G) jest skierowane
wewnatrz pierScienia Do takich parametrach, wigc obszar ten miesci on co najmniej
jedna orbite okresowa. Dowod tego ze w pierscieniu moze by¢ tylko jedna orbita
okresowa jest do$¢ trudny, dlatego go pomijamy. Zauwazmy na koncu ze ze wzgledu
na konfiguracj¢ geometryczna pola wektorowego, orbita okresowa musi by¢ zbiorem

przyciagajgcym.

Uwaga 1. W reprezentacji (2.9.5) pierwszy indeks Floquet’a z doktadnoscig do
O( | € |) mozna okresli¢ za pomoca nastgpujgcego wzoru:

16 a =F111 + F122 +G112 +G222 + (298)
[F1o (F11 +F2»)—Gi (Gi1 +Gxn)— Fi1 Gy +F»n G|,

L
w

gdzie dolne indeksy 1, 2 oznaczajg pochodne czgstkowe wzgledem zmiennych y;,y;.
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Wszystkie pochodne sg obliczane w punkcie y; =y, = 0 oraz przy € = 0.

Uwaga 2. Teoria bifurkacji Andronova-Hopfa przenosi si¢ przy pewnych ograniczeni-
ach na przypadki wielowymiarowe za pomoca twierdzenia o rozmaitosci centralnej.
Sformutowanie tego twierdzenia oraz odpowiedni algorytm mozna znalez¢ w
cytowanej wyzej ksigzce Guckenheimera 1 Holmesa.

2.9 .3. Przyktady badan powstania cyklu granicznego

Przyktad 1.

Przyktad 1. Punkt stacjonarny (0, 0) uktadu

X=ex—-y+ay*+pxy
29 .9
y=x—yy +dxy-y

przy € =
0 jest srodkiem. Chcemy okresli¢ cze$¢ rzeczywistg pierwszego indeksu Floqueta,
warunki powstania bifurkacji Andronova —Hopfa oraz typ
stabilnosci uktadu w zaleznos$ci od wartosci parametréw a, S, v, 9.

Rozwiazanie. Warto$ci wlasne macierzy linearyzacji ukladu (2.9 .9)

S

0
majg postaé 1, = 211«/1—62/4 = gii [1+0 (€2)]. Zaktadajac ze R = (1, O)",

rozwigzaujgc rownanie wektorowe
. € . .
AR+ i) = {5 +i[1+ O ()[R +J), J= (1, J)"

anastepnie korzystajac z lematu 2.9 .1, dochodzimy do wniosku,
ze przeksztalcenie sprowadzajace (2.9 .9) do postaci kanonicznej ma postac

p(} 9)s

gdzie elementy macierzy A (€)sgrzedu O (| € |). Zatem czg$¢
liniowa uktadu z doktadnoscia do O ( | € |) nie ulegnie zmianie,
dlatego wzor (2.9 .8) mozna stosowac do ukladu (2.9 .9). Rachujac, otrzymamy :

l6a =4y —a)—6.
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Stabilny cykl graniczny powstaje przy dodatnich € w przypadku gdy
2v(0—a)<3.
Gdy znak jest przeciwny w uktadzie
powstaje niestabilny cykl graniczny przy € < 0.
Zwroémy uwage nato, ze warto$¢ parametru 5 nie wplywa na powstanie cyklu.

Komérka 2.9.1. Powstanie cyklu granicznego w ukfadzie (2.9.9):

Clear[a, B, 6];
{a, 6} = {1, 1};

Manipulate [

eqla=x"[t] == ex[t] -y[t] +ay[t]®+Bx[t]®y[t];

eq2a = y'[t] == x[t] - yy[t]®+6x[t] y[t] -y[t]®;

sol = NDSolve[{eqla, eq2a, x[0] == a0, y[0] == 0}, {x[t], y[t]}, {t, O, 250}];
U=x[t] /. sol;

V=y[t] /. sol;

ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. sol], {t, 0, T}, PlotRange -» Full ],
{¥, {-1,0.5,1.5}}, {B, {-1,0.5,1.5}}, {e, -0.1, 0.6},

{T, {50, 100, 150, 200, 250}}, {a0O, {0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4}}]

Przyktad 2.

Wykazamy ze przy pewnej zalezno$ci pomiedzy parametrami w ukladzie

x\_ (0 —1\(x 0 )\ «w (X 0 B
()’/)_(a U )(y) (xzy)_M(y) (Xzy)’ l#l<<1,0<a=0(
(2.9.10)
zachodzi bifurkacja Hopfa oraz okreslimy typ stabilnosci rozwigzania okresowego.
Uktad ma $rodek w poczatku wspotrzednych gdy oraz y=0. Wiemy, ze przeksztatce-

nie liniowe ktdore sprowadza uktad (2.9.10) do postaci kanonicznej ma posta¢ P=(R,
-J), gdzie R+i J - wektor wlasny macierzy i:
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( 2 _ﬂl ) (R+iD=A(R+i ),

gdZie A= ’2i+ i |a- % - wartos¢ wtasna macierzy . Dokonujgc wybieru czesci rzeczywistej

wektora wtasnego w postaci R=(1, 0)", otrzymamy ze J=(J1, J2)" spetnia nastepujgce réwnania:
Loai=04?),  a=aJ+0(P).

Zatem, z doktadnoscig do O(u?),

0 0 -—
)+( = A+T().

1
P=(R, -J)= a
( )(0\/; 2(;/7

Z takg samg doktadnoscig

0

P'=A"VA T(u) A", gdzie A'=

1 0
0 1 / Ja )
Dziatajgc operatorem P! z lewej strony na réwnanie (2.9.10) oraz dokonujgc podmiany

()= ()

otrzymamy:

(ﬁ ) {IL\I/%Z _,u\//g )(J{; ) (wgyz )+O(u2)'

Przekonali$my si¢ Ze z doktadnos$cia do O(u?) czesé nieliniowa po przejsciu do wspotrzed-
nych kanonicznych pozostaje taka sama. Stosujgc wzér (2.9.8) otrzymamy ze a=-1/8. A
wiec, przy p >0 w uktadzie tworzy si¢ stabilny cykl graniczny.

Komérka 2.9.2. Powstanie cyklu granicznego w uktadzie

X=-y,
y=vx+puy—-xty

Clear([u, v]:;
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Manipulate[
eqla=x'"'[t] == -y[t];
eqa=y'[t] = vx[t] +uy[t] -x[t]*2y[t];
sol = NDSolve[{eqla, eq2a, x[0] == a0, y[0] == 0}, {x[t], y[t]l}, {t, O, 250}];
U=x[t] /. sol;
V=y[t] /. sol;
ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. sol],
{t, 0, T}, PlotRange » Full, AspectRatio-»k ], {u, -0.01, 2},
{v, {0.5,1.5, 2.5, 3.5}}, {T, {50, 100, 150, 200, 250}},
{a0, {0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4}}, {k, {0.5,1,1.5, 2}}]

2. 9.4. Bifurkacja homokliniczna

Powstanie cyklu granicznego mozna opisa¢ wykorzystujac teori¢ form normalnych.
Teoria ta pozwala istonie uprosci¢ cztony nieliniowe w prawej stronie uktadu dynam-
icznego w matym ale skonczonym otoczeniu punktu stacjonarnego (Srodka). Przy
zmianie parametru bifurkacji doprowadzajacej do istotnego wrostu Srednicy cyklu
granicznego, teoria ta staje si¢ nieprzydatna, za$§ dalsza ewolucja trajektorii okresowe;j
zalezy od czynnikow globalnych, i m.in. od charakteru punktéw stacjonarnych w jej
najblizszym otoczeniu. Najczesciej spotykany scenariusz ewolucji trajektorii okre-
sowej polozonej w poblizu punktu siodtowego przebiega nastepujaco. Wraz ze zmi-
ang parametru cykl graniczny powigksza si¢, zblizajac si¢ do punktu siodlowego;
przy pewnej krytycznej wartosci parametru dochodzi do bifurkacji homokliniczne;j
przy ktorej stabilna i niestabilna seperatryse siodta tworzg jedng trajektori¢ otaczajaca
ognisko niestabilne; orbita homokliniczna nie jest strukturalnie stabilna, dlateg przy
dalszej zmianie parametru jedna z trajektorii wychodzacych z ogniska taczy si¢ z
separatrysg wchodzacg do siodta, natomiast wszystkie pozostate trajektorie, tacznie z
separatrysg wychodzacg z B(-1, 0), porzucaja obszar w ktérym poprzednio znaj-
dowala sie orbita okresowa. Scenariusz ten realizuje si¢ w ponizszym ukladzie:

X[t] = -ylt] ;
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y'[t] = x[t] + p y[t] + x[t]"2 + x[t] y[t]. (2.9.11)

Uktad (2.9.11) posiada dwa punkty stacjonarne: A(0, 0) oraz B(-1, 0). Punkt A(0, 0)
przy u=0 jest srodkiem, punkt B(-1, 0) przy dowolnych wartosciach u jest siodtem.
Stosujac teori¢ form normalnych, w szczegdlnosci wzor (2.9.8), mozna przekonac sie
w tym, ze cykl graniczny ktory tworzy si¢ w ukladzie przy 0<u<<I jest stabilny.
Dalsza ewolucja cyklu mozna przesledzi¢ za pomocg symulacji numerycznych.
Chcac przedstawi¢ na globalnym portrecie fazowym uktadu (2.9.11) seperatryse
siodta B(-1, 0), nalezy znalez¢ kierunki charakterystycne wzdhuz ktoérych separatryse
wchodzg (wychodzg) do (z) punktu stacjonarnego. Dokonujac zamiany zmiennych
(z1, zp)= (x+1, y) otrzymamy uktad zlinearyzowany

()= (5 )=o),
z) -1 M — 1 Vi) z)
Latwo mozna przekonaé sic w tym, ze wartosci wlasne macierzy M dane sa wzorem

PSS BV 7R =

= 2

Warto$ciom tym odpowiadaja wektory wiasne B, = colon (1, A.). Portret
fazowy konstruujemy numerycznie. Wyniki sg przedstawione na trzech kolejnych
rysunkach otrzymanyc, odpowiednio, przy u=0.07, 0.1355 oraz 0.14. Kolorem

niebieskim pokazana jest separatrysa wchodzaca do siodta B(-1,0); kolorem czer-

wonym - separatrysa wychodzaca, za$ linig przerywang - trajektorie wychodzace z
ogniska A(0, 0).

2.10. Drgania w uktadach o nieautonomicznych i wielowymiarowych

2.10 .1. Wstep
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Oscylacje w uktadach wymiaru = 2, do ktérych mozna rowniez odnies¢ dwuwymi-
arowe uklady nieautonomiczne, przy zmianach parematrow moga przebiega¢ w
sposob bardzo odmienny od tego, co mielismy mozliwo$¢ obserwowaé w przypadku
autonomicznych uktadow dwuwymiarowych. Dlatego do ich badan stosuje si¢
bardziej zaawansowane narzgdzia, takie jak technika cie¢ Poincarego, czy badanie
indeksu Lyapunova. W sposéb nieco paradoksalny, zjawiska bifurkacyjne
zachodzace w ukladach dynamicznych dyskretnych wymiaru jeden przebiegaja w
sposob podobny do bifurkacji w uktadach wielowymiarowych. Nowy rozdziat
rozpoczynamy od omowienia rownania typu Duffinga z okresowg sitg zewnetrzng.

2.10.2. Bifurkacje w rownaniu Duffinga.
Zmodyfikowane ronanie Duffinga ma postac
X+ 2y x -x + x*=FCos[w1]. (2.10.1)

Opisuje ono odchylenia sztabki stalowej od potozenia réwnowagi w polu magnety-
cznym (p. rys. 2.10.1). Zrédtami pola stalego sa dwa magnesy state, ktorych bieguny
polnocne znajduja si¢ ponizej sztabki sg po lewej i po prawej stronie od osi symetrii
sztabki. Ponadto w uktadzie znajduje si¢ zrédto zmiennego pola magnetycznego.
Role t¢ pelni zelazna rama do ktérej przymocowany jest gorny koniec sztabki. Zrodto
to jest aktywne tylko wtedy gdy do niego podaje si¢ prad zmienny o czestosci w.

Rys. 2.10.1.

Przy wytaczonym zrédle zewnegtrznym (F=0) 1 braku tarcia (y=0), sztabka oscyluje
dookota jednego z dwoch potozen réwnowagi powstajacych na skutek obecnosci
stalych pol magnetycznych, ktére sg na tyle silne ze przezwyci¢zajg sile sprezystosci
sztabki. Przy takich zatozaniach (2.10.1) staje si¢ rownowazne ukladowi
hamiltonowskiemu
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x=-y=-H,, V=x> - x = Hy, (2.10.2)
gdzie

Hx, y) =5 + = - £ (2.10.3)
Potozenie oraz charakter punktow stacjonarnych ukladu (2.10.2) okresla przebieg
funkcji Ux) = < (x - 2)

przedstawionej na rys. 2.10.2.

Energia potencjalna

. i o . L
p \/E

Rys. 2.10.2

Z rysunku wida¢, ze uktad ma punkt siodtowy 4(0, 0) oraz par¢ pnktow B(x1, 0),
kazdy z ktérych jest sSrodkiem. Na portrecie fazowym, przedstawionym na rys.
(2.10.3) nalezy wyszczegdlni¢ symetryczng pare rozwigzan homoklinicznych, odd-
zielajacych ruchy o matych okresach, wykonywanych w poblizu biegunow mag-
nesow statych, od ruchéw o wigkszych okresach, pod czas ktorych sztabka
“odwiedza” wszystkie trzy punkty rownowagi. Wszystkie trajektorie fazowe, za
wyjatkiem pary petli homoklinicznych opisuja wiec ruchy okresowe.

Rys. 2.10.3.

W przypadku gdy tarcie oraz sita zewnetrzna sg niezerowe, uklad (2.10.1) staje si¢
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rownowazny tréjwymiarowemu uktadowi autonomicznemu

-y, (2.10.4)
& - x*-x-2yy~-FCoslz,

dz

; = W.

Ustalajgc wartosci parametrow y=0.25, w=1, x[0]=0.09;=x’[0]=0; oraz zmieniajgc parametr F w
granicach odcinka <0, 5.5> dokonyuwalismy symulacji numerycznych przebieg ktérych ilustrujg
ponizsze rysunki. Przy F=0 pierwsze dwa rénania ukfadu sg autonomiczne. Trajektoria fazowa
przechodzgca przez punkt (xg, yo) = (0.09, 0) zbliza sie asymptotycznie do w punktu stacjonarnego
B, = (1, 0), ktory jest ogniskiem stabilnym (rys. 2.10.4). Przy F>0 w otoczeniu punktu B, obserwuje
sie stabilny cykl graniczny. Przy matych dodatnich wartosciach parametru F jego rzut na
ptaszczyzne (x,y) jest silnie sptaszczony w kierunku pionowym, rys. 2.10.5. W mairg wzrostu
parametru F $rednica cyklu rosnie, sptaszczonos$é¢ zanika, a jego lewy brzeg zbliza sie do poczagtku
wspotrzednych (na rys. 2.10.6 pokazano cykl odpowiadajagcy wartosci F=0.3). Przy F= 0.3405
pojawiajg sie oznaki podwajania sie okresu. Przy F=0.348 to ze cykl podwoit okres jest w petni
widoczne (rys. 2.10.7). Przy F= 0.3408 zachodzi kolejne podwajanie okresu. Portret fazowy cyklu
o okresie 4 T jest przedstawiony na rys. 2.10.8. Po dalszym zigkszeniu parametru F obserwuje sie
kolejne podwajanie okresu. Na rys. 2.10.9 prawdopodbnie przedstawione sg drgania okresu 8 T,
ale jednoznacznie na podstawie wizualnych obserwaciji stwierdzic juz tego nie mozna. Przy F=0.38
obserwuje sie oscylacje ktére wygladajg jak chaotyczne (p. rys.2.10.10). Przy F=0.39 oraz F=0.4
obserwuje sie drgania chaotyczne ktére wypetniajg obszar zawierajgcy wszystkie trzy punkty
stacjonarne uktadu niezaburzonego (rys.2.10.11, 2.10.12). Przy F=0.45 obserwuje sie okno w
ktorym uktad demonstruje duze oscylacje o okresie 2T ( rys.2.10.13). Powyzej tej wartosci
parametru rozpoczyna sie kolejny cykl podwajania okresu oscylacji o duzej amplitudzie
(rys.2.10.14), ktéry sie konczy chaotyzacjag drgan (rys.2.10.15). Przy F =0.55 drgania znéw przybier-
ajg charakter okresowy (rys.2.10.16). Reasumujac, petne rownanie (2.10.1) demonstruje bardzo
skomplikowane zachowanie sie. Zeby to zachowanie przeanalizowa¢ chociazby czesciowo, niezbed-
nym jest wykorzystanie nowych narzedzi badan.

Rys. 2.10.4 Rys. 1.10.5
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F=0247

Rys. 2.10.6 Rys. 2.10.7

F=0.3565 F=03579
.

Rys. 2.10 .11
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Rys. 2.10 .12 Rys. 2.10 .13
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Rys. 2.10 .14 Rys. 2.10 .15

Rys. 2.10 .16

2.1 1. Rozwiazania chaotyczne.

2.11.1. Indeks Lyapunova

Wizualizacja rozwiazan o ztozonym zachowaniu si¢ (wieleokresowych, chaotyznych)
daje wglad w zachowanie si¢ trajektorii oraz zmianach zachodzacych w uktadzie przy
zmienie parametrow, jednak nie daje odpowiedzi na pytanie, czy mamy do czynienia
z rozwiazaniami chaotycznymi, czy z rozwigzaniami o okresie n T przy duzych n.
Scislejsza charakterystyka zachowania si¢ trajektorii jest indeks Lyapunova. Chaoty-
czne trajektorie cechuje skrajna czuto$¢ na wybor warunkéw pezatkowych. Pouczaja-
cym przyktadem ilustrujacym te czuto$¢ moze by¢ rozwigzanie jednego i tego z
zagadnienia poczatkowego przy zastosowniu metod numerycznych o réoznych doktad-
no$ciach. Ilustruje to przyktad przedstawiony ponizej. Rozwiazujemy zagadnienie
Cauchyego

X'+Sin[x]+Sin[x-2 t]=0,  x[0] = —0.5, x'[0] = 0

z 16zng doktadnoscig (bledem zaokraglenia). W pierwszej symulacji stosujemy opcje
AccuracyGoal -6, PrecisionGoal -6, natomiast w drugiej symulacji opcje Accuracy-
Goal-10, PrecisionGoal-10. Wyniki eksperymentoéw numerycznych przedstawione
sa na wykresie, na ktorym widac¢ ze po pewnym czasie wyniki symulacji zaczynaja
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coraz bardziej si¢ r6zni¢ od siebie.

Rys. 2.11.1

Jezeli przedstawi¢ graficznie roznice Ax[t]=x;[¢] — x,[¢], gdzi i oznacza numer ekspery-
mentu, to wida¢ wyraznie ze roznica, ktora w przedziale

t € (0, 40) wynositarzedu 1073 = 10~ przy ¢ = 42 doznaje gwattownego skoku (rys.
2.11.2 od lewej) po czym trajektorie oddalajg si¢ coraz bardziej od siebie (rys. 2.11.2
od prawej), co zaczyna by¢ widoczne na rys. 2.11.1 bardzo wyraznie, poczawszy od
t=80.

N

Rys. 2.11.2

Przedstawione zjawisko jest raczej cechg ogolng uktadow demonstrujacych
zachowanie chaotyczne: jezeli porownac¢ zadang trajektori¢ z trajektoriami zanajduja-
cymi si¢ w jej bliskim otoczeniu, to da si¢ zauwazy¢ ze $rednia odleglo$¢ migdzy
nimi zwigksza sie w tempie wyktadnicznym: |Ax| ~ Exp[A¢], A > 0. Wielkos¢ A,
charakteryzujaca stopien rozbiegania si¢ trajektorii nazywa si¢ indeksem
(wyktadnikiem) Lyapunova. Wielko$¢ A mozna okresli¢ w eksperymencie
numerycznym, ktory bedzie opisany ponizej. Najpierw jednak powinnismy podaé
definicji tej wielkosci. Zadajmy wiec punkt zo = (xg, v9) W przestrzeni fazowej 1
rozpatrzmy trajektori¢ fazowa

z[t, zol = (x(¢, z0 ), ¥(t,20))
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przechodzaca przez ten punkt w chwili # = 0. Rozpatrzmy zbior matych odchylen
do = {(A x0, A yo)}. Indeks Lyapunova definiujemy w sposob nast¢pujacy:

Azo] = 1Mo o0 jdojs0 <§ Ln[ B E— ] ) (2.11.1)

gdzie symbol ( ) oznacza §rednig policzong po dostatecznej liczbie infinitezymalnych
odchylen réownomiernie otaczajacych punkt zg. Wykorzystujac powyzszaa definicje,
nizej podali$my algorytm obrachunku indeksu Lyapunova dla wybranej trajektorii
roOwnania wahadta matematycznego z okresowg sita wymuszajaca.

Komorka 2.11 .1. llustracja czutosci rozwiazan uktfadu chaotycznego na

przyktadzie nieautonomicznego modelu wahadta matematycznego

Clear["Global *"]

w=1l; g=1; L=1; £=1; (* controlling parameters =)
x0=-0.50; v0 =0; (% initial position and velocity =)
deg=x"''[t] ==- (g/L) Sin[x[t]] -fSin[x[t] -wt] ;

(*# forced pendulum equation =*)

sol = NDSolve[{deq, x[0] == x0, x'[0] == vO}, x,
{t, 0, 200}, MaxSteps » 5000, AccuracyGoal » 6, PrecisionGoal -» 6] ;
graphl = Plot[Evaluate[{x[t]} /. sol], {t, 0, 200}, PlotStyle -» Red];

(* numerically solve de x*)

sol2 = NDSolve[{deq, x[0] == x0, x'[0] == v0}, x, {t, 0, 200}, MaxSteps -» 5000,
AccuracyGoal » 10, PrecisionGoal » 10]; (* numerically solve de =*)
graph2 = Plot[Evaluate[{x[t]} /. sol2], {t, 0, 200}, PlotStyle -» Blue];

Show|[graphl, graph2]

Komorka2 11 _ 2. Okreslenie indeksu
Lyapunova dla trajektorii fazowej rGwnania
x'[t] v[t], Vv'[t] = — Sin[x[t]] — Sin[x[t] — 2 t]
przechodzacej w chwili t = 0 przez punkt (xo, vo) = (0.5, 0)
z = {x[t], v[t]} /.
NDSolve[{x'[t] ==v[t], v'[t] == -Sin[x[t]] - Sin[x[t] -2 t], x[0] ==-0.5,

v[0] ==0.0}, {x[t], v[t]}, {t, O, 50}, MaxSteps -» 50000][[1]]:
z0 = Table[{-0.5+10~-5 (2 Random[] -1), 10~-5 (2Random[] -1)}, {m, 1, 40} |;
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Az[t_] = Table[Sqrt[({x[t], v[t]} -2). ({x[t], v[t]}-2)] /.
NDSolve[{x'[t] = v[t], v'[t] = -Sin[x[t]] - Sin[x[t] -2 t],
x[0] == z0[[m, 1]], v[0] == 2z0[[m, 2]]1}, {x[t], v[t]},
{t, 0, 50}, MaxSteps » 50000][[1]], {m, 1, 40}];

Alt_] =1/40sum[Log[az[t] [[n]] /Az[0] [[n]]], {n, 1, 40}] /¢;

Plot[A[t], {t, 0, 50},
PlotRange » {{-1, 50}, {-0.1, 0.6}}, AxesLabel » {"t", "A(t)"}]

Al
0.6

051
04
0.3F
0.2

0.1F

-0.1%

Rys. 2.11.3

Uwaga. Stosowana metoda obliczania indeksu Lyapunova nie jest metodg pre-
cyzyjna. Problem polega na tym, ze odlegtos¢ | dp| nie moze by¢ wigksza od pre-
cyzji uzywanej metody numerycznej. Jezeli natomiast | dy | jest zbyt duza, to wartos¢
Alzo] bedzie obarczona btgdem wynikajacym z tego ze trajektorie oddalaja si¢ od
siebie wyktadniczo wtedy gdy znajduja si¢ one dostatecznie blisko siebie. Tym nie
mniej, wykorzystana metoda nadaje si¢ do naszych celow praktycznych. Wyraznie
wskazuje ona na to, ze poszukiwana funkcja zmierza do pewnej wielko$ci dodatnie;j
bliskiej do 0.3.

Stopien oddalania si¢ trajektorii zalezy, na ogot, od ich wzajemnego potozenia. Dlat-
ego bardziej poprawnie by byto mowi¢ o zbiorze indekséw Lyapunova. Liczba indek-
sOw réwna jest liczbie stopni swobody w kierunkach prostopadtych do trajektorii,
czyli (N — 1), gdzie N - wymiar uktadu dynamicznego. Wzor (2.11.1) okresla, jednak
tylko jeden indeks, zwany starszym indeksem Lyapunova. Dzieje si¢ tak dlatego, 1z
w algorytmie opartym o opisang powyzej procedure rzeczywiscie okresla si¢
wielko$¢ zblizong do najwiekszego sposrdd indeksow Lyapunova. Ponizej wyjasnia
sie to w oparciu o odwzorowanie Poincarego generowane przez potok fazowy &,
uktadu dynamicznego w otoczeniu orbity okresowej. Konstrukcja odwzorowania jest
nastepujaca. Orbite okresowa y przecina sie transwersalnie ptaszczyzng X (p. rys.
2.11.4).
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—
P,
Rys. 2.11. 4.

Kazdemu punktowi g € U, C X stawia si¢ w odpowiednos$¢ punkt

f(q) = ®:(q), gdzie T jest czasem pierwszego przecigcia si¢ orbity ®,(q) z
plaszczyzna . Oczywistym jest to ze punkt p przecigcia orbity y z ptaszczyzng X jest
punktem stacjonarnym odwzorowania Poincarego.

Eksperymenty numeryczne wskazujg na to ze taczac kolejne iteracje £ (q)
odwzorowania f : U, = X za pomocg odcinkoéw skierowanych otrzymamy obrazki
bardzo przypominajace dwuwymiarowe portrety fazowe. W zalezno$ci od charakteru
potoku fazowego ®,(¢g) (dla ktérego indeks Lyapunova (2.11.1) jest wielkoscia dodat-
nig), trajektorie w otoczeniu punktu p beda miaty charakter siodta, zrodta lub
ogniska niestabionego. Korzystajac z tej analogii przytoczymy argumenty ttumaczace
dzialanie algorytmu opartego na wzorze (2.11.1). Rozumowania przeprowadzimy
przy zalozeniu ze punkt p jest “punktem siodtowym”. Jak wiedomo, przy odpowied-
nim doborze zmiennych ukttad dynamiczny w malym otoczeniu siodta przybiera
postac

(=05 S0 woso

W takim uktadzie punkt p ma wspotrzedne (0, 0). Rozpatrzmy orbite rozpoczyna-
jaca sie w punkcie g o wspotrednych (xg, o). Odlegto$é pomiedzy orbitg /”(q) a
poczatkiem wspotrzednych bedzie zmieniac si¢ w czasie zgodnie ze wzorem

d(t)z\/x()z Q214 y2 e 2hat = 2Nt \/x02 + e+t =
xoeh! + O(e M+ 1),

A wiec wielko$¢ okreslona zgodnie ze wzorem (2.11.1) bedzie wynosic¢
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Alxo, vol= Lim L1Ln(€ _1)= Lim LLn[eM(2 —ctt)]=2,.
o, ol t—00,d(0)-0 1 ( d(0) ) 1—00,d(0)-0 ! [ (d(O) )] !

Zadanie. Wykaza¢ poprawnos¢ powyzszego stwierdzenia w przypadku gdy punkt
stacjonarny odwzorowania Poincarego ma charakter zrodta.

2.11.2. Ukfad Rosslera. Odwzorowanie Lorenza

Naszym najblizszym celem jest zrozumienie mechanizmu powstania kasakdy podwajania okresu.
Standardowym uktadem trojwymiarowym w ktérym jest realizowany taki scenariusz jest uklad
Rosslera

X =-(y+2), (2.11.2)
y=x+02y,
z=0.2+z(x-c).
Kaskada podwajania okresu mozna zaobserwowaé w eksperymencie numerycznym w ktérym

parametr ¢ zmienia sie na odcinku
(2.0, 5), rys.2.11.4.

Uktad Risslera przy ¢=2.0: rozwiazanie okresu 1 T

Uktad Résslera przy c=3.0: rozwiazanie okresu 2
5

To, w jaki sposob odbywa sie bifurkacja podwajania okresu, mozna przyblizy¢
postuguja¢ si¢ odwzorowaniem Poincarego. Potok fazowy uktadu dynamicznego
generuje odwzorowanie Poincarego plaszczyzny X transwersalnej do orbity okre-
sowej ¥ w siebie. Jezeli y jest orbitg stabilng, to punkty kolejnych przecie¢ orbity
przechodzacej przez wybrany punkt ¢ zmierazja do punktu statego p odwzorowania
%, tworzac analog wezla stabilnego (p. lewa panel rys. 2.11.5). Przy pewnej warto$ci
parametra c cykl o okresie 1 7 traci stabilnos¢, ale nie znika. W jego otoczeniu
pojawia si¢ stabilny cykl o okresie =~ 2 7. Na ptaszczyznie Poincare podwajaniu
okresu odpowiada bifurkacja widlowa (prawa panel rys. 2.11.5). Przy dalszej zmie-
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nie parametru cykl okresu 2 7T') rowniez ulega bifurkacji podwajania. Punkty przecie-
cia ptaszczyzny X przez orbite o okresie 2 7 ulegaja przy tym bifurkacji widlowe;.
Proces ten nastgpnie si¢ powtarza, przy czym zmiany wartosci parametru ¢ przy
ktorych zachodza kolejne bifurkacje podwajania stajg si¢ coraz mniejsze. Ostatecznie
w skoniczonym obszarze przestrzeni fazowej pozostaje jedyna orbita stabilna o okre-
sie 2% T (orbita chaotyczna) oraz przeliczalng i1lo$¢ orbit niestabilnych o okresie
2"T(m=1, 2, ...).

Rys. 2.11.5

Przedstawiajac scenariusz podwajania okresu, nie odpowiedzieliSmy na zasadnicze
pytanie o tym, jaka jest geneza tych bifurkacji. Uzyskanie odpowiedzi na to pytanie
poprzez analize trojwymiarowego uktadu dynamicznego nie jest mozliwe. Mozna
natomiast skorzysta¢ z zasady skracania informacji, ktora w danym przypadku polega
na tym ze informacja o charakterze rozwigzania uktadu trojwymiarowego zawarta
jest w kazdej ze sktadowych funkcji, na przyktad x(¢). Oznaczmy » — te maksimum
lokalne funkcji x(¢) przez x, (p. rys. 2.11.6).

Rys.2.11.6

Na kolejnym rysunku pokazany jest wynik przedstawienia wartosci x,.| jako funkcji-

x,, dla duzej liczby iteracji. Odwzorowanie to zaproponowat E. Lorenz. Widzimy ze
w danym konkretnym przypadku kolejne naksima lokalne zwiazane sg zaleznos$cig
funkcjonalng zadang funkcja przypominajacg przewrocong parabole.
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Rys. 2.11.7

Definicja. Funkcja y=f(x), odwzorowujaca odcinek / = < a, b > € R w siebie
nazywa si¢ funkcjg unimodularng, jezeli f'(a) = f(b), a ponadto istnieje xo € (a, b)
takie ze [ |<a. x> >0, 1 f |<w.5> <O.

Stosujac translacje x - x +a, y — y + b oraz skalowania

x—->ax, y- By, a, B >0, kazda funkcje unimodularng mozna przeksztatci¢ do
postaci y = f(x) gdzie f - funkcja unimodularna odwzorowujaca odcinek

<0, 1> w siebie taka ze £ (0) = (1) = 0 . Jak pokazano w pracy N. Metropolis,
M.L. Stein, P.R. Stein, “On finite limit sets for transformation on the unit intrval”,
Journ. Combin Theory, vol. 15:25, 1973, kazde odwzorownie unimodularne

Xnr1 = 7 f(x,), f(0)=f(1)=0, odwzorowujace odcinek <0, 1> w siebie i posi-
adajace na tym odcinku ujemna pochodng Schwarza
e
Sf=}f,—,— 5(}11—,). (2.11.3)

demonstruje kaskade podwojenia okresu, przy czym przebieg zjawisk bifurkacyjnych
nie zalezy od wyboru funkcji /. Z uwagi na to, ze znak pochodnej Schwarza jest
niezmienniczy wzgledem skalowania i translacji, analiza odwzorowania Lorenza dla
uktadu Rosslera moze byc oparta na badaniu funkcji unimodularnej okreslonej na
odcinku <0, 1 >. Wygodnym dla analizy reprezentantem danej klasy jest odw-
zorowanie logistyczne x,,1 = rx, (1 — x,). Nizej bedg przeanalizowane wlasnosci
tego odwzorowania odstaniajagce mechanizm powstania bifurkacji podwajania okresu.

2.11.3. Odwzorowanie logistyczne

Latwo mozna przekonac si¢ w tym, ze przy » € (0, 4) odwzorowanie logistyczne
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Xps1 = X, (1 = x,), (2.11.4)

odwzorowuje odcinek prostej <0, 1 > w siebie. Zawezajac si¢ do takich wartosci
parametra r, rozpoczniemy badania odwzorowania (2.11.4) od zlokalizowania punk-
tow stacjonarnych i analizy ich stabilno$ci. Punkt stacjonarny okresla si¢ jako
rozwigzanie rGwnania

x. =rx, (1 —x). (2.11.5)

Rozwiazanie x¥ = 0 rOwnania (2.11.5) okre$la punkt stacjonarny ktdry istnieje przy
dowolnych warto$ciach parametru ». Drugie rozwigzanie tego réwnania, ktére dane

*

jest wzorem x! = %, istnieje przy r € (1, 4). Typ stabilnosci punktu

stacjonarnego x, zalezy od tego, czy punkty nalezace do dostatecznie matego
otoczenia x, zblizaja czy oddalajg od niego. Okresla si¢ to w terminach linearyzacji
odwzorowania f w wybranym punkcie stacjonarnym:

I = flxd | = DS | |x - x.
(2.11.6)

+O(|x - X, |2)E|I"(1 - 2x,) | |x - x|

Poniewaz D f[0] = r, wiec punkt stacjonarny x? =0 jest stabilny gdy » € (0, 1).
Utrata stabilno$ci nastepuje rOwnocze$nie z powstaniem punktu stacjonarnego x!.
Linearyzujac odwzorowanie w tym punkcie otrzymamy

| fIx] = fxt] | = [ D] =] |

x— x! |+O(|x -x. P E|(2—I’)| |x—x}<

Zatem punkt stacjonarny x! jest stabilny gdy spetniona jest nierownos¢ |2 —r| <1,
czyligdy r € (1, 3).

Orbite punktu xo € (0, 1), pod ktora rozumiemy cigg punktow

{xo, x1 = flxol, ...x, = f™[x0], }, wygodnie jest przedstawia¢ graficznie na t. zw.
diagramach Lemeraia. Na pierwszym kroku konstrukcji diagramu punkt x, faczy sie
odcinkiem skierowanym z jego obrazem na paraboli f[x] = 7 x (1 — x). Ten punkt
taczy si¢ skierowanym odcinkiem poziomym z przekatng. Poniewaz “wspotrzedna
X" punktu na przekatnej pokrywa si¢ z x| = f[xo], wiec taczac go pionowym
odcinkiem skierowanym z parabolg, otrzymamy f?[x,]. Powtarzajac t¢ procedure
wielokrotnie, mozemy odtworzy¢ orbite punktu xy Nizej procedura ta implementuje
si¢ odpowiednio dla » = 1.5, r=2.5 orazdlar=3.1.
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3

Rys. 2.11.8.

Pokazali$my kilka typowych diagramaow Lemeraia, ktore powstaja gdy

re (1,3+9).

Na tym zbiorze wartosci parametru » wystgpuja nastgpujace typy zachowan odw-
zorowania (2.11.5): orbita podgza monotonicznie do punktu stacjonarnego x! gdy

r € (1, 2); przy r € (2, 3) iteracje zblizajg si¢ do punktu stacjonarnego zataczajac
spirale; przy » > 3 gdy obydwa punkty stacjonarne x!, v =0, 1, stajg sie niesta-
bilne, iteracje daza do orbity okresowej. Zatem mamy tu do czynienia z analogiem
bifurkacji Andronova-Hopfa. Przy dalszym zwigkszeniu parametru » obserwuje si¢
kaskade podwajania okresu prowadzaca do chaotyzacji odwzorowania, kiedy to
prawie wszystkie orbity wyktadniczo szybko oddalaja si¢ od siebie.

2.11.4. Bifurkacje podwajania okresu

Zachowanie si¢ diagramow Lemeraia przy wartosciach r lekko przekraczajacych
r1 = 3 mozna przeanalizowaé rozpatrujgc rownoczesnie z f [ x, | druga iteracje

fz[xn] :f[f[xn]]

Wiasnosci odwzorowania [?.

Lemat 1. /2 [x] posiada ekstrema lokalne w punktach xo = 1 /2 oraz x; , = f~1[1/2].
Dowdd. Warunek konieczny ekstremum lokalnego ma nastgpujaca postac:

L2 = SO @ =1 - 2f@]r[l -2x]=0.
Powyzsze rownanie ma trzy pierwiawtki: xo = 1/2; x;,=7"1(1/2), c.b.d.o.
Lemat 2. Jezeli f(x,)=0,to f"(x.)=0,n=2, 3, ... (dowdd jest oczywisty).
Lemat 3. Jezeli punkt stacjonarny x, jest stabilny wzgledem

f, tojestonréwniez stabilny wzgledem f”, n=2, 3, ...
Dowéd. Zatézmy ze |f'(x,) | <1. Wowczas
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|2 e [ = [P | = | f e f ) | = (| f e ]) <.

Tak samo wykazuje si¢ stwierdzenie dla wyzszych iteracji.

Lemat 4. Punktx! , ktory przy r < 3 jest stabilnym punktem stacjonarnym odw-
zorowania /2, przy r > 3 staje sie niestabilny ulegajac bifurkacji widlowej, na skutek
ktorej kreuje si¢ dwa stabilne punkty stacjonarne X1 X, ()?1 <xl <x ) odwzorowa-

*

nia /2 . Przy tym zachodzg wzory
S &) =% f (%) =X (2.11.7)

Para punktow {x|, X} tworzy orbit¢ okresowa do ktorej daza asymptotyczne prawie
wszystkie orbity odwzorowania logistycznego gdy 3<r<1+v6 = 3.449.

Szkic dowodu. Prosty sposob znalezienia dodatkowych punktow stacjonarnyc odw-
zorowania f2 polega na odrzucaniu tych pierwiastkow, ktore to odwzorowania dzieli
z f(x). W tym celu rozpatrujemy réwnanie ilorazowe

0=Lto=, (2.11.8)

Prawg strong znajdziemy stosujac komendy PolynomialQuotient oraz sprawdzajac
czy wielomiany sg podzielne bez reszty, stosujac komende PolynomialReminder

Komoérka 2.11 .1

P=r2(1-x)(1-rx(1-x))-1;
Q=r(-x)-1;
PolynomialQuotient[P, Q, x|
L+r+(-r—r?)x +’x?
PolynomialRemainder([P, Q, x|
0

Tak wigc rownanie (2.11.8) rownowazne jest rGwnaniu
1 +r+(—r—r2)x+r2x2=0.

Pierwiastki tego rownania dane sg wzorem
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3_‘71,2 — r+1i\/(£-i}:l)(r—3) . (2119)

Przeanalizujmy ten wzér. Zauwazmy, przede wszystkim, ze rozwigznia rzeczywiste
nie istnieja gdy r<3. Przy =3 istnieje jedyne rozwigzanie x; , = x! .  Tak wigc

punkty {X, X} pojawiaja si¢ w wyniku “rozgaleienia” niezerowego punktu
stacjonarnego odwzorowania f.

Wykazamy wzor (2.11.7). Z whasnos$ci f2(x)) = X; wynika zZe:

FASED] = f2@D)] = f&®D.

Zatem f'(x;) jest punktem stacjonarnym odwzorowania /2, a wiec zachodzi relacja
f(-)_cl) € {09 x>lka X1, )_CZ}

e Rownos¢ f(x1)=0 odpada, poniewaz f~1(0) = {0, 1};
e rowno$¢ f(x))=x! odpada poniewaz z tej rownosci wynika ze
f2x) =% = f(x))=x],

1

czyli X|=x,, co nie jest prawda przy r > 3;
e f(X1) #+ X poniewaz X| nie jest punktem stacjonarmym f .
Tak wigc pozostaje opcja f(¥) = X,. Dla drugiego punktu dowod jest analogiczny.

Dla wykazania stabilno$ci punktow {X;, X,} rozpatrzmy wartosi pochodne;j
f'(x) =7 (1 —2x)w tych punktach. Na podstawie wzoru (2.11.9) mamy:

f'()—cl72)=r[1_r+liv (r:l)(r—?;) ]2-11\/(7" + 1) (r — 3) )

Natomiast

(fz)' F2)=f [ F1)] f(x12) =
(—1 +Ve+ D) =3) )(—1 o+ 1)(r—3))= =G+ 1)(r=23)
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Wielkos$¢ ta przy »; = 3 réwna jest 1. Maleje ona do -1 gdy r rosnie do 7, =1+V6 =
3.449. Powyzej r, punkty {X|, X»} staja sie niestabilne i1 kazdy z nich ulega bifurkacji
widtowej w wyniku ktorej powstaje cykl okresu 4. Proces ten powtarza si¢ nieskonc-
zona 1lo$¢ razy, przy czym odlegtos¢ A, =r,; — r, dzielaca kolejne bifurkacje
podwajania staje si¢ coraz mniejsza i wreszcie przy wartosciach r> r, = = 3.5699
iteracje stajg si¢ chaotyczne. Przejawem chaotycznosci orbit jest to Ze sgsiadnie
trajektorie wyktadniczo szybko oddalajg si¢ od siebie.

Podobnie jak w przypadku cigglym, wzajemne “przycigganie” czy “oddalanie” si¢
trajektorii w otoczeniu punktu xy € (0, 1) dyskretnego uktadu dynamicznego mozna
scharakteryzowa¢ indeksem Lyapunova A(x() ktory okresla si¢ wzorem

€ elV A) ~ |fN(x0+€)—fN(x0) |

Wzoér ten w granicy e - 0, N — oo daje doktadng warto$¢ indeksu rowna

Axg) = limy o, lime,g & Log | Fhute=2) | = fimy L Log | 44w |
2.11.10)

Zaleznos$¢ indeksu Lyapunova od parametru » przedstawiona jest na rys. 2.11.9.

Rys. 2.11.9.

Zauwazmy, ze indeks Lyapunova zbliza si¢ do osi poziomej od dotu w tych punktach
w ktorych odwzorowanie logistyczne doznaje bifurkacji podwajania okresu. Przy

r> re = 3.5699 wykres przemieszcza sie w gorng potplaszczyzne, demonstrujac
rownoczes$nie charakter oscylacyjny. Oscylacje przy ktorych warto$¢ indeksu
“nurkuje” wielokrotnie w dolng potplaszczyzne, odpowiadaja oknom okresowosci,
ktore widoczne sg na diagramie bifurkacyjnym przedstawionym na rys. 2.11.10.
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.....

Rys. 2.11.10

Przedstawione wyniki wskazujg na to, ze odwzorowanie logistyczne demonstruje
kaskade podwajania okresu, ktora wynika z wlasno$ci superpozycji odwzorowan
nalezacych do danej klasy. Scenariusz ten przejawia si¢ w kazdyum odwzorowaniu
unimodularnym spetniajacym warunek (2.11.3). Zastosowanie “zasady skracania
informacji”’ pozwala stwierdzi¢ ze podwajanie okresu w przypadku uktadu Rosslera
nie jest przypadkowe. Jest ono cecha wewnetrzng kazdego uktadu dla ktorego odw-
zorowanie Lorenza jest funkcjg unimodularng.
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