Algebra 2010
Notatki do wyktadow

A. Pawet Wojda
Wydzial Matematyki Stosowanej AGH

26 stycznia 2011



Spis tresci

1 Wyklad 1. 6.X.2010

1.1 Wstep . . .« o o o
1.2 Arytmetyka liczb calkowitych . . . . . ... ... ... ... ...
1.3 Grupy . . . o v v i i e
2 Wyklad 2. 12.X.2008
2.1 Grupycd.. . ...
2.2 Funkcjap Eulera . . . . . .. ..o oo
2.3 Homorfizmy grup, grupy izomorficzne . . . . . ... ... .. ..
24 Grupy cykliczne . . . . . ... L
3 Wyklad 3 - 19.X.2009
3.1 Grupy cykliczne -c.d. . . . ... oL oo
3.2 Twierdzenia Cayleya i Lagrange’a. . . . . . ... ... ... ...
3.2.1 Podgrupy - przypomnienie . . . . . .. ... ...
3.2.2 Twierdzenie Cayleya . . . . . . . ... ... ... .....
3.2.3 Twierdzenie Lagrange’a . . . . . . ... ... ... ....
4 Wyklad 4 - 26.X.2009
4.0.4 Wnioski z twierdzenia Lagrange’a. . . . . . .. ... ...
4.0.5 Twierdzenie Eulera i Male Twierdzenie Fermata . . . . .
41 Cwiczenia . . . . oo
4.2 Chinskie twierdzenie o resztach
—réwnania modularne . . . ... ..o Lo
4.3 Drzialanie grupy na zbiorze . . . . . . . ... oL
5 Wyklad 5 - 9.X1.2010
51 Grupy-cd. . . . ..
5.1.1 Lemat Burnside’a . . ... .. .. ... ... .. .. ..
5.1.2 Podgrupy normalne . . . ... ... ... ... .. ...,
6 Wyklad 6 - 16.X1.2010
6.1 Grupy-cd. .. ... . ...
6.1.1 Grupy ilorazowe . . . . . ... ... L.

13
13
14
14
14
14

16
16
16
16

17
18

20
20
20
21

23
23
23



SPIS TRESCI

6.2 Zasady kryptografii z kluczem publicznym . . . . . . . ... ...
6.2.1 Metoda Rabina . . . . . ... ... ... ... ... ...

Wyklad 7 - 23.X1.2010

7.1 Zasady kryptografii z kluczem publicznym c¢.d. . . . . ... ...
7.1.1 Metoda RSA . . ... . ... ... ...

7.2 Pierscienie . . . . . ...
7.2.1 Przyktady pierscieni . . . . .. ... ... L.

7.3 Podpierscienie . . . . . ...

7.4 Zadania . . . ...
741 Idealy . . ... .. .o

Wykltad 8 - 30.X1.2010

8.1 Pierdcieniec.d. . . . . . ...
8.1.1 Pierscienie gléwne . . . . . ... Lo
8.1.2 Wiecej o pierscieniach wielomianéow . . . . . . ... ...
8.1.3 Podzielnoé¢ w pierscieniach . . . . . .. ... ...

Wyklad 9 - 7.XI1.2010

9.1 PierScieniec.d. cd. . . . . ...
9.1.1 Pierscienie Gaussa . . . . . . . ... ..o
9.1.2 Powrét do wielomiandéw . . . . . .. .. ... ... ...
9.1.3 Jeszcze o pierécieniach gtéwnych . . . .. .. ... .. ..

10 Wyklad 10 - 17.X11.2010

10.1 Pierscienie c.d. cd. . . . . . ... Lo

10.1.1 Pierscienie gtéwnecd. . . . . . . .. ..o
10.2 Pierscienie euklidesowe . . . . . . . . .. ... ...
10.3 Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki . . . . ... ... ... ...
10.4 Cialo ulamkéw pierscienia catkowitego . . . . . . . . .. ... ..

11 Wyklad 11 - 21.XI1.2010

11.1 Pierscienie ilorazowe . . . . . . . . . .. ... .
11.2 Homomorfizmy pierscieni . . . . . ... ... .. ... ......
11.3 Wielomiany nieprzywiedlne . . . . . .. ... ... . ... ...
11.4 Wielomiany wielu zmiennych . . . . . ... ... .. .. .....

11.4.1 Wielomiany symetryczne . . . . . . ... .. ... ....

12 Wyklad 12 - 4.1.2011

12.1 Wielomiany wielu zmiennychcd. . . . . . . . .. ... ... ...
12.1.1 Wielomiany symetryczne c.d. . . . . ... ... ... ...
12.1.2 Twierdzenie Wilsona . . . . . . . ... .. ... ... ...

12.2 Twierdzenie Wilsona . . . . . . . . . .. ... .. ...
12.2.1 Podstawowe twierdzenie o wielomianach symetrycznych

12.3 Pierscienie wielomianéw nad pierscieniami Gaussa . . . . . . . .

23
25

27
27
28
29
30
31
31
32

33
33
33
33
34

37
37
37
38
39

41
41
41
42
43
43

45
45
46
47
48
49

50
50
50
50
o1
o1



SPIS TRESCI

13 Wyklad 13 - 11.1.2011

13.1 Wielomiany nad pierscieniami Gaussa c.d. . . . .
13.2 Twierdzenie Gaussa . . . . . .. . .. ... ...
13.3 Rozszerzenia ciat . . . .. ... .. ... .....
13.4 Cialorozktadu . . ... ... ... ... .....

14 Wyklad 14 - 18.1.2011

14.1 Zasadnicze Twierdzenie Algebry . . . . . .. ..

14.2 Rozszerzenia skoriczone, algebraiczne

iprzestepne . . . . .. .. ... oL

15 Wyklad 15 - 25.1.2011
15.1 Rozszerzenia skoriczone, algebraiczne

iprzestepnecd. .. ... ... L.

15.1.1 Liczby konstruowalne i niekonstruowalne.
16 Pytania

Bibliografia

53
53
54
o4
o4

56
56

58

60

60
62

63

67



Rozdzial 1

Wyklad 1. 6.X.2010

1.1 Wstep

Zacznijmy od kilku informacji o historii nazwy przedmiotu.

Nazwa algebra pochodzi od tytulu dzieta arabskiego matematyka dzialajace-
go w IX wieku w Bagdadzie, Muhammada Ibn Mussa Al Chwarizimi: Hisab
al-dzabr wal mukabala (w transkrybcji polskiej, oczywiscie). Algebra jest znie-
ksztalconym al-dzabr z owego tytulu'. Tytul ten oznacza Sztuka redukcji i
przenoszenia, zas samo dzielo arabskiego matematyka dotyczylo rozwiazywania
rownan algebraicznych stopni pierwszego i drugiego. Al Chwarizimi byt gléwna
postacia znakomitej instytucji ktéra byt bagdadzki Dom Nauki, prekursor poz-
niejszych uniwersytetéw i instytucji naukowych. Nazwisko Al Chwarizimiego,
takze znieksztalcone?, stalo sie Zrédlem nazwy algorytm, tak waznej we wspél-
czesnej matematyce i informatyce.

Zainteresowanych historia matematyki namawiam goraco do przeczytania pie-
knej ksiazki Marka Kordosa Wyktady z historii matematyk: dzieki ktérej mozna
poznaé historie matematyki, przesledzi¢ jak powstawata i zrozumie¢ jak bardzo
niebanalnymi byly, dla pozbawionych wspélczesnego formalizmu algebraicznego
uczonych, dzialajacych we wcale niedawnej przeszlosci wiekéw srednich, naj-
prostsze operacje algebraiczne.

Poza aspektami historycznymi, warto w tym miejscu zwrdéci¢ uwage na jesz-
cze jedna sprawe. Ta cze$é¢ algebry, ktéra jest obiektem Notatek, najczesciej
nazywana jest algebrq abstrakcyjng. To piekna i dobra nazwa, ktéra wyrdznia
ten dzial od algebry liniowej. Niestety przymiotnik abstrakcyjna sugruje tez:
niekoniecznie potrzebna. To oczywista nieprawda - nawet podczas tego wykladu

LW jezykach angielskim i francuskim podobienstwo slowa algebra czy tez algébre do arab-
skiego oryginalu jest znacznie wyrazniejsze niz w jezyku polskim.

2Tytul dziela Al Chwarizimiego przetlumaczony na tacing brzmial Algorithmi de numero
Indorum, co mialo znaczyé: Al Chwarizimiego dzielo o liczbach indyjskich. To wlasnie dzieki
temu dzielu Europa poznala dziesiatkowy system pozycyjny i liczbe zero, ktére matematycy
arabscy przejeli od Hinduséw.
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bedziecie mieli okazje do poznania niektérych zastosowan. Wiecej zastosowa al-
gebry abstrakcyjnej poznacie z pewnoscia na innych przedmiotach (kodowanie,
matematyka dyskretna, teoria algorytméw...).

Jak z pewnodcia zauwazyliscie, spis literatury jest znacznie obszerniejszy

niz ten, ktéry podatem podczas wykladu. Oczywiscie nie musicie wszystkiego
czytaé, w kazdym razie nie dzisiaj :)

A. Pawel Wojda
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1.2 Arytmetyka liczb catkowitych

Ponizej przypomnimy niektére definicje i wasnosci liczb catkowitych, ktére po-
trzebne nam beda w dalszym ciagu wyktadu.
Zacznijmy od twierdzenia o dzieleniu liczb calkowitych.

Twierdzenie 1.1 Dia dowolnych liczb catkowitych a i b, b > 0 istniejq jedno-
znacznie wyznaczone liczby q,r € Z takie, zZe

a=bg+r (1.1)
przy czym 0 <1 < b.

Liczby g oraz r nazywamy, odpowiednio, ilorazem i reszta dzielenia a przez

Moéwimy, ze d jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb catowitych
aib jezeli

e dlaid|b oraz

e dla kazdego ¢ € Z: cla Aclb= c|d

Dowdéd twierdzenia 1.1 powinien by¢ $wietnie znany ze szkoty. Wykazemy
jednak istotna dla nas wlasno$¢ wystepujacych nim liczb a,b i r.

Fakt 1.2 NWD(a,b) = NWD(b,r).

Rzeczywiscie, oznaczmy d = NWD(a,b) oraz ¢ = NWD(b,r). Skoro d
dzieli a oraz b, dzieli takze r (najlepiej wida¢ ten fakt po napisaniu wzoru (1.1)
w postaci 7 = a — bg). Poniewaz za$ ¢ jest najwigkszym wspélnym dzielnikiem
bir,d dzieli c.

Réwnie tatwo dowodzimy, ze c|d, skad juz natychmiast wynika fakt 1.2.

Algorytm Euklidesa

Niech a,b € Z, a,b # 0.
Tworzymy rekurencyjnie ciag (r,):
ro=a, rn==~
Tn—1 = qnT’n+"Tnt1, gdzie 0 < 7,11 < rp. Zauwazmy, ze skoro dla kazdego n dla
ktzego r, > 0 zachodzi 7,11 < 7, ciag (r,) jako ciag nieujemny jest skoniczony,
istnieje takie k > 1, ze 7, 0 oraz ri1 = 0. Mamy wiec ciag k rownosci:

ro = qiT1 + T2 o <71

r1 = q2r2 + 173 T3 < T2

(1.2)
Thk—2 = qk—1Tk—1 + Tk Tk < Tk—1
Tk—1 = qkTk

Na mocy faktu 1.2 mamy: NWD(rg,r1) = NWD(ry,ry) = ... =
NWD(rg—2,r4—1) = NWD(rg_1,rz) = 7. To oznacza, ze prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 1.3 Niech a,b € Z, a,b # 0. Istnieje takie k catkowite, ze ry, # 0
oraz ry1 = 0 (gdzie ciag (rn) jest wyznaczony przy pomocy algorytmu Eukli-
desa). Co wiecej, mamy wéwczas r, =NWD(a,b).

Zauwazmy, ze algorytm Euklidesa konczy sie w liczbie krokéw ograniczonej
przez |b| i w tym sensie jest to algorytm szybki, efektywny?>.

Twierdzenie 1.4 Niech a,b € Z, nie réowne réownoczesnie zero.
NWD(a,b) =min{d >0:d=ax+by, z,y€Z}

Dowéd. Niech A ={d > 0:d = aa+ 8b,a, € Z}. Zauwazmy, ze A # () oraz,
ze min A istnieje. Oznaczmy d = min A. Oczywiscie d € A, a wiec istnieja takie
aif, ze d = aa+ Bb. Wykazemy wpierw, ze d|a. Rzeczywiscie, przypusémy, ze

a=qd+r
gdzie d > r > 0. Wéwczas
O<r=a—gd=a—gqglaa+pb) =a(l —ga)+b(—¢B) <d

A to sprzeczne z definicja d jako najmniejszego elementu zbioru A*.

W identyczny sposéb dowodzimy, ze d|b.

Zalézmy teraz, ze pewna liczba calkowita ¢ dzieli zaré6wno a jak b. Wéwczas ¢
dzieli d = ca +' betab, co koriczy dowdd faktu, ze d jest najwiekszym wspdlnym
dzielnikiem a i b. |

Zauwazmy, ze korzystajac ze ciagu zwiazkéw (1.2) oraz faktu, ze ry jest
najwiekszym wspolnym dzielnikiem a i b, mozna w inny sposéb udowodnié¢ twier-
dzenie 1.4, co wiecej, wida¢ takze, ze algorytm Euklidesa pozwala efektywnie
wyrazi¢ NW D(a,b) jako liniowa kombinacje liczb a i b.

Jesli NWD(a, b)= 1, wéwczas méwimy, ze a i b sa wzglednie pierwsze i
piszemy (a,b)=11lub a L b.

Whniosek 1.5 Liczby catkowite a i b sqa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy
gdy istnieja o, B € Z takie, Ze

aa+ pb=1

Co wiecej, a i B dadzq sie znaleZé przy pomocy algorytmu Fuklidesa.

3Za algorytm szybki uwaza sie taki, ktéry kornczy dzialanie po czasie ograniczonym przez
funkcje wielomianowa wielko$ci problemu. W naszym przypadku rozsadnym jest przyjac, ze
wielko$é problemu, to |b].

4 A ma element najmniejszy (jak nie widzisz dlaczego, pomysl nad uzasadnieniem, to nie-
trudne!), nie musimy sie wiec tu zajmowaé subtelng réznica pomiedzy elementem najmniej-
szym a minimalnym tego zbioru.



ROZDZIAL 1. WYKLAD 1. 6.X.2010 8

1.3 Grupy

Definicja 1.1 (Przypomnienie) Zbidr G z dziataniem lacznym *, posiadajq-
cym element neutralny w G i taki, ze kazdy element w G ma element odwrotny
nazywamy grupa.

O grupie G mowimy, Ze jest przemienna (lub abelowa) jesli dziatanie * jest
przemienne.

Przyklady.
Grupa Sy (permutacji zbioru X z dzialaniem skladania funkcji).
Z, Q, R, C itp z dzialaniem dodawania.
Q" z dziataniem mnozenia.
Z.,, z dzialaniem dodawania modulo n.

Z: = Z5 — {0} z dzialaniem mnozenia modulo 5.



Rozdzial 2

Wykiad 2. 12.X.2008

2.1 Grupy c.d.

Wezedlj zauwazyliSmy, ze zbidr Zsx = Zs — {0} z dzielaniem mnozenia (a
doktadniej: z dzialaniem indukowanym w Zs przez mnozenie w zbiorze Z jest
grupa. Latwo jednak zauwazy¢, ze Zg — {0} juz grupa multyplikatywna nie
jest. Rzeczywiscie, w zbiorze {1,2,3,4,5,6, 7} reszt z dzielenia przez 8 zachodzi
2.4 =0 (mod 8), a stad latwo wynika, ze ani 2 ani 4 nie maja ze wzgledu na
dzielenie elementéw odwrotnych.

Stad pytanie: czy mozna zbiér Z8 tak zmodyfikowaé, czy mozna wyrzucié¢ z
niego pewna liczbe elementéw, by to co zostalo byé grupa? OdpowiedZ na to
pytanie jest pozytywna.

Twierdzenie 2.1 Niechn € N* i niech a € Z,,. a jest elementem odwracalnym
ze wzgledu na dziatanie mnozenia w Z,, wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i n sq
wzglednie pierwsze.

Przyklad 2.1 (Zio,-) oczywiscie nie jest grupa (elementem neutralnym dla
mnozenia jest 1, nie istnieje element odwrotny do elemwntu 2). Co wiecej,
takze (Zy,-), gdzie Z' = Z — {0}, nie jest grupa. Grupq przemienng natomiast
jest (23, ), gdzie Z5, = {1,3,7,9}.

Definicja 2.1 Niech n € N. Definiujemy
Z) ={z€Z,:aln}
Twierdzenie 2.2 Niech n € N. Wowczas (Z}, ) jest grupa przemienng.

Dowéd. Wobec twierdzenia 2.1 oraz faktu, ze istnienie elementu nautral-
nego dla mnozenia (to oczywiscie 1) oraz laczno$é mnozenia sa do sprawdzenia
bardzo latwe, sprawdzimy tylko, ze mnozenie jest rzeczywiscie dzialaniem za-
mknietym w Z,.
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Niech a,b € Z}. Wiemy, ze wowczas istnieja takie calkowite liczby s,¢,u oraz
v, Z€e

sa+tn=1
ub+wvn =1
Stad
1= (su)ab+ na
gdzie a = tub + tvn + sav). Czyli, na mocy wniosku 1.5, ab L n |

2.2 Funkcja ¢ Eulera

Definicja 2.2 (Funkcja ¢ Eulera) Niech n € N. Przez p(n) oznaczamy
liczbe takich a € N, zZea L n =1 (a i n sq wzglednie pierwsze). Funkcje
¢ : N = N nazywamy funkcja Eulera.

Definicja 2.3 Jesli grupa G na skoriczong liczbe elementéw, wowczas mowimy,
ze G jest skonczona a jej liczbe elementow nazywamy rzedem grupy G.

Przyklad 2.2 Rzqd Z,, jest réwny n.
Rzad Z* jest rowny 4.

Nastepne twierdzenie nie wymaga dowodu.

Twierdzenie 2.3 (O rzedzie Z}) Dla kazdej liczby naturalnej n > 2

e(n) = [Z,].

Wiasnosci funkcji Eulera: Niech P bedzie liczba pierwsza. Wéowcezas
* plp)=p—1,
° v(p*) =p*—p,
o p(p") =p" —p"

e Jesli takze ¢ jest pierwsze, to o(pg) =pg—p—q+1=(p—1)(¢—1).

Twierdzenie 2.4 (Formuta Sita! lub Zasada Wlaczania i Wylaczania)
Niech
Ay, As, ... Ay bedg zbiorami skoriczonymi. Wowcezas zachodzi wzor

|A; UAsU..UA,| = > (—1)* 1A, NA, N N A

1<y <ig<...<ip<n

IDokladniej: ”sita Eratostenesa”. Eratostenes, (276-194 p.n.e) byl kustoszem Biblioteki
Aleksandryjskiej i jednym z najwiekszych umysléw starozytnosci. Sito Eratostenesa stuzylo
do ”odsiewania” liczb pierwszych od ”plew” innych liczb (por. twierdzenie 2.5 i wniosek 2.6).
Jego innym, wielkim osiggnieciem byla préba zmierzenia promienia Ziemi przez zmierzenie
dhugosci cieni rzucanych w potudnie przez dwie tyczki: jednej ustawionej w Aleksandrii, drugiej
za$ w Syene (dzisiejszy Asuan). Wynik jaki otrzymal réznit sie tylko o 1% od nam znanego,
a bylo to w czasach kiedy w kulisto$é¢ Ziemi wierzyt mato kto!
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Formuta sita postuzy nam do wykazania nastepujaego twierdzenia.

Twierdzenie 2.5 Niech n = py...ps, gdzie p; sq roznymi liczbami pierwszymi
dlai=1,...,t. Wowczas

non n_n n n n (—1)in
p(n) =n————-— ce—+ +..t - ———— -
b1 P2 bt P1P2 Pt—1Pt  P1P2P3 Pt—2Pt—1Dt pip2..-pt

() 0-2)-6-3

Przykitad 2.3 ¢(42) = ¢(2-3-7) =12

Whniosek 2.6 Wzor na ¢ z twierdzenia 2.5 pozostaje identyczny jesli potozymy
n=pi* ... pit gdzie py < ... < p sq liczbami pierwszymi, aq, ...,a; € N.

2.3 Homorfizmy grup, grupy izomorficzne

h: Gy — Gy jest homomorfizmem grupy (G1,*) w grupe (Gz,0) jesli h(z xy) =
h(z) o h(y) dla dowolnych z,y € G;.
Homomorfizm h jest:

e monomorfizmem, jesli h jest injekcja,
e epimorfizmem, jedli h jest surjekcja,
e izomorfizmem, jedli h jest bijekcja.
W tym ostatnim przypadku méwimy, ze grupy G i H sa izomorficzne.

Przyklad 2.4 Grupy Kleina i Zy (addytywna) nie sq izomorficzne.

2.4 Grupy cykliczne
Definicja 2.4 (Rzad elementu grupy) Najmniejsze n € N takie, ze

gt =e (2.1)
nazywamy rzedem elementu g grupy, jesli n € N spelniajace (2.1) nie istnieje,

wowczas mowimy, zZe rzedem g jest oo.

Twierdzenie 2.7 Jesli grupa G jest skoniczona, g € G, wowczas rzad elementu
g jest skoniczony.
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Dowdéd. Rozwazmy ciag (nieskoriczony)
€= gO’ gla g27g3a

Skoro zbiér G ma skonczona liczbe elementéw, w ciagu tym pewne elementy
musza sie powtarzaé, to znaczy istnieja k,n € N takie, ze

9" =g (2:2)
dla k # n. Zalézmy, ze 0 < k < n i na dodatek, ze n jest najmniejsza liczba
naturalna. dla ktérej spelniony jest zwiazek (2.2), pray czym 0 < k < n. Mnozac
obie strony (2.2) przez g~! otrzymujemy

gk—l — gn—

1
To stoi w sprzecznosci z wyborem n jako najmniejszej liczby naturalnej, dla
ktorej zachodzi réwnosé postaci (2.2) chyba, ze k = 0. Wtedy jednak mamy
g% = g™ co oznacza, ze n jest poszukiwanym rzedem elementu g. |

Definicja 2.5 (Generator grupy, grupa cykliczna) Mdwimy, Ze element g
jest generatorem grupy G z dziataniem x, jezeli kazdy element grupy G mozna
otrzymad jako wynik dziatania * na elementach g i g~ ".

Jesli grupa zawiera generator, to nazywamy ja cykliczna.

Przyklad 2.5 1 (a takie —1) jest generatorem grupy Z (addytywnej grupy liczb
catkowitych).
2 jest generatorem (multyplikatywnej) grupy Zf.

Przyklad 2.6 Grupa (Z4,+) jest cykliczna, grupa Kleina nie.



Rozdzial 3

Wyklad 3 - 19.X.2009

3.1 Grupy cykliczne - c.d.

Twierdzenie 3.1 Jezeli G jest multyplikatywnag grupa skoriczona, g € G, wowczas
istnieje n € N takie, ze g" = g~ !

Dowdéd. Na mocy twierdzenia 2.7 g ma rzad skonczony, a wiec istnieje k € N

takie, ze g¥ = e. Stad wynika, ze g*71 - g =g-¢" ! =e, a wiec, ze g7 = gF!

(gdzie k jest rzedem elementu g). |
Twierdzenie 3.2 Kazda grupa cykliczna jest przemienna.
Dowdéd. Rzeczywiscie, przypusémy, ze a,b € G, gdzie G jest grupa cykliczna,

geerowana, przez element g € G. Wéwezas istnieja takie k,1 € Z, ze a = gF,b =
g'. Wobec tego

Definicja 3.1 Jesli grupa G na skoriczong liczbe elementow, wowczas mowimy,
ze G jest skonczona a jej liczbe elementow nazywamy rzedem grupy G.

Twierdzenie 3.3 Kazda skoriczona grupa cykliczna G jest izomorficzna z (Zy,, +),
gdzie n jest rzedem grupy G. '

Dowdd. ... [ |

Podczas wyktadu zapomnialem podaé¢ nastepujacego twierdzenia (no to teraz
musicie (?) go sami sobie udowodnid!).

Hnaczej: jedyna, z dokladnoécia do izomorfizmu, grupa skoriczona o n elementach jest
(Zn, +).

13
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Twierdzenie 3.4 Kazda nieskoriczona grupa cykliczna jest izomorficzna z (Z; +).

Oczywiscie stad wynika, ze kazda grupa cykliczna jest przeliczalna (ale to w
ogole od razu widad.

3.2 Twierdzenia Cayleya i Lagrange’a

3.2.1 Podgrupy - przypomnienie

Niech (Gj;*) bedzie grupa, H C G. Jesli (H;«) (a dokladniej: (H,*|mxz)) jest
grupa, woéwczas méwimy, ze H jest podgrupa grupy G.
Jako ¢wiczenia nalezy udowodnié¢ nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.5 (Znane!) Niech G bedzie grupaq z dzialaniem x. Niepusty
podzbior H zbioru G jest podgrupa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych ele-
mentéow a,b € H zachodzi a xb~' € H.

Twierdzenie 3.6 Jesli w grupie skoriczonej G zbiér S # () jest zamkniety ze
wzgledu na dziatanie grupowe (x), to S stanowi podgrupe G.

Dowad. ... [ |

Twierdzenie 3.7 (Trudne) Kaida podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

Dowdd tego ostatniego mozna znalezé stronie 154 Przegladu Algebry wspdtczesnej
Birkhofa i MacLane’a.

3.2.2 Twierdzenie Cayleya

Definicja 3.2 (Grupa transformacji) Dowolnag podgrupe grupy permutacji
S(X) nazywamy grupa transformacji.

Twierdzenie 3.8 (Tw. Cayleya) Dowolna grupa jest izomorficzna z pewng
grupg tranformacyi.

Dowdd. ... [ |

Przyklad 3.1 Grupa Kleina jest izomorficzna z podgrupa Sy sktadajaca sie z
nastepujacych permutaci: idgy 5.4: (1,2)(3,4); (1,4)(2,3); ((1,3)(2, 4).

3.2.3 Twierdzenie Lagrange’a

Twierdzenie 3.9 (Lagrange’a) Niech H bedzie podgrupa grupy skorczonej
G, a=|H|,b =|G|. Wéwczas alb.
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Definicja 3.3 (Przystawanie modulo pélgrupa) Niech H bedzie podgrupa
grupy G, a,b € G. Mdwimy, Ze a przystaje do b modulo H (piszemy a =
b (mod H) lub aRgb) jezeli ab=* € H.

Lemat 3.10 Jezeli H jest podgrupq G wowczas relacja przystawania modulo H
jest w G relacja réwnowaznosci.

Dowad. ...

Lemat 3.11 Niech G bedzie dowolng grupa, za$ H jej podgrupa. Woiowczas
klasq elementu neutralnego grupy G modulo H jest zbior H.

Dowdd. ...

Lemat 3.12 Niech G bedzie dowolng grupa, za$ H jej podgrupa. Woiowczas
klasq elementu a € G modulo H jest zbior Ha.

Dowad. ...

Lemat 3.13 Niech G bedzie dowolng grupa, zas H jej podgrupa, a € G. Wowczas
klasa Ha jest réwnoliczna z H.

Dowdd. ...
7 tatwoscia stwierdzamy, ze twierdzenie Lagrange’a wynika z powyszych le-
matéw.



Rozdzial 4

Wyklad 4 - 26.X.2009

4.0.4 Wnioski z twierdzenia Lagrange’a

Whniosek 4.1 Kazdy element grupy skonczonej G ma rzad bedacy dzielnikiem
rzedu grupy G.

Whniosek 4.2 Jesli rzqd grupy G jest liczbg pierwsza, to G jest cykliczna.
Whniosek 4.3 (stary) Jedynymi grupami grupami rzedu 4 sq Zy i grupa Kle-
ma.

4.0.5 Twierdzenie Eulera i Male Twierdzenie Fermata

Twierdzenie 4.4 (Eulera) Jesli liczby naturalne a,n sq wzglednie pierwsze,

wowezas
a?™ =1 (mod n)

Twierdzenie 4.5 (Male Twierdzenie Fermata) Jeslip jest liczbq pierwszq,
a €, to
a? = a( mod p)

4.1 Cwiczenia

1. Niech G bedzie grupa. Wykaz, ze podzbiér niepusty H C G jest podgrupa
G wtedy i tylko wtedy, gdy Vz,y € H : 2y~ € H.

2. Wykaz ze jedli w grupie skoriczonej G zbidér S # () jest zamkniety ze
wzgledu na dzialanie grupowe, wéwczas S jest podgrupa.

3. Wykaz, ze podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

16
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4.2 Chinskie twierdzenie o resztach
— rownania modularne

Twierdzenie 4.6 Rdéwnanie modularne
ax =1 (mod n) (4.1)

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy a i n sq wzglednie pierwsze (oczywiscie
takie rozwiqzanie jest jedyne w Zy i jest postaci x = a~1b (mod n), lub inaczej:
x = xo + kn, gdzie k € Zy, zas$ xo jest rowny a~'b przy czym a”' jest el
odwrotnym do a w Z,, ze wzgledu na mnozenie).

Uwaga. Sposobem znajdowania elementu odwrotnego do elementu a w Z,,
jest skorzystanie z algorytmu Euklidesa. Jest to mozliwe zawsze wtedy gdy taki
element istnieje, a mianowicie gdy a i n sa wzglednie pierwsze. Rzeczywiscie,
aln wtedy i tylko wtedy, jesli istnieja s i ¢ calkowite spelniajace

sa+tn=1

Wéwezas sa = 1+ (—t)n, co oznacza, ze s jest w Z,, elementem odwrotnym do
a.

Twierdzenie 4.7 (Chinskie o resztach!) Niech a,b € Z, m,n € N, m_Ln.
Wowczas uktad réwnan

x

x

ma rozwigzanie. Co wiecej, kazde dwa rozwigzania tego ukladu rdézniq sie o
wielokrotnosé mn (mozna tez powiedzied, ze rozwiqzanie jest jedyne modulo mn
lub, Ze zbidr rozwigzart (4.2) jest postaci {xo + k(mn)|k € Z}).

( mod m)

Z ( mod n) (4.2)

Dowdéd. (Jedynoéci rozwiazania modulo mn.).2 Przypusémy, ze zo i z1 sa

rozwigzaniami uktadu réwnari modularnych (4.2). Wéwezas

o = a modm
1 = a modm
i wobec tego
To—21 = 0 modm
Tzo—2x1 = 0 modn

Ostatnie przystawania (modulo m i modulo n) oznaczaja, ze m|xg — x1 oraz
n|xo—x1. Poniewaz jednak m 1 n, wynika stad, ze mn|xo—x1 czyli, ze xo—x1 =0

I Twierdzenie to ukazalo sie po raz pierwszyl ok. 350 roku n.e. w ksigzce Sun Tsu.

2Podczas wyktadu udowodnilem, ze rozwiazanie ukladu 4.7 istnieje. Powiedzialem takze,
ze z dowodu istnienia ww zasadzie wynika takze jedyno$é rozwiagzania (modulo mn), jednak
obiecalem tutaj podaé¢ dowdd bardziej przekowywujacy. Teraz wywiazuje sie z tej obietnicy.
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(mod mn) (naprawde przekonywujacego uzasadnienia ostatniej aplikacji dostar-
cza zasadnicze twierdzenie arytmetyki, o ktérym bedzie mowa pézniej) . |

Zauwazmy, ze dowod Chinskiego Twierdzenia o Resztach zawiera algorytm
rozwigzywania rownan mdularnych. Warto takze zwrréci¢ uwage na fakt, ze w
metodzie tej wazna role odgrywa umiejetno$é znajdowania elementéw odwrot-
nych modulo, a wiecd i tym razem mamy tu zastosowanie algorytmu Euklidesa.

Twierdzenie 4.7 pozwala tatwo (indukecyjnie) udowodnié nastepujace uogélnie-
nie chinskiego twierdzenia o resztach - o tym uogdlnieniu podczas wykladu nie
méwitem!

Twierdzenie 4.8 Niech my,...,mi € N bedq parami pierwsze (t.zn. m;Lm;
dla i # j). Wowczas uktad réwnari

x = a1 ( modmy)
x = az ( modms) (4.3)
x = ar (modmy)

ma jednoznaczne rozwiqzanie modulo my - ... my.

4.3 Dzialanie grupy na zbiorze

Definicja. Niech G bedzie grupa multyplikatywna. Moéwimy, ze G dziala
na zbiorze X jesli jest okreslone odwzorowanie ¢ : G x X — X spehiajace
nastepujace dwa warunki (piszemy g(x) zamiast ¢(g,)):

1. dla dowolnych g1, g2 € G oraz dla kazdego x € X (¢1 - g2)(z) = g1(g2(2))

2. dla dowolnego x € X e(z) = x (gdzie e jest elementem neutralnym grupy

G).

Przyklady: grupa Kleina jako podgrupa permutacji na zbiorze {1,2,3,4}.
Grupa izomtrii o§mioscianu foremnego (jednej z pieciu bryt platoriskich - wszyst-
kie te bryty mozna bylo podczas wykladu nie tylko zobaczyé, ale nawet dotknad).

Twierdzenie 4.9 Jesli grupa G dziata na zbiorze X, g € G, to g jest bijekcjq.

Dla grupy G dzialajacej na zbiorze X oraz el. z € X stabilizatorem z

nazywamy
Stab x = {g € G: g(z) =z}

Przykiad ..

Twierdzenie 4.10 Stabilizator dowolnego elementu x € X jest podgrupa grupy
G.
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Orbita elementu z € X nazywamy zbiér
Orbz = {g(x) : g € G}
Relacja R okreslona przez
2Ry<=3JgeG: g(z)=y
jest w X réwnowaznosciowa.

Twierdzenie 4.11 Jesli skoriczona grupa G dziata na zbiorze X, wowczas dla
kazdego x € X
|G| = |Stab x| - |Orb x|

Dowdéd. (zostanie dokoriczony podczas wyktadu nastepnego).



Rozdzial 5

Wyklad 5 - 9.X1.2010

5.1 Grupy - c.d.

Przyklad 5.1 Przyjrzelismy sie grupie izometrii szescianu, takich jednak. ktore
mozna przeprowadzié na modelu, bez jego niszczenia. Wykorzystujac twierdzenie
4.11 stwierdzilismy, ze grupa tych izometrii ma 24 elementy.

Dowdéd twierdzenia 4.11 z poprzedniego wykladu.

Przyklad 5.2 Kontynuacja poprzedniego przyktadu. Zauwazamy, ze wszystkich
1zometrii szescianu jest 48.

5.1.1 Lemat Burnside’a

Dla danej grupy G dzialajacej na zbiorze X oraz g € G zbiér punktow stalych
g oznaczamy przez Fix g:

Fizg={re X :g(x) =z}

Twierdzenie 5.1 (Lemat Burnside’a) Niech G bedzie grupq skoriczong dzia-
tajacq na zbiorze skoriczonym X. Wowczas liczba N orbit zbioru X ze wzgledu
na G wynosi

1
N=— |Fiz g|
a2

geG

Przyklady ...
Dowéd (metoda podwdjnego zliczania)...

Przyklad 5.3 Wykorzystalismy Lemat Burnside’a by stwierdzi¢, Ze sq doktadnie
dwa naszyjniki o pieciu pertach: 2 czarnych i 3 biatych.

20
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5.1.2 Podgrupy normalne
Warstwy prawo- i lewostronne

Juz wiemy (dowiedzieliSmy sie tego przy okazji dowodu twierdzenia Lagrange’a),
ze dla dowolnej podgrupy H grupy multyplikatywnej G relacja:

aRb<=ab"' € H (5.1)

jest rownowaznosciowa. Klasa rownowaznosci dowolnego elementu a € G dla
tej relacji jest zbidr
Ha = {halh € H}

zwany warstwa prawostronna elementu a.
Podobnie mozna zdefiniowa¢ warstwe lewostronna elementu a:

aH = {ahlh € H}

7Z tatwoscia mozna sprawdzié, ze warstwy lewostronne sa klasami réwnowazno$ci
dla relacji (takze réwnowaznosciowej) L zdefiniowanej w G wzorem alLb <
a~'b € H (gdzie H jest podgrupa G).

Przyklad. Warstwy (lewo- i prawostronne) dla podgrupy {id, (12)} grupy
S3 permutacji zbioru {1,2,3}.

Twierdzenie 5.2 Jesli grupa G jest przemienna, to dla dowolnej podgrupy H
iae G
aH =Ha

Definicja 5.1 Mdowimy, Ze podgrupa H grupy G jest normalna (lub niezmien-
nicza), jesli dla dowolnego a € G i dla dowolnego b € H zachodzi aba™' € H.

Twierdzenie 5.3 Podgrupa H grupy G jest normalna wtedy i tylko wtedy gdy
dla kazdego a € G
aH =Ha

Dowdéd. Rzeczywiscie, przypusémy wpierw, ze H jest podgrupa niezmiennicza
grupy G, a € Hix € aH. Skoro x € aH, istnieje takie d € H, ze x = ad.
Mozemy wéwczas napisa¢ = ad(a"ta) = (ada=')a. Poniewaz podgrupa H
jest niezmiennicza, mamy ada~! € H, a wobec tego x € Ha.

Wykazalismy wiec, ze aH C Ha. Faktu, ze Ha C aH dowodzimy analogicznie.
Przypu$émy teraz, ze aH = Ha dla dowolnego elementu a € G. Wykazemy, ze
podgrupa H jest niezmiennicza.

Niech b € H i a € G. Wéwczas oczywiscie ab € aH, a poniewaz aH = Ha
zachodzi takze ab € Ha. Istnieje wiec takie c € H, ze ab = ca. Stad juz natych-
miast wynika, ze aba™! = ¢ € H, co konczy dowdd. |
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7 twierdzenia 5.3 wynika, ze jezeli H jest podgrupa niezmiennicza grupy G,
wowczas relacje, R i L zdefiniowane powyzej sa identyczne. Zamiast pisa¢ wtedy
H
aRb czy tez aLb beziemy pisaé¢ a = b (méwimy w takiej sytuacji, ze element a
grupy G przystaje modulo H do elementu b).

Twierdzenie 5.4 Niech H bedzie podgrupa grupy multyplikatywnej G. H jest
podgrupa normalng wtedy i tylko wtedy gdy relacja R (zdefiniowana wzorem
aRb < ab~! € H) jest zgodna z dziataniem grupowym grupy G.

Dowdéd. Przypusémy, ze H jest podgrupa normalna grupy G, a 4 b oraz c 2 d.
Wéwezas istnieja takie ai 8, ze ab™' = a € Hiecd ' = 3 € H. Stad za$ latwo
wynika, ze ac = a(bBb~1)bd. Skoro 8 € H i H jest podgrupa niezmiennicza,
zachodzi b3b~! € H. Mamy wiec (ac)(bd)™! = a(bBb~t) € H, co oznacza, ze

ac 2 bd a wigc udowodniliSmy, ze relacja przystawania modulo podgrupa nie-
zmiennicza H jest zgodna z dzialaniem grupowym w G.

Zalézmy teraz, ze relacja R jest zgodna z dzialaniem grupowym. Skorzystamy
z twierdzenia 5.3 by wykazaé, ze podgrupa H jest niemiennicza.

Niech b € Ha. Wéwczas aRb (na mocy twierdzenia 5.3). Wiemy takze, ze
a"'Ra. Ze zgodnosci R z dziataniem grupowym wynika, ze (a=1a) R(a™1b), czyli
eR(a™'b). Stad za$ tatwo wywnioskowaé, ze a='b € H i wobec tego b € aH.
Dowéd wynika teraz z twierdzenia 5.3. |



Rozdzial 6

Wyktad 6 - 16.X1.2010

6.1 Grupy - c.d.

6.1.1 Grupy ilorazowe

Jesdli H jest podgrupa normalna grupy G wéwczas w zbiorze G/H mozna wpro-
wadzi¢ dziealanie wzorem

Ha-Hb= Hab (6.1)

Twierdzenie 6.1 Jesli H jest podgrupa normalna grupy G, to G/H (z dzialaniem
zdefiniowanym wzorem Ha - Hb = Hab) jest grupa (z2wang grupa ilorazowa).

Dowdd. ...

Twierdzenie 6.2 Dla dowolnego morfizmu grup f : G — H zbior Ker f =
f~({en}) jest podgrupa normalna grupy G.

Dowad. ...

Twierdzenie 6.3 (O morfizmie grup) Jesli f : G — H jest morfizmem
grup, to grupa ilorazowa G/Ker f jest izomorficzna z Im f.

Doktadniej: jesli oznaczymy przez k : G — G/Ker f morfizm kanoniczny
dany wzorem k(g) = (Ker f)g, zas przez h : G/Ker f — Im f odwzorowanie
zadane wzorem h((Ker f)a) = f(a), to h jest izomorfizmem grup i zachodzi
wzor f =hok.

Dowdéd. ...
6.2 Zasady kryptografii z kluczem publicznym

Wyobrazmy sobie, ze mamy trzy osoby: Alicje, Boba i Ewe. Alicja chce przeslaé
Bobowi pewne informacje tak, by Ewa (ani nikt inny poza Bobem) nie mdgt
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odgadnaé ich tresci mimo, ze informacje te przekazywane sa w sposéb jawny!.
Warto w tym miejscu zdaé sobie sprawe, ze kazda informacje mozna traktowaé
jako liczbe. Standardowym zapisem jest powszechnie znany kod ASCII ktory
mozna z tatwoscia zdobyé, na przyklad za pomoca internetu (w kodzie tym
kazdemu znakowi odpowiada 3-cyfrowa liczba, a to 097, spacja to 032, o to 111
itd). Kod ASCII ma jednak oczywista wade: wszyscy go znaja, a w kazdym razie
wiedza jak sie w niego zaopatrzy¢. Tak wiec Alicja i Bob beda musieli przesytane
dane zaszyfrowaé (funkcje szyfrujaca oznaczaé bedziemy przez E?, na dodatek
wychodzac z zalozenia, ze wszystkie przesytane wiadomosci sa podstuchiwane
(przez Ewe).

Powiedzmy, ze Alicja chce zaszyfrowac i nastepnie przesta¢ Bobowi liczbe na-
turalna [. By osiagnaé¢ swéj cel, Alicja i Bob beda postepowali wedlug nastepujacego
schematu:

1 Bob znajduje funkcje szyfrujaca (szyfrujaca) E oraz dekodujaca D,

a wiec takie by D(E(1)) =1

2 || Bob przesyla tekstem otwartym (Ewa widzi przekaz) funkcje £ Alicji

3 Alicja koduje informacje ktéra chee przestaé¢ Bobowi wedtug

otrzymanej przez niego instrukeji (te instrukcje zna takze Ewa).
Inaczej méwiac Alicja oblicza wartosé m = E(I)

4 Alicja wysyta Bobowi m
(Ewa oczywiscie takze widzi przesylang informacje)
5 Bob liczy D(m) i poznaje tresé przesytki Alicji

Wydaje sie, ze znalezienie w tej sytuacji skutecznej metody szyfrowania
chroniacej przesytane informacje przed niezdrowa® ciekawoscia Ewy bedzie bar-
dzo trudne. Okazuje sie, ze taka metoda istnieje, cho¢ opiera sie na bardzo,
na pozor, kruchej podstawie. Ta podstawa jest przekonanie (hipoteza), ze nie
istnieje skuteczna metoda faktoryzacji liczb naturalnych. Rzeczywiscie, choé
pomnozenie recznie, a wiec bez uzycia komputera dwéch duzych, powiedzmy o
500 pozycjach dziesietnych liczb, wydaje sie czynnoscia klopotliwa, wymagajaca
duzej ilosci czasu i papieru, dla komputera jest proste i odbywa sie w mgnieniu
oka, dajac w rezultacie liczbe o 1000 miejscach dziesietnych. Nawet naszemu
domowemu komputerowi taka czynnosé¢ zajmie mniej niz sekunde. Jesli jednak
odwrécimy zagadnienie, czyli jedli otrzymamy 1000-pozycyjna liczbe n = pq,
gdzie p i ¢ sa nieznanymi nam liczbami pierwszymi, i zadanie nasze bedzie po-
legalo na znalezieniu p i ¢, to bedziemy musieli wykonaé liczbe dzielen (préb)
rzedu 10°%°, co nawet najszybszemu komputerowi zajmie niewyobrazalng ilosé

L Rozszyfrujmy kilka spraw. Dlaczego Alicja, Bob i Ewa? To proste. Alicja, bo na litere
A, Bob bo na litere B, E bo po angielsku podstuchiwacz to eavesdropper (a wiec na litere E,
jak Ewa (Ewve)). Rozsadnie jest takze zalozy¢, ze wszystkie przesylane informacje moga by¢
Sledzone. Czyz nie tak jest gdy wyjmujemy pieniadze z bankomatu lub, w jeszcze wiekszym
stopniu, gdy placimy za zakupy dokonywane za posrednictwem internetu?

2F od angielskiego encoding

3A przede wszystkiem niebezpieczna dla Alicji i Bobal!
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czasu®. Na dodatek, gdyby wynaleziono komputery o wiele szybsze niz znane
do tej pory, wystarczy zwiekszy¢ liczbe cyfr znaczacych n z 1000 do 2000 by
liczba operacji potrzebnych do znalezienia faktoryzacji wzrosta 10'°°° krotnie.

Ponizej pokazemy w jaki sposob rozwazania na temat zlozono$ci oblicze-
niowej mnozenia i znajdowania rozkltadu liczb na czynniki pierwsze moga by¢
przydatne w kryptografii.

6.2.1 Metoda Rabina

Metode szyfrowania Rabina® mozna opisa¢ nastepujaco. Niech n bedzie usta-
lona, wystarczajaco duza, powiedzmy 300-cyfrows liczba (okaze sig, ze celem
unikniecia znieksztalcenia informacji I w procesie szyfrowania n musi by¢ do-
brane tak, by I < n). Funkcja kodujaca jest

E(l) = I*( mod n)

Oznacza to tyle, ze Bob przesle Alicji liczbe n i funkcje kodujaca. Alicja ob-
liczy 12 (mod n), przesle te informacje Bobowi. Ewa, podstuchiwaczka, bedzie
znala zaréwno [2 jak i n, a jednak, z powodéw opisanych wyzej, nie bedzie w
stanie obliczy¢ [. Zauwazmy. ze tak Swietnie liczace pierwiastki kalkulatory (czy
komputery) sa w tej sytuacji zupeie bezuzyteczne. Na przyklad gdyby$my ob-
liczyli przy pomocy kalkulatora /10 to otrzymaliby$my 3.1621..., co nijak ma
sie do pierwiastka z 10 (mod 13) (dwie liczby daja w kwadracie 10 (mod 13),
mianowicie 6 1 7). Jak to jednak mozliwe, ze Bob bedzie w stanie zrobié to,
czego nie jest w stanie uczyni¢ Ewa, to znaczy obliczy¢ (7

Nim jednak przejdziemy do szczegdtowego omoéwienia metody musimy po-
zna¢ pewne wiadomosci dotyczace residuéw kwadratowych.

Kwadratowe residua i pierwiastki modulo

Niech n € N,a € Z,,. Mdéwimy, ze a jest kwadratowym residuum modulo
n, jezeli istnieje b € Z,, takie, ze a = b*> (mod n).

Przyklady: residua w grupie w grupie Zs1. Zaobserwowali$émy fakt, ze skoro
zdarza sie, ze w Z,, jedno residuum jest kwadratem wiecej niz jednego elementu,
sa takze takie elementy Z,,, ktore nie sa residuami.

Zauwazmy, ze jedli b2 = a (mod n) wéwezas:

(n —b)* =n? —2nb+b*> = b* = a (mod n)
Wniosek std taki, ze jesli b jest pierwiastkiem kwadratowym modulo n z a,

woéwczas takze —b (mod n) takze n — b (czyli —b (mod n)) jest pierwiastkiem
modulo n z a. Jesli n jest liczba pierwsza, wowczas sytuacja jest zupelnie jasna.

4Sam sprawdz. Przyjmij, ze jedno dzielenie wymaga 1 mikrosekundy, a dla ulatwienia
obliczen, ze minuta ma 100 sekund, doba 100 godzin, rok 1000 dni.
5Nazwa od twércy metody: Michaela Rabina,
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Twierdzenie 6.4 Niech p bedzie liczbg pierwszq i niech a € Z,. Wiwczas a
ma doktadnie dwa pierwiastki kwadratowe w Z,.

Dowdéd. Przypusémy, ze x i y sa dwoma réznym pierwiastkami kwadratowymi
zaw Zy,, przy czym y # —z (mod p). Mamy wiec

y # x oraz y Z —x (mod p)

a wobec tego
x—yZ0oraz z +y Z 0 (mod p)

Otrzymujemy wiec (z — y)(z +vy) = 22 — 3> = a —a = 0 (mod p). To za$

jest sprzeczne z faktem, ze w Z, (dla p pierwszego) iloczyn dwéch elementéw
réznych od zera jest takze rézny od zera. Tak wiec nie istnieje element y € Z,,
r6zny od = i od —x (mod p), ktéry jest kwadratowym pierwiastkiem z a. |



Rozdzial 7

Wyktad 7 - 23.X1.2010

7.1 Zasady kryptografii z kluczem publicznym
c.d.

Kwadratowe residua i piewiastki modulo c.d.

Twierdzenie 7.1 Niech p € N bedzie liczbag pierwsza, p =3 (mod 4) i niech a

bedzie residuum kwadratowym w Z,. Woéwczas pierwiastkami kwadratowymi a

pt
4

wZy, sqa ' (mod p) oraz —a"t (mod p).

Opis metody Rabina

1. Bob wybiera dwie duze liczby pierwsze p i ¢ takie, by p = ¢ = 3 (mod 4).
Nastepnie oblicza n = pq i przesyta Alicji (a wszystko to podglada Ewa).

2. Alicja konwertuje swoja wiadomosé w kodzie ASCII otrzymujac liczbe [ i
oblicza m = I? (mod n). Nastepnie przesyta Bobowi m. Ewa widzi m, zna
juz n, nie umie jednak obliczy¢ p i ¢q, bo to jest wladnie trudny problem

faktoryzacji.
3. Bob znajduje pierwiastki z m obliczajac wpierw a = mbr (mod p), b =
pt1 PES a1 .

—m 2« (mod p),c=m 1 (mod q)orazd=—m 2 (mod q), a nastepnie
rozwiazujac cztery uklady réwnan modularnych:

z = a (mod p) z = a (mod p)

x = ¢ (mod q) x = d (modgq)

x = b (mod p) x = b (modp)

x = ¢ (mod q) x = d (modq)

Uktady réwnan modularnych maja jednoznaczne rozwiazania modulo n =
pq dzieki lematowi chinskiemu. Otrzymamy wiec az cztery rozwiazania, choc¢
wiemy, ze dobre jest tylko jedno z nich. To jednak, by wérdd rozwiazan odréznié

27
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wlasciwe bedzie dla Boba bardzo proste. Po przejéciu z kodu ASCII na litery
otrzyma jedna wiadomos¢ sensowna i trzy ciagi znakéw nie majacych sensu.

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawaé, ze metoda liczenia pierwiastkow
wykorzystujaca twierdzenie 7.1 nie jest zbyt efektywna. Nalezy przeciez liczy¢
bardzo wysokie potegi. Na szczescie okazuje sie, z celem obliczenia k-tej potegi
liczby b wystarczy wykonaé liczbe mnozeni, ktéra jest proporcjonalna nie do k a
do log k. Przyjrzyjmy sie tej sytuacji na przykladzie.

Przyklad 7.1

7.1.1 Metoda RSA

O ile metoda Rabina wykorzystuje Mate Twierdzenie Fermata, to metoda RSA*
opiera sie na twierdzeniu Eulera. Podobnie jak to bylo w przypadku opisu me-
tody Rabina zalézmy, ze Alicja chce przestaé¢ Bobowi zaszyfrowana informacje
leN.

Opis metody RSA.

1. Bob:
a) Znajduje uze liczby pierwsze p,q, liczy n = pg oraz
Znajduje 2 duze liczb, i li
n)=(p—1)(¢g— takze w tym przypadku zakladamy, ze n > [).
%) 1 1 kz dk klad / l
ybiera (dowolne) e € a wigc e Jest wzglednie pierwsze z
b) Wybi d 1 Z:;(n) i j lednie pi
p(n)).
(c) Przesyla Alicjinie

. ] *
(d) Oblicza d=e™" w Z7 .

2. Ewa: Widzi! Widzi zaréwno n jak i e. Wie takze jaka jest funkcja szy-
frujaca.

3. Alicja:

(a) Liczy m =1° (mod n)
(b) Wysyla m Bobowi.

Bob: Liczy
m? = (1°)* =1 (mod n) (7.1)

Prawdziwo wzoru 7.1 wymaga uzasadnienia. Oto one.
(a) Przypadek: [ L n. Skoro ed =1 (mod ¢(n)) mamy: ed = 1 + ke(n)
(gdzie n jest pewna liczba calkowita. Wéwcezas

190 = HHRe) = 1 (120)F = 1( mod n)

INazwa metody od pierwszych liter nazwisk jej twércéw: Rivest, Shamir i Adleman.
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(b) Przypadek: [ i n nie sa wzglednie pierwsze. Wtedy albo pl|l albo g|!
(gdyby p|l i g|l to mieliby$my sprzecznosé z zalozeniem, ze [ < n.
Zalézmy, ze p|l oraz q Jl.

Mamy teraz: [¢¢ = [1Hr(=D(—1) — j(qa=1)kp=1)  Ale ¢ L I (bo q
jest liczba pierwsza i g nie dzieli I). Wiemy ze, p(q) = ¢— 1. A wiec
1¢¢ = 1. 1*®=1 = | (mod q).

Ostatecznie otrzymalismy

1° = 1 (mod q)

Mamy takze
1° = 1 (mod p)

(bol =0 (mod p). Z chinskiego twierdzenia o resztach [ jest jedynym
modulo n = pq rozwiazaniem ukladu réwnan

1 =m? (mod q)

1 =m? (mod p)

7.2 Pierscienie

W definicji pierscienia, ktora podajemy ponizej, stosujemy powszechnie znana
ze zbioréw liczbowych (R,N,Z etc) konwencje nie pisania znaku dziatania -
(inaczej: dziatania multyplikatywnego), o ile tylko nie prowadzi to do nieporo-
zumienn. W wyrazeniach postaci (ab) + ¢ opuszczamy nawias i piszemy ab+ ¢, co
oznacza, ze jeSli nie ma nawiasu, to stosujemy regule pierwszenstwa mnozenia
przed dodawaniem (wlasciwie powinnismy powiedzieé: pierwszeristwa dziatania
multyplikatywnego (to znaczy: oznaczanego przez -) przed dziataniem addytyw-
nym (to znaczy: oznaczanym przez +)).

Bedziemy pisa¢ a — b zamiast a + (—b).

Definicja 7.1 Zbiér P z dwoma dziataniami + (dodawania) oraz - (mnozenia)
nazywamy pierscieniem jesli:

o P z dziataniem dodawania jest grupq przemienna,
e dziatanie mnoZenia jest lgczne,

e dla dowolnych elementéw a,b,c € P: a(b+ c¢) = ab+ ac oraz (a + b)c =
ac + be (rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania)

Element neutralny dla dziatania + pierscienia P nazywamy zerem pierscie-
nia (i najczesciej oznaczamy przez 0).

Jesli dziatanie - jest przemienne to P nazywamy pierécieniem przemien-
nym.

Jesliab=0= a =0 lubb =0 to P jest pierScieniem bez dzielnikéw
zera.
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Jesli zas w P istnieje taki element 1 € P, Ze dla dowolnego x € P zachodzi:
lz = 21 = z to P nazywamy pierscieniem z jedynka (a element 1 jedynka
pierscienia P).

Pierscien przemienny z jedynka i bez dzielnikow zera nazywamy pierscieniem
calkowitym.

Pierscien caltkowity P w ktorym kazdy element rézny od zera ma element
odwrotny ze wzgledu na mnozenie’> nazywamy ciatem. (Tego akurat odczas
wyktadu nie powiedzaitem, ale wiecie to skad inqd!)

Twierdzenie 7.2 Pierscieri P jest bez dzielnikow zera wtedy i tylko wtedy dla
dowolnych elementow spetniony jest warunek:

ac=bc = a=0b

co—ch — a—b ( prawa skracania) (7.2)

Ya,b,c € P, c;«éO{
Dowdéd. Przypu$émy wpierw, ze w pierscieniu P spehiony jest warunek (7.2)
oraz, ze dla pewnych a,b € P zachodzi ab = 0. Woéwczas mamy ciag implikacji:
ab=0=ab=0a0=ab—a0=0= a(b—0) =0 = a(b—0) = al. Z ostat-
niej réwnosci oraz z drugiej z implikacji warunku (7.2) wynika, ze jesli a # 0,
wowcezas b — 0 =0, a wiec b = 0.

Przypusémy teraz, ze pierscien P jest bez dzielnikow zera. Wowczas, dla dowol-
nego ¢ € P, ¢ # 0 prawdziwe sa implikacje ac = be = ac—bc = 0 = ac+(—b)c =
0= (a+ (-b)c=0= a+ (-b) = 0= a = b. Podobnie dowodzimy prawa
lewostronnego skracania. |

7.2.1 Przyklady pierscieni

7 pewnos$cia najlepiej znanymi pierscienimi sa zbiory liczbowe: liczb calko-
witych, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych ze zdefiniowanymi w znany
sposob dzialaniami dodawania zczegdlna role w teorii pierscieni odgrywa pierscien
liczb catkowitych.

Z tatwoscia mozna sprawdzié, ze ponizsze zbiory ze wskazanymi w nich dzialaniami
sg pierscieniami.

e Zbiér macierzy R™ ", (o n wierszach i n kolumnach), z dzialaniami okre-
$lonymi w zwykly sposéb.

e Latwo sprawdzi¢, ze w zbiorze liczb catkowitych Z relacja przystawania
modulo n zdefiniowana przez

a=b(modn) <= nlb—a

jest zgodna z dzialaniami dodawania i mnozenia w Z. Mozna wiec zdefi-
niowaé¢ dzialania indukowane dodawania i mnozenia w zbiorze klas
Z/(mod n). Nietrudno takze wykazaé, ze z tymi dzialaniami Z/(mod n)
jest pierdcieniem (z jedynka, bez dzielnikéw zera wtedy i tylko wtedy gdy
n jest liczbg pierwsza).

2Inaczej: dla kazdego a € P,a # 0 istnieje a’ € P taki, ze aa’ = 1.
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e Niech P bedzie pierscieniem przemiennym. Zbiér {} ;°,a;x'la; € P}
nazywamy zbiorem szeregéw formalnych Latwo mozna wykazaé (éwi-
czenie!), ze zbiér ten tworzy pierscieni

o Picrscienn wielomianéw P[x] o wspélczynnikach w pierscieniu P to zbiér
szeregdw formalnych, w ktérych skonczona liczba wspdlezynnikow jest
rézna od zera.

Inaczej: oznaczmy przez x' = (0,...,0,1,0,...). Zdefiniujmy mnozenie
——

i zer zera
naszych x-6w wzorem x'x’ = x**J. Wéwezas, jak to latwo mozna udo-

wodnié3, zbidr szeregéw foralnych o skoriczonej liczbie wspétczynnikéw
réznych od zera z dzialaniami okreslonymi wzorami:

— (U2 aix") + (X2 bix') = 32 o (ai + b)x"

. . . 1 .
- (X2, aixt) - (E;’;O bjx?) = Y2 axt, gdzie ¢ = Yo arbi—k jest
pierscieniem przemiennym (z jedynka, o ile w P jest jedynka).

7.3 Podpierscienie

Podpierscieniem pierécienia P nazywamy dowolny podzbiér A C P, A #
jesli A wraz z dzialaniami + 1 - (zacie$nionymi do zbioru A) jest pierscieniem.

Twierdzenie 7.3 Niech P bedzie pierscieniem. A C P, A # (. A jest pod-
pierscieniem P wtedy i tylko wtedy, gdy

1. Va,be Aa—-be A,
2. Va,be A abe A.

7.4 Zadania

Zadanie 1 Sprawdz, ze zbiory:
o Z <\/—1>={a+ibla,beZ}
e Z < /3 >={a+/3ba,bc Z}

z dzialaniami dodawania i mnozenia w zbiorze liczb zespolonych lub rzeczywi-
stych, sa pierscieniami. Podaj przyklady innych, podobnie skonstruowanych
pierscieni.

Zadanie 2 W pierscieniu P oznaczmy przez P’ zbiér dzielnikéw zera pierscie-
nia P. Sprawdz, ze w zbiorze P — P’ mnozenie jest dzialaniem.
Zbadaj wlasnosci mnozenia w P — P’ dla pierécienia Z/(mod 6)

3W domu lub podczas éwiczen!
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Zadanie 3 Element a pierécienia P nazywamy nilpotentnym, jezeli istnieje
liczba calkowita [ taka, ze a? = 0. Jedli dodatkowo zachodzi a!~! # 0, to [ nazy-
wamy rzedem elementu nilpotentnego a # 0. Rzedem elementu nilpotentnego
0 jest z definicji 1.

Co mozna powiedzie¢ o elementach nilpotentnych w pierscieniu catkowitym?
Zbadaj elementy nilpotentne pierscienia Z/( mod 12).

Wykaz, ze suma i iloczyn elementéw nilpotentnych jest nilpotenna. Co mozna
powiedzieé¢ o ich rzedzie (nilpotencji)?

Zadanie 4 W przykladzie pierscieni Z/mod(n) wystapily sformulowania tatwo
sprawdzié i nietrudno wykazaé. Sprawdz wiec i wykaz. Przyjrzyj sie pierscieniom
Z/mod(6) 1 Z/mod(7) (wypisz elementy tych pierscieni, utwoérz tabelki ziata,
wskaz dzielniki zera (o ile istnieja)).

7.4.1 Idealy

Definicja 7.2 Niech P bedzie pierscieniem, I C P,I # 0. Mdwimy, ze I jest
idealem pierscienia P jesli spetnione sq nastepujace dwa warunki:

1. a,beP=a—-bepP

2.aePacel=aacl,aael
Przykiad 7.2 W dowolnym pierscieniu P zbiory {0} i P sq ideatams.

Przykitad 7.3 W dowolnym pierscieniu przemiennym P, dla dowolnego a € P,
zbiér (a) = {aala € P} jest idealem. Idealy tej postaci nazywaé bedziemy
idealami gléwnymi . W takiej sytuacji méwimy tez, ze ideal gléwny (a) jest
generowany przez element a.



Rozdzial 8

Wyklad 8 - 30.X1.2010

8.1 Pierscienie c.d.

8.1.1 Pierscienie gléwne

Definicja 8.1 Pierscien P nazywamy pierscieniem gléwnym jezeli kazdy
jego ideal jest ideatem gtownym.

Najlepiej znanym przykladem pierscienia gtéwnego jest pierscien liczb cal-
kowitych.

Twierdzenie 8.1 Pierscien liczb catkowitych Z jest pierscieniem gtéwnym.

Dowdéd. Ideat zerowy {0} jest oczywiscie ideatem gléwnym generowanym przez
0. Przypus$émy, ze A jest idealem w Z, A # {0}. Zauwazmy, ze do A nalezy
co najmniej jedna liczba dodatnia. Rzeczywiscie, skoro A # {0}, w A jest jakas
liczba a # 0. Wobec tego takze —a € A (wiemy, ze 0 jest w dowolnym ideale, a
zatem i 0 —a = a € A), za$ jedna z liczb: a lub —a jest dodatnia.
Niech teraz ag bedzie najmniejsza liczba dodatnia w A. Oczywiscie A zawiera
wszystkie wielokrotnosci liczby a, a wiec A D (a). Wystarczy wiec wykazaé, ze
A C (a).
Na mocy twierdzenia o dzieleniu z reszta w zbiorze liczb calkowitych, istnieja
q,r € Z spehiajace

b=qa+r, 0<r<a

r =0b—qa, a wiec r € A, a poniewaz a jest najmniejszym dodatnim elementem
A, mamy r = 0 i w konsekwencji ab. |

8.1.2 Wiecej o pierscieniach wielomianéw

Dla wielomianu v = vg+viz+. .. € P[z] najwieksze ko dla ktérego v, # 0 nazy-
wamy stopniem wielomianu v i oznaczmy przez d(v). Stopniem wielomianu

33
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zerowego jest —ool. Wspdlezynnik vy, nazywamy wtedy wspélczynnikiem

dominujacym wielomianu v.
7 latwoscia mozna sprawdzi¢, prawdziwos¢ nastepujacych dwoch twierdzen.

Twierdzenie 8.2 Dila dowolnego pierscienia P zbidr P|x] jest pierscieniem.
Jesli P jest pierscieniem catkowitym, wowczas takie Plx] jest pierscieniem cal-
kowitym. |

Twierdzenie 8.3 Dia dowolnego pierscienia P i wielomiandw v,w € P[z] za-
chodzq wzory:
0(v 4+ w) < max{0dv, dw}

O(vw) < v+ dw

Co wiecej, druga z tych nieréwnosci jest réwnosciq o ile P jest pierscieniem
(przemiennym) bez dzielnikow zera. |

Zauwazmy, ze z kazdym wielomianem w € Px], w = wo + w1z + ...+ wpz™
mozna skojarzy¢ funkcje wielomianowa:

w:P3>z—wk)=w +wzr+...+wyz" € P

Zbiér funkcji wielomianowych o wspétczynnikach w pierscieniu P oznaczamy
przez P(z). Jest oczywiste, ze takze P(x) jest pierScieniem (przemiennym jesli
P jest przemienny, catkowitym, jesli P jest catkowity).

8.1.3 Podzielnosé¢ w pierscieniach

Definicja 8.2 Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, a,b € P. Mdowimy, Ze
a dzieli b jezeli istnieje ¢ € P takie, Ze b = ac. Piszemy wdwczas alb.
Jesli alb i bla to elementy a i b nazywamy stowarzyszonymi.

Przykiady...
Definicja 8.3 Elementy stowarzyszone z 1 (jedynkq pierscienia) nazywamy je-
dnosciami pierscienia.

Twierdzenie 8.4 Zbidr jednosci pierscienia P tworzy grupe (multyplikatywna).
(Grupe te nazywamy grupa jednosci pierscienia).

Przyktady.

1Zauwazmy, ze wielomian zerowy v = 0 nie ma wspdlczynnika Vi, 7 0. Mozna wiec
postapi¢ na dwa sposoby: albo nie definiowaé¢ w ogéle stopnia wielomianu zerowego, albo
zdefiniowaé go jako —oo i definiujac a + —oco = 0, max{a, —oo} = a, dla dowolnego a € Z, by
wzory na stopien sumy i iloczynu wielomianéw pozostaly prawdziwe (sprawdz, ze rzeczywiscie
tak jest!).
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1. Zbiér {—1,1} jest zbiorem jednosci w pierécieniu liczb catkowitych.

2. W piericieniu Z[v3] = {a + bV/3 : a,b € Z} (sprawdz, ze to pierscien!)
prawdziwy jest wzor
2-V3)2+V3) =1
Stad
2-V3)F2+V3)F=1

dla dowolnego k naturalnego. A wiec w pierscieniu Z[v/3] zbiér jednosci
jest nieskonczony.

Kazde przedstawienie elementu a pier§cienia P w postaci
a=ai-...-an (8.1)

nazywamy rozkladem na czynniki. O rozkladzie 8.1 méwimy, ze jest wlasciwy,
jesli

1. n>2,
2. zaden z czynnikoéw aq, ..., a, nie jest jednoscia.

Jedli zaden wlasciwy rozklad elementu a nie istnieje, wowczas méwimy, ze a jest
nierozkladalny.

Element a pierécienia P nazywamy pierwszym, jezeli zachodzi implikacja:
albec = alb lub alc

Whrew temu co pamietamy ze szkoly, pojecia elementéw nierozkladalnych
i pierwszych sa rézne, cho¢ catkowite liczby nierozkladalne i pierwsze to jednak
to samo. Ponizsze twierdzenie podaje relacje zawierania pomiedzy zbiorami
elementéw pierwszych i nierozkladalnych dowolnego pierscienia catkowitego.

Twierdzenie 8.5 W dowolnym pierscieniu catkowitym P, kazdy element pier-
wszy jest nierozktadalny.

Dowéd. Niech a € P bedzie elementem pierwszym pierscieni calkowitego P.
Przypusémy, ze istnieje rozklad a, czyli

a=ay-...-ag (8.2)

dla pewnego k > 2. Wéwcezas istnieje ¢ € {1,...,k} takie, ze ala;. Poniewaz
(na mocy (8.2)) a;|a, elementy a oraz a; sa stowarzyszone.
Wykazemy teraz, ze jesli dwa elementy x,y sa stowarzyszone w pierscieniu
calkowitym P, powiedzmy x|y i y|z, wéwczas x = yz, gdzie z jest jednoscia.
Rzeczywiscie,

zly= JzeP: y=zzx

ylr= FHeP: z=ty }ﬁyzty
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Stad i z faktu, ze P jest pierscieniem calkowitym (a wiec z jedynka i prawem
skracania) wnioskujemy tatwo, ze zt = 1, czyli, ze z i ¢ sa stowarzyszone z je-
dynka, czyli jednosciami pierscienia P.

Odnoszac te rozwazania do a i a; otrzymujemy a = ay +... G;—1Gi41 ... ApQ; =
a;z, przy czym z jest jednoscia. Korzystajac z przemienno$ci i ponownie z prawa
skracania otrzymujemy, ze aj - ... a;—10;41 - ... a = 2z, a wiec, jak latwo za-
uwazy¢, takze aq,...,a;—1,0i41,.-.,a; sa jednosciami, co konczy dowdd. |

Bardzo znanym przyktadem na to, ze twierdzenie odwrotne do twierdzenia
8.5 nie jest prawdziwe, jest pierscienn Dedekinda Z < v/5i >= {a+bi\/5|a,b €
Z}.

Wykazemy wpierw, ze liczba 2 jest elementem nierozkladalnym pierécienia De-
dekinda. rzeczywiscie,

2 = (a + biV5)(c + div/5)

daje uktad réwnan

ac—>5bd = 2
bed4+ad = 0
Traktujac ten uklad jako uktad o niewiadomych c i d otrzymamy
2a —2b

= — d = —
a? + 5b? a? + b2
(zauwazmy, ze a i b nie moga by¢ réwnoczesnie réwne zero).
Poniewaz ¢ i d sa catkowite, zachodzi a® + 5b* < 2|a| (lub a = 0). Stad
la] <2
i wobec tego
a€{0,-1,1,-2,2}
e Gdyby a = 0 wowczas mieliby$my ac = 0 i w konsekwencji 2 = —5bd, co
dla catkowitych b i d jest niemozliwe.
e Gdyby a = 1 mieliby$my ¢ = 1-&-%’ a wiec b = 0 i w konsekwencji ¢ = 2 i
d = 0. Nasz rozklad bylby wiec z koniecznosci postaci 2 = 1-2, a wiec nie
bylby rozkladem wlasciwym (jeden z czynnikéw jest jednoscia).

e Gdyby a = 2 wéwczas mieliby$my ¢ = ﬁ a stad wnioskujemy tatwo, ze
b=0,c=1,d =01 wobec tego 2 = 2-1 — sprzecznos¢ z przypuszczeniem,
ze rozklad liczby 2 (w Z < v/5i >) jest wlaciwy.

e Podobnie jak powyzej sprawdzamy, ze a nie moze by¢ rowne ani —1 ani
-2

Zauwazmy teraz, ze
6=2-3=(1+iV5)(1 —iV5)

Wobec tego 2|6. Latwo takze sprawdzié, ze 2 nie dzieli ani 1 + V5 ani 1 — /5.
SprawdzilisSmy, ze w pierécieniu Dedekinda Z < /—5 > liczba 2 jest elementem
nierozkladalnym, ktéry nie jest elementem pierwszym.



Rozdzial 9

Wyklad 9 - 7.X11.2010

9.1 Pierscienie c.d. c.d.

9.1.1 Pierscienie Gaussa

Definicja 9.1 Pierscien P nazywamy pierscieniem z rozkladem jezeli kazdy,
nie bedqcy jednosciq pierscienia P, element a € P da sie przedstawié¢ jako ilo-
czyn skonczonej liczby elementow nierozktadalnych w P.

Dwa rozktady elementu a:

a=ar ... @Gy a=by .. b,
nazywamy jednakowymi jezeli
1. m=n,

2. istnieje permutacja o : [1,m] — [1,m] taka, Ze elementy a; oraz by(;y sa
stowarzyszone.

Pierscien catkowity P nazywamy pierscieniem Gaussa ! jesli kazdy nie bedacy
jednosciq element pierscienia P ma rozktad jednoznaczny (tzn. ma rozktad na
tloczyn elementow nierozkladalnych i kazde dwa rozktady dowolnego elementu na
iloczyn elementow nierozkladalnych sq jednakowe).

Przyklad 9.1 Z, K[z] - gdzie K jest dowolnym cialem, sq pierscieniami Gaussa
(dowdd tych faktow bedzie nieco pdiniej).

Pierscieni Dedekinda nie jest pierscieniem Gaussa (np. rozktad liczby 6 w tym
pierscieniu nie jest jednoznaczny: 6 =3 -2 = (1 4+ +v/-=5)((1 — /-5)).

Twierdzenie 9.1 Pierscien catkowity z rozktadem P jest pierscieniem Gaussa
wtedy 1 tylko wtedy gdy kazdy element nierozktadalny a € P jest w P elementem
pierwszym.

LCarl Friedrich Gauss 1777-1855
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Dowdéd. ...
Uwaga. Pierscieri Dedekinda Z[/—5] nie jest pierScieniem Gaussa. W tym
pierscieniu element 6 ma dwa rézna rozklady na czynniki nierozktadalne.

6=2-3=(1+V=-5)(1—-+V-1)

9.1.2 Powrdét do wielomianéw

Twierdzenie 9.2 Niech P bedzie pierscieniem calkowitym i niech p € Plx]
bedzie wielomianem ktdrego wspotczynnik dominujacy jest odwracalny. Dla ka-
Zdego wielomianu v € Plx] istnieja wielomiany q,r € Plx] takie, Ze

v=gqgp+r, Or<dplubr=0 (9.1)
Wielomiany q © v o tych wltasnosciach wyznaczone sq jednoznacznie.

Dowdéd. Wykazemy wpierw istnienie wielomianéw p oraz 7.
Oznaczmy przez k stopien wielomianu v i przez m stopien wielomianu p. Dowdd
poprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na k.
Twierdzenie jest prawdziwe dla k < m. Rzeczywiscie, wowczas v = Op + v,
k = deg v < deg p = m.
Przypusémy, ze k > m a takze, ze jesli v* € P[z] jest wielomianem stop-
nia k' < k wéwczas istnieja wielomiany ¢* oraz r* takie, ze v* = ¢*p + r*,
deg r* < deg p lub r = 0.
Oznaczmy przez v i p, wspolczynniki dominujace wielomianéw v i p. 7Z
zalozenia element p,, jest odwracalny. Wielomian o = v—uvyp;,l2¥~™p jest stop-
nia mniejszego od k. Z zalozenia indukcyjnego istnieja wiec wielomiany g oraz r
takie, ze v = gp+r, deg r < deg p lub r = 0. Wéwezas v—uvpp,,l2*~"p = gp+r,
a zatem v = (vpp;'aF =™ + §)p + 7, co konczy dowdd istnienia wielomianéw g i
T,

Pozostaje wykazaé jedynosé wielomianéw ¢ i r spelniajacych warunki (9.1).
Przypuséémy, ze

v=qp+T
oraz

v=gp+T
przy czym Or < Op lubr =01 07 < 9p lub 7 = 0. Wéwczas r — 7 = (7 — q)p,
O(r —7) < Op lub r — 7 = 0. Stad juz latwo wywnioskowaé, ze g=qir=7. H

Whniosek 9.3 Niech P bedzie pierscieniem z jedynka. Reszta z dzielenia wielo-
mianu v € Plx] przez wielomian x — ¢ jest réwna v(c).

Dowdd. Na mocy twierdzenia o dzieleniu wielomianéw mozemy napisaé

v=gqglx—c)+r
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gdzie deg r = 0 lub r = 0. Wéwezas v(c) = q(¢)(c — ¢) + r(¢), co oznacza, ze
r(c) = v(c). poniewaz zas wielomian r moze mieé¢ jedynie wspélczynnik ro rézny
od zera (méwimy, ze r jest staly), ro = v(c). |

Element ¢ pierécienia P nazywamy pierwiastkiem wielomianu v € P[z]
jesli v(c) = 0.
Niech v € Plx], gdzie P jest pewnym pierscieniem catkowitym, x = ¢(x —
¢) + r, gdzie r jest wielomianem stopnia zero. Z wniosku 9.3 wynika, ze ¢ jest
pierwiastkiem wielomianu v wtedy i tylko wtedy, gdy  — ¢ dzieli v. Zapiszmy
to spostrzezenie

Whniosek 9.4 Niech P bedzie pierscieniem calkowitym. Wielomian v € Plz]
jest podzielny przez wielomian x — ¢ wtedy 1 tylko wtedy, gdy c jest pierwiast-
kiem wielomianu v. |

Z wniosku 9.4 bardzo latwo mozna wykazaé jeszcze jeden, bardzo wazny
wniosek.

Whniosek 9.5 Niech P bedzie pierscieniem catkowitym. Dowolny wielomian
v € P[z]| stopnia k ma co najwyzej k pierwiastkow. |

Twierdzenie 9.6 Pierscieri wielomiandw K[z] nad dowolnym ciatem K jest
pierscieniem gltownym.

Dowéd. Niech B bedzie idealem pierscienia K[z]. Jesli B = {0}, to B jest
oczywiscie idealem gtéwnym, B = (0). Przypusémy wiec, ze B # {0}. Wtedy
w B sa wielomiany niezerowe. Niech d bedzie wielomianem niezerowym, mini-
malnego stopnia w B. Wykazemy, ze B = (d). W tym celu wystarczy wykazad,
ze dla dowolnego b € B istnieje g € K|[z] takie, ze b = ¢d.

Z twierdzenia o dzieleniu wielomianéw (twierdzenie 9.2) wynika, ze istnieja
takie wielomiany ¢,r € K|z, ze

=qd+r degr<degd

Stad r = b — qd € B. Jednak w ideale B jedynym wielomianem stopnia silnie
mniejszego niz deg d jest wielomian r = 0, a wiec b = qd, co nalezalo udowodnié.

9.1.3 Jeszcze o pierscieniach gléwnych

Juz niebawem okaze sie, ze bardzo wazna wlasnoscia pierscieni gléwnych jest,
ze dowolny wstepujacy ciag idealéw pierécienia gtéwnego jest stacjonarny. Te
wlasnosé wykazemy w nastepnym twierdzeniu.
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Twierdzenie 9.7 W pierscieniu gtownym P kazdy wstepujacy ciqg ideatow
CicCyc...cCyC...
jest stacjonarny, tzn. istnieje kg € N takie, Ze
Cry = Crot1 = - ..

Dowdéd. Suma idealéw C' = |J;2, C; iest idealem (por. zad. ??). Poniewaz P
jest pierscieniem gléwnym, istnieje a € P takie, ze C' = (a). Oczywiscie a € C,
a wiec istnieje ko € N takie, ze a € Cj,.

Z definicji C' (jako mnogosciowej sumy C7, @ € N): Cy, C C. Z drugieje strony,
skoro a € C,, to z definicji ideatu (a) C Cy,, a wiec C C Cy, i ostatecznie:
C = Cl,- |

Najwiekszym wspdlnym dzielnikiem elementéw a i b pierscienia calko-
witego P nazywamy element d € P spelniajacy warunek:

dla, d|b oraz dla kazdego c € P: cla,c|b= c|d

Najwiekszy wspdlny dzielnik elementéw a i b oznaczamy przez NWD(a, b) lub,
czesciej, przez (a,b).

Jezeli najwigkszym wspélnym dzielnikiem elementow a i b jest jedynka pier-
Scienia (inaczej: jezeli (a,b) = 1), wéwczas méwimy, ze a i b sa wzglednie
pierwsze. Wowczas jedynymi wspolnymi dzielnikami a i b sa 1 i elementy
stowarzyszone z 1 (a wiec, elementy odwracalne pierécienia). Zamiast pisaé
(a,b) =1 czesto piszemy a L b.

W pierscieniach glénych najwiekszy wspélny dzielnik dwéch elementéw za-
wsze istnieje 1 mozna go zapisa¢ w specjalnej postaci. Twierdzenie ktore o tym
moéwi nazwiemy twierdzeniem o NWD w pierscieniu gléwnym.

Twierdzenie 9.8 Kazde dwa elementy a,b pierscienia gtownego P majq naj-
wiekszy wspdlny dzielnik d € P ktory jest ich kombinacjq liniowaq, tzn. istniejq
s,t € P takie, Ze

d=sa+tb

Dowdd bedzie na wykladzie nastepnym.



Rozdzial 10

Wyktad 10 - 17.XI1.2010

10.1 Pierscienie c.d. c.d.

10.1.1 Pierscienie gléwne c.d.

Zgodnie z obietnica, zacznijmy od dowodu twierdzenia 9.8.

Dowdd. Rozwazmy zbiér
S = {81a —|—t1b‘81,t1 € P}

Sprawdzmy wpeirw, ze S jest idealem. Rzeczywiscie, jezeli s,t € S wowczas
istniej w P elementy o, as, 81, 82 takie, ze s = aya + [1b oraz t = asa + [B2b i
wobec tego

s—t=(a1tag)at+ (B1+B)beS

Dla dowolnego ¢ € P zachodzi
cs = c(ara + prb) = (car)a+ (cfr)b € S

Poniewaz z zalozenia P jest pierécieniem gtéwnym, ideal S jest gléwny, a
wiec istnieje d € P takie, ze S = (d). Element a mozna zapisaé w postaci
a = la + 0b, a wiec a € S. Podobnie wykazujemy, ze b € S. Stad wynika
pezywiscie, ze d|a oraz d|b.

Jedli cla i c|b wtedy istnieja «, 8 € P takie ze a = ac oraz b = Sc. Wowezas

d = sa+th = sac+tfc= (aa +tf)c
i wobec tego c|d. |
Jezeli najwiekszym wspolnym dzielnikiem elementéw a i b jest jedynka pier-
Scienia (inaczej: jezeli (a,b) = 1), wéwczas méwimy, ze a i b sa wzglednie
pierwsze. Wdéwczas jedynymi wspdlnymi dzielnikami a i b sa 1 i elementy

stowarzyszone z 1 (a wiec, elementy odwracalne pierscienia). Zamiast pisaé
(a,b) =1 czesto piszemy a L b.
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10.2 Pierscienie euklidesowe

Definicja 10.1 Pierscien catkowity P nazywamy euklidesowym jesli istnieje
funkcja h : P* — N7V taka, Ze dla wszystkich a € P,b € P* istniejg q,v € P
takie, ze

1. a=bg+r
2. oraz albo r =0 albo h(r) < h(b).

Przyklady.

1. Z z funkcja h(n) = |n|
2. K|x] gdzie Kjest pewnym cialem, z funkcja h(v) = 2°)

3. Zli] = {a+bi:a,be Z} zaé h(a+ bi) = a® + b2
Wykazemy, ze funkcja h tak zdefiniowana rzeczywiscie spelnia postulaty
definicji pierscienia euklidesowego.
Niech a+bi € Z[i] i niech c+di € Z[i]*. Oczywiscie ‘Clisi = e+ fi, gdzie e i
f sa liczbami wymiernymi (zeby to zobaczy¢ wystarczy wymnozy¢ licznik
atbi przez ¢ —di i wykonaé dzielenie). Wybierzmy

i mianownik wyrazenla *di

teraz eg oraz fo tak, by |e —eo| < 11 |f — fo| < 3.
Przyjrzyjmy sie liczbie
r=a-+bi— (C+ d/i)(eo + fol)

Oczywiscie a + bi = (¢ + di)(eg + foi) + r. Pozostaje wiec wykazaé, ze
h(r) < |c+ di|?.

h(r)| = |1~\2 =la+bi— (c+ di)(eg + foi)|2 =
= |(c+ di)(e + fi) — (c+di)(eq + foi)|* < |c+di]*|e + fi — e — foil* =
= |c—|—alz'|2((e—eo)2 + (f—fo)g) < |c+di|2(% + i) < |c+di|2 = h(c+ di)

Twierdzenie 10.1 KaZdy pierscien euklidesowy jest pierscieniem gtownym.

Dow. ...

W pierscieniach euklidesowych funkcjonuje algorytm Euklidesa podobny do
tego, ktéry znamy dla liczb catkowitych.

ALGORYTM EUKLIDESOWY W PIERSCIENIU EUKLIDESO-
WYM

Niech P bedzie pierécieniem euklidesowym, a,b € P.
Okreslmy rekurencyjnie nastepujacy ciag (r;).
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e rg=a,r1=0>
® T = Qit1Ti+1 t Tig2 gdzie h(’l‘i_;,_g) < h(Ti+1)

Oczywiscie mamy wtedy h(ri) < h(rz) < ..., a poniewaz funkcja h na mocy
definicji (pierécienia euklidesowego) przyjmuje wartosci naturalne, ciag (r;) jest
skoriczony. Powiedzmy, ze ostatnim niezerowym wyrazem ciagu (r;) jest ry
(oznacza to, ze 11 = 01 gy jest ostatnim wyrazem ciagu (r;)). Mamy wtedy
réwnosé ry_1 = qrTk.

Zauwazmy takze, ze z réwnosci

Ti = Qit1Tit1 + Tit2
wynika, ze
e jesli jakis element d € P dzieli r; oraz r; 11 wéwczas d dzieli ;49
e jesli d € P dzieli r;41 oraz r;1o wowczas d dzieli r;

Stad tatwo wywnioskowaé, ze r, = NWD(rg_1,7t—2) = ... = NWD(ry,rg) =
NW D(a,b).

Co wiecej, korzystajac z ciagu réwnosci r; = ;11741 + rit2 tatwo wyliczyé
wartosé¢ r, = NWD(a,b).

10.3 Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki

Nastepujace twierdzenie nazywa sie Zasadniczym Twierdzeniem Arytmetyki
(lub Twierdzeniem o Jednoznacznej Faktoryzacji).

Twierdzenie 10.2 Kazdy pierscien glowny jest pierscieniem Gaussa.

Dow. ...
Oczywiscie, skoro kazdy pierscient euklidesowy jest pierscieniem gléwnym,
prawdziwy jest nastepujacy wniosek.

Whniosek 10.3 Kazdy pierscieri Fuklidesa jest pierscieniem Gaussa.

10.4 Cialo ulamkoéw pierscienia catkowitego

Zakladam podstawows wiedze n.t. cial. Przypomnijmy wiec tylko krotko, ze
cialem (przemiennym) nazywamy zbiér F' wyposazony w dwa dzialania, addy-
tywne i multyplikatywne, ktéry

e jest pierscieniem calkowitym oraz

e kazdy element a € F' rézny od zera ma element odwrotnny ze wzgledu na
dzialanie oznaczone multyplikatywnie (a wiec istnieje a=! € F takie, ze
-1
a-a"t=1).
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Podczas wykladu przypomnieliSmy sobie definicje podciala oraz warunek ko-
nieczny i wystarczajacy, by podzbidr ciata byl podcialem.

Niech P bedzie pierscieniem catkowitym, P* = P — {0}. wzbiorze Q = P x P*
zdefiniujmy dwa dziatania:

(a,b) + (¢,d) = (ad + be, bd) (10.1)
(a,b) - (¢,d) = (ac,bd) (10.2)

oraz relacje R:
(a,b)R(c,d) <= ad = bc (10.3)

Twierdzenie 10.4 Dla dowolnego pierscienia catkowitego P relacja R zdefinio-
wana przez 10.3 jest relacja rownowaznosci zgodna z dziataniami 10.1 i 10.2.

Dzieki twierdzeniu 10.4 w zbiorze ilorazowym P x P*/R mozna wprowadzié
dziatania dodawania i mnozenia:

[(a,b)] + [(c,d)] = [(ad + be, bd)] (10.4)

[(a,0)] - [(¢, )] = [(ac, bd)] (10.5)

Twierdzenie 10.5 (O ciele utamkéw) Dla dowolnego pierscienia catkowitego
P 2bidr P x P*/R z dziataniami zdefiniowanymi wzorami 10.4 1 10.5 jest ciatem
przemiennym.

Cialo wystepujace w tezie twierdzenia 10.5 nazywamy cialem ulamkéw
pierscienia P. Z oczywistch powodéw bedziemy raczej stosowali zapis § zamiast
[(a,b)] dla elemntéw ciala utamkdéw.



Rozdzial 11

Wykilad 11 - 21.X11.2010

11.1 Pierscienie ilorazowe

Twierdzenie 11.1 Niech P bedzie pierscieniem, a D C P jego podpiericie-
niem. Relacja Rp zdefiniowana w D wzorem

aRpb < a—-beD
jest relacjg rownowaznosci w D.

Dow. ... Cwiczenie!
Zbiér klas réwnowaznosci P/ Rp nazywamy ilorazem pierscienia P przez
podpierscieri D i oznaczamy przez P/D.

Twierdzenie 11.2 W dowolnym pierscieniu P i dla dowolnego podpierscienia
D C P relacja Rp jest zgodna z dziataniami pierscienia wtedy i tylko wtedy, gdy
D jest ideatem pierscienia P.

Dow. ... Cwiczenie!

7 faktu, ze w przypadku gdy I jest idealem pierscienia P, relacja Rj jest
zgodna z dzialaniami pierscienia, pozwala w ilorazie P/I wprowadzi¢ dzialania
wzorami

[a’]RI + [b]RI = [CL + b]RI
[a]RI : [b]RI = [ab} Ry
gdzie [c]g, oznacza klase réwnowaznodci elementu ¢ € P wzgledem relacji R;.
Przyjrzyjmy sie¢ tym klasom. Dla dowolnego elementu a € P mamy
[alr, ={beP:b—acl}

Stad klasa [a]g, réwna jest zbiorowi tych elementéw b € P dla ktérych istnieje
element ¢ € I taki, ze b = a + ¢. Taki zbiér zapisujemy [a]r, = a + I. Teraz
wzory na dziatania w P?I przyjmuja postaci

(a+D)+b+1)=a+b+1
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oraz

(a+I)b+1I)=ab+1

Latwo zaobserwowaé, ze I jest w P/I elementem neutralnym ze wzgledu na
dodawanie.

Twierdzenie 11.3 (O ilorazie pierscienia przez ideal) Jesli I jest ideatem
pierscienia P, to P/I jest pierscieniem (przemiennym, jesli P jest przemienny,
z jedynka, jesli P jest z jedynka).

Dow. ... Cwiczenie

Zauwazmy, ze zerem pierscienia P/I jest I. Jesli P jest pierScieniem, zas I
jego idealem, wéwczas piersciert P/I nazywamy pierScieniem ilorazowym.

11.2 Homomorfizmy pierscieni

Odwzorowanie h : P — () pierécienia P w pierécienn () jest homomorfizmem
jesli spelnia warunki

1. h(a+b) = h(a) + k(D)
2. h(ab) = h(a)h(b)

dla dowolnych a,b € P. Im h = h(P) nazywamy obrazem za$ Ker h = h=1[0]
jadrem homomorfizmu h.

Twierdzenie 11.4 1. Obraz homomorfizmu pierscieni h : P — Q jest pod-
pierscieniem pierscienia Q.

2. Jadro homomorfizmu pierscieni h : P — Q jest idealem pierscienia P.

Twierdzenie 11.5 Jesli P jest piersciniem a I jego ideatem, wowczas odwzo-
rowanie k : P — P/I zdefiniowane wzorem

k(o) =a+1
jest homomorfizmem (zwanym homomorfizmem kanonicznym ).

Twierdzenie 11.6 Dla dowolnych pierscieni P, homomorfizm pierscieni h :
P — @ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy Ker h = {0}.

Dow. Cwiczenie!

Twierdzenie 11.7 (Podstawowe o izomorfiZzmie pierscieni) Jeslih: P —
Q jest epimorfizmem pierscienia na pierscien @, wowczas zachodzi wzor

h=hok

gdzie k : P — P/Ker h jest homomorfizmem kanonicznym, za$ h: P/Ker h —
Q izomorfizmem przyporzadkowujgcym kazdej klasie elementéow P/Ker h ich
wspdolng warto$é w homomorfizmie k.
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Dow. ...

Twierdzenie 11.7 mozna wypowiedzieé¢ inaczej tak: kazdy epimorfizm pier-
Scieni mozna przedstawi¢ jako ztozemie homomorfizmu kanonicznego i pewnego
izomorfizmu.

11.3 Wielomiany nieprzywiedlne

Niech v bedzie wielomianem o wspczynnikach w pewnym pierscieniu calkowitym
P. Taki wielomian mozna w dos$¢ oczywisty sposéb traktowaé jako wielo-
mian nad cialem utamkoéw F' pierécienia P. Mozna sformutowaé pytanie, kiedy
element 7 ciala F' moze by¢ pierwiastkiem v?. Okazuje si¢, ze jesli P jest
pierécieniem Gaussa odpowiedz na to tytanie jest taka, jak w znanym zeszkoty

Sredniej twierdzeniu dotyczacym wielomianéw o wspélczynnikach catkowitych.

Twierdzenie 11.8 Jesli element ¢ ciata utamkéw F pierscienia Gaussa P jest
pierwiastkiem wielomianu

Plz]2v=ay+ a1z + -+ apz"
stopnia n, wowczas a dzieli ag 1 b dzieli a,.
Dow. ...

Bardzo czesto zamiast méwié, ze wielomian jest nierozkladalny méwimy, ze
jest nieprzywiedlny. Kryterium Eisensteina' bardzo waznym, czesto stosowa-
nym warunkiem wystarczajacym nieprzywiedlnosci wielomiandéw nad pierscieniem
Gaussa.

Twierdzenie 11.9 Niech P bedzie pierscieniem Gaussa, p € Plz], p = ag +
a1x + -+ apx™. Jesli istnieje element pierwszy a w P taki, Ze

1. alag, alay, ...,alan-1,
2. a fan,
3. a% [ ag

IFerdinand Eisenstein (1823-1852) jest postacia ze wszech miar godna uwagi. Pochodzit z
bardzo skromnej rodziny, byt pochodzenia zydowskiego. Wiele zawdzigczal Aleksandrowi von
Humboldtowi, ktéry odkryt jego talent i pomagal mu w karierze. W roku 1844 dwudziestojed-
noletni Eisenstein opublikowal 23 artykuly naukowe i rok pzZniej otrzymatl honorowy doktorat
Uniwersytetu we Wroclawiu (jeszcze przed tem nim uzyskat habilitacje, w wieku lat 24 w Ber-
linie). Byl czlonkiem Akademii Getyndze i w Berlinie. Gauss mial o nim powiedzieé, ze byto
tylko trzech matematykéw o epokowym znaczeniu: Archimedes, Newton i Eisenstein. No c6z,
w konicu jednak wyszlo na to, ze to jednak wyniki Gaussa przetrwaly i wplynely na rozwdj
nauki, przede wszystkim zas matematyki w znacznie wiekszym stopniu. Choé¢ poréwnywanie
tu nie bardzo ma jakikolwiek sens.
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wéwczas p jest nierozktadalny? w P (a co za tym idzie, takie w F - ciele utamkéw
pierscienia P).

Dowdéd. Twierdzenie udowodnimy metoda nie wprost. Przypusémy, ze istnieja
wielomiany by + by + - - - + bpz® oraz ¢y + c1x + - - + ¢zt w Plz]. Wéwcezas

ag = bocy

Poniewaz alag 1 a jest elementem pierwszym, a dzieli jeden z elementéw by, co.
Co wiecej, a nie moz dzieli¢ zaréwno by jak i ¢y, w przeciwnym bowiem przy-
padku a dzielitoby a2. Bez straty ogdlnosci mozemy zalozyé, ze alby i a fco.
Oczywiscie a; = bgey + bicg. Poniewaz alay 1 albg wiec albicy. Skoro jednak
a feo, a dzieli by ..

Przypusémy, ze wykazalisSmy juz, ze

albo, alby, - -, albj_1

dla pewnego j < n. Z faktu, ze a; = boc; + aicj_1 ++-- -+ bjco, alby, alb, - -,
albj_1,ala; wynika, ze albjco a stad alb; (pamietamy, ze a fco).

Teraz juz oczywistym jest, ze udowodniliSémy (metoda indukcji), ze albg. Po-
niweaz jednak bypc; = a,, korzystajac kolejny raz z tego, ze a jest elementym
pierwszym pierscienia P, dochodzimy do wniosku, ze al|a,. Ta sprzecznos$¢ z
zalozeniami twierdzenia koriczy jego dowdd. |

Zauwazmy, ze dla dowolnego n > 1 wielomian ™ + 2 jest nierozktadalny
na mocy kryterium Eisensteina.? Mamy wiec przyktad nieskoriczonego zbioru
wielomianéw nierozktadalnych.

11.4 Wielomiany wielu zmiennych

Niech bedzie dany pierscieri P catkowity. Wéwcezas (P[x])[y] nazywamy pier-
$cieniem wielomianéw dwéch zmiennych. Pierécien ten oznaczamy przez
Plx,y].

Uzycie powyzej nazwy pierscien dla zbioru wielomiandéw dwéch zmiennych
jest pozornym naduzyciem. Nie udowodniliémy przeciez, ze P[x,y] jest rze-
czywiscie pierdcieniem. Jednak wiemy juz, ze P[x] jest pierdcieniem i to catkowi-
tym. Wobec tego P[x,y] jako zbiér wielomianéw (zmiennej y) o wspélezynnikach
w pierscieniu catkowitym P[x] jest pierscieniem (catkowitym).

Wielomian n zmiennych x1, ..., X, definiujemy rekurencyjnie poprzez (rekuren-
cyjna) definicje pierscienia wielomianéw n zmiennych:

P[x1,...;%Xn] = P[X1, ..., Xn—1][Xn]

2Podczas wykladu, zupelnie niepotrzebnie i bez sensu, powiedzialem i napisalem na tablicy,
ze P nie jest rozkladalny na iloczyn wielomianéw stopnia co najmniej 1. Odwotuje!

30czywiscie 2 mozna tu zastapié¢ dowolng liczba pierwsza i otrzymaé takze wielomian
nierozkladalny w Z[z].
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Bardzo latwo stwierdzié, ze ogdlna posta¢ wielomianu v € P[xq,...,Xp] jest
nastepujaca

— i1 i
(X1, .0y Xpn) = E Ay, i, Xt exT

(@i, ,...i,, € P nazywamy wspoélczynnikami wiclomianu v).

11.4.1 Wielomiany symetryczne

Twierdzenie 11.10 (Wzory Viety) Niech K bedzie ciatem. Jesli Klz] >

v = ag + a1x + ... + a,x™ jest wielomianem stopnia n o n pierwiastkach
a1, ..., qn (niekoniecznie réznych) nalezqcych do pewnego ciata L O K, wéwczas
v=k(z—ay) ... - (x—ay)

i zachodzq wzory (zwane wzorami Viety ):
a, =k

ap—1 = k(a1 + ...+ an)

Gp—2 = k(aras + aqag + ...+ ap_10y,)

ag=k(-1)"ay ... an

Dowdd - praktycznie oczywisty: wystarczy poréwnaé wspélczynniki wielo-
mianu we wzorze

agtaz+...+az" =k(zx—ay) ... - (x —ay)
|
7 twierdzenia 11.10 wynika natychmiast nastepujacy wniosek.
Whiosek 11.11 Jesli wielomian v € K[z] ma pierwiastki o, . .., a, nalezqce

do ciata L zawierajacego K (ciato K jest podciatem ciata L), wéwczas
Z Gy ..y, €K
1<i1 <2< <ip<n

dla kazdego k < n.



Rozdzial 12

Wykilad 12 - 4.1.2011

12.1 Wielomiany wielu zmiennych c.d.

12.1.1 Wielomiany symetryczne c.d.

r-tym podstawowym wielomianem symetrycznym S,(z1,...,2,) nazy-
wamy wielomian n zmiennych zq,...,z, ktéry jest suma wszystkich réznych
iloczynéw r réznych zmiennych.

Przykiad.
n=4,r=1 Si(z1,...,25) =21 + 22 + 23 + x4 + =5
n=>51r=3 Ss(x1,...,25) = L1223 + T1T2x4 + ... + T3T4T5

Whiosek 12.1 (Inna postaé tw.Viety) Jeieli ay,...,a, € L sq pierwiast-
kami wielomianu v € Klx] (gdzie ciato K jest podciatem ciala L), v = aa™ +
12" Y4+ ... +ag to

ar = (_1>TST<011, cey an)
Stad wynika kolejny wazny wniosek.

Whiosek 12.2 Jesli ay,...,a, € L sq pierwiastkami wielomianu v € K|z]
(gdzie K jest podciatem ciala L), to

Sr(ag,...,apn) €K

dla kazdego r,1 <r < n.

12.1.2 Twierdzenie Wilsona

Twierdzenie Wilsona (1741-1793)! dotyczy rozpoznawania liczb pierwszych, jest
wiec wazne chociazby ze wzgledu na zastosowania w teori szyfrowania. Nie-

L John Wilson, autor twierdzenia o ktérym mowa, twierdzenia w sposéb trwaly zwiazanego z
jego nazwiskiem nie udowodnil, a jedynie stwierdzit, odkry! - nalezy sadzi¢, raczej podejrzewal,
ze jest prawdziwe. Przypisanie twierdzenia Wilsona Wilsonowi wiec jest nie do konca stuszne.
Pierwszy dowéd podal Lagrange w 1773 roku.

50



ROZDZIAL 12. WYKLAD 12 - 4.1.2011 51

stety ze wzgledu na liczbe operacji arytmetycznych jakie trzeba wykonaé, nie za
wida¢ jak moznaby je stosowaé¢ do rozpoznawania bardzo duzych liczb pierw-
szych (przez duze liczby rozumiemy oczywiscie liczby naturalne o co najmniej
setkach miejsc znaczacych).

12.2 Twierdzenie Wilsona

Twierdzenie 12.3 (Twierdzenie Wilsona) Liczba p € N jest pierwsza wtedy
1 tylko wtedy, gdy
(p— 1!+ 1=0( mod p)

Dow. ...

12.2.1 Podstawowe twierdzenie o wielomianach symetrycz-
nych

Wielomian v € P[Xj, ..., Xn| nazywamy symetrycznym jezeli dla dowolnej per-
mutacji o € S, zachodzi wzdr

U(XUL "-aXo'n) = V(Xl7 "~7Xn)

Twierdzenie 12.4 (Podstawowe o wielomianach symetrycznych) W do-
wolnym opierscieniu z jedynkq D dla kazdego wielomianu symetrycznego v €
DIz, ..., xy,] istnieje dokltadnie jeden wielomian w € Dlxq,...,x,] taki, Ze

v(@1, .., ) = wW(S1(T1, - Tn), - ST,y Th)) (12.1)

Podczas wykladu podalem dowéd istnienia wielomianu w, natomiast nie udo-
wodnilem, ze taki wielomian jest wyznaczony jednoznacznie.
Dowéd jednoznacznosci. Niech wielomian w spelnia warunek 12.1 twierdze-
nia i niech p bedzie najwiekszym jednomianem wielomianu w (najwiekszym w
takim sensie, w jakim to zostalo zdefiniowane podczas wykladu dowodu istnie-
nia). Powiedzmy, ze

p(517 527 ceey S’IL) == Cslﬁl 5525577
Wéwcezas najwiekszym jednomianem wielomianu

w(S1(x1, T2, ooy Tn )y S2(T1, T, ey ),y oey S (X1, T2y ooy T4))

jest
C$?1+ﬂ2+~-+5ﬂ$§2+ﬂ3+"'+B" R

n
Wynika sta, ze najwiekszy jednomian od zmiennych z1,xo, ..., x, wielomianu
w (a wiec i wielomianu v!) powstaje w ten sposéb z najwiekszego jednomianu
zmiennych Sp,5 — 2, ..., S, wielomianu w. Mamy wiec
,1131+52+---+,3n . x§2+53+---+[3n, - xﬁn

sz =cx it
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Pamietamy (?), ze podczas w pierwszej czesci dowodu, tej przeprowadzonej
podvczas wyktadu, przyjeliémy, ze najwiekszym jednomianem wielomianu v jest

cx® - x®2 . .- x% . Stad za$ wynika, ze «; oraz (3; speliaja nastepujacy uktad
réwnan.
Bl + /82 + ..+ ﬂn = o
P2 + ..+ pn = Q2
Pn = Qpn

Eksperci z zakresu algebry liniowej, jakimi s studenci II roku Matematyki na
WMS AGH rozpoznaja bez trudu, ze uklad ten ma rozwiazania wyznaczone
jednoznaczne :).

Whiosek 12.5 Dia kazdego wielomianu (jednej zmiennej) v € K[z] stopnia n
o pierwiastkach aq, ..., a, wpewnym ciele L (K C L) i dla kazdego wielomianu
symetrycznego p € Kz, ...,x,] (n zmiennych) zachodzi

plai,...,a,) € K

Dow. ...

12.3 Pierscienie wielomianow nad pierscieniami
Gaussa

Niech P bedzie pewnym pierécieniem (na razie nie koniecznie Gaussa). Oczywiscie
kazdy element pierécienia P mozna traktowaé jako element pierscienia Plz], mia-
nowicie jako wielomian stopnia zerowego. Udowodnilismy nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 12.6 Kazdy element pierwszy pierscienia P jest takze elementem
pierwszym pierscienia Plz].



Rozdzial 13

Wyklad 13 - 11.1.2011

13.1 Wielomiany nad pierscieniami Gaussa c.d.

Definicja 13.1 Mowimy, ze wielomian p = ag+aix+. ..+a,x™ jest pierwotny
jezeli (ag,a,...,a,) =1 (wspdlczynniki wielomian”u p sq wzglednie pierwsze).

Uwaga. Kazdy wielomian nierozkladalny jest pierwotny. Wielomian z2 +
2x + 1 € Z[z] jest przykladem wielomianu pierwotnego, ktéry nie jest nie-
rozkladalny.

Twierdzenie 13.1 Kazdy element pierwszy dowolnego pierscienia P jest takze
elementem pierwszym Plx].

Dow. ...

Twierdzenie 13.2 (Lemat Gaussa) Jesli P jest pierscieniem Gaussa, p,q €
P[z] sq wielomianami pierwotnymi to iloczyn pq jest wielomianem pierwotnym.

Dow. ...

Twierdzenie 13.3 Iloczyn dowolnej liczby wielomiandw pierwotnych nad pier-
scieniem Gaussa jest wielomianem pierwotnym.

Twierdzenie 13.4 Jesli p jest wielomianem nierozktadalnym nad pierscieniem
Gaussa P, wowczas p jest takze nierozktadalny nad ciatem utamkow pierscienia
P.

Dow. ...

Whniosek 13.5 Niech P bedzie pierscieniem Gaussa. Kazdy wielomian nie-
rozktadalny w P|x] jest elementem pierwszym pierscienia Plx].

Dow. ...
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13.2 Twierdzenie (Gaussa

Twierdzenie 13.6 Pierscien wielomianow nad pierscieniem Gaussa jest pier-
Scieniem Gaussa.

Dow. ...

13.3 Rozszerzenia cial

Rozszerzeniem ciala K nazywamy cialo L takie, ze istnieje monomorfizm
T : K — L. Piszemy wtedy L : K (taki napis czytamy cialo L jest rozszerze-
niem ciata K).
Oczywiscie, jedli cialo K jest podcialem ciala L, wéwczas L : K. Co wiecej, z
taka sytuacja bedziemy mieli do czynienia najczesciej (choé¢ nie zawsze). Cza-
sami cialo K nazywamy matym zas L duzym.

Niech L: Ki X C L.
Cialem generowanym w K przez X nazywamy najmniejsze cialo zawierajace
X i K. Takie cialo oznaczamy przez K < X >. Jesli zabiér X jest skonczony,
na przyktad X = {a,...,a,} wéwczas piszemy K < ay,...,a, > zamiast K <
{a1,...;an} >.

Cialo generowane przez X C K jest réwne!:
e przecieciu wszystkich podcial ciala L zawierajacych X,

e zbiorowi elementéw ktore mozna otrzymaé w ciagu skonczonym operacji
(dzialan w ciele) na elementach z X i K.

Przykiad 13.1 Q <i,v2 >

Rozszerzenie ciala K o element a € L nazywamy rozszerzeniem prostym
i oznaczamy przez K < a > (zamiast K < {a} >).

Cwiczenie 13.1 Sprawdz, e Q < i,—i,\/3,—\/3 > jest rozszerzeniem pro-
stym.

13.4 Cialo rozkladu

Przypomnijmy znane juz wczes$niej pierscienie ilorazowe.
Jezeli I jest ideatem pierscienia P, wéwczas iloraz P/ jest pierécieniem. Pamietamy,
ze zerem tego pierscienia jest I za$ elementami zbiory postaci

I+a
gdzie a € P. Dzialania w pierécieniu sa wtedy okreslona wzorami:

(I+a)+ (T +b)=I+(a+Db)

1Podczas wykladu dowodéw tych faktéw nie podawatem. Polecam Waszej uwadze jako
¢éwiczenie.
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(I+a)(I+b)=I+ab

Przypomnijmy takze, ze jesli K jest cialem, to K[x] jest pierScieniem gtéwnym.
tatwo jest udowodni¢ nastepujace twierdzenie. Cwiczenie!

Twierdzenie 13.7 Jesli K jest cialem, v € K[x], dv = n, wéwczas
K[x]/(v) ={(v) +w: we K[x],0w<n-—1}

Przyklad. Uléz tabelke dziatan dla Zo[x]/(x% + 1), Zs[x]/(x? +x + 3), ...

moze jeszcze cos?

Twierdzenie 13.8 Jesli K jest cialem av € K[x] wielomianem nierozktadalnym
nad K, wowczas K[x]|/(v) jest ciatem.

Dow. ...

Cwiczenie. Dla jakich wartosci a € Zs pierscien ilorazowy Zs[x]/(x% +a) !
jest ciatem?

Zauwazmy, ze cialo K[x]/(v) (gdzie v jest wielomianem nieprzywiedlnym
nad K) zawiera podciato izomorficzne z K. Tym podciatem jest zbi6r

{la] ;:a e K} ={(v)+a:a€ K}
Izomorfizmem jest T : K 5 a — (v)+a. Dlatego tez K[x]/(v) jest rozszerzeniem
K (K[x]/(v) : K).

Ciatlem rozkladu wielomianu v € K[x] nazywamy najmniejsze cialo, w
ktérym v rozktada sie na iloczyn czynnikéw liniowych

v=a(x—"5b)...(x—by)
Inaczej méwiac, jest to cialo K(by,...,b,)

Twierdzenie 13.9 (O ciele rozkladu) Dia dowolnego ciata K i wielomianu
v € KI[x] istnieje rozszerzenie L : K w ktérym v rozktada sie na iloczyn czyn-
nikow liniowych.

Podczas wykladu nie zdazyliSmy twierdzenia 13.9 udowodnié. Dowdd zosta-
nie podany na wykladzie nastepnym i bedzie si¢ opieral na ponizszym lemacie.

Lemat 13.10 Jesliv jest wielomianem nierozktadalnym nad ciatem K, wowczas
w ciele K[x]/(v) element x + (v) jest pierwiastkiem wielomianu v.

Dow. ...



Rozdzial 14

Wykitad 14 - 18.1.2011

14.1 Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Méwimy, ze cialo K jest algebraicznie zamkniete jezeli kazdy wielomian
v € K[x] ma w K wszystkie v pierwiastki w K, czyli

v=a(x—u)(x—uz) ... (X —uq)
gdzie d = Ov, uy,...,uq,a € K.
Twierdzenie 14.1 Cialo liczb zespolonych jest algebraicznie zamkniete.

Dowéd (niedokoriczony, c.d. bedzie na wyktadzie nastepnym).
Podzieli¢ go mozna na kilka czesci.
1. Wykazemy, ze twierdzenie wystarczy wykazaé dla wielomianach o
wspolczynnikach rzeczywistych.
Niech v € C[x]. Oznaczmy przez v wielomian powstaly przez sastapienie wszyst-
kich wspétczynnikéw v ich sprzezeniami, tzn. jedli v(x) = ag + a1x + ... + agx?
woéwczas 1(X) = dp + a1 X + ... + dgx?.
Zauwazmy, ze wielomian

w = VU

. _ . . d -
ma wspolezynniki rzeczywiste. Rzeczywiscie, w(x) = > j_o (> ,_o @Giar—;)x".

Latwo sprawdzi¢, ze
l
by = g a;a—; = b
i=0

Czyli b; € R dla wszystkich [.

Jesli, dla pewnego u € C w(u) = 0, wéwczas v(u)v(u) = 0, czyli v(u) = 0 lub
o(u) = 0. W drugim przypadku mamy 0 = o(u) = v(u). A to oznacza, ze U jest
pierwiastkiem wielomianu v.

A wiec, wielomian v (dowolny wielomian o wspélczynnikach rzespolonych) ma
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pierwiastek w zbiorze liczb zespolonych wtedy i tylko wtedy, gdy pewien wielo-
mian o wspélezynnikach rzeczywistych (mianowicie v7) ma pierwiastek zespo-
lony.
2. Dalsza cze$¢ dowodu przez indukcje. Niech v € R, dv = d = 2"™m,
gdzie m jest liczba nieparzysta (latwo zaobserwowaé, ze kazda liczbe naturalna
d rézna od zera mozna zapisa¢ w tej postaci). Indukcje poprowadzimy za
wzgledu na n.
Jedli n = 0, wéwezs v jest stopnia nieparzystego - wiemy (takze jeszcze ze
szkoly!), ze kazdy wielomian o wspélezynnikach rzeczywistych i stopnia niepa-
rzystego ma pierwiastek (i to rzeczywisty).
Przypusémy wiec, ze n > 1 i niech uq, ..., uq beda pierwiastkami wielomianu v
w jego ciele rozktadu'. Wéwczas v(x) = a(x — u1) - ... - (X — ug) gdzie a € R.
Oczywiscie

v(x) = ax? + aS1(uy, ..., ug)x 1+ (=1)%aSy(uy, ..., ug)x?

i dla kazdego k =1, ...,d Sk(u1,...,uq) € R[X].

Dla dowolnego h € Z zdefiniujmy wielomian

Vp(X, X1, ..., Xg) = H (x — x; — x5 — hx;X;j)
1<i<j<d
Oczywiscie v, € R[x, X1, ...,xq4] = R[X][X1,...,x4]. Co wiecej, dla ustalonego

h € Z wielomian v, jest wielomianem symetrycznym ze wzgledu na zmienne
wielomianowe Xi,...,X4. A wiec, na mocy Zasadniczego Twierdzenia o Wielo-
mianach Symetrycznych, v, jest wielomianem Si(X1, ..., Zq), ..., Sa(Z1, ..., Z4) O
wspdlezynnikach w R[x]. Skoro Sy(uq,...,uq), ..., Sa(u1,...,uq) € R takze wie-
lomian vy (x,u1, ..., uq) (& wigc wielomian zmiennej x) ma wspélezynniki w R
(dla kazdego catkowitego h). Stopieri tych wielomianéw (bo dla kazdego h € Z
mamy jeden) wielomianu ze wzgledu na x wynosi

d 1
Ovp, = (2> = §d(d —1)=2""1'm(@2"m - 1)
Z zalozenia indukcyjnego, v, ma pierwiastek w C (to, ze te wielomiany maja
pierwiastki, to nic ciekawego, wiadomo z Twierdzenia o Ciele Rozkladu - wazne
jest to, ze te pierwiastki sa w C!).

Wobec tego kazdy wielomian (dla kazdego h € Z) ma pierwiastek w C, a
stad relacja
uz+u+j+huzuj e C

jest spelniona dla nieskonczonej liczby parametréw h. Musza wiec istnieé ¢ oraz
J (ustalone) oraz takie h i I/, oba calkowite, h #£ h', ze

U; + Uj +huiuj eC

ITu wlagnie korzystamy z T'wierdzenia o Ciele Rozkladu.



ROZDZIAL 14. WYKLAD 14 - 18.1.2011 58

w; +uj + h'ujuj € C

Stad tatwo wywnioskowaé, ze
U; +Uu; € C

oraz
Ui € C

A wiec (x — u;)(x — uj;) € C[x]. Réwnanie zas$ kwadratowe o wspétczynnikach
zespolonych ma rozwiazania zespolone (a wiec u;, u; € C). |

Whiosek 14.2 Niech v € R[x]. Wéwczas v ma jednoznaczny rozktad na ilo-
czyn postaci

v=alx —c1) ... (x — ) (@?diz +e1) - ... (2% + dpx + e)

gdzie ¢, ...,cl,dy, ....dg, e1,....ex. € R, [ + 2k jest stopniem wielomianu v, za$
wielomiany stopnia drugiego (tréjmiany kwadratowe) sq nad R nierozktadalne i
kazdy z nich odpowiada pewnemu pierwiastkowi zespolonemu v.

14.2 Rozszerzenia skonczone, algebraiczne
i przestepne

[Rozszerzenia skoriczone, algebraiczne i przestepne]

Jesli Li K sa cialamii L : K i wymiar przestrzeni wektorowej L nad cialem K
wynosi n to méwimy, ze n = [L : K| jest wymiarem ciala L nad K. Rozszerzenie
L nazywamy wéwczas skoriczonym. Baza ciala L nad K nazywamy baze L
(traktowanego jako przestrzen wektorowa nad K). L jest rozszerzenienm
nieskonczonym L, jedli nie jest rozszerzeniem skonczonym.

Element a € L nazywamy algebraicznym nad K jesli a jest pierwiastkiem
pewnego, nie zerowego wielomianu v € K|[z]. Liczba algebraiczna nazywamy
dowolny element algebraiczny nad cialem Q.

Przyklad 14.1 Sprawdz, ze i, \/3, V2 + V2 oraz i ++/3 sq liczbami algebraicz-
nymi. Wskaz ich wielomiany minimalne.

Element a € L nazywamy elementem przestepnym nad K (gdzie L : K),
jezeli a nie jest algebraiczny nad K. Elementy przestepne nad Q nazywamy
liczbami przestepnymi.

Rozszerzenie L ciala K nazywamy algebraicznym jeZeli kazdy element a €
L jest algebraiczny nad K.

Przyklad 14.2 Wszystkie dotychczasowe przyktady.
Q(V2,V2,v2,...)

Podaj inne, nietrywialne przyktady.



ROZDZIAL 14. WYKLAD 14 - 18.1.2011 59

Twierdzenie 14.3 (O rozszerzeniach skoriczonych) Kazide rozszerzenie
skoriczone jest rozszerzeniem algebraicznym. Co wiecej, jesli [L : K] = k i
ai,...,ax jest baza L nad K, to L = K(aq,...,ax) i kazdy element b € L jest
elementem algebraicznym stopnia co najwyzej k nad K.

Dow. Podczas wykladu zdazyliSmy wykazaé tylko pierwsza cze$¢ twierdze-
nia, wrécimy do niego na nastepnym wykladzie.



Rozdzial 15

Wyklad 15 - 25.1.2011

Ustalenia dotyczace egzaminu

I termin: Pisemny 3 lutego o 9.00
Ustny: 9, 10 i 11 lutego

IT termin: Pisemny 21 lutego o 9.00
Ustny 22-23 lutego

IT termin: Pisemny 24 lutego o 9.00
Ustny 25-26 lutego

Wszystkie egzaminy pisemne w B7, parter

Egzaminy ustne w moim gabinecie (I pietro B7, p. 1.12). Dokladne listy z
orientacyjnymi godzinami rozpoczecia pytania poszczegdlnych oséb ustale po
otrzymaniu listy zaliczen i przesle na nasze konto.

Jesli liczba os6b na egzamin ustny nie bedzie zbyt duza, wéwczas egzamin ustny
rozpocznie sie 10 lutego (I termin), ta decyzja jednak moze byé podjeta dopiero
po otrzymaniu wynikéw zaliczen. Podobnie bedzie z nastepnymi terminami.
Choé¢ dokladne listy egzamindéw ustnych zostana podane pézniej, juz teraz po-
daje zasade ogdlna, ktéra bede sie kierowal. Kolejno$¢ egzaminowania bedzie
zgodna z numerami grup i kolejnoscia oséb na listach, ktére otrzymam z dzie-
kanatu.

15.1 Rozszerzenia skonczone, algebraiczne
i przestepne c.d.

Przypomnijmy, ze rozszerzeniem prostym ciata K nazwaliSmy rozszerzenie K <

a > o jeden element, mianowicie o a. Oczywistym jest, ze K < a >= {ZEZ; :

u,v € K[x],v(a) # 0}. Okazuje sie, ze rozszerzenie proste nie musi byé
skonczonym.

60
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Twierdzenie 15.1 Niech K bedzie dowolnym ciatem. Wowczas K < x > jest
rozszerzeniem przestepnym.

Dowdéd. Latwo zauwazy¢, ze element x € K < x > jest elementem przestepnym
ciala K < x >.

Twierdzenie 15.2 (O wielomianie minimalnym) Dla kazdego elementu
a € L algebraicznego nad K istnieje doktadnie jeden wielomian unormowany*
v € KI[x| taki, ze

e v jest nierozktadalny na K,
e v(a) =0,
e v dzieli kaZdy wielomian w € K|[x] ktérego a jest pierwiastkiem?.

Dow. ...

Wielomian v o ktérym méwi twierdzenie 15.2 nazywamy wielomianem mi-
nimalnym elementu algebraicznego a, za$ stopien tego wielomianu stop-
niem elementu a.

Teraz podatem dowéd twierdzenia 15.2 (o rozszerzeniach skoniczonych) z po-
przedniego wyktadu.

Powyzej widzieliSmy, ze rozszerzenie proste nie musi by¢ skonczonym. Tak
jednak nie moze sie sta¢, gdy element o ktéry cialo rozszerzamy jest elementem
algebraicznym nad tym cialem.

Twierdzenie 15.3 (O Rozszerzeniach Prostych o Element Algebraiczny)
Dla dowolnego elementu algebraicznego a nad ciatem K, rozszerzenie K < a >
jest skornczone.

Dow. ...

Podczas wykladu powiedzialem, ze dowdd nastepnego twierdzenia jest niezbyt
trudnym (dla studentéw po calorocznym wykladzie z algebry liniowej) ¢wicze-
niem. Obiecalem jednak, ze dowdd ten znajdzie sie w Notatkach. Teraz z danej
bietnicy wywiazuje sie.

Twierdzenie 15.4 Rozszerzenie skonczone rozszerzenia skoriczonego jest roz-
szerzeniem skoriczonym.
Doktadniej: jesli M : L i L : K sq rozszerzeniami skonczonymi, wowczas

[M:K]=[M:L]L: K]

1To znaczy taki, ktérego wspélczynnik dominujacy (przy najwyzszej potedze) jest réwny
jedynce.

20 tym twierdzeniu na wykladzie nie méwilem. Pozostaje dla ciekawych, ale na egzaminie
nie bede z niego pytal. Ani z tego co jest tuz po tym twierdzeniu (3 linijki).
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Dowéd. Niech aq, ..., ar bedzie bazg M nad L, za$ bq,...,b,, baza L nad K.
Oczywidcie a; € M dlai=1,...,kibjc Ldlaj=1,..,m.
Woéwecezas dla dowolnego elementu a € M mozemy napisac:
N -
i a0 Bishy) =
= ¥, >0ty Bij - (ai - by)

gdziea; € Ldlai=1,...,koraz §8;; € Kdlai =1,...,k; j =1,...,m (oczywiscie
kazdy element «; zapisujemy tu w postaci o; = Z;":l Bijb;, korzystajac z faktu,
ze elementy bq,...,b,, tworza baze L nad K). Stad natychmiast wynika, ze
m-k=[M:L]-[L: K] elementéw postaci a; - b; generuje M nad K. Pozostaje
wykazac, ze te elementy sa liniowo niezalezne. Rzeczywiscie, przypusémy, ze

> Yij - (ai - bj) =0

i=1,....k; j=1,...,m

dla pewnych v;; € K, i =1,....k; j =1,...,m. Wéwczas

k

> aid byyi) =0

i=1  j=1

Poniewaz Z;n:l bjvi; € L dla kazdego i = 1,..., k, za$ elementy aq, ..., a; jako
elementy bazy M nad L sa liniowo niezalezne, mamy

Z bj’)/ij =0
j=1

dla kazdego ¢ = 1,...,k. Teraz wystarczy skorzysta¢ z liniowej niezalezZnosci
b1,....,by nad K i faktu, ze v;; € K by latwo wywnioskowaé, ze yij = 0 dla
wszystkich ¢ oraz j. |

15.1.1 Liczby konstruowalne i niekonstruowalne.

Wszystkie informacje, ktére podalem na ten temat podczas wyktadu (nie liczac
faktéw z zycia Gaussa, ktére z latwoscia wyszperacie w internecie), mozna
znalezé w ksiazce Gilberta i Nicholsona [7], rozdziat 13, strony 284-208.



Rozdzial 16
Pytania

1. Wykaz, ze zbidr liczb pierwszych jest nieskonczony.
Wykaz, ze szereg
>

p—l1. pierwsza
jest rozbiezny.

2. Wykaz, ze przedziat liczb naturalnych bez liczb pierwszych moze byé¢ do-
wolnie liczny (mie¢ dowolnie duza, z géry ustalona liczbe elementéw).

3. Wykaz, ze pierécienn A jest bez dzielnikéw zera wtedy i tylko wtedy gdy
obowiazuje w nim prawo skracania.
Podaj przyklady pierscieni (z dzielnikami zera i bez).

4. Wypowiedz i udowodnij twierdzenie o algorytmie dzielenia liczb catkowitych.

5. Zdefiniuj element piewszy i element nierozkladalny w pierscieniu. Twier-
dzenie o elemencie pierwszym (ze jest, przy odpowiednich zalozeniach o
pierscieniu) nierozkadalny. Przykad, ze twierdzenie dowrotne jest niepraw-
dziwe.

6. Pierécienie Gaussa. Twierdzenie o elemencie nierozktadalnym w pierscieniu
Gaussa.

7. Zdefiniuj pierscien i ideal. Podaj i udowodnij warunek konieczny i wystar-
czajacy by podzbidr pierscienia byt idealem.
Definicje idealu i pierscienia gléwnego.

8. Wykaz, ze (Z;+, ) jest pierscieniem gléwnym.

9. Wypowiedz i udowodnij twierdzenie o dzieleniu wielomianéw nad pierscie-
niem catkowitym.
Niech D bedzie pierécieniem calkowitym. Sformutuj i udowodnij

- wniosek o ilorazie wielomianu w € Dlx] przez x — ¢ (gdzie ¢ € D),

63
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10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.

24.

25.
26.
27.
28.

29.

30.

- wkw by ¢ € D bylo pierwiastkiem wielomianu w € D|x].

- wielomian stopnia £k ma w D co najwyzej k pierwiastkow.

Wykaz, ze pierdcien wielomianéw K[z] nad cialem K jest pierscieniem
gléwnym.

Wykaz, ze dowolny ciag rosnacy idealéw w pierscieniu gtéwnym jest sta-
cjonarny.

Wykaz, ze dla dowolnych elementéow a i b w pierécieniu gléwnym D istnieja
s,t € D takie, ze NWD(a,b) = d = sa + tb.

Algorytm Euklidesa.

Pierécienie euklidesowe.

Zasadnicze Twierdzenie Arytmetyki.

Ciato. Cialo utamkéw pierscienia caltkowitego.

Podpierscien. Ideal. Pierscien ilorazowy.

Ideal pierwszy. Kiedy pierscien ilorazowy jest bez dzielnikow zera?
Ideal maksymalny pierscienia i ideal pierwszy.

Warunek konieczny i wystarczajacy by P/I byl cialem (P jet pierscieniem
przem. z 1 za$ I jego idealem).

Podstawowe twierdzenie o homomorfi”xmie pierscieni.
Wielomian pierwotny. Lemat Gaussa.

Wielomian nierozkladalny v € P[z], gdzie P jest piericiaeniem Gaussa
jest nierozkladalny takze w pierécieniu wielomianéw nad ciatem utamkow.

Wykaz, ze a jest elementem odwracalnym w Z,, wtedy i tylko wtedy gdy
a i n sa wzglednie pierwsze.

Zdefiniuj zbiér Z} i wykaz, ze (ZZ; Q) jest grupa przemienna.
Zdefiniuj funkcje ¢ Eulera. Wykaz, ze dla dowolnego n |ZZ| = p(n).
Sformuluj i udowodnij formule sita.

Wyprowadz wzér na ¢(n) (dla znanego rozktadu n na iloczyn liczb pierw-
szych).

Wykaz, ze w dowolnej multyplikatywnej grupie skonczonej G, dla dowol-
nego elementu g € G, istnieje n takie, ze g" = g~ 1.

Zdefiniuj grupe cykliczna. Wykaz, ze kazda grupa cykliczna G jest izo-
morficzna z (Z,; +), gdzie n = |G|.
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31.
32.

33.
34.
35.

36.
37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.
44.

45.

46.

47.

Zdefiniuj grupe transformacji. Twierdzenie Cayleya.

Twierdzenie Lagrange’a. Wykaz, ze rzad dowolnego elementu grupy skoniczonej
jest dzielnikiem rzedu grupy.

Wykaz, ze jesli rzad grupy G jest liczba pierwsza, to G jest cykliczna.
Male twierdzenie Fermata.
Oméw rozwigzania réwnania
ax = b (mod n)
gdzie a i n sa wzglednie pierwsze.
Chinskie Twierdzenie o Resztach.
Zasady kryptografii z kluczem publicznym.
Metoda Rabina.

Zdefiniuj rzad elementu w pierécieniu. Wykaz, ze w pierscieniu catkowitym
wszystkie elementy sa tego samego rzedu (charakterystyka pierscienia catkowitego).

Wykaz, ze charakterystyka pierdcienia calkowitego jest 0 (co) lub liczba
pierwsza.

Wykaz, ze w kazdym pierscieniu o charakterystyce 0 podpierscien, gene-
rowany pzrez e jest izomorficzny z Z.

Wykaz, ze jesli D jest pierscieniem o czarakterystyce p (1. pierwsza) to
D>a—a? e D?

jest izomorfizmem pierscieni.

Podaj i udowodnij wkw by podzbiér ciata byt podcialem.

Wykaz, ze w ciele o charakterystyce 0 podcialo generowane przez 1 jest
izomorficzne z Q.

Wykaz, ze w ciele o charakterystyce p # 0 podciato generowane przez 1
jest izomorficzne z Z,.

Zdefiniuj rozszerzenie ciala i rozszerzenie pojedyticze (przestepne i alge-
braiczne), podaj przyklady.

Wykaz, ze jesli ¢ jest elementem przestepnym wzgledem ciata F', to cialo
F(c) jest izomorficzne z F(z) (cialem funkcji wymiernych zmiennej x, zas
izomorfizm mozna dobraé¢ tak by

cC—T

a—a VaeF
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48.

49.

Wykaz, ze kazdy element algebraiczny a wzgledem ciala F' jest pierwiast-
kiem jedynego wielomianu w unormowanego i nierozktadalnego. Co wiecej,
a jest pierwiastkiem wielomianu v (o wspélczynnikach w F') wtedy i tylko
wtedy jesli v jest w F'[x] wielokrotnoscia w.

Niech a € K, K — cialo, a — element algebraiczny wzgledem podciala F'.
Wykaz, ze podcialo F'(a( generowane przez a sklada sie z elementéw ktére
sa warto$ciami funkcji wymiernych (o wspélezynnikach w F') od a Wykaz,
ze funkcja

F(z)> f— f(a) € F(a)

jest homomorfizmem cial.
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