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1. WykeaDp 1 - 3.I11.2010

1.1. Matematyka dyskretna. Przez matematyke dyskretng rozumie sie dzial ma-
tematyki, w ktérym nie stosuje sie aparatu topologicznego, a w kazdym razie w
ktérej ten aparat ma znaczenie raczej drugorzedne'. Podczas wykladéw nie zoba-
czymy wiec ani pochodnych, ani catek. Bedziemy za to wykorzystywaé¢ wiadomosci
z algebry, teorii mnogosci, teorii liczb. Bedziemy moéwié¢ o kombinatoryce i teorii
grafow.

Na wyktadzie poréwnywalem matematyke ciagla z przemieszczajacya sie wskazow-
ka zegarka, zas matematyke dyskretng ze zmieniajacemi sie cyframi zegarka elek-
tronicznego.

1.2. Zasada indukcji matematycznej. Zasada indukcji matematycznej jest stu-
dentom dobrze znana ze szkoly. Mozna ja sformulowaé nastepujaco.
Niech bedzie dany ciag zdan (T7,)5° ;. (gdzie k jest pewng liczba naturalna).

o Jezeli zdanie T}, jest prawdziwe oraz
e dla kazdego n > k z faktu, ze Tn jest prawdziwe wynika, ze T, 41 jest
prawdziwe,

wowczas dla wszystkich n > k zdania T, sa prawdziwe.

Zasade indukcji matematycznej mozna przyjaé jako pewnik. My jednak za-
uwazylidmy, ze wynika ona z jeszcze latwiejszej do zaakceptowania zasady do-
brego uporzadkowania zbioru liczb naturalnych. Zasada ta méwi, ze kazdy
podzbiér zbioru liczb naturalnych N ma element najmniejszy. W bardzo prosty
sposéb udowodnilidmy, ze z zasady dobrego uporzadkowania zbioru liczb natural-
nych wynika zasada indukcji matematycznej.

Przyklad 1. Wieze Hanoi (Brahmy)

Zabawka polega na tym, Ze dane sq 3 patyczki nazwane A, B i C na podstawkach
oraz n koteczek rozinej srednicy z dziurkami w srodku kazdego. Kotka sq natoZone na
patyczek A tak, Ze nigdy Zadne wieksze kdlo nie lezy na kdétku mniejszym (czyli sq
utoZone od najwiekszego na dole do najmniejszego na wierzchu). Kétka przektada
sie po jednym tak, by korzystajgc z posredniego patyczka B przelozyé wszystkie kotka
na patyczek C caly czas trzymajac sie zasady, ze nigdy kotko wieksze nie moze byc
polozone na mniejszym.

Problem jest nastepujgcy: w ilu ruchach da sie rozwigzac nasze zadanie?

Oznaczmy przez ay liczbe koniecznych ruchoéw przy n kétkach. Z tatwosciq stwier-
dzamy, ze ap = 0,a; = 1 no i niezbyt trudno jest zauwazyé, ze ap, = 2an,—1+1 (dla
n > 0). Stad latwo obliczyé, ze as = 3,a3 = 7,a4 = 15. Te liczby sugeruja ogdlny
wzor. No i rzeczywiscie, indukcyjnie udowodnilismy, Ze

a, =2" —1

dla dowolnego n naturalnego.
Staratem sie przekonad stuchaczy, Ze to bardzo duzo (przektadajac 64 kétka z szybkosciq

1od tej reguly sa bardzo znaczace odstepstwa. By¢ moze najczesciej cytowany artykul ma-
tematyczny, to praca dotyczaca teorii graféw Kazimierza Kuratowskiego charakteryzujaca grafy
planarna. Grafy to jeden z najwazniejszych obiektéw zainteresowan matematyki dyskretnej. Ka-
zimierz Kuratowski zas to jeden z najwybitniejszych topologdw.
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1 mikrosekundy jedno, mozna z tatwoscia oszacowaé czas potrzebny wsystkich kotek
na grubo ponad 500 000 lat).

1.3. Réwnania rekurencyjne. Niech bedzie zadany ciag (a,,) w nastepujacy sposéb.
e Dane sa wartosci ag, aq, ..., ag—1 (a wiec k pierwszych wyrazéw ciagu) oraz
wzOr
e a, = f(an-1,an-2,...an_k), gdzie f jest pewna funkcja.
Zdefiniowany w taki sposéb ciag (a,,) nazywamy rekurencyjnym stopnia k.

1.3.1. Ciag Fibonacciego. Ciag Fibonacciego? to z pewnoscia najstynniejszy ciag
rekurencyjny (drugiego stopnia). Pomijajac tu anegdote o krélikach, mozna go
zdefiniowaé nastepujaco:

o fu=1

e f1=1

b fn+1 = fon+ fuo1dlan>2

Oczywiscie i tym razem mozna z tatwoscia wypisa¢ pierwszych kilka wyrazéw

ciagu:

f2 = 27f3 = 37f4 = 57f5 = 87f6 = 13,f7 = 217f8 = 34af9 = 55af10 =389
Tym razem jednak ciag kolejnych wyrazow, nawet gdybysmy wypisali ich znacz-
nie wiecej, nie sugeruje zadnego ogdlnego wzoru. Na nastepnym wykladzie po-
znamy sposob jak sobie z niektorymi ciggami rekurencyjnymi radzi¢. Metoda ktora
poznamy obejmuje takze ciag Fibonacciego. Nie precyzujac metody ogdlnej ciag
Fibonacciego jednak rozwiazaliSmy. Okazalo sie, ze

_1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
=7\ ) | =

Tak skomplikowane rozwiazanie oczywiscie wyjasnia, dlaczego nie byliSmy w
stanie odgadnac¢ ogdlnego wzoru.

2Postaci i znaczeniu Fibonacciego (1175-1250) poswiecilem na wykladzie chwilke. Warto po-
szpera¢ w wyszukiwarce i poczytaé¢ o czlowieku, ktéry poruszyt europejska matematyke, napisat
pierwsze znaczace dziela matematyczne w Europie po 1000 lat zacofania.
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2. WykLAD 2 - 10.1I1.2010

2.1. Wyznacznik Vandermonde’a. Z nastepujacego twierdzenia dotyczacego wy-
znacznikéw, bedziemy korzysta¢ w najblizszej przysztodci.

Twierdzenie 1.

1 1 1
X1 i) In
det = H (xj — )
n—1 n—1 n—1 1<i<j<n
Ty Lo Tn

2.2. Réwnania rekurencyjne liniowe. Réwnaniem rekurencyjnym linio-
wym jednorodnym stopnia k nazywamy roéwnanie postaci

(1) an = f(a”n717 ooy anflc)

gdzie f : R¥ — R jest pewng funkcja liniowa, oraz zadane sa wartosci pierwszych
k wyrazéw ciagu (a,), ag,ai, ...,ag—1. Przy tych zamych zalozeniach réwnanie

(2) ap = f(anflv --wanfk) + g(”)

Nazywamy réwnaniem liniowym niejednorodnym stopnia k (o funkeji g :
N — R, poza tym, ze jest to funkcja okre$lona w zbiorze liczb naturalnych i o
wartosciach rzeczywistych, niczego szczegdlnego nie zakladamy). Dla tak ogdlnie
postawionego problemu nie bedziemy w stanie tu przedstawi¢ metody rozwiazania,
niemniej ta posta¢ ulatwi pewne zapisy.

Réwnaniem rekurencyjnym liniowym o stalych wspélczynnikach jedno-
rodnym nazywamy réwnanie rekurencyjne postaci

(3) p = Q1Gp—1 + O3p—2 + ... + OLCp_

za$ rownanie

(4) an = Q1Ap_1 + @20p—2 + ... + Qpay_i + g(n)

nazywamy réwnaniem rekurencyjnym liniowym o stalych wspdélczynnikach
niejednorodnym.
Dla réwnania (3) réwnanie

(5) P = arF T a2 a4 ag

nazywamy rownaniem charakterystycznym.
Podczas wykladu zauwazylismy nastepujace fakty.

e Jedli dane sa ciagi bedace rozwiazaniami réwnania (1), to takze dowolna
kombinacja liniowa tych ciagéw jest rozwiazaniem (1) (inaczej méwiac,
zbiér rozwiazan réwnania (1) jest podprzestrzenia przestrzeni wszystkich
ciagéw rzeczywistych).

e Warunki poczatkowe (czyli wartosci ciagu dla pierwszych k indekséw) naleza
do k-wymiarowej podprzestrzeni przestrzeni wszystkich ciagéw rzeczywi-
stych.

e Dla kazdego rozwiazania r réwnania charakterystycznego (5) ciag (r™) jest
rozwigzaniem réwnania (3) (pomijamy w tym rozumowaniu, na razie, wa-
runki poczatkowe).
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e 7 twierdzenia o wyznaczniku Vandermonde’a mozna wywnioskowac, ze
jesli réwnanie charakterystyczne (5) ma k réznych rozwiazani rq,rs, ..., rg,
wowczas rozwiazanie (1) ma (jedyne) rozwiazanie postaci

!/
a, = c1ry 4+ cary + ..+ Ty

To oczywiscie oznacza, ze w przypadku istnienia k réznych pierwiastkow réwnania
charakterystycznego problem réwnan liniowych jednorodnych o stalych wspétczynnikach
jest teoretycznie rozwiazany®.

Powiedzielidmy takze (juz bez dowodu), ze jesli rg jest I-krotnym rozwiazaniem
rownania charakterystycznego, wowczas takie rozwiazanie dostarcza nam [ nie-
zaleznych rozwiazaii (1), mianowicie r§, nry, ..., n! = 1ry.

Roéwnanie niejednorodne nauczyliSmy sie rozwiazywaé stosujac metode prze-
widywan. Metoda ta polega na zastosowaniu nastepujacego algorytmu postepo-
wania.

e Metode stosujemy wylacznie do przypadku gdy w réwnaniu (4) funkcja g
jest postaci

g(n) = Bq"
e Przewidujemy rozwiazanie postaci
al = An'~1gn
gdzie [ jest krotnoscia pierwiastka charakterystycznego ¢ (czyli przewidu-
jemy rozwiazanie postaci al, = Aq™ jesli ¢ nie jest pierwiastkiem charakte-
rystycznym).
e Teraz nadszedl moment uwzglednienia faktu, ze zadane mamy pierwsze k
wyrazy ciagu: znajdujemy takie c¢1,co, ..., ci by
Ay = a% + a;:
spelialy warunki poczatkowe problemu, czyli tak, by
a,+a! =a; dlai=0,1,...k—1
Przyklad 2. Rownania
Ay —3ap—1=5-T"
anp —3ap_1=5-3"

apg = 4.
2.3. Metody zliczania.
SWlasciwie bylby rozwiazany, nie tylko teoretycznie, gdybysmy umieli rozwigzywaé réwnania

algebraiczne. Tymczasem nie tylko tego nie umiemy, ale wiemy, ze metoda rozwiazywania takich
réwnan nie istnieje.
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2.3.1. Zasada wtgczania-wylqczania (metoda sita).

Twierdzenie 2. (Formula Sita? lub Zasada Wiaczania i Wylaczania) Niech
Ay, Ag, ..., Ay, beda zbiorami skoriczonymi. Wowczas zachodzi wzor

|AJUAs U . UA,| = > (-4, NA,N...NA

1<i1<i2<... <1 <n

ik"

Formule sita wykazaliSmy metoda indukcji matematyczne;j.

2.3.2. Miasta Parzyste © Nieparzyste. W mieécie P o 32 mieszkancach kluby sa
tworzone wedlug nastepujacych zasad.
(i) Kazdy klub ma parzysta liczbe czlonkéw.
(ii) Przecigcie dowolnych dwdéch klubéw ma parzysta liczbe elementéw.
Natomiast w miescie N (takze o 32 mieszkaricach) kluby sa tworzone wedlug tak,
by
(a) Kazdy klub mial nieparzysta liczbe cztonkéw.
(b) Przecigcie dowolnych dwdéch klubéw miato parzysta liczbe elementéw.
Problem. Jaka jest maksymalna liczba klubéw w P, a jaka w N7
Wykazali$my, ze w P mozna utworzyé¢ co najmniej 26 > 65536 klubéw, podczas
gdy w N co najwyzej 32.
Bardzo sie zdziwilismy!
Oszacowanie liczby klubow w P znalezliémy stosujac metody czysto kombinato-
ryczne. Dla oszacowania liczby klubéw w N stosowali$émy podstawowe wiadomosci
dotyczace wymiaru pewnej przestrzeni liniowej. Przydala sie wiec algebra liniowa.

4Dok}adniej: "sita Eratostenesa”. Eratostenes, (276-194 p.n.e) byt kustoszem Biblioteki Alek-
sandryjskiej i jednym z najwiekszych umystéw starozytnosci. Sito Eratostenesa stuzylo do ”od-
siewania” liczb pierwszych od ”plew” innych liczb. Jego innym, wielkim osiagnieciem byta préba
zmierzenia promienia Ziemi przez zmierzenie dlugosci cieni rzucanych w poludnie przez dwie
tyczki: jednej ustawionej w Aleksandrii, drugiej za§ w Syene (dzisiejszy Asuan). Wynik jaki
otrzymat réznit sie tylko o 1% od nam znanego, a bylo to w czasach kiedy w kulisto$é Ziemi
wierzyl malo kto!
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3. WykLAD 3 - 17.1I1.2010

3.1. Metody zliczania c.d. Poza twierdzeniem Cantora (twierdzenie 9), o wszyst-
kich zbiorach wystepujacych ponizej zakladamy, ze sa skoniczone.

3.1.1. Licznodé zbioru par.
|A x B =|A| - |B]|

3.1.2. Wariacje z powtdrzeniami. Niech BA = {f : A — B}. Wwczas
B4 = |B|I4
(dow. indukcyjny ze wzgledu na |A] ).
3.1.3. —Wariacje bez powtdrzen.
{f:A— Bl|f —bijekcja}| = [B|(|B| = 1) - ... (|B| = [A] +1)
Whniosek 3. Liczba permutacji zbioru n elementowego: n!

3.1.4. Liczba k elementowych podzbiorow zbioru n elementowego. Niech (’2) ={BC

A:|B| =k} |
()= (%) -

Whiosek 4. (1) (a+b)" =>;_, (})a*bnF
(2) Xpoo (3) =2"
3.1.5. Wzor Cauchy’ego.
Twierdzenie 5. .
p+aq\ _ p q
o) -2 00
3.1.6. Wybory z powtdrzeniami. Wykorzystujac model Lovasza-Pélikana-Vesztera
wykazaliémy nastepujace.

Twierdzenie 6. Istnieje doktadnie (
rownania

"Jr:*l) rozwiqzar catkowitych nieujemnych
1 +x0+...+x, =1

3.1.7. Zasada Golebnika (szufladkowa Dirichleta).

Twierdzenie 7. Niech A i B bedq zbiorami skoriczonymi, f: A — B.

(1) Jesli A| > |B| wéwczas f nie jest réinowartosciowa.
(2) Jedli |A] < |B| wéwezas | nie jest suriekcja.

Whniosek 8 (Twierdzenia Erdésa-Szekéresza). Niech n € N. Kazdy ciag réznych
n? + 1 liczb rzeczywistych zawiera n + 1 wyrazowy podcigg monotoniczny.

Twierdzenie 9 (Cantor). Niech A bedzie dowolnym (niekoniecznie skoriczonym!)
zbiorem. Nie istnieje suriekcja zbioru A na zbior wszystkich podzbioréw zbioru A.
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4. WYKLAD 4 - 24.111.2010
4.1. Metody zliczania c.dc.d.

4.1.1. Liczby Stirlinga pierwszego rodzaju. PrzypomnieliSmy co to jest permutacja,
jak zapisujemy permutacje w przypadku zbioru skoriczonego (wygladalo na to, ze
nie wszyscy wiedzieli!), co to jest cykl permutacji (permutacja cykliczna) i jak
rozkladamy permutacje na iloczyn (zlozenie) cykli.
¢(n, k) - liczba permutacji zbioru n-elementowego, ktére maja k cykli.

Twierdzenie 10. Niech k,n € N,0 < k < n.

(1) e(nyk)=cn—1,k—1)+ (n—)c(n — 1, k).

(2) ¢(n,n) =1

(3) ¢(n,0) =c(0,k) =0.

Dow. ...

Oznaczmy
Zlpn=2z(x—-1) .- (z—n+2)(x —n+1)

[x], = Z s(n, k)"
k=0
Wspbétezynniki s(n, k) nazwyamy liczbami Stirlinga I-go rodzaju.
Twierdzenie 11. Niech k,n € N,0 < k <n. Wowczas
(1) s(nk)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k).
(2) s(n,n)=1.
(3) s(n,0) =s(0,k)=0

Dow. ...

Twierdzenie 12. Niech n,k € N,k < n.
C(n7 k) = (_1)n+k5(n7 k)

Dow. ...

4.1.2. Liczba permutacji danego typu.

Definicja 1. Permutacje o € S,, nazywamy typu 1*12*2 .. . n*n jezeli ma \; cykli
dlugosci i (w rozktadzie kanonicznym na cykle rozlaczne), dlai=1,...,n.

Uwaga. Oczywiscie, jedli permutacja o jest typu 12122 .. .n*» wéwczas zacho-
dzi:

IM+2X 0+ +n\,=n
Twierdzenie 13 (Cauchy’ego). Jesli 1A\ + 22Xy + - -+ + n\, = n, wéwczas liczba
permutacji typu 1*12*2 .. n M jest réwna

n!
1% ’n,)‘")\ll)\g')\n'

B s An)

Dow. ...
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4.1.3. Liczba podziatow zbioru.

Definicja 2. Rodzind® {A;}i=1,...n jest podzialem zbioru X jezeli:

1) X = Ui:l,.“,n A;,
(2) AinA;j dlai#j.

Definicja 3. Podziat zbioru n-elementowego jest typu 1’232 .n » jesli zawiera \;
zbiordw licznodei i (dlai=1,...,n).

A

Uwaga: Jedli istnieje podzial n-elementowego zbioru typu 1*12*2.. .n* | wéwcezas

1A1 + 2)\2 + ...+ ’I’L)\n =nNn.
Twierdzenie 14. Jesli 1\ + 2X3 + ... + n\, = n wowczas liczba podziatow typu
17M2%2  nA dana jest wzorem

n!
SO DAL (2022 L (n])An

PA1y.An)
Dow. ...

4.1.4. Liczby Stirlinga II rodzaju.

Definicja 4. Liczbq Stirlinga II rodzaju nazywamy S(n, k) — liczbe podzialdw zbioru
n-elementowego na k podzbioréw niepustych.

Twierdzenie 15.
n!
Aol AR (ANA (2D A2 L (n])An

S(TL, k) =
A+ FAn=k; Ai+...4+nA,=n
Twierdzenie 16. (Zaleznosé rekurencyjna dla liczb Stirlinga II rodzaju)
(1) S(n,n) =1 (dlan>0),
(2) S(n,0) =0 dlan >0,
(3) S(n,k)=S(n—1,k—1)+kS(n—1,k) dla0 <k <n

Dow. ...
4.2. Arytmetyka modularna.

4.2.1. Twierdzenie o dzieleniu liczb catkowitych i jego konsekwencje.

Twierdzenie 17. Dla dowolnych liczb catkowitych a i b, b > 0 istniejq jednoznacz-
nie wyznaczone liczby q,r € Z takie, ze a = bq + r, przy czym 0 < r < b.

Liczby ¢ oraz r nazywamy, odpowiednio, ilorazem i reszta dzielenia a przez b.
Warto podkredlié, ze twierdzenie 17 nie jest tym, ktére wiekszo$é studentow
pamieta ze szkoly®.
Moéwimy, ze d jest najwiekszym wspdolnym dzielnikiem liczb calowitych a i
b jezeli
e dlaid|b oraz
e dla kazdego ¢ € Z: cla Aclb= c|d

5Inaczej: zbidr zbiorow.
6Sprawdz, jaki jest wynik dzielenia liczby —9 przez 77
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Algorytm Euklidesa

Niech a,b € Z, a,b # 0.

Tworzymy rekurencyjnie ciag (ry,):
ro=a, rp==0

Tn—1 = qnTn + Tnt1, gdzie 0 < rppq < 1y
Twierdzenie 18. Niech a,b € Z, a,b # 0. Istnieje takie k catkowite, Ze ry # 0,

rr+1 = 0 (gdzie ciag (rn) jest wyznaczony przy pomocy algorytmu Euklidesa). Co
wiecej, mamy woéwczas r, =NWD(a,b).
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5. WYKEAD 5 - 31.111.2010
5.1. Arytmetyka modularna c.d.

Twierdzenie 19 (O postaci NWD). Niech a,b € Z nie réwne réwnoczesnie zero.
Wowczas
NWD(a,b) =min{c > 0:¢c=aa+ 8b,a,8 € Z}

Dow. ...

Uwaga. Zauwazmy, ze dzieki twierdzeniu 19 oraz algorytmowi Euklidesa, dla
dowolnych liczb catkowitych a i b umiemy nie tylko efektywnie policzy¢ ich NWD,
ale takze przedstawi¢ w postaci

d = aa + Bb
W najblizszej przeszlosci ta umiejetnosé bardzo nam sie przyda.

Definicja 5. Mowimy, Ze dwie liczby catkowite a i b sq wzglednie pierwsze, jesli
NWD(a,b) = 1.
Piszemy wowczas a L b.

5.2. Grupy.

5.2.1. Przypomnienie pojecia grupy. Zbior G z dzialanem * nazywamy grupa jezeli
* jest w G dzialaniem

e lacznym,

e posiadajacym element neutralny e, oraz

e takim, ze dla dowolnego g € G istnieje ¢’ € G spemiajacy

g9 =g'xg=e
(element odwrotny elementu g).
Jedli dzialanie * jest w G przemienne, wowczas G nazywamy przemienna lub

abelowa.
Przyklady: grupa Kleina, Z,, (dla réznych n).

5.2.2. Grupy Z;,. Dhuzsza chwile poswieciliSmy zbiorowi Z,, (n naturalne i wicksze
od 1) z dzialaniem mnozenia. Do$é oczywistym jest, ze elementem neutralnym
dla mnozenia w Z,, jest 1. Latwo sie okazalo, ze dla niektorych n do niektérych
elementéw Z, nie ma elementéw odwrotnych. Tak wiec, cho¢ dla dodawania Z,,
zawsze jest grupa przemienna, dla mnozenia nigdy grupa nie jest (bo 0 nie ma
elementu odwrotnego). Postanowilismy tak zmodyfikowaé Z,, by jednak grupe
multyplikatywna (t.j. z dzialaniem mnozenia) otrzymaé. Rychlo okazalo sie, ze
z Z, nie wystarczy usunaé zera. Na szczescie udalo sie udowodnié¢ nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 20. Element a € Z, ma w Z, element odwrotny ze wzgledu na
mnozenie wtedy i tylko wtedy gdy a L n

Dow. ...
Stad juz tylko krok do nastepnego, waznego twierdzenia.

Twierdzenie 21. Niech Z* bedzie zbiorem elementow Z, wzglednie pierwszych z
n. Wowczas Z;, jest grupq przemienng z mnozeniem.

Uwaga. Znowu, dzieki algorytmowi Euklidesa, umiemy do dowolnego elementu
a € Z} efektywnie znalezé element odwrotny.



MATEMATYKA DYSKRETNA 2010 15

5.2.3. Chinskie Twierdzenie o Resztach.

Twierdzenie 22 (Sun Ze ok. 450 r.). Niech a,b,n,k beda liczbami catkowitymi,
n,k >0,n L k. Wowczas istnieje doktadnie jedno rozwigzanie xg € Z, 0 < xyp < nk
a ( modn)

uktadu rownan:
T
{ x b (modk)

Co wiecej, kazde rozwiazanie tego uktadu rézni sie od xg o wielokrotnosé nk.

Dow. ... (Warto znaé, bo zawiera algorytm roawiazywania uktadéw modular-
nych, o ktérych méwi twierdzenie!)

Na koniec wyktadu byla anegdota o cesarzu (chiiskim), a de facto pewne za-
stosowanie twierdzenia do policzenia licznosci zbioru, bez liczenia wszystkich jego
elementéw.
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6. WYKLAD 6 - 21.IV.2010

Uwaga: Napis DOM! na marginesie oznacza, ze zdanie podane w tekscie
pozostawione zostalo do udowodnienia (catkowicie lub czesciowo) w domu lub na
¢wiczeniach.

6.1. Grupy c.d.

6.1.1. Homomorfizmy grup. Niech (G;x) i (H,o) beda grupami. Odwzorowanie
¢ : G — H nazywamy homomorfizmem grup jesli dla wowolnych a,b € G
spelniony jest warunek

¢(a*b) = ¢(a) o ¢(b)
Jedli, dodatkowo, ¢ jest bijekcja, wowczas homomorfizm ten nazywamy izomorfi-
zmem. Wowczas grupy nazywamy izomorficznymi.

Przyklad. Sprawdzilismy, ze
¢:Zs>k kel
nie jest homomorfizmem, zas
VZ Sk — k5 € Zs

homomorfizmem jest”.
Inne przyktady tez byty.

6.1.2. Podgrupy. Niech (G;x*) bedzie grupa. H C G jest podgrupa grupy G jesli
H 7z dzialaniem |, (czyli z dzialanie * zaciesnionym do zbioru H) jest grupa.
Przyklad. {0,2,4,6} jest podgrupa grupy Zs (addytywnej).

Q, Z sa podgrupami addytywnej grupy R.

Przyklad. SprawdziliSmy, ze grupa Kleina jest izomorficzna z pewna podgrupa
grupy permutacji czterech elementéow a takze, ze grupa izometrii szescianu wykonal-
nych bez zniszczenia tego szescianu, jest podgrupa grupy permutaci zbioru osmio-
elementowego (wierzcholkéw szescianu).

Twierdzenie 23. Niech G bedzie grupg multyplikatywng, H C G, H # 0. H jest
podgrupa grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych elementéw a,b € H

ab~'e H

Dow... co$ chyba moéwitem, ale bardzo szybko, a wigc —-...

Krotnos$é i potega elementu w grupie.
Niech G bedzie grupa addytywna. Krotnosé elementu a € G definiujemy nastepujaco.
(1) 0a=0
Nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze 0 z lewej strony réwnosci oznacza liczbe
catkowita 0, zas 0 z prawej strony réwnosci jest elementem neutralnym
grupy G. Moga to by¢ (i na ogét sa) zupehie rézne elementy, ktére ozna-
czamy tym samym symbolem.
(2) Dlan € N:
(n+la=na+a

"Przez k() oznaczamy reszte z dzielenia k przez n (inaczej méwiac, obcinamy k modulo n).
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(3) Dlane€Z,n<0:
na = (—n)(—a)
Jesli H jest grupa multyplikatywna, wéwczas definiujemy potegi catkowite elementu
a€ H.
(1) a® =1
1 oznacza tu oczywiscie element neutralny grupy H.
(2) Dlan € N:
an+1 =qa-a”
(3) Dlan€Zin<0:
a = (afl)fn

Uwaga 1. Zbior wszystkich catkowitych krotno$ci pewnego elementu a dowolnej
grupy addytywnej jest podgrupq tej grupy.

Podobnie:

Zbior wszystkich catkowitych poteg elementu a grupy multyplikatywnej jest podgrupag.

Podgrupe poteg elementu a (w grupie multyplikatywnej) nazywamy podgrupa
generowana przez ten element. Oczywiscie rzad elementu i rzad podgrupy gene-
rowanej przez ten element sa identyczne.

Rzad elementu w grupie. Niech G bedzie grupa multyplikatywna, a € G.
Moéwimy, ze a jest rzedu k jezeli
k=min{n € N - {0} :a" =1}
ZauwazyliSmy, ze w Zg rzad elementu 2 jest réwny 4 (przenoszac przy okazji
pojecie rzedu na grupy addytywne).
W grupie Z zaden, poza 0, element nie ma rzedu (w takiej sytuacji méwimy takze,
ze rzedem elementu jest co).

Twierdzenie 24. W dowolnej grupie skoniczonej G kazdy element ma rzad skoniczony.

Dow. ...

6.1.3. Grupy transformacji i Twierdzenie Cayleya. Niech X bedzie dowolnym zbio-
rem niepustym. Kazda podgrupe grupy S(X) permutacji zbioru X nazywamy
grupa transformacji.

Przyklady ...

Twierdzenie 25 (Cayley). Kazda grupa jest izomorficzna z pewnq grupq transfor-
macji.

Dow. ...

DOM!
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7. WYKLAD 7 - 28.1V.2010

Uwaga: Egzamin I termin: 22 czerwca 2010 w U2
Godz. 9.00

7.1. Grupy c.d.c.d.

7.1.1. Twierdzenie Lagrange’a.

Twierdzenie 26 (Lagrange’a). Niech H bedzie podgrupa grupy skoriczonej G, a =
|H|,b=|G|. Wéwczas alb.

Definicja 6 (Przystawanie modulo pétgrupa). Niech H bedzie podgrupa grupy G,
a,b € G. Méwimy, Ze a przystaje do b modulo H (piszemy a =b (mod H) lub
aRpyb) jeieli ab™' € H.

Lemat 27. Jezeli H jest podgrupq G wiéwczas relacja przystawania modulo H jest
w G relacjg réwnowaznosci.

Lemat 28. Niech G bedzie dowolnag grupa, za$ H jej podgrupa. Wowczas klasq
elementu neutralnego grupy G modulo H jest zbior H.

Lemat 29. Niech G bedzie dowolna grupa, za$ H jej podgrupq. Wowczas dowolne
dwie klasy réwnowainosci modulo H sq réwnoliczne (bijektywne)®.

Oczywiscie twierdzenie Lagrange’a wynika natychmiast z lematu 29.

7.1.2. Whnioski z twierdzenia Lagrange’a.

Whiosek 30. Kazdy element grupy skoriczonej G ma rzad bedacy dzielnikiem rzedu
grupy G.

Twierdzenie 31 (Eulera). Jesli liczby naturalne a,n sq wzglednie pierwsze, wéwczas
a?™ =1 (mod n)

Twierdzenie 32 (Male Twierdzenie Fermata). Jesli p jest liczbq pierwsza, a € Z,
to

p

a? = a( mod p)

7.2. Kwadratowe residua modulo.

Twierdzenie 33. Niech p bedzie liczbg pierwszq @ niech a € Z,,. Wdwczas a ma
co najwyzej dwa pierwiastki kwadratowe w Z,,.

Niech n € N,a € Z,,. Méwimy, ze a jest kwadratowym residuum modulo
n, jezeli istnieje b € Z,, takie, ze a = b*> (mod n).

Twierdzenie 34. Niech p € N bedzie liczbg pierwsza, p = 3 (mod 4) i niech a

bedzie residuum kwadratowym w Z,. Wowczas pierwiastkami kwadratowyms a z Zy,
pt+
4

sq a™t (mod p) oraz "t (mod p).

Sw przypadku gdy G jest grupa skonczona oznacza to, ze dowolne dwie klasy réwnowaznosci
modulo H maja taka sama liczbe elementow.
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7.3. Zasady kryptografii z kluczem publicznym. Wyobrazmy sobie, ze mamy
trzy osoby: Alicje, Boba i Ewe. Alicja chce przesla¢ Bobowi pewne informacje
tak, by Ewa (ani nikt inny poza Bobem) nie mégl odgadnaé ich tresci mimo, ze
informacje te przekazywane sa w sposéb jawny”. Warto w tym miejscu zdaé sobie
sprawe, ze kazda informacje mozna traktowaé jako liczbe. Standardowym zapisem
jest powszechnie znany kod ASCII ktéry mozna z tatwoscia zdobyé, na przyktad
za pomoca internetu (w kodzie tym kazdemu znakowi odpowiada 3-cyfrowa liczba,
a to 097, spacja to 032, o to 111 itd). Kod ASCII ma jednak oczywista wade:
wszyscy go znaja, a w kazdym razie wiedza jak sie w niego zaopatrzyé. Tak wiec
Alicja i Bob beda musieli przesylane dane zaszyfrowaé (funkcje szyfrujaca oznaczaé
bedziemy przez E'° na dodatek wychodzac z zalozenia, ze wszystkie przesylane
wiadomosci sa podstuchiwane (przez Ewe).

By osiagnaé swdj cel, Alicja i Bob beda postepowali wedlug nastepujacego sche-
matu:

1 Bob znajduje funkcje kodujaca (szyfrujaca) E oraz dekodujaca D,

a wiec takie by D(E(1)) =1

2 || Bob przesyta tekstem otwartym (Ewa widzi przekaz) funkcje E Alicji

3 Alicja koduje informacje ktora chce przesta¢ Bobowi wedtug

otrzymanej przez niego instrukeji (te instrukcje zna takze Ewa).
Inaczej méwiac Alicja oblicza wartos$é m = E(I)

4 Alicja wysyla Bobowi m
(Ewa oczywiscie takze widzi przesytang informacje)
5 Bob liczy D(m) i poznaje tresé przesytki Alicji

Wydaje sie, ze znalezienie w tej sytuacji skutecznej metody szyfrowania chroniacej
przesylane informacje przed niezdrowa!! ciekawoscia Ewy bedzie bardzo trudne.
Okazuje sie, ze taka metoda istnieje, cho¢ opiera sie na bardzo, na pozoér, kruchej
podstawie. Ta podstawa jest przekonanie (hipoteza), ze nie istnieje skuteczna me-
toda faktoryzacji liczb naturalnych. Rzeczywiscie, choé¢ pomnozenie recznie, a wiec
bez uzycia komputera dwéch duzych, powiedzmy o 500 pozycjach dziesietnych liczb,
wydaje sie czynnoscia klopotliwa, wymagajaca duzej ilosci czasu i papieru, dla kom-
putera jest proste i odbywa sie w mgnieniu oka, dajac w rezultacie liczbe o 1000
miejscach dziesietnych. Nawet naszemu domowemu komputerowi taka czynnosé
zajmie mniej niz sekunde. Jesli jednak odwrécimy zagadnienie, czyli jesli otrzy-
mamy 1000-pozycyjna liczbe n = pq, gdzie p i ¢ sa nieznanymi nam liczbami pierw-
szymi, i zadanie nasze bedzie polegalo na znalezieniu p i ¢, to bedziemy musieli
wykonaé liczbe dzieleri (préb) rzedu 10%%9) co nawet najszybszemu komputerowi
zajmie niewyobrazalng ilosé czasu'?. Na dodatek, gdyby wynaleziono komputery o
wiele szybsze niz znane do tej pory, wystarczy zwiekszy¢ liczbe cyfr znaczacych n

9Rozszyf7"ujmy kilka spraw. Dlaczego Alicja, Bob i Ewa? To proste. Alicja, bo na litere A,
Bob bo na litere B, E bo po angielsku podstuchiwacz to eavesdropper (a wiec na litere E, jak Ewa
(Ewve)). Rozsadnie jest takze zalozy¢, ze wszystkie przesytane informacje moga by¢ sledzone. Czyz
nie tak jest gdy wyjmujemy pieniadze z bankomatu lub, w jeszcze wigkszym stopniu, gdy placimy
za zakupy dokonywane za posrednictwem internetu?

0F od angielskiego encoding

LA przede wszystkiem niebezpieczna dla Alicji i Boba!

128am sprawdz. Przyjmij, ze jedno dzielenie wymaga 1 mikrosekundy, a dla ulatwienia obli-
czen, ze minuta ma 100 sekund, doba 100 godzin, rok 1000 dni.
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z 1000 do 2000 by liczba operacji potrzebnych do znalezienia faktoryzacji wzrosta
101990 krotnie.

Ponizej pokazemy w jaki sposéb rozwazania na temat zlozonosci obliczeniowej
mnozenia i znajdowania rozkladu liczb na czynniki pierwsze moga by¢ przydatne
w kryptografii.

7.4. Metoda Rabina. Metode kodowania Rabina!® mozna opisaé nastepujaco.
Niech n bedzie ustalona, wystarczajaco duza (powiedzmy 300-cyfrowa) liczba.
Funkcja kodujaca jest
E(1) = I*( mod n)
Oznacza to tyle, ze Bob przesle Alicji liczbe n i funkcje kodujaca. Alicja obliczy
12 (mod n), przesle te informacje Bobowi. Ewa, podstuchiwaczka, bedzie znata
zaréwno [2 jak i n, a jednak, z powodéw opisanych wyzej, nie bedzie w stanie obli-
czyé l. Zauwazmy. ze tak Swietnie liczace pierwiastki kalkulatory (czy komputery)
sa w tej sytuacji zupelnie bezuzyteczne. Na przyktad gdybysmy obliczyli przy po-
mocy kalkulatora v/10 to otrzymalibysmy 3.1621..., co nijak ma sie do pierwiastka
z 10 (mod 13) (dwie liczby daja w kwadracie 10 (mod 13), mianowicie 6 1 7). Jak
to jednak mozliwe, ze Bob bedzie w stanie zrobi¢ to, czego nie jest w stanie uczynic
Ewa, to znaczy obliczy¢ [7
Oto opis metody.
(1) Bob wybiera dwie duze liczby pierwsze p i ¢ takie, by p = ¢ = 3 (mod 4).
Nastepnie oblicza n = pq i przesyla Alicji (a wszystko to podglada Ewa).
(2) Alicja konwertuje swoja wiadomo$é w kodzie ASCII otrzymujac liczbe [ i
oblicza m = [? (mod n). Nastepnie przesyta Bobowi m. Ewa widzi m, zna
juz n, nie umie jednak obliczy¢ p i ¢, bo to jest wlasnie trudny problem

faktoryzacji.
(3) Bob znajduje pierwiastki z m obliczajac wpierw a = mr (mod p), b =
p+1 gq+1 g+1 .

—m 7 (mod p), c=m ¢ (mod ¢) oraz d=—m « (mod ¢), a nastepnie
rozwiazujac cztery uklady réwnan modularnych:

x = a (mod p) x = a (mod p)

x = ¢ (modq) = d (mod q)

z = b (modp) x = b (modp)

x = ¢ (mod q) x = d (modq)

Uklady réownan modularnych maja jednoznaczne rozwiazania modulo n = pq
dzieki lematowi chinskiemu. Otrzymamy wiec az cztery rozwiazania, cho¢ wiemy,
ze dobre jest tylko jedno z nich. To jednak, by wsréd rozwiazan odrézni¢ wlasciwe
bedzie dla Boba bardzo proste. Po przejsciu z kodu ASCII na litery otrzyma jedna
wiadomo$¢ sensowna i trzy ciagi znakéw nie majacych sensu.

Przyklad. Alicja ma wiadomosé w = 15. Bob wybiera n = 209 = 11 - 19
(zauwazmy, ze 11, 19 = 3 (mod 4).

Alicja liczy: 15% = 225 = 16 (mod 209)
i przesya Bobowi, ktory oblicza:

16% =16 =5%=25-5=3-5=15=4 (mod 11)
16%—165—16216216—25625616_9916—8116_516_516—80_4
(mod 19)

13Nazwa od twoércy metody: Michaela Rabina



MATEMATYKA DYSKRETNA 2010

Bob rozwiazuje teraz (oczywiscie korzystajac z chiriskiego twierdzenia o resztach)
cztery uktady réwnan modularnych:

19

x = 4 (mod11) x = 4 (mod 11)
{ x = 4 (mod 19) { x = 15 (mod 19)
z = 7 (mod 11) x = 7 (mod 11)
{ r = 4 (mod 19) { x = 15 (mod 19)

Rzeczywiscie, latwo sprawdzié¢, ze jeden z tych ukladow ma rozwiazanie, réwne 15.
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8. WYKEAD 8 - 5.V.2010

8.1. Metoda RSA. O ile metoda Rabina wykorzystuje Male Twierdzenie Fer-
mata, to metoda RSA' opiera sie na twierdzeniu Eulera.

Opis metody RSA.
(1) Bob:
(a) Znajduje 2 duze liczby pierwsze p,q, liczy n = pq oraz p(n) = (p —

Dig-1).
(b) Wybiera (dowolne) e € Z* | (a wiec e jest wzglednie pierwsze z ¢(n)).

#(n)
(c) Oblicza d =e~! w Z*

p(n)
(2) Ewa: Widzi! Widzi zaréwno n jak i e. Wie takze jaka jest funkcja szy-
frujaca.
(3) Alicja:

(a) Liczy I = m® (mod n)
(b) Wysyta | Bobowi.
Bob: Liczy
(6) 19 = (m44=m

Prawdziwo$¢ wzoru 6 wymaga uzasadnienia. Oto one.

(a) Przypadek: m L n. Skoro ed =1 (mod ¢(n)) mamy: ed = 1+ kp(n)
(gdzie n jest pewna liczba catkowita. Wéwczas

m? = m R — i (mPMYF = m( mod n)

(b) Przypadek: m i n nie sa wzglednie pierwsze. Wtedy albo p|m albo ¢lm
(gdyby p|m i g/m to mieliby$my sprzecznosé z zalozeniem, ze m < n'®).
Zatézmy, ze p|m oraz q fm.

Mamy teraz: m® = m!T*P=1@=1) =y (ma=1)kP=1_ Ale ¢ L m (bo
q jest liczba pierwsza i ¢ nie dzieli m). Wiemy ze, p(¢) = ¢— 1. A
wiec m¢? =m - 1¥®=1) = m (mod q).

Ostatecznie otrzymalismy

m® = m (mod q)
Mamy takze

m® = m (mod p)
(bo m = 0 (mod p). Z chinskiego twierdzenia o resztach m jest jedy-
nym rozwiazaniem uktadu réwnan

m = 1% (mod q)

m =0 (mod p)

(tak czy inaczej mamy m = ¢ (mod n), niezaleznie od tego, czy m L n,
czy tez nie).

MNazwa metody od pierwszych liter nazwisk jej twércéw: Rivest, Shamir i Adleman.
15Zakladamy, ze liczby szyfrowane sa mniejsze od n, w przeciwnym przypadku ulegalyby
obcieciu modulo n, a wigc znieksztalceniu. Takie szyfrowanie byloby bez sensu!
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8.2. Grupy c.d.

8.2.1. Lemat Burnside’a. Definicja. Niech G bedzie grupa multyplikatywna. Méwimy,
ze G dziala na zbiorze X jedli jest okreslone odwzorowanie p : G x X — X
spelniajace nastepujace dwa warunki (piszemy g(z) zamiast p(g,x)):

(1) dla dowolnych g1, g2 € G oraz dla kazdego x € X (g1 - g2)(z) = g1(g2(2))
(2) dla dowolnego = € X e(x) = = (gdzie e jest elementem neutralnym grupy

Q).
Przyklady: grupa Kleina jako podgrupa permutacji na zbiorze {1,2,3,4}.

Twierdzenie 35. Jesli grupa G dziala na zbiorze X, g € G, to g jest bijekcjq.

Dla grupy G dzialajacej na zbiorze X oraz el. x € X stabilizatorem z nazy-
wamy
Stabx ={g € G: g(z) =z}
Przyklad ..

Twierdzenie 36. Stabilizator dowolnego elementu x € X jest podgrupa grupy G.

Przyklad. Grupa obrotéw szescianu (foremnego).

Orbita elementu z € X nazywamy zbiér
Orbxz ={g(z): g € G}
Relacja R okreslona przez
zRy<=3dgeG: g(x)=y
jest w X rownowaznosciowa.

Twierdzenie 37. Jesli skonczona grupa G dziala na zbiorze X, wdwczas dla
kazdego x € X
|G| = |Stab x| - |Orb x|

Dowéd. Niech z € X. Oznaczmy przez H stabilizator elementu = (czyli: H =
Stab x). Na mocy twierdzenia 36 wiemy, ze H jest podgrupa grupy G. Mozemy
wic, podobnie jak w dowodzie twierdzenia Lagrange’a (tw. 26), rozwazaé¢ warstwy
grupy G modulo podgrupa H (czyli zbiér klas abstrakcji relacji R zdefiniowanej
przez gRh < gh™! € H). Przypomnijmy, ze w dowodzie twierdzenia Lagrange’a
zbiér warstw G modulo H oznaczyliémy przez G/H i wykazali$my, ze

e Warstwa dowolnego elementu a € G jest postaci Ha,

o Wszystkie warstwy sa réwnoliczne (a poniewaz warstwa elementu neutral-
nego jest H, w przypadku skonczonym kazda warstwa ma tyle samo ele-
mentéw co podgrupa H).

Tym razem wykazemy, ze kazda warstwa jest réwnoliczna ze orbita elementu x.
Zdefiniujmy funkcje
0:G/H>Hg— g '(x)€Orba
Nim wykazemy, ze ¢ jest bijekcja, musimy udowodnié, ze
e gl (z)€O0rbx
e ¢ jest dobrze okreslona czyli, ze jezeli Hg = Hh, to
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Rzeczywiscie, w orbicie elementu = sa wzystkie wartosci funkcji z G na elemencie
x, no a przeciez g~ jest elementem G.

Przypu$émy teraz, ze Hg = Hh. Poniewaz e € H, musi w H istnie¢ taki element
f,ze g = fh A wobec tego

g @)= (fN7 @) = g7 (@) = (W (@) =TT (@)

Ale f € H, za$ H jest stabilizatorem x, czyli f~!(z) = z i otrzymujemy ostatecznie
9~ (z) = h™'(2), czyli p(hg) = p(Hh).

e ¢ jest iniektywna: ¢(Hg) = o(Hh) = g~ Y(z) = h~1(z) = hog~!(z) =
r=hg '€ H= Hg=Hh
e ¢ jest suriektywna: Niech y € Orb x. Wdéwczas istnieje g € G takie, ze
y=g(x),awtedy y = h~!(z) dla h = g~ czyli y = o(Hh). |
Przyklad - ilustracja funkcjonowania twierdzenia 37.
Grupa izometrii pieciokata.
Przyklad. Grupa izometrii wykonalnych szescioScianu: 24-elementowa
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9. WykzAD 9 - 12.V.2010
9.1. Lemat Burnside’a. Dla danej grupy G dziatajacej na zbiorze X oraz ginG
zbiér punktéw stalych g oznaczamy przez Fix g:

Fizg g={r e X :g(z) =z}
Twierdzenie 38 (Lemat Burnside’a). Niech G bedzie grupa skoriczong dzialaja-

ca na zbiorze skoriczonym X. Wowczas liczba N orbit zbioru X ze wzgledu na G
WYNosi

1
N=— Z |Fiz g|
Gl =%

Przykiady ...
Dowdd (metoda podwdjnego zliczania)...

9.2. Teoria graféw. Definicja grafu prostego. Rzad (ozn. |G]) i rozmiar (ozn.
| G ||) grafu G. Wierzchotki polaczone, wierzcholki i krawdzie incydentne. Sto-
pien wierzchotka v (ozn. dg(v)) w grafie G.

Twierdzenie 39. Jesli G = (V; E) jest grafem zwyktym skoriczonym, wéwczas
1
16 ll= 5 3 datv)
veV

Whniosek 40. W dowolnym grafie skoniczonym liczba wierzchotkow stopni stopmi
nieparzystych jest parzysta.

Twierdzenie 41 (O podawaniu rak'®). W dowolnym grafie zwyktym (prostym)
istniejq co najmniej dwa wierzchotki tego samego stopnia.

Dow. ...
Definicje trasy, $ciezki, drogi, cyklu w grafie. Graf spéjny.

Twierdzenie 42. Jesli graf G ma dokladnie dwa wierzchotki stopnia nieparzystego,
to wierzcholki te potaczone sq $ciezka (a co za tym idzie, sq we wspdlnej sktadowej).

Dow. ...

9.2.1. Grafy eulerowskie. Definicja multigrafu (grafu)
Definicja cyklu Eulera, graféw eulerowskich. Anegdota o mostach krélewieckich.

Twierdzenie 43 (Eulera). Multigraf bez wierzchotkéw izolowanych jest eulerowsksi
wtedy 1 tylko wtedy gdy

(1) jest spdjny,
(2) stopieri dowolnego wierzcholka jest parzysty.

Dow. ...

16Handshakmg Theorem
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10. WykLAD 10 - 19.V.2010
10.1. Grafy eulerowskie c.d.

Whniosek 44. W multigrafie G bez wierzcholkéw izolowanych istnieje (otwarta)
droga eulerowska wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) G jest spdjny,

(2) doktadnie dwa wierzchotki G sa stopnia nieparzystego.

Dow. ...

Algorytm Fleury’ego znajdowania cyklu Eulera.
Algorytm ten znajduje cykl Eulera w grafie!” spelniajacym warunki twierdzenia
Eulera (graf spdjny, stopnie wszystkich wierzchotkéw parzyste).
Algorytm dziata wedlug nastepujacych regut.

(1) Algorytm rozpoczyna swoje dziatanie od dowolnego wierzchotka u (od tego
jednak momentu juz ustalonego).

(2) Tworzymy ciag ES, do ktérego w kazdej kolejnej iteracji dopisujemy nastepna
krawedz e tworzonego cyklu eulerowskiego, ktéra z kolei wyrzucamy ze
zbioru krawedzi grafu, tworzac w ten sposéb biezqcy graf G’. Jesli w wy-
niku tej operacji w grafie pojawia sie wierzcholek izolowany (stopnia zero),
wéwcezas usuwamy go takze.

Powiedzmy, ze ostatnim wierzchotkiem, do ktorego dotarliémy jest wierzchotek
v nie izolowany w biezacym grafie G’. Niech e bedzie krawedzia G’ taka, ze
e jednym z jej konicow jest v a drugim, powiedzmy, w.
e G’ — {e} jest dalej spdjny (chyba, ze stopien v w G’ jest réwny 1).
Uwaga: To, ze e mozna tak wlasnie wybra¢, udowodnimy pdézniej.
e Do ciagu ES dopisujemy e, G’ (graf bieqcy) zastepujemy przez G’ — {e}
(jesdli v stal sie po tej operacji izolowany, to usuwamy go z grafu réwniez).
Jedli w jest w nowym grafie G’ izolowany, algorytm sie koriczy. Skonstru-
owalidmy cykl Eulera. Jedli nie, kontynuujemy od wierzchotka w.
Jest oczywistym, ze algorytm sie konczy, gdy graf G’ nie ma juz krawedzi, a wiec
gdy ES jest ciagiem krawedzi tworzacym cykl Eulera.
Pozostaje jednak wykaza¢, ze algorytm jest wykonalny, to znaczy, ze w kazdym
etapie mozna w G’ wybraé taka krawedZ e o koricu w v, ze G' — {e} jest spéjny
chyba, ze v w G’ — {e} jest izolowany (wtedy v takze z G’ usuwamy i w dalszym
ciagu mamy, rzecz jasna, graf spéjny)lS.
W tym celu zauwazmy, ze graf G’ jest spdjny (z konstrukcji) oraz, ze w G’ albo

(i) sa doktadnie 2 wierzchotki stopnia nieparzystego (jednym z nich jest wtedy
u a drugim v),
albo

(ii) wszystkie wierzcholki sa stopnia parzystego (tak bedzie jesli v = u).

W przypadku (i) dotaczamy do G’ nowa krawedz laczaca u i v (wierzcholki stopni
nieparzystych).

W dugim przypadku nie robimy nic'®.
W obu przypadkach w efekcie otrzymujemy graf, ktéry jest spéjny (bo G’ taki

177 amiast méwié (pisad) multigraf najczedciej méwimy i piszemy graf

18Prosze zauwazy¢, ze ten dowdd jest, niewiele ale jednak, rézny od tego, ktéry byl podany
ma wykladzie. Oba sa dobre.

19Czyli to, co lubimy najbardzie;j!
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byl) i ma wszystkie wierzchotki stopnia parzystego. Jest wiec eulerowski (na mocy
twierdzenia Eulera). Latwo stwierdzi¢ teraz, ze mozna tak wybraé e, krawedZ o
jednym konicu w v, by G’ —{e} byl spdjny (chyba, ze dg/(v) = 1, lecz ten przypadek,
to najmniejszy problem, opisany zostal juz powyzej).

10.2. Grafy plaskie i planarne. Definicja graféw plaskich i planarnych.
Regiony. Stopien regionu (podczas wyktadu stopieri oznaczale inaczej, lepiej jest
jednak oznaczaé tak jak ponizej, czyli przez deg R).

Twierdzenie 45 (Euler). Jesli G jest grafem plaskim rzedu n o rozmiarze m i o
f regionach, wowczas
n=m-—f+2

Dow. ...

Definicja stopnia regionu: stopniem regionu deg R nazywamy dtugosé (liczbe
krawedzi) najkrétszej drogi stanowiacej jego brzeg.
Twierdzenie 46. Jesli G jest grafem ptaskim o regionach Ry, ..., Ry oraz rozmia-
rze m, wowczas

f
Z deg R; =2m

i=1
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11. WYKEAD 11 - 26.V.2010

11.1. Garfy planarne c.d. Udowodnilismy nastepujacy wniosek z twierdzenia 45
(Eulera).

Whniosek 47. Jesli G jest grafem planarnym spojnym bez petli i krawedzi wielo-
krotnych rzedu n, rozmiaru m i o f regionach, wowczas

(1) 3f <2m

(2) m<3n-—6

Whniosek 48. Grafy K5 @ K33 nie sq planarne.

Def. bryly regularne;j.
Siatki wielo$cianéw.

Twierdzenie 49 (O brylach platoriskich). Jedynymi brytami reqularnymi sa czworodcian,
sze$cian, oSmioscian, dwunastoscian i dwudziesto$cian.

Dowdéd....

Twierdzenie 50 (K. Kuratowski). Graf prosty G jest planarny wtedy i tylko wtedy
gdy nie zawiera podgraféw homeomorficznych z Ks ani z K3 3.

11.2. Drzewa i lasy. Drzewem nazywamy dowolny graf prosty (tzn. bez petli
i krawedzi wielokrotnych) spéjny i bez cykli. Las to graf, ktérego kazda skladowa
jest drzewem.

Twierdzenie 51. Graf prosty jest drzewem wtedy i tylo wtedy, gdy dowolne dwa
jego wierzcholki polaczone sq dokltadnie jednag $cieikq.

Dowdd. ...
Twierdzenie 52. Jesli graf T jest drzewem, wowczas || T ||=|T| — 1.
Dowdd. ...

Twierdzenie 53 (O wlasnosciach drzew). Niech T = (V; E) bedzie grafem zwyklym.
Nastepujace warunki sq réwnowazne.

(1) T jest drzewem.

(2) T jest spdjny i dla dowolnego e € E graf T — e nie jest spdjny.

(3) T nie zawiera cykli i |T| =|| T || +1

(4) T jest spéjny i |T| =|| T || +1

(5) T nie zaweiera cykli i dla dowolnych niepotaczonych wierzchotkdw a,b grafu
T graf T U {ab} zawiera doktadnie jeden cykl.

Uwaga: T U {ab} to graf otrzymany z T przez dodanie krawedzi ab (inaczej:
przez polaczenie wierzchotkéw a i b krawedzia).
Dow. ...

Twierdzenie 54. Niech T bedzie dowolnym drzewem zas v jego dowolnym wierz-
chotkiem. Wowczas istnieje taka numeracja wierzchotkéow T: v = vy,va, ..., 0y
oraz krawedzi ey, eq,...,e,_1, ze wierzchotek v;y1 jest polaczony z doktadnie jed-
nym sposrod wierzchotkow vy, ...,v;_1 krawedzig e;.

Przyktad...
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Macierz incydencji grafu G. M = (a;;) nazywamy macierza incydencji grafu
G o zbiorach wierzchotkéw {v1,...,v,} i krawedzi {eq, ..., e, } jezeli
- J 1 jesli wierzcholek v; jest jednym z koricow krawedzi e;,
ij 0 w przeciwnym przypadku
Przyklad...
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12. WYKLAD 12 - 2.VI.2010

Uwaga egzamin!
Przypominam:
Egzamin pisemny 22-go czerwca w U2, 9-12
Egzamin ustny dla s6b zwolnionych z pisemnego na podstawie
wysokich ocen z zaliczen:
22-go czerwca w B.7, na I pietrze w moim pokoju od godz. 8.00
(numeru pokoju nie pamietam, jestem w nim zaledwie 12 ostatich lat, ale kazde
dziecko wskaze)
lista szczegdtowa, z orientacyjnym terminem rozpoczecia egzaminu ukaze sie w
terminie pézZniejszym.
II termin: 20 wrze$nia, 9-12, w s. 1.8 paw. B7 (Czarnowiejska 70, za
budynkiem Metalurgii)
III termin: 27 wrze$nia w s. 2.1 B7

12.1. Drzewa c.d.
Whniosek 55. Macierz incydencji drzewa rzedu n jest rzedu n — 1.

Dow. ...

12.2. Drzewa jako przestrzenie metryczne. Niech G bedzie grafem prostym.
Odlegloscia wierzchotkéw a i b nazywamy liczbe distg(a,b) réwna dhugosci
najkrétszej sciezki z a do b.

diste spelnia warunki metryki.

Ekscentrycznoscia wierzcholka a grafu G = (V; F) nazywamy

Ecg = max{distg(a,b) : be V}

Wierzcholek centralny to wierzcholek o ekscentrycznosci najmniejszej w grafie,
peryferyjny to taki, ktéry ma ekscentrycznosé maksysmalna. Centrum grafu to
zbiér wierzcholkéw centralnych.

Twierdzenie 56 (Dénes Konig). Kazde drzewo ma centrum ztoZone z jednego lub
dwdch potgczonych wierzcholkow.

Dowdd - adny i tatwy. Podczas wyktadu nie powiedzialem, ze twierdzenie to
20

jako pierwszy udowodnil Dénes Konig=".

12.3. Drzewa z korzeniem i drzewa binarne. Korzen drzewa 7T - dowolny,
wyrézniony wierzchotek.

Drzewo binarne - drzewo, w ktérym korzen jest wierzchotkiem stopnia 2, pozo-
stale wierzcholki sa stopnia 3 lub 1 (liscie)

Poziom wierzchotka w drzewie (z korzeniem) - odleglo$é od korzenia.
Wysokos$é drzewa - maksymalna odlegtosé wierchotka od korzenia.

2OW(ggierski matematyk, ktéry w 1935 roku opublikowal wlasciwie pierwsza monografie z teorii
graféw. Ta ksiazka jest bardzo szczegdlna takze dlatego, ze zawiera wiele nowych twierdzen. Stad
wiekszo$é wynikéw Kéniga ma date 1935. Opublikowanie jego monografii spowodowalo ogromne
zwiekszenie zainteresowania teoriag graféw. Pewno Kénig jest w znacznie wigkszym stopniu ojcem
teorii graféw niz Euler. Ale po co te rozwazania? Czy mozna by¢ bardziej ojcem czego$ niz kto
inny? :)
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Przyklad 3. Model funkcjonowania automatu rozpoznajacego monety - drzewo bi-
narne o 9 wierzchotkach.

Twierdzenie 57. Kazde drzewo binarne ma rzad nieparzysty.
Dow. ...

Twierdzenie 58. W dowolnym drzewie binarnym T rzedu n jest p = ”TH lisci i

k= ";3 wierzchotkow stopnia 3.

Twierdzenie 59. Niech T bedzie drzewem binarnym o p lisciach i wysokosci h.
Wéwczas h > [log p].

12.4. Dendryty. Dendrytem grafu G nazywamy podgraf T tego grafu, ktoéry
jest drzewem i |T'| = |G|.

Twierdzenie 60. Graf G jest spdjny wtedy i tylko wtedy gdy ma dendryt.

ALGORYTM DRZEWO

Grafy z wagami. Problem minimalnego dendrytu. Algorytmy Kruskala i
Prima?! znajdowania dendrytu minimalnego.

Podczas wykladu obiecalem, ze w tych notatkach podam te algorytmy (jeszcze raz,
bo podczas wyktadu (chyba?) podalem) i na dodatek napisze dowody. Przepra-
szam, ale nie zdaze. Mam inna propozycje. Te czes¢ wykladu realizuje wedlug
ksiazki Rossa i Wrighta [6]. Jedli jestescie ciekawi (mam nadzieje, ze jestescie,
wiem, ze nie wszyscy), zaréwno algorytmy jak i dowody ich funkcjonowania na
stronach 382-291 tej ksiazki. Tam tez algorytm DRZEWO.

21Zaniepokoilo mnie, ze nie wiedzialem podczas wykladu kim byt Prim i w zwiazku z tym, jak
nalezy czytaé¢ jego nazwisko. Juz wiem! To amerykariski matematyk (Princeton), Robert Clay
Prim (1921 - ) - chyba zyjacy, bo Wikipedia podaje tylko date urodzenia. A wiec czytamy to
nazwisko po angielsku. Dowiedzialem sie takze innych, ciekawych rzeczy (w [3] - to naprawde
Swietna ksiazka!). Ot6z znacznie przed Kruskalem i Primem blisko podania algorytméw znaj-
dowanie dendrytéw optymalnych byli czeski matematyk Otakar Boruvka (1899-1995, nad u jest
kétko, nie kropka, ale nie umiem) oraz Jan Czekanowski (1882-1965). W tym drugim przypadku
najciekawsze jest nie to, ze Czekanowski byl Polakiem (innym tez to sie zdaza), lecz fakt, ze to
antropolog (cho¢ matematyke tez studiowat - ciekawe informacje o nim w Wikipedii).
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13. WykLAD 13 - 9.VI.2010

13.1. Kolorowanie wierzcholkéw grafu
Liczba chromatyczna. Kolorowaniem wierzchotkéw grafu (prostego??)
G = (V; E) nazywamy dowolna funkcje

c:E—C

gdzie C jest skonczonym zbiorem, nazywanym zbiorem koloréw.
Kolorowanie jest wlasciwe jesli spelia warunek zy € E = ¢(x) # c(y).
Liczba chromatyczna grafu G:

X(G) =min{k : 3¢ : E — [1, k], ¢ - kolorowanie wlasciwe grafu G}
Przykiad 4. x(Cax) =2, x(Cory1) =3, x(K,)=n

Problem i twierdzenie o 4-kolorowalnosci graféw planarnych (historia problemu
czterech koloréw).

Przyklady...

Definicja 7. «(G) = max{k : G jest k — spdjny}
A(G) = max{dg(v) :v e V}

Twierdzenie 61 (??7%%). Dia dowolnego grafu prostego G prawdziwa jest nieréunosé

X(G) < A(G).
Dow. ...

Twierdzenie 62 (Brooks). Jesli G jest grafem spdjnym i nie jest ani cyklem
nieparzystym ani grafem pelnym, to x(G) < A(G)

Dowdéd twierdzenia Brooksa nie podalem podczas wykladu.

13.2. Wielomiany chromatyczne. Oznaczmy przez d; liczbe pokolorowan wia-
Sciwych wierzchotkéw grafu (prostego) G rzedu n. Woéwceza wierzchotki G mozna
pokolorowaé (w sposéb wlasciwy) d;(}) kolorami. Stad oczywiscie istnieje

) Pa()) = Zd ()

réznych pokolorowan wlasciwych wierzcholkéw grafu G. Zauwazmy, ze nie istnieje

pokolowanie 0 kolorami ani wiecej niz n kolorami, stad rzeczywiscie we wzorze (7)

sumowanie mozna rozpoczaé¢ od i = 0 i zakoriczyé na ¢ — n. Pg(\) zdefiniowane

wzorem (7) nazywamy wielomianem charakterystycznym grafu G2
Przykiad.

22Mozna méwié o kolorowaniu wierzchotkéw, a takze krawedzi, graféw niekoniecznie pro-
stych, szczegélnie ma to sens w przypadku kolorowania krawedzi multigraféw, krawedzi i/lub
wierzchotkéw graféw skierowanych. O tego typu kolorowaniach nie bede jednak méwil w trakcie
wykladow.

23To twierdzenie jest powszechnie znane, nie wiadomo kto je jako pierwszy udowodnil. W
literaturze angielskojezycznej pisze sie w takich przypadkach folclore. Moze mi kto§ podpowie,
jak to mozna okresli¢ po polsku?

24We wzorze (7) X oznacza réwnoczes$nie liczbe koloréw i zmienng nieokreslona wielomianu
(zazwyczaj oznaczang przez x). Ta podwdjna rola, ktéra odgrywa tu A formalnie jest niezupelnoie
poprawna, nie prowadzi jednak do nieporozumien.
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Twierdzenie 63. Pg, (\)=AA—-1)-...-(A—n+1)
Dow. ...
Twierdzenie 64. Pp (\) = A\(A—1)""!

Niech a i b beda dwoma wierzchotkami nie polaczonymi w grafie G. Przez G’
oznaczmy graf powstaly z G przez polaczenie wierzchotkow a i b krawedzia, zas przez
G" graf powstaly przez zastapienie w G wierzchotkéw a i b jednym wierzcholkiem
¢ polaczonym z wszystkimi wierzchotkami potaczonymi w G z a lub z b.

Twierdzenie 65 (Whitney).
Pa(X) = Par(A) + Par(A)
Dow. ...
Przykiad...

ZauwazyliSmy, ze twierdzenie Whitneya daje metode (co prawda kompletnie algo-
rytmicznie nieefektywna) znajdowania wielomianu chromatycznego grafu.

13.3. Kolorowanie krawedzi. Kolorowaniem krwedzi grafu prostego G =
(V; E) nazywamy dowolna funkcje
c:E—=C
Kolorowanie krawedzi jest wladciwe jesli krawedzie incydentne sa réznych koloréw.
Minimalna liczbe koloréw konieczna do pokolorowania wtasciwego krawedzi grafu
G nazywamy indeksem chromatycznym i oznaczamy przez x'(G).
Twierdzenie 66 (Twierdzenie Vizinga). Dla dowolnego grafu prostego
A(G) <X'(G) <AG)+1
Dowdd twierdzenia Vizinga nie byt podany podczas wyktadu.

13.4. Grafy skierowne i turnieje.

Definicja 8. Grafem prostym skierowanym nazywamy G = (V; E), gdzie
EcCcVxV —{(z,z):z €V}

Elementy zbioru V' nazywamy wierzchotkami zas elementy zbioru F tukami grafu
G.

Turniejem nazywamy graf skierowany w ktérym dowolne dwa wierzcholki polgczone
sa doktadnie jednym tukiem.

Przyklady.
Definicja 9. Sciezka o poczatku w z i koficu w y, to ciag

(x =a1,e1,a2,€2, ..., ap_1€5-1,ar = Y)
wierzchotkéw aq, ...,ay, i tukéw eq, ...,ex_1 takich, ze e; = (a;,a;+1) dlai=1,...,k
oraz a; # a; dla i # j.
Sciezke nazywamy hamiltonowska (albo Hamiltona) jesli zawiera wszystkie wierz-
choltki grafu.
Twierdzenie 67 (Rédei). Kazdy turniej zawiera $ciezke (skierowana) Hamiltona.

Dow. ...
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14. WYKLAD 14 - 16.VI.2010

Terminy egzaminéw:
I (i oby ostatni): 22 czerwca godz. 9.00 w U2 - pisemny
Dla tych, ktérzy z pisemnej czesci egzaminu beda zwolnieni, czesé
ustna w B7, takze 22-go od (zapewne) 9.00
szczegolly oglosze, gdy bede wiedzial dokladnie kto jest zwolniony
IT i ITT termin: 20 o 9.00 i 27 wrzes$nia o 13.30 w B7

Szczerze, troche egoistycznie, zZycze powodzenialll
14.1. Turnieje -ciag dalszy.

Definicja 10. W dowolnym grafie skierowanym G oznaczamy dg,(v) = [{u € V :
(v,u) € E}. i nazywamy poélstopniem wierzchotka v. Jesli G jest turniejem,
wéwezas wektor (a1 < ag < ... < ay) pdistopni wierzchotkéw G nazywamy wekto-
rem wynikow turnieju G..

Twierdzenie 68 (Landau). Ciqg niemalejacy (a1 < az < ... < ay,) jest wektorem
wynikow pewnego turnieju wtedy i tylko wtedy gdy

> ()

dla kazdego k,1 < k <n, przy czym dla k = n zachodzi réwnosé.

Dowodu nie bede podaswal, cho¢ ladny. Jako ciekawostke moge jednak podaé,
ze autor twierdzenia, Landau, nie byt matematykiem. Nie jest to takze znany
fizyk o tym nazwisku. Chodzi o biologa. Twierdzenie Landaua bywa cytowane
w pracach biologicznych. Sam czytalem kiedys prace naukowa o zachowaniu ma-
kakéw (to takie malpy). Turniejami w pracy o makakach byly walki pomiedzy
makakami. Uczony badal, czy jest jakas relacja pomiedzy wynikami (niegroznych)
walk makakéw a czestodcia wzajemnych pieszczot (polegajacymi na wzajemnym
pozbawianiu sie dokuczliwych insektéw).

14.2. Liczba nieizomorficznych turniejéw rzedu n.
Twierdzenie 69. Niech o € S,, bedzie permutacjq typu d = 141902 pdn dziatajaca
na zbiorze turniejow rzedun. Jesli o ma cykl?® dtugosci parzystej (czyli jesli dog, > 0
dla pewnego k) |Fiz o| = 0. W przeciwnym przypadku |Fiz o] = 249 | gdzie
1 n n
td) =5 | D (d)didy =y _d;
i,j=1 i=1
Uwaga. (¢,7) to, jak pamietamy, NWD(7, j). W dowodzie sa wykorzystywane
lemat Burnside’a oraz twierdzenie Cauchyego. Warto wiec sobie te twierdzenia
przypomniec.

Dow.
Najpierw wykazemy, ze gdy jeden z cykli jest parzysty, wéwczas |Fix o = 0. Rze-
czywiscie, przypusémy, ze istnieje cykl (a1, ag, ..., ag;). Bez straty ogdlnosci mozemy

25Oczywiécie mowa tu o cyklach permutacji o w rozkladzie na cykle (permutacje cykliczne)
roztaczne. Pamietamy, ze taki rozklad istnieje i jest jednoznaczny.
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zalozyé, ze (al,aH%) € E(T). Gdyby o(T) = T woéwczas a(al,aH%) € E(T),
a?(al,aH%) € E(T), etc. W szczegdlnosci oé(al,aH%) € E(T). Tymczasem
aé(al,a1+%) = (a1+%,a1), a to jest sprzeczne z zalozeniem, ze T jest turniejem
(w turnieju dwa wierzcholki sa potaczone doktadnie jednym tukiem, a nie dwoma,
przeciwnie skierowanymi tukami.

Od tego momentu bedziemy zakladali, ze wszystkie cykle permutacji o sa niepa-
rzyste (inaczej: do = dq = ... = 0).
Niech wiec bedzie cykl (nieparzysty) (a1, ..., a;) permutacji . Na wierzchotkach tego
cyklu mozna zbudowaé 2% réznych turniejéw T; (rzedu 4) takich, ze o(T;) = T;.
Bierze sie to stad, ze kazda cieciwe tego cyklu®® a1, a, mozna nadaé jedna z dwéch
orientacji (ktére zostaja zachowane po wzieciu na nich wartosci permutacji o i jej
kolejnych poteg).
Dla wszystkich cykli dlugosci (nieparzystej!) ¢ otrzymamy 9di 5+ turniejéw T; ta-
kich, ze o(T}) = T;. A dla wszystkich cykli permutacji lacznie 22-i=1 ditz turniejéow
na ktérych permutacja o jest stala.

Teraz zajmijmy sie mozliwg orientacja tukow pomiedzy cyklami tej samej dtugosci
i (liczbe tych cykli w turnieju oznaczylismy przez d;. Mozliwosci wybnoru tukéw
pomiedzy cyklami dlugosci jest i, zas wszystkich par (dz) Mamy wiec 2((12'7)i
mozliwosci.

Rozpatrzmy teraz przypadek cykli o réznych dlugosciach i oraz j, powiedzmy
(@1,...,a;) i (b1,...,b;). Orbita dowolnego tuku, powiedzmy, dla ustalenia uwagi,
(a1,b1) ma NWW(i, j) elementéw. Poniewaz za$ tych tukéw pomiedzy {ay,...,a;}
a{b1,...,b;} jest i-j, to tukéw o ktérych orientacji mozemy rozstrzygaé¢ dowolnie jest
W\m =NWD(4,j) = (i,4) (przypominam, ze (i,7) to tylko inne oznaczenie
dla NWD). Mamy wiec 2(+7) mozliwosci.

Ostatecznie turniejéw T speliajacych o(T) = T jest 214 gdzie

" di(i—1) . (d . .
t(d)222+z<2>2+ Z d;d;(i, j)
i=1 i=1 1<i<j<n

a po przeliczeniach (latwych) otrzymamy, dla dowolnej permutacji o typu 291...n%",

)
(d=(di,....dp) idy=..=0):

n

t(d) = % Zdidj(z‘,j) =Y d;

i=1

Twierdzenie 70 (Davis). Liczba nieizomorficznych turniejow T'(n) rzedu n dana
jest wzorem

L ot(d)

y [T:i%da!
(gdzie t(d) jest okreslone w twierdzeniu poprzednim, zas Y., oznacza sume po
wszystkich d spetniajacych dy + 3ds + 3dy... + nd,, = n oraz doy = 0 dla kazdego ).

T(n)

26y dalej mamy do czynienia z cyklem permutacji (a1, ..., a;), co nie przeszkadza nam jednak
traktowaé {a1,...,a;} jako wierzcholkéw turniejéw i budowaé na nich cyklu z cigciwami!
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Dowdéd. W dowodzie wykorzystamy
e lemat Burnside’a
e twierdzenie Cauchy’ego o tym, ze wszystkich permutacji typu d = 191292 ..n
jest

dn

n!
1d1d1!2d2d2!...ndndn!
Rzeczywiscie, wykorzystujac twierdzenie 69, lemat Burnside’a i twierdzenie Cau-
chy’ego (twierdzenie 13) otrzymujemy:

1 . . n! i)\~ 2"
T = 2 P el =Y g = X L

oceS, d
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