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Rozdzial 1

Wstep

Jesli nie jestes w stanie czego$§ wytlumaczyé 5-letniemu dziecku,
to znaczy, ze nie rozumiesz tego do korica
Albert Einstein

Niniejsza ksiazka moze by¢ przydatna studentom réznych kierunkéw, szcze-
goélnie zas kierunkéw ekonomicznych i technicznych. Pisatem ja jednak glownie
z mysla o studentach Wydzialu Matematyki Stosowanej AGH, dla ktorych pro-
wadze od trzech lat semestralny wyktad "Programowanie liniowe".

Mimo ze istnieje wiele bardzo dobrych ksiazek do nauki programowania li-
niowego, chce przekazaé studentom podrecznik, ktory zawiera doktadnie tresé
moich wyktadéw, w tym samym stopniu szczegoétowosci. Wyktady te obejmuja
rowniez zwigzane z programowaniem liniowym elementy optymalizacji kombi-
natorycznej: metody sieciowe i ich zastosowania w teorii grafow.

Mam nadzieje, ze studenci Wydzialu Matematyki Stosowanej zetkna sie w
tym podreczniku z matematyka, ktora rozwigzuje w niezbyt skomplikowany spo-
s6b trudne problemy praktyczne.

Programowanie liniowe jest szczegdlnym zagadnieniem programowania ma-
tematycznego. Ogélny problem programowania matematycznego'
sformutowaé nastepujaco:

mozna

Niech X bedzie dowolnym zbiorem i niech f bedzie funkcjq zdefiniowang w
zbiorze X o warto$ciach w zbiorze liczb rzeczywistch. ZnajdZ wartosé maksy-
malng f(z) dla v € X.

Bedziemy pisa¢ krotko:

f(x) = max

1Warto zapamietaé¢ te definicje dlatego, ze stowo "programowanie"wystepuje takze w in-
formatyce w znaczeniu bardzo réznym od rozwazanego.



6 Witep

reX

W przypadku programowania liniowego o zbiorze X zakladamy, ze jest pod-
zbiorem R™ zdefiniowanym przez uklad nieréwnosci liniowych, zas funkcja f
jest funkcja liniowa.

Rozdzialy 2-6 sa poswiecone samemu programowaniu liniowemu. Kolejno
wiec przedstawiona jest metoda sympleks (rozdz. 3), zasada dualnosci (rozdz.
4), zredukowana metoda sympleks (rozdz. 5).

W rozdziale 6 omdwiona jest szczegélna sytuacja zadania ograniczonego.

Pozostale rozdzialy to interpretacje i zastosowania geometryczne programo-
wania liniowego (rozdz. 7) i metody sieciowe z przykladami ich zastosowan w
teorii grafow (rozdz. 8). Podrozdzial 7.1, w ktorym jest mowa o interpretacji
programowania liniowego w przypadkach dwu- i trzy-wymiarowym, moze by¢
czytany znacznie wezesniej niz wystepuje w tekscie, jednak koniecznie po opisie
metody sympleks — a wiec po rozdziale 3.

Poswiecony przeptywom w sieciach rozdziat 8 zawarty jest w podreczniku z
dwoch powodow. Powodem pierwszym jest fakt, ze cho¢ metoda sieci rozwigzuje
tylko pewien szczegdlny problem programowania liniowego, niemniej dla tego
szczegbdlnego problemu algorytm sieciowy jest szybszy. Po drugie, mamy w ten
sposob okazje do przedstawienia pieknego twierdzenia o maksymalnym przepty-
wie 1 minimalnym przekroju. Wynikajace z niego twierdzenia: Halla, Kéniga—
Egervaryego i Mengera, dowodza, jak gtebokim jest ono wynikiem. Przekonamy
sie takze, ze twierdzenie to jest konsekwencja zasady dualnosci.

Pozostaje mi wyjasnié¢ znaczenie dwoch znaczkéw pojawiajacych sie w roz-
nych miejscach tekstu. Bl oznacza, ze co$ definitywnie sie skoriczylo, najczesciej
jest to znak konca dowodu twierdzenia (lub sygnal, ze dowodu w ogole nie be-
dzie), czasami wystepuje na koncu przykladu. O wystepuje w tekscie, gdy na
chwile przerywamy dany fragment (na ogo6t przyklad) do ktorego jeszcze wro-
cimy.

Adam Pawet Wojda

Krakow, 2013 wojda@uci.agh.edu.pl



Rozdzial 2

Problem programowania
liniowego

2.1 PPL

Rozwazania o programowaniu liniowym rozpocznijmy od przyktadu.

Przyklad 2.1.1 Wtasciciel ciezaréwki przewozi cukier, make i chipsy z miej-
scowosci A do B. W ciezaréwce miesci sie towar o objetosci co najwyzej 7000
litréw i o wadze co najwyzej 5 ton. 1 kilogram cukru ma objetosé 1,5 litra, 1 kilo-
gram maki 2 litry, natomiast 1 kilogram chipséw ma objetosé 4 litrow. Zaldézmy
takze, ze nasz przewoznik zobowiazal sie do dostarczenia co najmniej 1000 kg
maki i cukru. Zysk od przewozu poszczegdlnych towardéw jest nastepujacy:

— 8 zt za 100 kg cukru,

— 10 zt za 100 kg maki,

— 25 zt za 100 kg chipsow.

Ile cukru, maki i chipséw powinien zaladowaé¢ wtasciciel ciezarowki, aby
zmaksymalizowaé swoj zysk?

Matematyczny model tak postawionego zadania jest nastepujacy:
Oznaczmy przez x, — wage cukru, xo — wage maki, 3 — wage chipsow (za kazdym
razem w setkach kilogramow). Skoro ciezaréwka moze zabraé co najwyzej 5 ton
towarow, musi zachodzi¢ nieréwnosé

10021 + 100x4 4+ 100z3 < 5000.

7Z kolei ograniczenie objeto$ci wyraza sie wzorem

150x1 + 200x2 + 40023 < 7000.

7



8 Problem programowania liniowego

Zobowiazanie dostarczenia 1000 kg maki i cukru oznacza spelnienie wzoru
10021 + 10022 > 1000

Zysk wtasciciela wynosi
z = 8xy1 + 10xz5 + 25x3,

T1,%2 1 T3 musza byé oczywiscie nieujemne.
Po uproszczeniach otrzymamy wiec problem programowania matematycznego:

flx1, 29, x3) = 8x1 + 1029 + 2523 — max,

T +x2 +x3 S 50
1, 5.’£1 +2$2 +4£L’3 S 70
1 +x2 > 10

z; >0 da j=1,2,3.

w zbiorze

Problemem programowania liniowego, lub krotko: PPL, bedziemy na-
zywaé problem programowania matematycznego sformutowany nastepujaco:

Niech ¢; oraz a;; dlai=1,...,m, j = 1,...,n beda liczbami rzeczywistymi.

Znalez¢ maksimum funkcji f(z1,...,2,) = 2?21 ¢;jxj przy ograniczeniach:

{ >joaiTy < 2.1)
z; > 0 (j=1,..,n)
Czesto wygodnie bedzie nam pisa¢:
Yoy < b (i=1,..,m)
g > 0 (J=1.,n) (2.2)
f(ilfl,-.-,fﬂn) = Z_?:l CjTj — max

flxy,yx,) = Z?:l c;x; nazywamy funkcja celu, zas nier6wnosci (2.2) ogra-
niczeniami. Zmienne z1,...,x, nazywamy zmiennymi decyzyjnymi. Za-
uwazmy, ze zaréwno funkcja celu, jak i lewe strony nieréwnosci we wzorze (2.2)
sa funkcjami liniowymi.

Problem programowania liniowego mozna takze sformutowaé¢ nastepujaco:

zmaksymalizowaé  cx

przy warunkach: Ax<b (2.3)
x>0,
gdzie:
c = (c1,.,Cn),
x = (zj)j=1,.n €R",
e, = (0,..0) R,
A = (aij)i:1,4..,m;j:1,...,n S R™*",
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Posta¢ PPL przedstawiona wzorem (2.2) lub (2.3) nazywamy postacia stan-
dardowa PPL.

Uwaga. Biznesmeni maja dwie strategie zachowan:
1) maksymalizuja swoj zysk (model optymistyczny),

2) minimalizujg koszty (model pesymistyczny) — oczywiscie przy zatozonych
z gory minimalnych efektach.

Pesymistyczny model zachowan moze mieé¢ forme analityczng taka, jak w poniz-
szym przyktadzie.

Przyklad 2.1.2 PPL w postaci niestandardowej
Niech bedzie dany nastepujacy problem:

zminimalizowaé: 1 — a9 + T3

r1 -2 +x3 < 2

. . 1 —x3 Z 1

przy ograniczeniach: v 4ze 42w — 4
z, > 0 (i=1,23).

Zauwazmy, ze za pomoca banalnych operacji arytmetycznych mozna powyz-
szy problem sprowadzi¢ do PPL w postaci standardowej:

zmaksymalizowaé: —x1 + x2 — T3
Ty —2To +z3 < 2
-1 +r3 < -1
przy ograniczeniach: 1  +x2 +2z3 < 4
—X1 —T2 72%3 S —4
T, > 0 (1=1,2,3).

Zadanie polegajace na maksymalizacji funkcji f : X — R jest rbwnowazne
minimalizacji funkeji g : X — R zdefiniowanej wzorem g(z) = —f(z). Kazda

nieré6wno$é¢ postaci
n
> " aijz; > b;
j=1

mozna zastapi¢ rownowazng jej nierdwnoscig

n

> (—ai)z; < —b;,

Jj=1
zas rOWnNos¢é

n
E Qi jTj = bl
j=1
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dwiema nieréwnosciami:
n
E aijz; < b
j=1
oraz

n
E Qi T Z bi.
j=1

Tak wiec mimo ze wczesniej zdefiniowaliSmy PPL w postaci na pozér dosé szcze-
golnej (nazwaliSmy ja standardowg), réwnie dobrze mozna powiedzie¢, ze PPL
polega na maksymalizacji lub minimalizacji formy liniowej w zbiorze, ktory jest
rozwiazaniem ukladu nieréwnosci i rownan liniowych w R”.

Problemem rozstrzygania niesprzecznosci i rozwigzywania uktadéw nieréw-
nosci i rownan liniowych bedziemy sie zajmowaé w rozdziale 7.

2.2 Definicje

Niech dany bedzie problem programowania liniowego (w postaci standardowej)

(2.4)

CcX — max

x = (z1,...,Zy) (lub: z; ( =1,...,n)) nazywamy rozwigzaniem dopusz-
czalnym PPL (2.4) jesli

x > ©,, (inaczej: z; > 0,dla j=1,...,n),
Ax < b (inaczej: 22:1 a;jr; < bj,i=1,...,m).

Rozwigzaniem optymalnym PPL (2.4) (lub (2.3)) nazywamy takie rozwia-
zanie dopuszczalne x, dla ktorego funkcja f(x) = cx przyjmuje wartosé maksy-
malna.
Oczywiscie, moze si¢ zdarzy¢, ze PPL w ogdle nie ma rozwigzan dopuszczal-
nych, tzn. zbior
{xeR":x>0, 1 Ax <b} (2.5)

jest zbiorem pustym. Mowimy wowcezas, ze PPL (2.4) jest problemem sprze-
cznym (lub, ze warunki: x > ©,, i Ax < b sa sprzeczne).

Jesli zbior (2.5) jest niepusty i funkcja f w tym zbiorze nie ma maksimum,
to mowimy ze PPL jest nieograniczony. W rzeczy samej, zbior (2.5) jest oczy-
wiscie domkniety w R™, a funkcja f - ciagta. Jesli wiec zbior (2.5) jest niepusty
i f nie przyjmuje w tym zbiorze maksimum, to f jest w zbiorze nieograniczona
(sam zbior takze jest nieograniczony).
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Przyktad 2.2.1 Problem
r1 — X2 S 2
o — X1 S 3
x, >0 (i=1,2)
1T + X2 — max
jest oczywiScie sprzeczny.

Przyktad 2.2.2 Problem

ry — X2 § 0

—3%1 + X2 < 0
i >0 (i=1,2)

1T + x2 — max
jest nieograniczony.

Rzeczywiscie, dla dowolnego ¢t > 0, x; = t, x2 = 2t jest rozwiazaniem
dopuszczalnym. Wartosé funkcji f(z1,22) = 21 + 22 = 3t moze by¢ wowczas
dowolnie duza.

2.3 ¢wiczenia

Cwiczenie 2.3.1 Sprowadz ponizsze problemy programowania liniowego do po-
staci standardowej:

a) zmaksymalizuj: 21 + 2x9 — 33
xr1 —X9 +z3 < 3
. I —x3 Z 2
przy warunkach: o1 A1y 2wy — 4
%20 (Z:17273)a
b) zminimalizuj: —x1 4 2x9 — 313 — 24
Ty —x9 +3r3 —214 =2
przy warunkach: —2r1 —xo +2x4 >3

x>0 (i=1,..,4),

Iy +2£L’2 —X3 —31’4 2 2
¢) ® +2xy +xz +3z4 =1
T; >0 (i=1,..,4)
—x1 — 229 + 33 + T4 — min .

Cwiczenie 2.3.2 Problem diety Jest to znany, klasyczny wrecz problem.
Przedstawmy go w wielkim uproszczeniu (pelne dane mozna znalezé w [23]).
Ola postanowita odzywiaé sie najtaniej, jak to mozliwe, dostarczajac jednak
swojemu organizmowi odpowiednich ilosci biatka, witamin A i C, wapnia oraz
energii (czyli skltadnikow zywnosci). Postanowita odzywia¢ sie mlekiem, serem,
chlebem, cielecing i marchewka. W ponizszym zestawieniu podano zawartosci
odpowiednich sktadnikow w tych produktach (na 100 g produktu).
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H sktadniki zywnosci \ mleko \ ser \ chleb \ cielecina \ marchew H

biatko (g) 3 38 0 20 1
wit A (jedn.) 140 120 0 0 5760
wit C (mg) 1 0 0 0 3
wapni (mg) 120 | 1450 | 90 8 19
energia (kcal) 53 200 | 240 82 21

Zestawienia prezentujace zapotrzebowania dobowe Oli na poszczeg6lne sktad-
niki oraz ceny produktéw podajemy ponize;j.

biatko 70 mleko 1,5 zt/1
wit A | 5000 ser 5 zt//kg
wit C 75 chleb 1,5 z1/ /kg
wapi 70 cielecina | 12 zt//kg
energia | 2700 marchew | 0,8 zt//kg

Utoéz PPL, ktorego rozwiazanie bedzie dla Oli wskazowka, jak za najnizsza
cene zaspokoi¢ potrzeby swojego organizmu. Waga dziennego pozywienia nie
moze przekroczyé 2 kgt

1Po to, by Ola nie musiata jesé¢ zbyt duzo marchewki z chlebem.



Rozdzial 3

Opis algorytmu sympleks

3.1 Wprowadzenie

W niniejszym rozdziale przedstawiony zostanie algorytm sympleks. Jak zoba-
czymy, algorytm ten rozwiazuje problemy programowania liniowego. Zaczniemy
od rozwiazania prostych przyktadéw. Bedziemy systematycznie zwigkszaé sto-
pient trudnosci przyktadéw, by nieco pézniej, w podrozdziale 3.3, podaé szczego-
towy opis algorytmu, tacznie ze sposobami wybrniecia z probleméw, ktére moga,
sie pojawi¢ (wyznaczenie pierwszego rozwigzania dopuszczalnego i wystapienie
zjawiska cyklicznoscei).

Przyktad 3.1.1
Rozwazmy PPL

T +2562 +3$3 S5
2$1 +3I2 +5I3 §8

x>0 (i=1,..,3)
z = 2x1 +x2 +3x3 — max

Pierwszym krokiem bedzie wprowadzenie zmiennych dodatkowych x4, x5, zg,
ktore zdefiniujemy nastepujaco

Xry4 = 5 —X1 —2$2 —3])3
Iy = 8 —21‘1 —31‘2 —5I3 (32)
g — 4 731’1 —T2 731’3

Rozwazmy teraz problem nastepujacy

ry4 = 5 —X1 —2%‘2 —3$3
Irs = 8 72561 731‘2 751’3
g — 4 —3:[,'1 —X2 —31'3 (33)
z; >0 (i= 1,..,6)
z = 211 +xo +3x3 —  max

13



14 Opis algorytmu sympleks

Jest zupelnie oczywiste, ze problemy (3.1) i (3.3) sa réwnowazne w tym
sensie, ze kazde rozwigzanie optymalne problemu (3.1) daje nam pewne roz-
wiazanie optymalne problemu (3.3) (wystarczy wartosci zmiennych x4, x5 i zg
wyznaczy¢ z rownosei (3.2)). Podobnie, kazde optymalne rozwigzanie problemu
(3.3) dostarcza nam optymalnego rozwiazania (3.1).

Metoda bedzie polegala na tym, ze majac pewne rozwiazanie dopuszczalne
problemu (3.3) x, bedziemy szukali nastepnego rozwiazania x’ takiego, ze f(x') >
f(x), a wiec lepszego. Takie postepowanie bedziemy powtarzali wielokrotnie,
otrzymujac rozwigzania coraz bardziej zblizone do optymalnego (o ile takie roz-
wigzanie istnieje).

O pierwsze rozwiazanie dopuszczalne w przyktadzie nietrudno. Niech

Tr] = Xy = T3 = 0.
Wtedy oczywiscie:
.CE4:5, 1‘5:8, I6:4, z=0.

Przyjrzyjmy sie teraz wzorowi na z w (3.3). Poniewaz wspotczynniki przy x;
(i = 1,2,3) sa dodatnie, jesli zwickszymy wartos¢ ktorejkolwiek ze zmiennych
x; (1 =1,2,3), wowczas zwickszy sie takze wartos¢ z. Wartosé ta bedzie sie tym
szybciej powiekszaé, im wiekszy jest wspotczynnik (dodatni) przy powiekszanym
T We wzorze na Z.

Wspélczynnikiem przy xq jest 2, przy x2 — 1, natomiast przy xs — 3. Be-
dziemy wiec zwiekszaé¢ warto$é x3. O ile mozna powiekszy¢ xs bez zmieniania
wartosci pozostatych zmiennych, by otrzymane w ten sposéb nowe rozwiazanie
byto dopuszczalne? Warto$¢ xs mozna zwiekszy¢ o tyle, by zachowane zostaly
w dalszym ciagu nieréwnosci:

2420, 2520, w20

(pamietamy, ze w naszym rozwigzaniu x; = x5 = x3 = 0).
tatwo zauwazy¢, ze:

5 8
$420§I3§§, $520¢1’3§57 26 > 0= 123 <

W =

Najwieksza wartosdcia x3, jaka mozemy wybraé, jest

4
T3 = g

Wtedy
z = 4.

Zauwazmy jak oczywista jest tu metoda postepowania. Funkcja celu wyraza
sie za pomoca zmiennych, ktére w rozwiazaniu dopuszczalnym miaty poczat-
kowa wartos$é rowng zero. Jasne wiec bylo, ze jesli zwiekszy¢ wartosé tej zmien-
nej, ktora we wzorze na z ma wspotczynnik dodatni, zwiekszy sie takze wartosé
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z. 7 kolei ograniczenia x; > 0 i wzory na x4, x5, xg pozwolily z latwoscia
ustali¢, o ile wolno nam zwiekszy¢é wartosci poszczegblnych zmiennych tak, by
otrzymac rozwiazanie dopuszczalne.

Teraz warto$¢ zero przyjmuja zmienne xi,xo oraz g, natomiast xrs =
Przedstawmy 3 za pomoca x1,xs 1 xg korzystajac z trzeciego z rownan (3.2)

4
3

4 1 1
I3 = g — T — gl‘g - gl’ﬁ. (34)

Tak otrzymane x3 wstawmy do wzoru na z:

1
z=4—a:1—§ac6.

Wobec warunkéw x; > 01 xg > 0 jest oczywiste, ze maksymalng wartoscia,
jaka moze przyjaé z, jest 4.
Rozwiagzanie:

r1 =0, 29 =0, x3:§7 z=4
jest rozwigzaniem optymalnym. |

To co zrobilismy w przykladzie 3.1.1 sprobujmy teraz przeniesé na przypadek
og6lny. Niech bedzie dany PPL

Zj:l Qi < bl (Z = ]., ,m) (35)
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Problem ten jest oczywiscie réwnowazny problemowi znalezienia maksymal-
nej wartosci z spetniajacej uktad réwnan:

Tnyi = bi— Z;—lzl Qi T (Z = 17...7m)
(3.6)
z = 2 i1 G

przy zatozeniu, ze z; > 0,dlal=1,....,.n+m.
Podobnie jak to mialo miejsce w przykladzie (3.1.1), takze w przypadku
og6lnym bedziemy rozwazali uktad rownan

Tnti = by — Z?:l a;;z; (t=1,...,m)
(3.7)
zZ = zy -+ Z?:l C;iT;

skojarzony z PPL (3.5) rownowazny uktadowi (3.6) w tym sensie, ze otrzymany
z niego przez by¢ moze wielokrotne zamiany rél zmiennych znajdujacych sie po
prawej i lewej stronie uktadu.

Definicja 3.1.1 Uktad réwnari (3.7) nazywamy stownikiem PPL (3.5). Sto-
wnik (3.7) nazywamy stownikiem dopuszczalnym PPL (3.5), jezeli po pod-
stawientu T; = 0 dla j = 1,...,n, otrzymamy rozwigzanie dopuszczalne, inaczej
mowiqgc, jezeli

i‘l = ... =Tp = O, fn-&-l == l_)l, ---ajn+m = l_)m (38)
jest rozwigzaniem dopuszczalnym PPL (3.5).

Zmienne po lewej stronie znakdw réwnosci w stowniku nazywamy zmien-
nymi bazowymi, zmienne po prawej stronie — niebazowymi.

Zwroémy uwage, ze dla stownika (3.7) wektor X = (Z1, ..., Tntm) zdefinio-
wany wzorem (3.8) nie musi by¢ rozwiazaniem dopuszczalnym PPL (3.5). zeby
% byl rozwigzaniem dopuszczalnym wszystkie liczby by, ..., by, musza by¢ nie-
ujemne, a to wcale nie musi zachodzi¢. Stad nastepna definicja.

Definicja 3.1.2 Wektor (Zx)k=1,... n+m dany réwnaniami (3.8) nazywamy roz-
wigzaniem bazowym.

W przyktadzie 3.1.1 mieliémy do czynienia z dwoma stownikami:

Ty = 5 —T7 —2:32 —31‘3

Irs = 8 —21‘1 —31‘2 —5333

e — 4 73$1 —X2 731‘3 (39>
z = 27 +x2 +3z3

oraz



3.1 Wprowadzenie 17

1

4 1
r3 =3 —I1 —3%2 —3T6
gy =1 +2x; —X9 +x¢ 1
__ 4 3 4 5 (3 0)
Tz =3 31 —3T2 +3Te
z =4 —x —Tg

Stownika (3.10) nie mieliSmy potrzeby wypisywaé wezesniej. zeby go otrzy-
macé, nalezy x3 ze wzoru (3.4) wstawi¢ do wzoréw na z,z4 i x5 w stowniku
(3.9).

W stowniku (3.9) zmiennymi bazowymi sa x4, x5 i 6, zas$ 1, T2, T3 sa zmien-
nymi niebazowymi. W (3.10) zmienne bazowe to x3, 24, x5, zmienne niebazowe
— T1,T2,Te-

Oba stowniki sg dopuszczalne bo, dla przykladu, rozwigzanie bazowe (3.10)
T =29 =26 =0, z3 = %, g =1, z5 = %, jest rownoczednie rozwigzaniem
dopuszczalnym (x; > 0 dla ¢ =1,...,6)).

W przykladzie 3.1.1 wystarczyla jedna iteracja do otrzymania rozwiazania
optymalnego. W nastepnym przyktadzie zobaczymy, ze tak by¢ nie musi. Opis
tego przykladu utatwia nam nowe definicje.

Przyktad 3.1.2
Rozwiazemy PPL:

I +2£E2 +x3 <4
211 +xo +x3 <3
T —xo  +4x3 <2 (311)

;>0 i=1,23

z = 3r1 + 2 + 23 — max

Zdefiniujmy zmienne dodatkowe (sa one rownoczesnie zmiennymi bazowymi
pierwszego stownika).

T4 =4 —x1 —2x9 —I3
Ts =3 —2.’E1 —Ty —I3
X6 =2 —X1 +xo —4dxs (312)

;>0 (i=1,..,6)

Najwiekszym wspotczynnikiem dodatnim w funkeji celu jest 3 (wspolezyn-
nik przy x1), stad nowa zmienng bazows bedzie z1. Taks zmienng Z; bedziemy
nazywali zmienng wchodzacay.

Zmienna wychodzaca, czyli taka, ktora przestanie w nastepnym kroku
by¢ zmienna bazowa, jest T4 (i € {1,...,m}), dla ktérego nieréwnosé Z,4; > 0
daje najostrzejsze ograniczenie od géry na wartos¢ zmiennej wchodzacej. Inaczej
mowiac, Tnti, jest zmienna wychodzaca stownika (3.7), jezeli
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W naszym przykltadzie zmienna wychodzaca bedzie x5, latwo bowiem spraw-
dzié, ze:

x4 > 0= 21 §4,

x5 > 0= 11 <3,

6 > 0= 21 < 2.
Obliczamy wiec x1 z drugiego rownania stownika (3.12)

3 1 1 1
T1 =5 - 5%~ 5Ty~ 5T (3.13)
i tworzymy nowy stownik o zmiennych bazowych 1, x4, x¢, przepisujac (3.13)
jako pierwsze rownanie i tworzac pozostale dwa z pierwszego i trzeciego z rownan
stownika (3.12), zastepujac w nich x; prawa strong wzoru (3.13). Nowa funkcje
celu otrzymamy, wstawiajac x3 dane wzorem (3.13) do starej funkcji celu.
W rezultacie otrzymamy stownik dopuszczalny:

X1 = % 7%1’2 7%133 7%505
Ty = % —%272 —%I?, -‘r%.’l]g,
v =} +hm g +io 1
z :% *%ZL’Q +%x3 f%%

Teraz jako zmienna wchodzaca musimy wybraé zs, poniewaz tylko ta zmienna
ma wspolczynnik dodatni we wzorze na z. Nierdéwnosci z; > 0 dla i = 1,4,6
daja, odpowiednio, nier6wnosci dla wchodzacej zmiennej bazowej: z3 < 3, x3 <
5, z3 < %

7 tych nier6wnosci najostrzejszym ograniczeniem na warto$é xo od goéry jest
xg < %, otrzymana z zg > 0, tak wiec wychodzaca zmienng bazows jest zg. Po
analogicznych do poprzednich obliczeniach otrzymamy nowy stownik (juz trzeci
dla naszego problemu):

x =% 2z —2as +iwe
vs =3 +hr2  +gws —3we
v =¥ —Ra +ius o (3.15)
£ = % _%@ _%955 —%366

Ten stownik jest ostatni. Jest dopuszczalny, a jego rozwiazanie bazowe

10 1 17 32

2o=0,23=2, 4= —, x5 =26=0, 2= -

jest rozwiazaniem optymalnym. [
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3.2 Tabele sympleksowe

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz przyktadowi 3.1.1 zapisujac PPL rozwazany w nim
nieco inaczej. Przeanalizujmy mianowicie uktad rownan:

1 2z +3x3 +x4 =5

211 3xo  +bxs +x5 =38

3x1 +xo +3x3 +xg =4

—z +2x1  +w2 +3x3 =0

Powyzej linii poziomej zapisaliSmy ograniczenia naszego PPL (pominelismy
z; >0, 7 =1,...,6, ale w programowaniu liniowym wystarczy zapamietaé, ze
ograniczenia na nieujemnosé wszystkich zmiennych wystepuja czesto, dopiero w
dalszej czesci ksiazki oméwimy sytuacje w ktorej ograniczenia na znak wystepu-
ja tylko dla niektorych zmiennych), ponizej za$ funkcje celu. Skojarzone z tym
PPL rozwiazanie bazowe jest w naszym przykladzie postaci: 1 = 292 = x3 =
0, x4 =5, x5 =8, ©g =4, z = 0. Schematycznie mozna to zapisa¢ w tabeli:

1 23 100]5
2 3501 0]8
31300 1[4
2 1300 0]0

Nasza metode przedstawiona na przyktadach 3.1.11 3.1.2 mozna teraz przed-
stawi¢ nastepujaco:

Krok 1. Wyznaczanie zmiennej wchodzacej. Sprawdzamy ostatni
wiersz tabeli, pomijajac ostatni wyraz tego wiersza (odpowiadajacy war-
tosci z). Jesli w tym wierszu wszystkie wspotezynniki sa mniejsze od zera
STOP, tabela opisuje rozwiazanie optymalne.

Jesli niektore ze wspotezynnikow w tym wierszu sa dodatnie, wybieramy
najwiekszy z nich. Numer j kolumny, w ktorej sie znajduje, jest nume-
rem zmiennej wchodzqcej x; (inaczej: x; jest nowa zmienng bazowa). W
naszym przypadku zmienng bazowa wchodzaca jest 3.

Aij bi
1 2 3/1 0 0| 5
2 3] 5|0 1 0] 8
3 1 310 0 1| 4
2 1 3]0 0 0]0

Krok 2. Wybieramy zmienng wychodzaca. Wybieramy wiersz 19,
w ktorym a;; > 0 i iloraz ab— jest najmniejszy. W naszym przykladzie
ij

najmniejsza z liczb %, % %jest %. Wybieramy wiec trzeci wiersz (ip = 3).
1 2[3]1 0 0|5
2 3/5|/0 1 018
3 113|/0 0 1|4
2 1[8]0 0 0]0
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Krok 3. Tworzymy nowy stownik. Mnozymy wiersz iy przez odpowiednie
wspo6tczynniki i odejmujemy od pozostatych tak, by w j-tej kolumnie je-
dynym niezerowym wyrazem byl wyraz w wierszu ig. Dzielimy wiersz ¢
Przez a;,;-

Tak wiec w naszym przykltadzie:
1. odejmujemy trzeci wiersz od pierwszego,
2. mnozymy trzeci wiersz przez g i odejmujemy od drugiego,
3. odejmujemy trzeci wiersz od ostatniego (tego pod kreskq, odpowia-
dajacego zmiennej z,

4. dzielimy trzeci wiersz przez 3.

Otrzymamy nastepna tabele:

-2 1010 -1 1
-3 -2 00 1 —-3| %

? i 1 (3.16)
-1 2100 1| 3
-1 0000 -1][-4

Zauwazmy, ze otrzymana tabela doktadnie odpowiada stownikowi. Przeko-
nujemy sie o tym stwierdzajac, ze:

e pierwszy wiersz tabeli (3.16) odpowiada drugiemu réwnaniu stownika (3.10),
e drugi wiersz tabeli (3.16) trzeciemu réwnaniu (3.10),
o trzeci wiersz pierwszemu réwnaniu (3.10),

e nalezy uwzgledni¢ zmiany znakéow (np. w ostatnim wierszu i kolumnie ta-
beli (3.16) wystepuje minus warto$é zmiennej z, podczas gdy w stowniku
(3.10) wystepuje wartosé z itd.

Jest oczywiste, ze przedstawienie algorytmu przy pomocy ciagu tabel sym-
pleksowych niczym istotnym nie r6zni sie od przedstawienia go w postaci ciagu
zmieniajacych sie stownikow. Wielu autoréw (np. [17], [14], [21]) tak wlasnie
robi. W dalszym ciagu prezentacji metody simpleks nie bedziemy sie tymi ta-
belami postugiwaé.

Stownik jest ukladem réwnan liniowych — tabela macierza jednoznacznie mu
przyporzadkowana. Jeden stownik powstaje z drugiego przez operacje alge-
braiczne prowadzace do uktadow réwnowaznych. Stad oczywista jest wlasnosé
wszystkich stownikéw kazdego PPL, ktora wygodnie bedzie nam zapisaé w po-
staci twierdzenia.

Twierdzenie 3.2.1 Dla ustalonego PPL dowolne dwa stowniki sq¢ réwnowa-
zne. W szczegdlnosci kazde rozwigzanie dowolnego stownika jest rozwigzaniem
kazdego innego stownika.
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3.3 Szczegbly metody

Zapoznajac sie z metoda simpleks skrupulatnie omijaliSmy wszelkie trudnosci,
na ktére mozna natrafi¢. Przyklady byly dobrane tak, by:

1) wiadomo bylo od czego trzeba zaczaé¢ bowiem z; =0 dla j =1,...,n bylo
rozwiagzaniem dopuszczalnym:;

2) rozpoczety algorytm dzialal niezawodnie w tym sensie, ze na zadnym eta-
pie jego funkcjonowania nie mieliémy watpliwosci co nalezy zrobi¢ w na-
stepnym kroku a nastepny krok byt zawsze wykonywalny;

3) po trzech (co najwyzej!) zmianach zmiennych bazowych otrzymywalismy
optymalne rozwigzanie.

Czy zawsze funkcjonowanie algorytmu jest takie proste? Okazuje sie, ze nie.
Rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyklad 3.3.1

rT — 2LE2 + 31’3 < 5
—xr1 4+ 4xy — r3 < —6
3r1 — 219 + r3 < =3 (317)
z=x1 + 2 + 2x3 — max
x> 0 i=1,2,3

Tym razem 1 = x2 = x3 = 0 nie jest rozwiazaniem dopuszczalnym pro-
blemu, nie spelia drugiej ani trzeciej nieréwnosci w PPL (3.17). Co wiecej,
wecale nie jest oczywiste, ze takie rozwigzanie w ogdle istnieje.

3.3.1 0Od czego zaczac?

W ogoélnym przypadku problemu PL w postaci standardowej:

Z;":1 a;r; < by i=1,..,m
z;, > 0 j=1,..,n (3.18)
Z?:l T — max
rozwigzanie bazowe x; = Ty = ... = x, = 0 jest dopuszczalne, wtedy i tylko

wtedy, gdy b; > 0 dla kazdego i = 1,...,m.
Jak postepowaé gdy choé jedna z liczb b; jest ujemna?

Rozwiazemy ten problem za pomoca metody sympleks. Rozwazmy nastepu-
jacy PPL:

Z;—lzl ajjrj —xo < b i=1,...m
zj > 0 j=0,1,..,n (3.19)
To — min
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Dla dowolnie ustalonych x1, ..., x,, istnieje takie xq, ze nier6wnosci

n

Zai]‘l‘j — X S bl dla i = 1, ey M

j=1
sa spelnione, bowiem mozna przyja¢ dowolnie duze xo. Tak wiec problem (3.19)
jest niesprzeczny. Jest takze oczywiste, ze problem wyjsciowy (3.18) jest nie-
sprzeczny wtedy i tylko wtedy jesli rozwiazaniem PPL (3.19) jest xy = 0. Pierw-
sza zmienna wchodzaca bedzie xp, natomiast zmienna wychodzaca x;, taka, ze
bi, jest najmniejsza ze statych b;, i =1, ..., m.

Sprawdzmy na naszym przyktadzie jak ta metoda funkcjonuje.

Przyklad 3.3.1 (cd.)
Zgodnie przyjetym przez nas zwyczajem, bedziemy maksymalizowaé, a nie mi-
nimalizowaé, pewna funkcje celu.

Problem
xr1 —2x9 +3r3 —x9 < 5
—x1  +4xo —r3 —xr9 < —6
3r1 —2x9 +xr3 —x9g < -3 (320)
v > 0 i=0,1,2,3
w = —xo —  max

po wprowadzeniu zmiennych bazowych x4, x5, x¢ przyjmie postaé

T4 =5 +x9 —x1 +2x9 —3x3

x5 = —6 +xg +x1 —4xo “+xs3

Tg = —3 +xq —3x1 +219 —x3 (3.21)
€T; >0 +=0,...,6
w = —x — max

(3.21) nie jest stownikiem dopuszczalnym, bowiem rozwiazaniem bazowym jest
Tog =21 = 22 = x3 = 0,24 = 5,25 = —6,26 = —3, wiec x5 1 Tg przyjmuja
wartosci ujemne. Ten defekt zniknie po wprowadzeniu x( jako zmiennej bazowej
w miejsce x5, inaczej moéwiac przyjmujemy xg jako zmienna wchodzaca zas x5
jako zmienna wychodzaca.

Nowym stownikiem bedzie

T9g =6 —x1 +4xy —x3 x5
Ty = 11 72561 +6I2 74%3 +SC5
e = 3 —4.’E1 +6£L’2 —21’3 +x5
w = —6 +x1 —4zo +x3 —x5

(3.22)

Teraz juz (3.22) jest stownikiem dopuszczalnym (rozwiazanie bazowe jest
rozwiazaniem dopuszczalnym: zg =6, v1 =22 = x3 =25 =0, x4 = 11,24 =
3, w=—6).

Zavwazmy, ze takze w ogdlnym przypadku, zawsze bedzie mozliwy taki wybor
zmiennej bazowej wychodzqcej, aby pierwsza iteracja data stownik dopuszczalny.
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Wystarczy w tym celu tak wybracé x,1,, zeby b;, byto najmniejsze sposrod b;,
1=1,...,m.

Nowg, zmienng bazows wchodzaca moze by¢ x1 lub z3 (we wzorze na w w
stowniku (3.22) wspolczynniki przy tych zmiennych sa dodatnie i réwne 1, przy
pozostatych zmiennych wspotezynniki sa ujemne).

Mamy teraz:

g =2 0 = ;1 < 6,
zg 2 0 = 1 <

Te 2 0 = I S 1

Wobec tego, zmienna wychodzaca jest xz¢. Wyliczamy wiec z; z trzeciego
z rownail (3.22) i obliczamy nowe wzory na o, x4 oraz w. Po elementarnych
rachunkach otrzymamy trzeci stownik

o = 5% +2%{E2 —%1'3 +%1’5 +i$6

Ty = % —l—%l‘g —%.Tg +%$5 _%376 ( )
3.23

Ty = 9% +3xos —3x3 +%l‘5 —|—%JJ6

w = —% —%xz +%$3 —%1'5 —ixg

Zmienna wchodzaca jest teraz x3 a wychodzaca z;. Wyliczamy wiec x3
z drugiego ze wzoréow stownika (3.22), a nastepnie wstawiamy do pozostatych
rownan eliminujac w ten sposob xs.

Nowym stownikiem jest nastepujacy uktad rownan:

To = 4% +x1 X9 —l—%ms —i—%xg
T3 = % —2x1 +3x9 +%$5 —%.1'6
(3.24)
Ty =5 +61‘1 761‘2 —I5 +2I6
w = —% —I1 —T2 —%3?5 —%.’L’g

Wartoscia maksymalna jaka moze przyja¢ w w problemie (3.20) jest w = f%,

a wiec liczba ujemna, nie zero. Oznacza to, ze problem (3.17) jest sprzeczny. O

3.3.2 Czy sympleks moze sie zacigé¢?

Pytanie postawione w tytule nalezy rozumieé¢ tak: czy na kazdym etapie algo-
rytmu wiadomo co nalezy czynié¢ dalej? Czy zawsze kolejny krok jest wykonalny?
Dzialanie algorytmu polega na wykonywaniu nastepujacych krokdow:
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1. Wybér zmiennej bazowej wchodzacej
Przypomnijmy, ze nowsg zmienng wchodzacg jest zmienna Z;, taka, ze
Cj, > 0. Jedli istnieje wiecej niz jedna taka zmienna, mozna, jak to robili-
$my w przyktadach, wybra¢ te dla ktoérej dodatnie ¢;, jest najwigksze (z
nadzieja — ale bez gwarancji — ze taki wybdér doprowadzi nas najszybciej
do celu).
Jedi taki wybor jest niemozliwy to wszystkie wspotczynniki ¢; dla j =
1,...,m we wzorze

Z=a+Cc1T1 + ... +CphTy

sg ujemne. To zas oznacza, zZe rozwigzanie dopuszczalne stowarzyszone ze
stownikiem dopuszczalnym jest optymalne (w szczegdlnosci maksymalna
warto$é z jest réwna a).

2. Wybér zmiennej wychodzacej
Jako zmienng wychodzaca przyjmujemy te ktora daje najostrzejsze ograni-
czenie od gory na zmienng wchodzgeq x;, .
Na przyktad, dla stownika dopuszczalnego

r3 = 5 -1 X9 —X4
r5 = 3 —x1 —To9 +2x4
z = 15 221 —zo —X4

zmienng wchodzaca jest z1. Nieréwnosci 3 > 01 x5 > 0 daja dla odpo-
wiedniego rozwigzania dopuszczcezalnego (tj. takiego w ktorym zo = x4 =
0) nastepujace ograniczenia:

3> 0=>121 <5, 5 > 0= 21 <3.
Wybieramy zmienna wychodzaca xs.

Jesli na wartosci zmiennej wchodzgceej nie otrzymujemy ograniczenia
od gory, jak w przykltadzie stownika

T3 = 5 41 —x2 +xy4
5 = 3 4w —w2 +2x4
z = 15 4221 —x9 —x4

czyli jesli wspotczynniki przy xj, sq nieujemne, to wartosé z jest oczywi-
Scie nieograniczona od gory. Nie ma rozwigzania maksymalnego, z moze
byé dowolnie duze.

3. Tworzenie nowego slownika
W tym kroku algorytmu tworzymy nowy stownik przy pomocy prostych
operacji arytmetycznych.

Mozna wiec z calg pewnoscia stwierdzi¢, ze w kazdym momencie swojego dziala-
nie algorytm albo poda rozwiazanie problemu (tzn. rozwiazanie optymalne lub
informacje, ze problem jest sprzeczny lub nieograniczony), albo bedzie wykony-
wal nastepne kroki. Czy oznacza to, ze algorytm sympleks zawsze rozwiazuje
kazdy PPL? Przekonamy sie wkrotce, ze nie rozwiazaliSmy jeszcze wszstkich
trudnosci.
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3.3.3 Cyklicznosé
Zacznijmy od przyktadu.

Przyklad 3.3.2
Rozwazmy stownik

Ty —T1 —X9 +3I3

Is = 2 +£L’1 —31’2 +IC3

T = —2x1 +xo —T3 (325)
z = 3 42 —T9 —x3

Rozwigzaniem bazowym tego stownika jest x1 = z9 = 23 = x4 = ¢ =
0,z5 = 2,z = 3. Zmienng wchodzaca bedzie 1, za$ zmienna wychodzaca moze
by¢ x4 lub zg. Wybierzmy na przyktad z4.

Nowym stownikiem bedzie:

r, = i) —3.%‘3 —XT4

rs = 2 Hdxy —2x3 —X4

Te —X9 +5l‘3 +2I4 (326)
z = 3 +xo —Txz —2x4

Zauwazmy wiec, ze na naszej operacji zamiany stownika nic nie zyskaliSmy w
tym sensie, ze warto$¢ z nie wzrosta.

Sytuacja w ktorej zastapienie jednej ze zmiennych bazowych zmienna nieba-
zowa wedtug podanych przez nas regut nie spowoduje zwiekszenia wartosci z w
rozwiazaniu bazowym moze zajsé tylko wtedy, gdy wartosé jednej ze zmiennych
w rozwiazaniu bazowym wynosi zero. W naszym przykladzie takimi zmiennymi
byly x4 i 2 dla stownika (3.25) i z1 i 26 dla stownika (3.26).

Definicja 3.3.1. Mowimy, Ze rozwiazanie bazowe slownika jest zdege-
nerowane jezeli co najmniej jedna zmienna bazowa w tym rozwigzaniu przyj-
mugje wartosé zero. Odpowiedni stownik takze nazywamy zdegenerowanym.

Przyklad 3.3.2 (cd)
Czytelnik zechce sprawdzié, ze nastepnym (po (3.26)) stownikiem bedzie

T, = 2x3 414 —Tg
To = brs 24 —Tg
rs = 2 +18x3 +Tzy, —4xg

z = 3 —2z3 —Tg

a wiec sympleks doprowadzil do rozwiazania optymalnego PPL (3.25), rozwia-
zaniem optymalnym jest z1 =22 =x3 =24 =26 =0, x5 = 2, 2 = 3.

Poniewaz przy przejsciu ze stownika (3.25) do (3.26) rozwiazanie nie polep-
szylo sie (warto$é z w tych stownikach jest taka sama) powstaje pytanie, czy
moze zaistnieé sytuacja, w ktorej po kilku zmianach stownika algorytm wréci do
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stownika ktory byt juz rozwazany?

Odpowiedz na to pytanie brzmi tak! Jest jasne, ze jesli konsekwentnie wy-
bieramy zmienne wchodzace i wychodzace z jakas regula i na ten sam stownik
wpadamy dwa razy, to te same stowniki beda sie pojawialty cyklicznie (nazwiemy
to zjawisko zapetlaniem sie algorytmu).

Zauwazmy, ze taka sytuacja moze sie pojawi¢ tylko wtedy gdy pojawi sie
stownik zdegenerowany — jesli nie, to w kazdej iteracji rozwiazanie bazowe jest
inne, rézni sie od wszystkich poprzednich chociazby wartoscia z.

W przykladzie 3.3.2 oba stowniki (3.25) i (3.26) sa zdegenerowane. Czy-
telnik zechce sprawdzié¢, ze przyklad Chvétala [4] zaproponowany ponizej jako
éwiczenie 3.7.6 jest problemem PL, w ktérym po kilku odpowiednio przeprowa-
dzonych iteracjach wracamy do wyjsciowego stownika, !.

Z twierdzenia 3.2.1 wynika, ze kazde rozwigzanie bazowe jest rozwiazaniem
kazdego innego stownika (nie tylko tego, ktorego jest rozwiazaniem bazowym).
Stad wniosek, ze wszystkich mozliwych rozwiazan bazowych dla PPL jest co naj-
wyzej tyle, na ile sposob6w mozna wybraé¢ n elementéw (zmiennych bazowych)
m+n

n
Tak wiec dla danego PPL istnieje skoriczona liczba stownikéw i jedli w kazdej
iteracji otrzymujemy inny stownik, wowczas algorytm sympleks musi nas do-
prowadzi¢ do rozwiazania problemu w skoniczonej liczbie iteracji (co najwyzej

sposrod n + m elementow (tyle jest wszystkich zmiennych), a wiec

< m;— " )) WykazaliSmy wiec bardzo wazne twierdzenie:

Twierdzenie 3.3.1 Jesli algorytm simpleks nie zapetla si¢®, to rozwigzuje PPL
w skoniczonej liczbie iteracji. Co wiecej, jesli problem jest miesprzeczny i ogra-
niczony, to istnieje rozwigzanie bazowe, ktore jest rownocze$nie rozwigzaniem
optymalnym. |

Wéréd metod unikania cyklicznodei elegancja 3 wyrdznia sie reguta R.G.
Blanda [2]| zwana takze regula najmniejszego indeksu.

Regutla Blanda.
1. Wybierz jako zmienna wchodzaca te zmienna ktora:

(1) ma dodatni wspoélczynnik we wzorze na z,

IMozna wykazaé, ze PPL w ktorym wystepuje zjawisko cyklicznosci musi mieé¢ co najmniej
7 zmiennych decyzyjnych. Przyklad Chvatala jest wiec, w pewnym sensie, najmniejszym PPL
ktory sie zapetla.

2Inaczej: jesli nie wystepuje zjawisko cyklicznosci.

3elegancja (mat.) = prostota (wulg.)
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(ii) sposrod wszystkich zmiennych o dodatnim wspoélczynniku we wzorze
na z ma najmniejszy indeks.

2. Wybierz jako zmienna wychodzaca te ktora:

(iii) powoduje najsilniejsze ograniczenie od gory dla zmiennej wchodzacej,

(iv) sposrod wszystkich kandydatow na zmienna wychodzaca (tj. zmien-
nych bazowych spelniajacych (iii)) ma najmniejszy indeks.

Regute Blanda mozna podaé nieco bardziej formalnie w sposob nastepujacy.
Niech bedzie dany stownik

xr; = b1 — ZjéB Qi (Z GB)

3.27
z = zy -+ ngBcjxj ( )

(w stowniku (3.27) B jest zbiorem indeksow zmiennych bazowych).
e Wybierz jako zmienng wchodzaca z;, dla ktorej

(a) Cjy > 07
(b) jo=min{j:j ¢ BAc; >0}.

o Wybierz jako zmienna wychodzaca x;, dla ktorej

(a) @igjo > 0,
b

(b) ﬁ = min{ai’jo taij, > 0,i=1,..,m} =a,

(c) io =min{i:i € BA L =a}.

tJ0

W poréwnaniu z metoda stosowang do tej pory roéznica pojawia sie w punkcie
(ii) — stosujemy te regute zamiast wybiera¢ zmienna wchodzaca o najwiekszym
wspotezynniku (dodatnim) w funkcji celu.

Przyktad 3.3.3
Dla stownika

zy =4 +x1 +229 —3
r5 = —2x1 —2x9 +x3
e — 3 —T 731‘2 +2I3
z =1 —x1 +2x9 +3x3

postepujac wedtug reguly Blanda wybierzemy x5 jako zmienng wchodzaca i x5
jako zmienna wychodzaca.

Twierdzenie 3.3.2 (Bland [2]). Jesli wybory zmiennych wchodzqcych i wy-
chodzgcych w algorytmie simpleks dokonywane sqg wedtug reguty Blanda, to al-
gorytm koriczy sie po skoriczonej liczbie iteracyi.
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Idea dowodu twierdzenia Blanda zaczerpnieta jest z [4].
Dowéd. Ze wzgledu na twierdzenie 3.3.1 wystarczy wykazaé, ze jezeli zmienne
wchodzaca 1 wychodzaca beda wybierane wedlug reguly Blanda to nie moze
wystapi¢ cyklicznosé.
Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze zmienne sa wybierane reguta Blanda, a
jednak algorytm zapetla sie. Oznacza to, ze poczynajac od pewnego stownika S
w kolejnych iteracjach otrzymujemy k—elementowy ciag stownikéw S1, S5, ..., Sk_1, Sk
taki, ze k > 11 S, = S1. Oczywiscie wszystkie stowniki St, ..., Sp_1 musza byé
zdegenerowane.

Zmienna bedziemy nazywali btedng® jezeli dla pewnych stownikow sposrod
S1, ..., Sk—1 jest zmienng bazows a dla innych niebazows.

Przypusémy, ze x; jest zmienna bledna o najwiekszym indeksie ¢t. Niech
S bedzie jednym ze stownikéw Sy, So, ..., Skx—1, Sk, takim, ze x; jest zmienng
bazowa wychodzaca stownika S i niech zs bedzie zmienna wchodzaca S.

Inaczej moéwiac: x; 1 x4 sa takie, ze

— x; jest zmienna bazowa S i nie jest zmienna bazowsa stownika nastepnego,
— &4 jest zmienng niebazowa stownika S i zmienna bazowa stownika nastepnego.

Oznaczmy przez B zbior indekséw zmiennych bazowych stownika S i po-
wiedzmy, ze S jest postaci

xr; = b7 — ZiQB Qi Ty, 1€ B

(3.28)
o= w o+ Y igp G

Skoro Si,...,Sk_1, Sk jest cyklem, tzn. Si = S7, musi istnie¢ inny stownik,
nazwijmy go S* taki, ze x; jest zmienna wchodzaca S*. Z tego samego powodu
warto$¢ zmiennej z (funkcji celu) w rozwiazaniu bazowym kazdego stownika
S1y.y Sk—1, Sk jest taka sama. Tak wiec wzér na z w stowniku S* jest postaci

m—+n
z=w+ Z iz (3.29)
j=1
przy czym c¢; = 0 dla j € B*, gdzie B* jest zbiorem indekséw zmiennych

bazowych stownika S*. Na mocy twierdzenia 3.2.1, kazde rozwiazanie stownika
S jest takze rozwigzaniem stownika S*. Jednym z rozwigzan slownika S jest,
jak latwo zauwazy¢:

xj = 0 dla wszystkich zmiennych niebazowych S , poza x (czylidla j ¢ B,j #

s),

Ts =Y
ri=b—a;sy dla i€B dla dowolnego .
Z =W+ CsyY

4Tu okreslenie btedna nie pochodzi od stowa blgd a raczej od bladzié, w sensie pojawiania
sie i znikania jak bledny rycerz lub btedny ognik.
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Wstawiajac to rozwiazanie do wzoru (3.29) otrzymamy

W+ csy = w + cyy + Zcf(bi — isY)
i€B

Stad
(cs —co + ZcfaiS)y = Zcrbi
€D i€B

dla kazdego y € R. Wobec dowolnosci ¥ mamy

co—ci+ Y clai =0 (3.30)
i€B

Zauwazmy nastepujace fakty:

— Poniewaz x4 jest zmienna wchodzaca stownika S zachodzi ¢; > 0.

— Przypomnijmy, ze x; jest bledna zmienng o najwiekszym indeksie. Stad
oczywiscie wynika, ze s < t (z, jest takze zmienna bledna).

— Skoro x4 nie jest zmienna wchodzaca w stowniku S*, s < t, i wybdr zmien-
nej wchodzacej nastepuje wedlug reguly Blanda, zachodzi
c; <0.

Ze wzoru (3.30) wynika wiec, ze
i aiys <0 dla pewnego ig € B (3.31)

Oczywiscie x;, jest zmienng bazows w stowniku S (bo ip € B) i zmienng

niebazowa w stowniku S* (cj # 0, w przeciwnym przypadku nie mogliby$my
mie¢ ¢ a;,s < 0).
z;, jest wiec zmienng bledng i wobec tego iy < t. Co wiecej: ig # ¢, bowiem
ats > 0 skoro z; jest zmienng wychodzaca a x; zmienna wchodzaca stownika S.
Pamietamy, ze z; jest zmienna wchodzaca stownika S*. Wobec tego ¢; > 0iw
konsekwencji cjass > 0. Ostatecznie iy < t.

x;, nie jest jednak zmienng wchodzaca stownika S* (jest nia przeciez x¢, a
wlasnie wykazaliSmy, ze ig # t), a poniewaz zmienna wchodzaca wybieramy
wedtug reguty Blanda, musi by¢ ¢; < 0. Ze wzoru (3.31) mamy wigc a;,s > 0.

Z faktu, ze xz;, jest btedna zmienna oraz, ze wartoé¢ z w rozwiazaniu bazo-
wym jest stale rowna w dla wszystkich stownikéw Sy, ..., S, wynika, ze b;, = 0.
Tak wiec z;, byla zmienna, ktéra powinna wedlug reguty Blanda, by¢ zmienng
wychodzaca ze stownika S (i < t). Ta sprzecznosé¢ konczy dowdd twierdzenia
Blanda.

|
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3.4 Ile jest rozwigzan optymalnych?

Problemowi ilosci rozwiazan optymalnych nie bedziemy po$wiecali wiele miejsca
i czasu. Niemniej czesto mozna latwo stwierdzié¢, ze rozwigzanie jest jedyne.
Najlepiej wyjasni to ponizszy przyktad.

Przyklad 3.4.1
Niech bedzie dany problem PL

T —T2 +2x3 < 1
xr1  +2mo +x3 < 4
I —XT2 —XI3 S 2 (332)
T1,T2, T3 = 0
zZ =21 —X2 +r3 — max
Kolejnymi stownikami dla tego problemu beda:
Ty = 1 —X7 +x2 —2$3
rs = 4 —x1 —2x9 —x3
Tg = 2 —I +xo “+xs3 (333)
z = T —To +xr3 — max
rr = 1 “+xo —2$3 —T4
rs = 3 —3x2 Hx3 a4
Te = 1 +3.’£3 +x4 (334)
z = 1 —xr3 —T4 — max

Zauwazmy, ze wartos¢ maksymalna z = 1 jest przyjeta dla wiecej niz jednego
wektora x. Rzeczywiscie, we wzorze na z stownika (3.34), a wiec ostatniego
stownika w metodzie simpleks dla naszego problemu, nie wystepuje zmienna
bazowa xo. Jezeli we wzorze na z w ostatnim slowniku wystepuja
wszystkie zmienne niebazowe, to rozwiagzanie jest jedyne: zmienne
niebazowe musza w rozwigzaniu maksymalizujacym z by¢ réwne zeru,
za$ zmienne bazowe wyznaczone sg jednoznacznie przez odpowiednie
rownania slownika. W naszym przyktadzie, aby z bylo réwne 1 musi za-
chodzi¢ z3 = 0 oraz x4 = 0, natomiast xs niekoniecznie jest réwne zero. Na
przykltad dla 23 = x4 =0, 20 =t €< 0,1 >, z1 =14+t 25 =3 -3, zg = 1
wartos$¢ z jest takze rowna wartosci maksymalnej 1. Dla problemu (3.40) ozna-
cza to, jak latwo stwierdzié, ze zbiorem wszystkich rozwiazan jest zbiér punktow
odcinka {(z1,22,23) 121 =1+ ¢, 20 =t,23 =0, €< 0,1 >}.

3.5 Skutecznosé algorytmu sympleks

Panuje powszechna, jak si¢ wydaje, zgoda co do tego, ze sympleks jest w prak-
tyce bardzo skutecznym i szybkim algorytmem, pozwalajacym rozwiazywaé pro-
blemy w ktorych wystepuja setki czy nawet tysiace zmiennych. Dowodza tego
roznego rodzaju testy (por. [4, 10, 14, 17, 20, 22]). A jednak, okazuje sie, ze jesli
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dobraé¢ wystarczajaco zlosliwie przyklad, to liczba iteracji moze wynosi¢ nawet
2" — 1, gdzie n oznacza ilo§¢ zmiennych. Oznacza to konieczno$¢ utworzenia 2"
stownikow. To za$§ z kolei znaczy, ze sympleks jest teoretycznie beznadziejny:
liczac 1 mikrosekunde na utworzenie stownika (przy duzej liczbie zmiennych to
kompletnie nierealne, nawet przy bardzo szybkim komputerze), oznaczaloby to
koniecznosé oczekiwania trudno wyobrazalnej liczby lat na obliczenie zadania o
1000 zmiennych?®.

Takim ztosliwym przyktadem jest zadanie Klee-Minty’ego (por. [4, 20]) ktore
przedstawione ponizej (lemat 3.5.2) postuzy do wykazania nastepujacego twier-
dzenia.

Twierdzenie 3.5.1 Algorytm sympleks nie jest algorytmem wielomianowym.

Dowdd twierdzenia 3.5.1 wynika z lematu:

Lemat 3.5.2 Algorytm sympleks rozwigzuje problem PL,,:

T S 5
4xq+ T2 <25
8$1+ 4:E2 + T3 S 125
(3.35)
x+ 27 lay + . 4+ dx,, + Ty < 5"
z= 2" lgp 4+ 2" 25, 4+ . 4+ 22,1 + x,— mazx
w 2" — 1 dteracjach (tj. 2™ stownikach,).
Dowé6d lematu 3.5.2. Udowodnijmy najpierw dwa proste fakty.
Fakt 1. z = 5" jest wartoscig optymalng, zas
T =..=2p_1 =0, z, =5" (3.36)

rozwigzaniem optymalnym problemu (3.85).

Rzeczywiscie, pierwszy stownik problemu (3.35) mozna zapisa¢ nastepu-
; 6
jaco °:

5Policz sam jesli nie wierzysz!
6Wyjatkowo w tym przypadku, wygodniej nam bedzie oznaczaé¢ zmienne sztuczne przez y;
zamiast, jak to bylo zawsze do tej pory, przez x, ;.
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y1=5-—mx
y2:25—4$1—$2
y3:125—81‘1—41‘2—1‘3

Yn—1 = el — 2”711'1 - 2“721'2— e — Tp_1 (337)

Yp = 5" — 2"z — 2" Ly — .. — dxp_1—xn

2 =2""1g 42724 o + 2xp_1+ T
Stownikiem, w ktéorym zmiennymi niebazowymi sa x1, ..., Tp—1,Yn, zas
zmiennymi bazowymi Y1, ..., Yn—1, T, jest

Y1 =9 — a1

Yo =25 — 4wy — 19

Yz = 125 — 8$1 — 4.232 — X3

(3.38)

Yno1 =51 —2n~lg_on—2_ _— Tp_1

Ty =57 — 2"y — 2" gy — e — 4Tn_1 — Yn

z=>5"+¢cix1 + Coxa+t e+ Cp—1Tpn—1— Yn

gdzie ¢; = 2"~ — 2771 dla kazdego i = 1,...,n — 1. Jest oczywi-
ste, ze stownik (3.38) jest ostatnim stownikiem algorytmu sympleks dla
(3.35), za$ (3.36) optymalnym rozwiazaniem (wspotczynniki ¢; sa oczywi-
Scie ujemne).OJ

Fakt 2. W kazdym stowniku problemu (3.35), dla kazdego i € {1,...,n} doktad-

nie jedna ze zmiennych x;, y; jest zmienng bazowgq.

Gdyby tak nie bylo, to w w pewnym stowniku dla pewnego iy zar6wno
2, jak i y;, bylyby zmiennymi niebazowymi.

Dla odpowiadajacego temu stownikowi bazowego rozwiazania dopuszczal-
1ego (T1, ..., Tn, Y1, ---, §n) mamy oczywiscie z;, = 01 g;, = 0. Napiszmy
rownania ig — 1 1 4o stownika (3.37).

200y 420072y 4 dayy o+ Ty + Yig_1 =50 (3.39)

2i0$1 + 2i0_1$2 + ...+ 8‘752'0,2 + 4.’Ei0,1 + Lig + Yig = 5i0 (340)

Dla naszego rozwiazania bazowego w ktorym z;, = 01 y;, = 0 mamy wiec
z (3.40)

2003, 20 gy 4. 447,y = 5
Z drugiej za$ strony, korzystajac z (3.40), (3.39), nieréwnosci 2%;,—1 <
2. 5%~! wynikajacej w sposob banalny z (3.39) i pamietajac, ze wszystkie
wspoélrzedne rozwiazania sa nieujemne, otrzymamy

5% = iz £ 207 gy 4 4 8%, o + 4T, 1 =
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=2(2107 gy 29072 Fy 4 . 44T o+ Tiy1)+
+ 2%59-1 <2571 2. 507 = 4. 501
— sprzeczno$¢ ktora koriczy dowod faktu 2.0

Reszta dowodu lematu 3.5.2 przez indukcje ze wzgledu na n.
Dla n =1 problem jest banalny: PL,, ma postaé¢

$1§5
zZ =T

. o : = 95— = 95—
i rozwiazuje sie w 2 stownikach: I 7 ) 7 A,
z = T 2= b5H— (75

Pierwszy stownik dla PL,, (n > 2) jest postaci

Y1 = 5— 1
Yo = 25— 41‘1 —x2
ys = 125— 8r1 —4xo — x3 (3.41)
Yn = D"'— gy =2 lge— L —dx,1 —x,
z= "y 42" 2p0+ 422,41 +xn,
a ostatni (o rozwigzaniu bazowym T = ... = T,_1 = 0,%, = 5",z = 5")
Y1 = 5 —T1
Y2 = 25 741‘1 —x2
Yz = 125 —8x1 —4xy —x3
Yn—1 = 5"_1 —2n_1$1 _2n—2$2 - .. 4$n—2 —Tp—1
Ty = 5" —2ng, —2n g, — . —8Tp—2 —ATn_1 —Yn
z = g —on—lg —on—2y, — . —dxp_ 9 —2x,1 —Yn
Napiszmy teraz pierwszy stownik dla PL,
y1=5—m
Y2 225—41‘1 — X9
Yn—1 = el 2”71‘%1 — 2”72‘%2 — . —4dxpy_o — Tp_1
Yn =5" — 2"z — 2" Ly — ... — 8Tp_9 — 4Tp_1 — Tn,
Ynp1 = 50T —ontly —ongy — 2", 5 — 81,1 — 4T, — Ty

2 =270 + 2" Yo+ .+ 250, o + dxp_q + 22, + Tnt1

Stownik ten rozni sie od (3.41) tym, ze dodaliSmy do niego jeden wiersz
ograniczen, a funkcje celu najpierw pomnozyliSmy przez 2, a potem dodalismy
do niej x, 1. Wszystkie wspolezynniki (a takze wyrazy wolne) we wszystkich
stownikach sa calkowite. Rzeczywiscie: skoro, jak stwierdziliSmy wyzej, dla
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kazdego ¢ doktadnie jedna ze zmiennych x;, y; jest bazowa, za kazdym razem
zmienna wchodzaca (z; lub y;) jest obliczana z i—tego rownania w ktérym wy-
stepuje zawsze ze wspoOtczynnikiem —1. Tak wiec, dopoki we wzorze na funkcje
z ktoregokolwiek stownika problemu PL, 11 wystepuje ktoras ze zmiennych z;,
t < n+ 1, ze wspbélczynnikiem dodatnim, zmienng wchodzaca jest jedna z nich
(ta ktorej wspolezynnik w funkeji z jest najwiekszy). Tak wiec algorytm sym-
pleks bedzie funkcjonowal na pierwszych n wierszach ograniczenn dopoty, dopoki
w funkcji celu wszystkie wspotczynniki przy zmiennych x4, ..., z,, y1, ..., Yy beda
niedodatnie.
W ostatnim z tych stownikéw podstawiamy

Ty =5"— 2"z — 2" ey — =0, — 222, 1 — s
do
Yn+1 = 5n+1 — 2n+1$1 — 2”.132 — ... — 24.13,”_2 — 23xn—1 — 4xn — Tpi1
ido
2 =22 + 2" tao 4 . dxy 1 + 2% + Trgn
otrzymujac

Y1 =5—1

Yo =5% —dzy — 2y

Yn—1 = el — 2n_1$1 — 2n_2$2 — . —dxy o —xpq

T =5"— 2%, — 2" lxg — ... — 82,0 —4Tp_1 — Yn

Ynt1 =0"+ "y 4200 + o+ 2%, o+ 232, 1 + 4yn — Tpt1
z =2.5"—2%x; — 2" 1oy — 2" x5 — ... —dx,_1 — 2y, + Tn+1

Zmienng wchodzacy teraz jest x,41 = 5" + "l + 2%y + . 4 2%, 0 +
22,1 + 4y, — Yns1. Tak wiec nastepnym, 2" + 1—szym stownikiem PL, 1
jest stownik nastepujacy

W =5—m

Y2 =52 — 4z — x9

Yno1 =57t —2n gy, — 27 20 — . —dx,_9 — Tyt

Ty =5"— 2" — 2" gy — ... — 829 — 4%p_1 — Yn

Tppr =5"F oty 4 2ny + 420, o+ 232, 1 +4Yn — Ynaa
z =3.5"+ 2" + 2" oo+ ...+ 222, + 22201 + 2y, — Yn+1

Otrzymalismy problem w ktérym nastepne iteracje beda polegaty na mini-
malizacji funkcji

2=3-5"+ 2" + 2" tag + .+ 222, o + 2%,y + 2y, (3.42)
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Operacje na wierszach ograniczen dotyczy¢ beda wylacznie pierwszych n
wierszy. Funkcja z dana wzorem (3.42) rowna jest stalej 3 - 5™ plus 2 razy
funkcja celu PL,, potrzebowaé¢ bedziemy wiec jeszcze 2" stownikow, czyli w
sumie 2 - 2" = 2"+ stownikéw, co nalezalo udowodnié. |

3.6 Wyjasnienie nazwy sympleks

Pozostaje wyjasni¢ skad wziela sie nazwa algorytm sympleks? Sympleksem w
matematyce nazywa sie obwiednie wypukla zbioru n 4 1 elementowego w prze-
strzeni rzeczywistej n wymiarowej (odcinek w R, trojkat w R2, czworoécian w
R3). Metoda (algorytm) sympleks polega za$ na sprawdzaniu kolejnych wierz-
chotkow wieloscianow (w R™ — por. rozdzial 7). A wiec poruszamy sie po
krawedziach od wierzchotka do sasiedniego wierzchotka n—wymiarowego wielo-
Scianu, zawsze w pewnym sympleksie zwiekszajac, o ile to mozliwe, wartosé
funkcji celu.

3.7 ¢éwiczenia

Cwiczenie 3.7.1
Rozwiaz nastepujace problemy:

21 +4wy  +xz <6
T, —4xo +x3 <4
2171 +2I2 +.Z‘3 §2
r; >0 (j=1,2,3)
1 +2x0 +3x3 —  max

1 +z2 <3
21‘1 —T2 S 4
z1,22 >0

2x1 +x9 —  max

Cwiczenie 3.7.2
Postugujac sie tabelami simpleksowymi rozwiaz przyktad 3.1.2

Cwiczenie 3.7.3
Postugujac sie tabelami simpleksowymi rozwiaz PPL:

rT — 2%2 + 31’3 § 10
2x1 + To + rz3 < 12
r1 + 3z + rz3 < 9
z=x1 + 3r9 + 4xr3 — max
x; > 0 :=1,2,3

Cwiczenie 3.7.4
Rozwiaz nastepujace PPL:
*3931 +xo S -3
I +x2 Z 1
I1,x2 2 0
r1 +3rs — max




36 Opis algorytmu sympleks

—I —x5 +x3 < -1
2.(81 +x2 +x3 < 8
AT o ) <10
1 42z +r3 — max
r; >0,1=1,2,3.
Cwiczenie 3.7.5
Sprawdz, ze PPL
2x1 —X2 +x3 <12
1 +2x9 +x3 <10
I “+2x9 —X3 Z 4

211 +ro —3r3 — max
z; >0, 1=1,23.
jest niesprzeczny. Wskaz dla tego problemu bazowe rozwiazanie dopuszczalne.

Cwiczenie 3.7.6 (przyklad Chvatala)
Zastosuj algorytm simpleks do PPL

Ty = —0,5z1 45,52 +2,5x3 —9x4
T = —0,527 +1,529 +0,5x3 —y (3 43>
Ty = 1 —I ’

z = 101 —57z9 —9x3 —24x4

wybierajac za kazdym razem

— zmienng wchodzaca o najwiekszym wspoltezynniku we wzorze na z,

— zmienng wychodzaca o najmniejszym indeksie sposréd tych ktore daja
najostrzejsze ograniczenie od goéry na zmienna wchodzaca (np pierwsza
zmienna wychodzaca bedzie x5).

Cwiczenie 3.7.7

Wykaz, ze kazda wypukla kombinacja rozwigzan optymalnych PPL jest rozwia-
zaniem tego problemu (kombinacja wypukta zdefiniowana jest w podrozdziale
7.2).

Cwiczenie 3.7.8

Algorytmem sympleks rozwiaz zadanie Klee-Minty’ego dla n = 3 (a jesli masz
cierpliwosé¢ i potrzebe lepszego zrozumienia dowodu twierdzenia 3.5.1 to dla
n = 4). Ile otrzymasz iteracji a ile stownikow w kazdym z tych przypadkow
(por. przyklad 7.1.2)?
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Dualizm

W tym rozdziale zmienimy metode prezentacji. Dotychczas kazde nowe zagdnie-
nie rozpoczynaliémy od podania przyktadéw ktorych celem bylo uzasadnienie
tego co robiliSmy pézniej. Tym razem najpierw podamy ogdlna zasade dual-
nosci w programowaniu liniowym. Dopiero p6zniej zostanie podane kryterium
optymalnosci ktére mozna otrzymacé dzieki tej zasadzie a nastepnie interpretacje
ekonomiczng.

4.1 Problem dualny programowania liniowego

Definicja 4.1.1 Niech bedzie dany PPL

Sjagz; < b (i=1,..,m)
zj > 0 (j=1,..,n) (4.1)
z = E;-lzl cjx; — maz
PPL
Yiriaiy; > ¢ (G=1,...,n)
yi > 0 (i=1,..,m) (4.2)

nazywamy problemem dualnym problemu (4.1). Problem (4.1) nazywamy
problemem prymalnym.

Z tatwoscia mozna si¢ przekonaé, ze po sprowadzeniu problemu (4.2) do postaci
standardowej otrzymamy PPL ktérego problemem dualnym jest wyjsciowy PPL
(4.1). Tak wiec prawdziwy jest natychmiast nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.1.1 Problemem dualnym do problemu dualnego do PPL jest wyj-
Sciowy PPL.

37
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Przyktad 4.1.1 Problemem dualnym do

211 420 +dry < 2

T —2To +x3 < 1

1 +4xo —x3 < 3 (43)
i > 0 (i=1,2,3)

211 —x9 +3r3 — max

jest

291 +y2 tys = 2

vy —2y2 Hys > -1

Sy Fy2 —ys = 3 (4.4)
yp > 0 (1=1,2,3)

2y1 +y2 +3ys — min

Nastepne twierdzenie bywa nazywane staba zasada dualnosci.

Twierdzenie 4.1.2 Niech (4.1) bedzie problemem prymalnym a (4.2) proble-
mem do niego dualnym. Jezeli Ty,...,T, 0702 Y1, ..., Ym SG TOZWIGZAMIAMI dO-
puszezalnymi, odpowiednio, problemow (4.1) i (4.2) to

n m
Z c;ZT; < Z biyi
j=1 i=1

Dowédd twierdzenia 4.1.2 jest wyjatkowo prosty i miesci sie w jednej linijce:

n n m m n m
DoeEi <y (Z aij?ﬂ) B=3) aisz; | i < 3 byl
i=1 j=1 \i=1 1 =1

i=1 \j=

Przyklad 4.1.1 (c.d.) y1 = 2,y2 = 1,y3 = 0 jest rozwigzaniem dopuszczal-
nym (4.4) o wartosci funkcji celu w = 5. Stqd i z twierdzenia 4.1.2 wynikajg
dwa wnioski:

1. problem (4.3) jest ograniczony,
2. warto$é maksymalna funkcji celu jest co najwyzej réwna 5.
Oczywisty jest nastepujacy wniosek z twierdzenia 4.1.2.

Whiosek 4.1.3 Jezeli problem prymalny jest nieograniczony, to problem do
niego dualny jest sprzeczny.

Przyklad 4.1.2 Moze sie zdarzyé¢, ze oba problemy: prymalny i dualny sa
sprzeczne. Tak jest na przyktad dla problemu prymalnego:

21‘1 —X9 S 2
721’1 +xo S -3
3r1 —T2 — max
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7 twierdzenia 4.1.2 wynika, ze gdyby udalo nam sie znalez¢ takie rozwiaza-
nie dopuszczalne 21, ..., &, z problemu prymalnego (4.1) i y1, .., Ym, w problemu
do niego dualnego (4.2), ze z = w, to kazde z tych rozwiazan byloby rozwiaza-
niem optymalnym swojego problemu. Powstaje pytanie: kiedy takie rozwiaza-
nia istnieja? Zaraz zobaczymy, ze zawsze wtedy gdy problemy (4.1) i (4.2) sa
niesprzeczne. Mowi o tym twierdzenie sformulowane w ostatecznej formie przez
D. Gale’a, HW. Kuhna i A.W. Tuckera w 1951 roku.

Twierdzenie 4.1.4 (Zasada dualnosci.) Jezeli zagadnienie prymalne (4.1)
ma rozwigzanie optymalne (1, ..., Ty) to problem dualny (4.2) ma takze rozwiq-
zanie optymalne (§1, ..., Jm) @ zachodzi réwnosé

Jj=1 =1

Dowdd. Przypusémy, ze (Zq,...,T,) jest optymalnym rozwiazaniem pro-
blemu prymalnego (4.1). Zgodnie z twierdzeniem 4.1.2 wystarczy wskazaé¢ takie
rozwiazanie (g1, ..., m ) problemu dualnego (4.2), zeby zachodzita rownosé (4.5).
Przypus$émy, ze ostatnim stownikiem otrzymanym dla problemu (4.1) jest stow-
nik w ktorym funkcja celu wyraza sie wzorem

m+n
Z2=2ZzZ+ Z CrT (4.6)
k=1

Pamietamy, ze we wzorze (4.6)
¢r, = 0 gdy xj jest zmienna niebazowa ostatniego slownika

¢ < 0dlakazdego k = 1, ..., m+n, bowiem zakladamy, ze (4.1) ma rozwiazanie
optymalne.

Z jest oczywiscie wartoscia maksymalna funkcji celu problemu (4.1) i, skoro
(Z1, ..., Tpn) jest rozwiazaniem optymalnym, zachodzi

n
z = E CiTj
j=1

Wykazemy, ze szukanym rozwigzaniem optymalnym problemu du-
alnego jest
yl = —5n+1,172 = _En+27 7gm = _Ener
W tym celu przepiszemy wzor (4.6) po dokonaniu na nim nastepujacych mani-
pulacji:

— zastepujemy z przez Y.\, ¢;Tj,

— korzystajac z faktu, ze ZZ:I" Crplp = Z;Zl Cij 4+ Do Cngitnti (T S8
zmiennymi sztucznymi), zastepujemy
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Cn+ti Przez —7; (inaczej mowiac, definiujemy g; := —Cp4q)
n
Tnii Przez b; — ijl a;j;.

Otrzymamy wtedy wzor

n
E CjSL'j =
J=1

a stad po tatwych przeksztalceniach

n

n m
+y gay =y Gl — Y ay))
j=1 i=1

Jj=1

i)

n m n m
Z CjT; = (Z — Z gzbl) + Z(Ej + Z yiaij)xj (47)
j=1 i=1 j=1 i=1
Roéwnosé (4.7) jest rownoscig wielomianéw zmiennych 1, ..., x,, stad
m
c; =¢Cj+ Zaijgji dla j=1,...n (48)
i=1

oraz m
zZ= Zglbl (49)
=1

Rownosé (4.9) oznacza, ze zachodzi réwnosé (4.5). Poniewaz ¢; < 0 dla
wszystkich j, rownos¢ (4.8) pociaga

n
Zaijgji >c¢; dla j=1,...,n
j=1

a wiec 71, ..., Um jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu (4.2) i twierdzenie
zostalo wykazane. |
Wzajemne zaleznosci pomiedzy problemem prymalnym a dualnym wygodnie
bedzie mie¢ zapisane w ponizszej tabeli.

H Jesli problem prymalny to problem dualny H
ma rozwiazanie optymalne | ma rozwigzanie optymalne o tej
skoriczone same]j wartosci (twierdzenie 4.1.4)
jest nieograniczony jest sprzeczny (wniosek 4.1.3)
jest sprzeczny jest sprzeczny lub nieograniczony

4.2 Korzysci

Z pewnoscia tatwiej jest rozwiazywaé¢ PPL w ktorym jest mniej rownar — liczba
zmiennych odgrywa tu mniejsza role. Jesli wiec mamy PPL o bardzo wielu (up.
m = 100) réwnaniach i znacznie mniejszej liczbie (np n = 5) niewiadomych,
to latwiej bedzie nam rozwigzywaé, zamiast problemu oryginalnego, problem
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dualny, z 5 réwnaniami i 100 niewiadomymi !.

Powiedzmy, ze rozwiazaliSmy prymalny PPL

doiog ity < by (i=1,...,m)
Ty 2 0 G=1..n) (4.10)
Z?:l CjT; — Inax

Rozwiazaniem optymalnym (4.10) niech bedzie z7, ..., 2%. Powiedzmy dalej,
ze Yy, ..., Yp, jest rozwigzaniem optymalnym problemu dualnego

Sriaiy > ci(j=1,...,n)
v = 0 (i=1.n (w11
St by — min

Przekonanie kogokolwiek wystarczajacego s§wiattego, na przykltad naszego zlece-
niodawcy, ze rozwiazania te sa rzeczywiscie rozwiazaniami optymalnymi swoich
probleméw (odpowiednio (4.10) i (4.11)) jest bardzo proste: wystarczy spraw-
dzié¢, ze x7,...,x} oraz yi,...,y,, sa rozwigzaniami dopuszczalnymi swoich pro-
blemoéw, czyli

n
Zaijxj < bl (Z = 1, ,m)
j=1
oraz

m
Zaijyi >¢ (j=1,..,n)
i=1

oraz zachodzi wzor
n m
D e =) biy; (4.12)
j=1 i=1

Twierdzenia 4.2.1 i 4.2.2 pozwola nam nie tylko sprawdzi¢ optymalnosé roz-
wigzan probleméw prymalnego i dualnego kiedy juz je mamy, ale takze, w pew-
nych sytuacjach, tatwo znalezé optymalne rozwiazanie problemu dualnego, gdy
bedzie dane rozwiazanie problemu prymalnego.

Twierdzenie 4.2.1 Niech x7,...,x) bedzie rozwigzaniem dopuszczalnym pro-
blemu (4.10), zas y3,...,ys, rozwigzaniem dopuszczalnym problemu dualnego
(4.11). z3,...,x} oraz yi, ...,y sa — rownoczesnie — rozwigzaniami optymal-
nymi swoich problemow wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego j =1,....n

m
Zaijyf =cj b ;=0
i=1

1Pamietamy z dowodu twierdzenia 3.3.1, ze w najgorszym przypadku iteracji moze byé

m+n . . n+m . .
n w pierwszym i m drugim przypadku, a wiec tyle samo.
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oraz dla kazdego 1 =1,....m
n

Zaijxj =b; Wb y; =0
j=1

Dowoéd. Niech z7, ...,z bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym problemu pry-
malnego (4.10), zas yi, ..., y;:, rozwiazaniem dopuszczalnym problemu dualnego
(4.11). Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 4.1.2

n n m m n m

E ] < E E aijy; | x5 = E E aijz; | y; < E biy;

j=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1 i=1
Zachodzenie rownosci

n m

* ok
chxj = szyi
j=1 i=1

ktora, na mocy twierdzenia 4.1.4 jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym

optymalnos$ci rozwiazan =i, ...,x) iy, ...,y jest rownowazne roéwnosciom
n n m m n m
* . * * : . * * ) *
E cjry = E E aijy; |z 1 E aijr; | y; = E biy;
j=1 j=1 \i=1 i=1 \j=1 i=1

czyli, wobec ¢; < 3" a;;yf oraz z; >0, (j=1,..,n)
m
;=0 lub ¢; = Zaijyf (j=1,..,n)
i=1
oraz (wobec >0 ajjxf < b yf > 0dla i=1,..,m)
n
y; =0 lub Zaijx;*- =b;(i=1,..,m) R
j=1

Z twierdzen 4.2.1 i 4.1.4 wynika nastepne twierdzenie ktéore nazwiemy twier-
dzeniem o odstepach .

Twierdzenie 4.2.2 Rozwigzanie dopuszczalne x3, ...z} problemu (4.10) jest
optymalne wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje cigg m elementowy yyi, ..., yr, tak,
ze

1. jesli % >0 to Y agjy; = ¢ (dlaj=1,..,n),
2. jesli Y 5y aijxy < b toy; =0 (dlai=1,..,m),

przy czym:

Z?ll Clijyf Cj (j = 17"'7n)

>
vi > 0 (i=1,..m). (4.13)
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Dowéd.

— Jesli PPL (4.10) ma rozwiazanie optymalne z7, ..., 2}, to na mocy twier-
dzenia 4.1.4 istnieje rozwiazanie optymalne ¥, ..., ¥, problemu dualnego.
Tak wiec y7, ...,y spelniaja (4.13) zas z7, ..., speliaja warunki 1 i 2
na mocy twierdzenia 4.2.1.

— 7 drugiej strony, jesli y7, ..., %, jest ciagiem spekliajacym (4.13), to sta-

nowi on rozwiazanie dopuszczalne problemu dualnego 4.11. Z twierdzenia
4.2.1 wynika, ze jest to rozwiazanie optymalne. |

4.2.1 Przyktad
Niech bedzie dany problem prymalny

—-r1 + X9 < 1
r1 — 2$2 S 0
T + i) S 3 (414)
7 > 0 (j=1,23)
z = o1+ 2x9y — max

Wykazemy, ze 7 = 1,235 = 2 jest rozwigzaniem optymalnym problemu (4.14).
Problemem dualnym do (4.14) jest

-y1 + y2 + y3z > 1

yio— 2y2 + ys > 2
yi > 0 (i=1,2,3) (4.15)
w = Yy +3y; — min

Oznaczmy przez yi,ys, y5 optymalne rozwiazania problemu (4.15).
Zauwazmy, ze

— a7 = 1,23 = 2 jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu (4.14).

— Sposrod trzech pierwszych nieréwnosci problemu (4.14) a7, 3 spelnia druga
jako nier6wnos¢ silng (z§ — 225 = 1—4 = —3 < 0), a wiec, na mocy twier-
dzenia 4.2.2, y5 = 0.

— Poniewaz 7,25 > 0, na mocy twierdzenia 4.2.2 obie nieréwno$ci w pro-
blemie (4.15) sa rownoSciami, otrzymujemy wiec

{ i o+ oy = 1

vi + oyz o= 2
i stad 7 = 3,45 = 0,45 = 4. Poniewaz 2* = &f + 203 = yi + 3¢5 = w” =
5, x3, x3 jest rozwiagzaniem optymalnym (4.14) zas y§, y5, y5 rozwiazaniem
optymalnym (4.15).
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4.3 Interpretacja ekonomiczna zmiennych

dualnych
Problemem praktycznym ktory modeluje PPL
zmaksymalizowaé¢ > " ¢;x; (j=1,...,n)
przy warunkach — >>._ ajz; <b; (i=1,...,m)
Zj ZO (j:l,..,n)

jest nastepujace zagadnienie ekonomiczne.

Firma F' produkuje towary Xi, ..., X,,. Do wyprodukowania tych towaréw po-
trzebne sa materialy (surowce) Y1, ...,Y,, wilodci a;; jednostek materiatu Y; na
jednostke towaru X; dlai=1,...,m, j = 1,...,n. Firma dysponuje b; jednost-
kami materiatu Y; dla i = 1,...,m. Zysk z produkcji jednej jednostki towaru X;
wynosi ¢; (ten zysk jednostkowy moze by¢ ujemny co dla firmy oznacza oczy-
wiscie strate).

Ta ekonomiczna interpretacja problemu prymalnego jest do$¢ oczywista. Inter-
pretacja problemu dualnego

zminimalizowa¢ S by
przy ograniczeniach Y .- a;y; >¢; (j=1,..,n)
v >0 (i=1,..,m)

jest mniej jasna. Inspirujaca jest tutaj kwestia zgodnosci jednostek fizycznych?
(p. [13]). W ograniczeniach

m

Z aijYi = ¢j

i=1

po prawej stronie nieréwnosci jednostka fizyczna jest warto$é jednostki pro-
duktu, jednostkowy zysk. Jednostkami a;; sa za$ ilosci jednostek materiatu Y;
potrzebnego do wytworzenia jednostki produktu Xj, czyli

Zm: ilos¢ jednostek materiatu V5 \ S wartoscé
P iloé¢ jednostek produktu X; Yi = ilos¢ jednostek produktu X; )

Stad jednostka fizyczna zmiennej dualnej y; musi by¢

wartosc
iloé¢ jednostek materiatu Y; /

W problemie dualnym minimalizujemy dualna funkcje celu

> biyi.
i=1

Zmienne dualne y1, ..., Y, interpretujemy jako koszty jednostki materialow Y7, ..., ¥;,.
W ten sposob dualna funkcja celu 2111 b;y; jest suma skladnikéw postaci b;y;

2W tym fragmencie tekstu stowo jednostka wystepuje w dwoch zupelnie roznych znacze-
niach.
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gdzie b; — jest iloscia jednostek materiatu (surowca) Y;
za$ y; — kosztem jednostkowym materiatu (surowca)Y;.

Fakt, ze w problemie dualnym poszukujemy minimum 27;1 biy; oznacza, ze
szukamy wartosci y; przy ktorych naktad (koszt materialow (surowcow)) jest
minimalny.

W dualnych ograniczeniach lewa strona wzoru

m
E aijYi = ¢j
=1

oznacza wtedy koszty produkcji towaru X;. Mamy tu bowiem sume iloczynéw

(ilos¢ jednostek materiatu Y; potrzebnych do wytworzenia jednostki X)-
(koszt jednostkowy Y;)

ktora, jak zakladamy, jest co najmniej réwna c; — jednostkowej wartosci pro-
duktu X;.

Zmienne dualne y;, (i = 1,..,m) nazywane sa czesto cenami dualnymi.
Zauwazmy jednak, ze cena dualna ma niewiele wspoélnego z "prawdziwaceng
surowca. 7Z twierdzenia o odstepach komplementarnych wynika, ze gdy dla pew-
nego i w rozwigzaniu optymalnym (%, ...,2%) zachodzi
Z?zl a;;x; < ¢;, czyli surowca Y; jest zbyt duzo, to cena dualna tego surowca
jest réwna zero.

Dodatkowym uzasadnieniem interpretacji zmiennych dualnych jest nastepujace
twierdzenie (ktore podajemy tu bez dowodu).

Twierdzenie 4.3.1 Jezeli problem prymalny

E;'l:1 aijr; < b (t=1,..,m)
S ciwy  —  max

(4.16)

ma niezdegenerowane bazowe rozwigzanie optymalne, to istnieje € > 0 takie, Ze
jesli | t; |<e dlai=1,...,m, to problem

Z?:l aij < b+t (i=1,..,m)
doi_iciry —  maz

ma rozwigzanie optymalne o wartosci z* + Y i~ tiy;, gdzie z* jest wartoscig
optymalng problemu (4.16), zas yi,...,y%, optymalnym rozwigzaniem dla pro-
blemu dualnego.
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4.4 Dualno$é ogoblniej

Jak zobaczymy w ustepie 7.3, czasami wygodnie bedzie nam dysponowaé pro-
blemem dualnym do PPL w nastepujacej postaci:

zmaksymalizuj: D i1 G
przy ograniczeniach: 2?21 ajz; < b (1€N) (4.17)
Yj—1aiz; = b (i€R) '
zj =2 0 (jeP)

W PPL postaci (4.17) tylko o czeéci zmiennych (z;) zaktadamy, ze sa nieujemne
(dla j € P), pozostate zmienne nazywamy wolnymi, a zbior indekséw zmiennych
wolnych oznaczamy przez W3

Definicja 4.4.1 Problemem dualnym do (4.17) nazywamy problem progra-
mowania liniowego nastepujgcej postaci:

zminimalizuj: S by
przy ograniczeniach: Z:’;l ai;y; > c¢; dlajeP (4.18)
221 aijYi = Cj dla] eWw ’
yy > 0 dlaie N

Problem (4.17) nazywamy wtedy problemem prymalnym (wzgledem (4.18)).

Przyktad 4.4.1 Problemem dualnym do PPL

zmaksymalizuj: 3z; + x2 + 2z3
przy warunkach: 1 + 222 — x3 < 3
4£E1 — 21’2 + T3 S 2
—-x7 + 51’2 + Trs = 1
X9 Z 0
jest PPL
zminimalizuj: 3y1. + 2y2 + Y3
przy warunkach: 21 — 2ys + 5ys > 1
o+ Ay — ys = 3
-1+ Y2 T+ ys = 2
y1,92 = 0

Rzeczywiscie, w naszym przyktadzie mamy N = {1,2}, R = {3}, P = {2},
W ={1,3}.0

Wyniki jakie otrzymamy dla probleméw (4.17) i (4.18) sa uogodlnieniami twier-
dzeni ustepu 4.1 w tym sensie, ze jesli w problemach (4.17) i (4.18) polozymy
R=0iW =0 (a wiec P = 1,....,n), to ponizsze twierdzenia 4.4.1 i 4.4.2
sprowadzaja sie do twierdzen 4.1.2 1 4.1.4.

3Pozostale zbiory indekséw tez zostalty nazwane tak, by bylo je mozna tatwiej zapamietaé:
N od nier6wnosé, R od réwnosé, P od pozytywne (tu w znaczeniu: nieujemne).
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Twierdzenie 4.4.1 Jezeli T1,...,Zp © Y1,..., Ym S@ rozwigzaniami dopuszczal-
nymi problemdéw, odpowiednio (4.17) i (4.18), to zachodzi nieréwnosé

n m
> ety < bid
j=1 i=1
Dowéd twierdzenia 4.4.1 niewiele rézni si¢ od dowodu twierdzenia 4.1.2.
Dla j € P mamy
m
¢ < Z aijYi
i=1
co po wymnozeniu przez Z; (pamietamy, ze wtedy Z; > 0) daje
m
;% < () i)ty
i=1
Z kolei dla j € W
m
cj = Z aijYi
i=1
i wobec tego
m
¢y = (Y ai§i);
i=1
Sumujac te wzory po wszystkich j = 1,...,n otrzymamy
n n m
Z Z 2 asB)T
co po tatwych przeksztatceniach daje
n n m
Z Z 2 a0
Dla i € N mamy Z?:l a;jT; < b; oraz g; > 0, wiee

n
O aiz)ys < bigi
j=1

Podobnie, dla i € R
Z aijT;); = biyi

Znowu sumujac po i € NUR = {1,...,m} otrzymamy ostatecznie
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i dowod twierdzenia 4.4.1 jest zakonczony. |

Czytelnika ktory nie jest jeszcze znuzony kolejnym wykorzystaniem metody
sympleksowej ktora poznat w rozdziale 3, zachecamy do samodzielnego udowod-
nienia przedstawionej ponizej uogolnionej zasady dualnosci (lub do odszukania
dowodu w literaturze (np. w [4]).

Twierdzenie 4.4.2 (Ogo6lna zasada dualnosci) Jezeli problem prymalny (4.17)
ma rozwigzanie optymalne, to takze problem dualny (4.18) ma rozwigzanie opty-
malne © wartosci funkcji celu obu tych rozwigzarn sq réwne. |

Uwaga. latwo zauwazy¢, ze jesli wymnozymy w obu problemach (4.17)
i (4.18) funkcje celu oraz nieréwnosci w pierwszych linijkach ograniczen przez
—1, to otrzymamy sytuacje w ktorej problem (4.18) jest problemem w ktérym
maksymalizujemy funkcje celu i problemem do niego dualnym jest (4.17). Stad
prawdziwy jest wniosek:

Whniosek 4.4.3 Jesli (4.18) ma rozwigzanie optymalne, to takze (4.17) ma roz-
wigzanie optymalne i wartosci tych rozwigzan sq identyczne.

4.5 ¢wiczenia

Cwiczenie 4.5.1 Wskaz problemy dualne do ponizszych problemoéw.

1.
zmaksymalizuj 1 + 3z — 2z3
przy ograniczeniach: 21 — 32 r3s > 8
xr, — T9 + I3 S 6
—x1 + x99 4+ 223 = 3
X9 Z 0
2.
zminimalizuj —2r1 + 9 + 2x3
przy ograniczeniach: r1 — 3x3 — 4dx3 < 8
Ty + 2x9 — 4x3 = 6
-1 — xr9 + 3173 = 5
Ty Z 0

Cwiczenie 4.5.2 Dla PPL

201+ 229 — 23 > 1
1 +3x9+ 223 = 2
z, > 0 i1=1,2,3
z= 8x1+4r9 —2x3—3 — min

znajdz i rozwiaz zadanie dualne. Odczytaj rozwigzanie zadania prymalnego.
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Cwiczenie 4.5.3 Sprawdz, ze z; = 2,5, 2o = 1,5, 23 = 0 jest optymalnym
rozwiazaniem PPL

x1 + T + 223 < 4
2z1 + 323 < 5
2x1 + x9 + 3x3 < 7
T1,T2,T3 > 0

3x1 + 222 +4x3 — max

Napisz problem dualny i rozwiazanie problemu dualnego.

Cwiczenie 4.5.4 Wykaz, ze ] = %,xﬁ =0,25 = % jest rozwiazaniem opty-
malnym problemu

T1+ 2190+ 13 < 4
21+ To+ T3 < 3
(%) T1— X0+ dxs < 2
T; > 0 :=1,2,3
z= 3x1+ X9+ 2x3 — max

Napisz program dualny do (x) i wskaz jego rozwiazanie optymalne.
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Rozdzial 5

Zredukowana metoda
sympleksowa

W niniejszym rozdziale okaze sie, ze nie wszystkie obliczenia ktore wykonywa-
lismy w kazdej iteracji sa niezbedne. Wiecej, wiekszosé z nich mozna pominaé.
zeby to dostrzec, przyjrzymy sie macierzowemu opisowi stownika.

5.1 Macierzowy opis slownika

Dla potrzeb niniejszego rozdziatu stownik ktory do tej pory zapisywalisémy jako

i = b — Ylieptyx; (i€ B)

* = 5.1
zo= 2+ Y epGT 51)

gdzie B jest zbiorem indekséw bazowych, bedzie nam wygodniej zapisywaé w
postaci

> jep Gt + x = bZ; (i € B) (5.2)
2 = 2t Yep G
W szczegolnosci pierwszy slownik jest postaci
> ¢ ity twi = b (i€ B) (5.3)
z =z Di¢pGiTj

poniewaz za§ w  pierwszym stowniku zbiér indeksé6w  bazowych
B ={n+1,...,n+ m}, stownik ten wyglada nastepujaco

Z?Zl ai;jr; +x; =b; (i=n+1,..,n+m)
z = 2 Y cy

(5.4)
W zapisie macierzowym to oczywiscie

o1
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A*x =
z = z¥ 4+ cxpy (5.5)
gdzie
by
a1 ... aip, 1 0 0
A* — ag (0579 01 .. 0 ,b _ ,
Ami - QGmn 0 0 ... 1 b,
o _
T
c=lc1, ., Cp),x = Tn XN =
Tn+1
Tp
L xn-‘rm i
Ten sam stownik mozemy zapisa¢ takze tak:
A I, =b
XN T Ceks (5.6)

z = z + CXN

gdzie I,,, jest macierza jednostkowa o m wierszach i m kolumnach, za$

xn-{-l
XBp =

anrm

Przyklad 5.1.1 Czytelnik ktory rozwigzal ¢wiczenie 3.7.5 stwierdzil z pewno-
$cia, ze z pierwszego stownika

2r1— To+ X3+ x4 = 12
$1+ 2I2+ I3 + Is = 10 (57)
—T1— $2+ I3 —+ Tg = —4
z= 2T+ To+ T3 —  max
w ktorym rozwiazanie bazowe 1 = xo = x3 = 0, x4 = 12, x5 = 10,
x¢ = —4 nie jest rozwiazaniem dopuszczalnym, otrzymal stownik w ktérym
rozwiazanie bazowe jest dopuszczalne, mianowicie
T = 4— To+ T3+ Te
Ty = 4+ 31’2— 31’3— 2%6
5= 6— x2— 23— g (5-8)

z= 8= x9— x3t+ 2x4
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Zmiennymi bazowymi stownika (5.8) sa 1, z4 1 £5. Macierzowo stownik (5.8)
mozna zapisaé nastepujaco

XBp = b* — PXN
z = ¥ 4+ c'xpy (5.9)
1 -1 -1 4
gdzie P = | =3 3 2|, b*=|4], 2*=28, ¢ =[-1,-1,2], za$
1 2 1 6
T2
XN = I3
Ze

.
Jak mozna wyrazi¢ stownik (5.9) przy pomocy stownika (5.6) lub (5.5)7 W
tym celu wystarczy zauwazy¢ nastepujace fakty:

1. W macierzy A* zmiennym bazowym x1,x4, x5 odpowiadaja pierwsza,
czwarta i pigta kolumna.

2. Pierwszy wiersz stownika (5.5) (to znaczy wszystko co ponad kresks w
tym wzorze), mozna zapisa¢ w postaci

Apxgp+Anxy =Db (510)

gdzie macierz A g jest utworzona przez kolumny macierzy A* odpowiada-
jace zmiennym bazowym, zas A p powstaje z A* przez wybranie kolumn
odpowiadajacych zmiennym niebazowym. Wtedy xp i X sa utworzone,
odpowiednio, ze wspolrzednych bedacych bazowymi i niebazowymi wspo-
Irzednymi wektora x.

Przyktad 5.1.1 (c.d.) Dla zmiennych bazowych 1, 24, x5 mamy:

2 1 0 -1 1 0 T xTo
AB = 1 0 1 s AN = 2 1 0 , XB = T4 , XN = I3
-1 0 O -1 1 1 Is Te

Poniewaz w naszym przykladzie macierz Ap jest nieosobliwa, mozemy z row-
nania (5.10) obliczy¢ xp

XB = AEl(b—ANXN) (511)
|

Nieosobliwos¢ macierzy A g w przyktadzie 5.1.1 nie jest przypadkowa. Udo-
wodnimy nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 5.1.1 Jesli dany jest stownik postaci

ABXB = b — ANXN
zZ = c¢cpXp -+ CnXpy

(5.12)

gdzie Xp = [Trlke, XN = [Zk]pgp, B — 2bior indeksow zmiennych bazowych,
to macierz Ap jest nieosobliwa.

Dowéd. Dla wykazania naszego twierdzenia wystarczy udowodnié, ze row-
nanie Apxp = b ma dokladnie jedno rozwiazanie.
Niesprzecznos$¢ réownania Apxp = b jest oczywista: niech x* bedzie dopusz-
czalnym rozwiazaniem bazowym — czyli takim, ze x*n = 0. Wstawiajac x* do
(5.12) otrzymamy Apx*p = b. Przypusémy, ze Xp € R™ takze spelnia rowna-
nie AgXp = b. Ktadac Xy = 0 otrzymamy AX = ApXp + AyXy = b.
Tak wiec X jest rozwigzaniem dopuszczalnym, co wiecej, skoro Xy = 0, jest
to dopuszczalne rozwiazanie bazowe (dla zmiennych bazowych (xg)kep), czyli
)_(B = XE. |

Definicja 5.1.1 Macierz B = Ap powstatq z A przez usuniecie kolumn odpo-
wiadajgcych zmiennym niebazowym nazywamy macierza bazowa '.

Oznaczmy przez ¢ wektor € = (c1, ..., ¢n, 0,...,0) = (C1, ..., Cntm ). Niech cy
oznacza wektor R™ ktorego wspolrzedne sa wspoélrzednymi wektora ¢ odpowia-
dajacymi zmiennym niebazowym, ¢y = (&;)igp, za$ cp niech bedzie wektorem
R*" ktorego wspolrzedne sg wspotezynnikami przy zmiennych bazowych w funk-
cji celu (w wyjsciowej postaci). Inaczej:

Cp = (éj )jeB
We wzorze (5.6) mozemy teraz zastapi¢ cxy przez

CBXpB + CNXN

i otrzymamy
Z =CpXp + CNXN

Po zastapieniu xg przez B~!(b — Ayxy) otrzymamy
z = CBB_I(b — ANXN) + CNXN
z = CBB_lb + (CN — CBB_lAN)XN

(gdzie B jest macierza bazows).
Ostatecznie, postacia stownika przy bazie B jest

Xp = Bil(bfANXN)
z = CBB_1b+(CN—CBB_1AN)XN

(5.13)

1 Macierz bazowa czasami wygodnie jest oznaczaé przez Ap (by podkresli¢, ze powstata z
macierzy A), a czasami przez B (bo krocej).
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Przyklad 5.1.1 (dokoniczenie) W ostatnim stowniku naszego przyktadu je-
dynym wspolezynnikiem dodatnim funkeji celu jest wspotezynnik przy zg. Zmienng
wchodzaca bedzie wiec x¢. Roéwnie tatwo zauwazy¢, ze zmienng wychodzaca, jest
4. W nowym stowniku zmiennymi bazowymi beda wiec x1, x5 1 ¢, zmiennymi
niebazowymi zo, z3, 4. Wobec tego macierza bazowa B jest macierz ztozona z
pierwszej, piatej i szostej kolumny macierzy

2 -1 1 1 00
A= 1 21 010
-1 -1 1 0 0 1
czyli
2 0 0 -1 1 1
B= 1 1 0], Ay= 2 1 0
-1 0 1 -1 1 0
CB:[Q,0,0],CN:[LLO].
Obliczmy najpierw wektor
y =cgB
z rbwnania yB = cp
2 00
[ylay27y3} 1 10 - [27070}
-1 0 1
2y1 Y2 —ys =2
Y2 =
ys =0
n=Ly=y3=0
-1 1 1
cgB'AN=1[1,0,0]| 2 1 0 | =[-1,1,1]
-1 1 0

CN — CBBilAN = [17170} - [_17 1a 1] = [2707_1]

Stad oczywiscie zmienna wchodzaca jest koniecznie xo (jedyna dodatnia wspol-
rzedna wektora [2,0, —1] jest 2, wspolrzedna odpowiadajaca zmiennej x5).
zeby wyznaczy¢ zmienng wychodzaca, musimy w pierwszym rownaniu (5.13)
wyznaczy¢ wektor B~1b i pierwsza kolumne (te odpowiadajaca zmiennej xo)
macierzy B~ 1A y.

2a =12
a +b =10
—a +c =-4
a=6, b=4, c=2, a wiec
6
B b= |4

2
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k1
Z kolei pierwsza kolumna | k; | macierzy D = B~'Ay wyznaczymy z row-
ks
nania BD = Ay, a wiec
2 0 0 k1 -1
1 10 ke | = 2
-1 0 1 ks -1

(po lewej stronie tej rownosci jest iloczyn macierzy B przez pierwsza kolumne
macierzy D = B~1 Ay, z prawej pierwsza kolumna A y).

2kq = -1
ki +ko = 2
—k1 +ks = -1

_ 1 _5 __3
kl - T2 kQ - 2 k?) - T2
Pomijajac nieistotne dla nas zmienne niebazowe z3 i 24 réwnanie xg = B~ 'b —
B~1A yxy stownika (5.13) oznacza w w naszym przypadku

X = 6 + él’g
Trs = 4— gﬂj’g
Tg = 2 —+ 51‘2

Jedynym wspoélczynnikiem ujemnym przy xs jest —% i zmienng wychodzaca jest
ZTs.
Tak wiec nowymi zmiennmi bazowymi sa

1, T2, T, & zmiennymi niebazowymi

T3, T4, T5. Nowe macierze i wektory B, Ay, cp,cy to teraz

2 -1 0 110
B=| 1 2 0|, Ay=|1 0 1],c5=[21,0],cy=1]1,0,0]
-1 -1 1 100

Znowu liczymy y = [y1,y2,y3] z réwnania y = cgB™1, czyli yB = cp.

2 -1 0
[ylay27y3} 1 20 = [271a0]
-1 -1 1

2y1 22 —ys =2
—y1 F2y2 —y3 =
y3 =10
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4 8 .3
EE NS0T
110
Teraz liczymy czB 'Ay = yAy = [%,%,O] 1 01 = [%,%,%]
1 00
i ostatecznie otrzymamy
73 4 2 3 4
—cgB'AN=1[1,0,0] - [=, =, =] =[-2,—= — =
CN CB N [7 ] } [57575] [ 57 5 5]

Stad oczywiscie wniosek, ze nasze rozwigzanie bazowe jest optymalne.
W rozwiazaniu tym oczywiscie x3 = x4 = x5 = 0. Czytelnik zechce spraw-
dzié, ze wartosciami zmiennych bazowych 1, x5 i ¢ z r6wnania

1
xTo :B_lb
L6
sa 1 = 35—4,:172 = %,xG = 0 i wartoScia optymalng funkcji celu jest
12
— x —1p 3 4 _ 36 4 40 _ 76
zZ =2z +CBB b= +[§7§70] 12 _?—’—?_?

5.2 Podsumowanie

W zrewidowanej metodzie sympleksowe]j oszczedzamy — w poréwnaniu z meto-
daoryginalna przedstawiona w rozdziale trzecim — czas i pamieé¢ (komputera).

Czas — bowiem nie liczymy iloczynu AglA ~ a tylko jego jedna kolumne. To w
praktycznych zadaniach PL bardzo istotna oszczednosé, bowiem na ogdl
zmiennych, a wiec kolumn macierzy jest bardzo duzo.

Pamieé — poniewaz do kolejnych obliczen w ogoéle nie sa nam potrzebne zadne
stowniki poprzednie, poza stownikiem pierwszym.

Kazda iteracje w metodzie zredukowanej mozna opisaé¢ nastepujaco:

Krok 1. Obliczamy y = cgB™! (z réwnania yB = cp)?

Krok 2. Jesli cy < yAy to aktualne rozwiazanie bazowe jest optymalne. Jesli
nie, to znaczy, ze dla pewnej kolumny k macierzy Ay zachodzi ¢; —yk >
0, dla odpowiedniej wspoétrzednej c; wektora cy. Kolumna k wyznacza
zmienng wychodzaca.

2Nigdy nie obliczamy y przez wyliczenie macierzy B~! co jest wysitkiem duzym i zupelnie
zbednym. Szczegolnie wtedy, gdybysmy chcieli w tym celu wykorzystaé zupelnie nieefektywna
metode wyznacznikowa.
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Krok 3. Obliczamy kolumne d macierzy D = B! A y, odpowiadajaca zmien-
nej wchodzacej. Jesli wszystkie jej wspotrzedne sa ujemne, to problem
jest nieograniczony. W przeciwnym przypadku jako zmienna wychodzaca
wybieramy te dla ktorej iloraz

warto$¢ w rozwiazaniu bazowym

wartosé wspolrzednej w kolumnie d
jest minimalny (i nieujemny).

Krok 4. Ustalamy nowe zmienne bazowe i niebazowe i dla nich wartoci ma-
cierzy B, Ay oraz wektoréw cp i cy.

5.3 Programowanie liniowe
w liczbach calkowitych

Bardzo czesto w zadaniach praktycznych jest tak, ze jedynymi interesujacymi
rozwiazaniami probleméw programowania matematycznego w ogdlnosci, a linio-
wego w szczegblnosci, sg rozwiazania catkowite.

Dla przykladu, jesli x; sa zmiennymi decyzyjnymi, a wiec mogacymi przyjmo-
waé¢ wartosci 0 lub 1, to najczesciej rozwiazania niecatkowite nie maja zadnej
sensownej interpretacji.

Przyktad 5.3.1 W pewnym przedsiebiorstwie n os6b ma wykonywaé¢ n czyn-
nosci, przy czym:

— kazda osoba ma wykonywa¢ jedna (i tylko jedna) czynnosé,
— koszt przystosowania i—tej osoby do wykonywania j—ej czynnosci wynosi
dij-

Zadanie polega na przyporzadkowaniu kazdej z os6b zadania w taki sposéb, by
suma kosztow bylta mozliwie najmniejsza.
Polézmy

R { 1 jesli i—tej osobie przydzielono j—te zadanie
1] T

0 w przeciwnym przypadku.

Problem programowania liniowego jaki otrzymamy dla tego zadania jest naste-

pujacy.
Problem przydziatu:

iy = 1 (j=1,sm)
j=1Tij = 1 ( = 1,...,n)
S ry; € {0,1}
Dic1 2jo1 dijTij — min
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Okazuje sie, ze zadanie programowania liniowego w liczbach catkowitych jest
problemem trudnym, ktéremu jest po§wiecona bardzo obszerna literatura. Zain-
teresowanego czytelnika odsytam do rozdziatu osiemnastego [20], w ktorym poza
wielu innymi rezultatami znajdzie twierdzenie mowiace, ze jesli wspotezynniki
macierzy A i wektora b sa wymierne, to problem

Ax < b
x — wektor o wspolezynnikach catkowitych
cX — max

jest NP—zupelny.
Ogolna postaé programowania liniowego w liczbach catkowitych jest naste-
pujaca:

Ax < b
x € 7% (5.14)
cX — max
Przyklad 5.3.2 Rozwazmy PPL
—3x1 +4z, < 6
41+ 39 < 16
3@‘1 — 4372 S 10 (515)
1+ T2 S Z+
3r1 +2x2 — max

Na rysunku 5.3.1 przedstawiono interpretacje geometryczna zadania (5.15).

o 3xr1 + 222 = ¢
[ ] [ ]
1 L L] L]
1 T
Rys. 5.3.1



60 Zredukowana metoda sympleksowa

latwo zauwazy¢, ze rozwiazaniem optymalnym problemu 5.15) jest z1 = 3,29 =
1, a wiec punkt znajdujacy sie wewnatrz zbioru rozwiagzan dopuszczalnych pro-
blemu powstalego z (5.15) przez usuniecie zalozen o catkowitosci zmiennych.
Taki punkt jest oczywiscie nie do wykrycia przez algorytm sympleks.[]

W dalszym ciagu zajmiemy sie sytuacja w ktérej problem programowania li-
niowego w liczbach catkowitych ma rozwigzanie ktére mozna otrzymacé stosujac
metode sympleks. W rozdziale 8 okaze sie, ze z takimi wlasnie sytuacjami mamy
do czynienia czesciej niz mogtoby sie, na pierwszy rzut oka, wydawac.

Definicja 5.3.1 Mowimy, ze macierz A jest totalnie unimodularna, jezeli
dla  kazdej  podmacierzy  kwadratowej A" macierzy A zachodzi
det(A’) € {0,1,-1}.

Przyktlad 5.3.3 Z tatwoscia mozna sprawdzié, ze macierz

0

— o O

0
0
1

O = O
O = = O

jest totalnie unimodularna. |

Z definicji macierzy unimodularnych wynika natychmiast, ze jej wspotrzedne
sg rowne 0, 1 lub —1.
Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.3.1 Niech bedzie dany PPL

(5.16)

Ax = b
cx — max

gdzie A € Z™*™ jest macierzq rzedu m i b € Z™. Jesli dla kazdej macierzy
bazowej Ap zachodzi det(A)p € {1,—1}, to

1. AGt e Zmxm,
2. kazde rozwigzanie bazowe Xp jest catkowite.

Dowé6d. W podrozdziale 5.1 widzieli$my, ze ograniczenia w problemie (5.16)
mozna zapisa¢ w postaci

xp = Ag' (b — Ayxxy), (5.17)

gdzie Ap i Ay sa pewnymi podmacierzami macierzy A, zas A g jest nieosobliwg
macierza kwadratowa rzedu m. Jesli oznaczymy wyrazy macierzy Agl przez
dij, Z,] = 1, ey, to o
(=)™ det((Ap)i;)

det(AB)

d,‘j =
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gdzie (A p)i; jest macierza powstala z A przez skreslenie j—tego wiersza i i—tej
kolumny. Jest wigc zupelnie oczywiste, ze d;; € Z dla wszystkich 7,5 = 1,...,m.
W rozwiagzaniu bazowym X mamy Xy = 0ixg = Aglb (por. (5.17)). Poniewaz
b jest z zalozenia wektorem o wspolczynnikach catkowitych, takze wektor xp
ma wspolczynniki caltkowite. |

Twierdzenie 5.3.1 pociaga natychmiast podany nizej wazny wniosek ktory
ostatecznie wyjasnia role macierzy totalnie unimodularnych w catkowitoliczbo-
wym programowaniu liniowym.

Whniosek 5.3.2 Niech bedzie dany PPL

{AX = b (5.18)

cCX — max

gdzie A jest pewng macierzq totalnie unimodularng, za$ b wektorem o wspot-
czynnikach catkowitych.

1. Jezeli (5.18) jest niesprzeczny, to jego rozwigzania bazowe majg wszystkie
wspdtrzedne catkowite.

2. Jezeli istnieje rozwigzania optymalne problemu (5.18), to istniejq takie
rozwigzania optymalne ktorych wszystkie wspdtrzedne sqg catkowite.

3. Jesli problem (5.18) jest niesprzeczny i ograniczony to algorytm sympleks
znajduge takie rozwigzanie (5.18) ktorego wszystkie wspdtrzedne sq liczbams
catkowitymi. |

Wobec wniosku 5.3.2 waznym jest problem zozpoznania'macierzy totalnie
unimodularnych. W rozdziale 8 okaze sie jak waznym warunkiem wystarczaja-
cym dla tych macierzy jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5.3.3 Niech A € R™*" bedzie macierzq spetniajgeq nastepujgce
warunki:

1. kazdy wyraz macierzy A jest réwny 1, —1 lub 0,
2. kazda kolumna macierzy A zawiera co najwyzej dwa wyrazy niezerowe,
3. istnieje taki podzial zbioru wierszy na dwa podzbiory Wy i Wy takie, Ze:

a) jesli istniejg dwa wyrazy tego samego znaku wystepujgce w jednej ko-
lumnie, to jeden z nich jest w wierszu zbioru W1 a drugi w wierszu
zbioru Wa,

b) jesli w pewnej kolumnie wystepujq dwa wyrazy niezerowe przeciwnych
znakow, to oba wiersze w ktorych wystepujg nalezg albo do zbioru Wi
albo do zbioru Ws.

Wtedy A jest macierzq totalnie unimodularng.
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Przyktad 5.3.4 Macierz

10 -1 -1 0 071 W
B=[01 0 0 -1 0 | W,
00 1 0 1 —-1|w

(podobnie jak macierz z przyktadu 5.3.3) spelnia zalozenia twierdzenia 5.3.3, w
wiec jest macierza totalnie unimodularng.

Dowo6d twierdzenia 5.3.3. Wystarczy wykaza¢, ze dla kazdej macierzy
A o n wierszach i n kolumnach spelniajacej zalozenia twierdzenia 5.3.3 det(A) €
{0,1, —1}. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na n.

Dla n = 1 przwdziwos¢ twierdzenia jest oczywista. Przypusémy, wiec, ze n > 1
i twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy o n — 1 wierszach i n — 1 kolumnach.
Rozpatrzymy trzy przypadki:

Przypadek 1. Jedna z kolumn macierzy A ma wszystkie wyrazy rowne 0.
Wtedy oczywiscie det(A) = 0.

Przypadek 2. W jednej z kolumn jest jeden wyraz roézny od zera, powiedzmy

ze tym wyrazem jest a;, j,. Wtedy a;, j, € {—1,1}. Rozwijamy wyznacz-
nik macierzy A wzgledem kolumny jo i otrzymujemy

det(A) = (—I)HP]‘QZ‘OJ'O det(AiojO), (519)

gdzie A, j, jest macierza powstala przez skre$lenie w A wiersza ig
i kolumny jo. Zauwazmy, ze macierz A, ;, jest macierzg kwadratows
o n — 1 wierszach i kolumnach spelniajaca warunki twierdzenia 5.3.3 i
wobec tego det(A;,;,) € {0,1,—1}. Stad i (5.19) otrzymujemy det(A) €
{0,1,-1}.

Przypadek 3. Nie zachodza przypadki 1 ani 2. Wtedy

Z Q5 = Z Qi (520)

ieWy i€Wy
dla kazdego 7 = 1,..,m. Udowodnienie, ze w tym przypadku
det(A) = 0 jest bardzo prostym ¢wiczeniem, ktore pozostawiam czytelni-
kowi (p. ¢wiczenie 5.4.2). |

5.4 ¢wiczenia

Cwiczenie 5.4.1 Niech bedzie dany PPL:

Ty = b —xr1 —2T9 +x3

5 = 6 —x1 219 —I3

T = 2 -2 —r9 +2x3

z, > 0 (i=1,..,6)
z = X +xo +r3 — max
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(a) Wykaz, ze z2, 24, x5 sa zmiennymi bazowymi pewnego stownika.
(b) Znajdz wartos¢ funkcji celu dla tego stownika.

(c) Jakie sa wtedy mozliwe zmienna wchodzace?

Cwiczenie 5.4.2 Wykaz, ze jesli zbior wierszy macierzy A € R™ ™ mozna
podzielié na dwa roztaczne podzbiory Wi i W, takie, ze dla kazdego j =1, ...,n
spelniona jest réwnosé (5.20), to det A = 0 (prawdziwe takze gdy jeden ze
zbiorow Wy, Wy jest pusty?).

Cwiczenie 5.4.3 Niech beda dane macierz totalnie unimodularna A, ukltad
nieréwnosci

Ax<b (5.21)

oraz rownowazny mu uktad
Ax=b (5.22)

powstaly z (5.21) przez wprowadzenie zmiennych dodatkowych. Wykaz, ze ma-
cierz A jest totalnie unimodularna.

Cwiczenie 5.4.4 7 twierdzenia 5.3.1 nie wynika, ze jesli sa spelnione zalozenia
tego twierdzenia, to wszystkie rozwiazania problemu (5.16) sa catkowite. Skon-
struuj przyktad PPL w ktorym macierz ograniczen A jest totalnie unimodularna
i wektor b catkowity, dla ktorego istnieja optymalne rozwiazania niecatkowite.

3Na mocy definicji przyjmujemy Y icp @ij = 0.
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Rozdzial 6

Zadanie ograniczone

W wielu praktycznych zagadnieniach obok ograniczen
n

Zaijxj sz (z:l,,m)
j=1

wystepuja indywidualne ograniczenia od gory na zmienne (wszystkie lub nie-
ktore postaci

r<g (G=1..n)
Zadanie PL z tak okre$lonymi ograniczeniami jest wtedy oczywiscie zadaniem
w postaci standardowej

Zaijxj S bl (’L = 1, ,m)
j=1

z;<g; (J=1,..,n)
€ >0 (] = 17...7n)

Jednak po dolaczeniu zmiennych sztucznych otrzymujemy wtedy macierz ogra-
niczen o rozmiarze (m + 2n) x (m + 2n). Jesli liczba zmiennych (a wiec liczba
n) jest duza, wielko$é problemu ktory nalezalo bedzie rozwiaza¢ moze by¢ klo-
potliwa. Stad istotna moze sie okaza¢ metoda zasugerowana po raz pierwszy
przez Dantziga w [5].

Problem postawimy jeszcze ogodlniej niz wspomniano wyzej, mianowicie be-
dziemy zaktada¢ ograniczenia nie tylko gérne ale i dolne i to na wszystkie
zmienne, czyli

di<z;<g; (j=1..,n)

przy czym dopuszczaé¢ bedziemy —oo dla dolnego i +oo dla gérnego ogranicze-
nia (co oczywiscie oznacza, ze odpowiednich ograniczeri nie ma) ' Bedziemy tez

1 Jezeli dolne ograniczenia sa skoriczone, to mozna zmienne x; zastapi¢ nowymi zmiennymi
y; = xj —d; i przyjac¢ standardowe ograniczenia y; > 0 (por. Gass [10]). Ograniczenia od gory
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zakladali rownosci Z?Zl a;;x; = b;, (i =1,..,m), czyli sytuacje ktoéra mamy
po wprowadzeniu zmiennych sztucznych. Problem nasz bedzie wiec postaci

. 2 n
zmaksymalizowaé — z = 3., ¢z
przy ograniczeniach Y agry = b (i=1,..,m)

lub w formie macierzowej

zmaksymalizowaé z = cx
przy ograniczeniach Ax = b (6.1)
d <x< g

gdzie Ac ]‘:{nxn7 b,d,g,x c RnX17C c Rlxn.

6.1 Sympleks dla zadania ograniczonego

Roznica pomiedzy algorytmem dla zadan ograniczonych a poznanym wczesniej

polega, jak zobaczymy, na zadaniu, by w rozwiazaniach bazowych wartosci

zmiennych niebazowych byly réwne dolnym lub gérnym ograniczeniom 2.

Definicja 6.1.1 Rozwigzanie X uktadu rownarn Ax = b nazywamy rozwigza-
niem bazowym jezeli n wspotczynnikéow wektora x mozna podzielié na

(a) m zmiennych bazowych oraz
(b) n —m zmiennych niebazowych
w ten sposdb, ze

1. kolumny macierzy A ktorych elementy sq wspdtczynnikami przy zmiennych
bazowych tworzq macierz (kwadratowg o m wierszach i m kolumnach)
nieosobliwg,

2. wartosci zmiennych niebazowych w wektorze X réwne sq ich ograniczeniom
gornym lub dolnym.

Rozwigzanie bazowe X jest dopuszczalne jezeli spetnia warunek

d<x<g

na poszczegédlne zmienne w praktyce wystepujg prawie zawsze. Na przyklad, jedli zmienne x;
oznaczajg wielko§¢ produktéw X, j = 1,...,n, to gérne ograniczenia moga oznacza¢ popyt na
odpowiednie produkty.

2W metodzie sympleks z ktora obcujemy od trzeciego rozdziatu przyjmujemy wartosé 0 dla
zmiennych niebazowych, a wiec takze warto$é indywidualnego ograniczenia (dolnego, innego
nie bylo) na zmienne.
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Przyktad 6.1.1 Dla problemu

zmaksymalizuj T1+ X0+  x3t+ T4+ Ts+ Xg
przy warunkach  x1+ 2x94+ 23+ 3x4+ HSxs5+ Trg = 39
2£81+ 3$2+ .T3+ 4£C4+ —+ T6 = 19
2< m < 3
1 S i) S 4
5 S I3 S 8
0< 14 < 6
0< a5 < 2
1< =z < 4

zmienne o, Tg sa® bazowymi, za$§ x1, x3, 24, x5 niebazowymi, a bazowym roz-
wigzaniem dopuszczalnym jest X = [2,2,5,0,0,4]7. |

Oczywiscie dla danego wyboru zmiennych bazowych moze by¢ wiecej niz jedno
rozwiazanie bazowe (por. ¢wiczenie 6.2.1).

Dalszy ciagg postepowania bedzie w duzej mierze przypominal metode sym-
pleks: bedziemy utrzymywaé ograniczenie

Ax=Db

starajac sie wybiera¢ nowg baze i nowe rozwiazania bazowe tak, by powiekszaé
warto$¢ funkcji celu. Zacznijmy od przyktadu.

Przyktad 6.1.2

zmaksymalizuj 1+ 222+ 3zs+ 214

przy ograniczeniach: x1+ a2+ 2z3+ 34 = 110
1+ 3xo+ r3+ 2z, = 120

0 < r1 < 40

10< 2 < 30

20 23 < 30

0< a4 < 20

Przyjmijmy jako zmienne bazowe z1,x2 i wezmy rozwiazanie bazowe
l‘1=30, 332:20, $3=30, 33420

Wartosé funkcji celu dla naszego rozwiazania bazowego wynosi z = 160.
Bedziemy, tak jak w metodzie sympleks, zmienia¢ wartosci jednej ze zmiennych
niebazowych tak, aby powiekszala sie wartosé rozwiazania, przy zachowaniu wa-
runkéw ograniczajacych, a w szczegélnosci pierwszych dwoch réwnan warunkéow
ograniczajacych.

Wybierzmy zmienna x4 jako te zmienna niebazowa niebazowa ktorej powieksze-
nie powoduje zwigkszanie funkcji celu.

Swiasciwie mogq byé
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Zauwazmy, ze jezeli podstawimy

r = 30 — 1t
Xro = 20 — %t
r3 = 30

to takze takie zmienne spelniaja oba réwnania w ograniczeniach naszego zdania
PL.
t mozemy zwickszy¢ do 20. Wtedy otrzymamy

1 = 20
To = 10
z3 = 30
ze = 20

Przyjaé¢ wiec mozna: x, oraz x4 jako zmienne bazowe oraz x5 i x3 jako zmienne
niebazowe. Nowe rozwigzanie ma warto$¢ z = 170. Teraz zmienng wchodzaca
bedzie 5. Podobnie jak poprzednio zauwazmy, ze podstawiajac

X = 20 + t
ro = 10 + ¢
r3 = 30

ry4 = 20 — 2t

t mozemy zwiekszy¢ do 10 (rozpoczynajac od t = 0), wtedy jednak funkcja celu
maleje — a wiec naszego rozwigzania nie da sie juz poprawic. |

W ogélnym przypadku mozemy napisa¢ rozwazany PPL postaci macierzo-
wej, tak jak to zrobiliémy w prezentacji zrewidowanej metodzie sympleks. Przyj-
mijmy wiec nastepujace oznaczenia:

A N — macierz otrzymana przez wyboér z A kolumn o indeksach niebazowych,
B — macierz powstata z A przez wybér kolumn o indeksach bazowych,
XN,XpB,CnN,Cp — odpowiednie wektory otrzymane z x i c.

Wtedy ograniczenie Ax = b mozna zapisa¢ w postaci

Ayxy +Bxg=Db

xg =B 'b - B 'Ayxy

Funkcja celu bedzie postaci
CX = CB(B_lb — B_lANXN) + CNXN

CX = CBB_lb + (CN — CBB_lAN)XN
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lub krocej
cx =yb+ (cy —yAy)xN

gdzie
y =cgB™!

Niech teraz X bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym i bazowym problemu i
niech

x; bedzie pewng wspoélrzedng niebazows wektora x, zas

a = (An); — kolumng macierzy Ay odpowiadajaca wspolrzednej x; wektora
x (a wiec j—ta kolumna macierzy A).

Wektor x spelnia rownanie
xp =B 'b-B 'AyxNn (6.2)
Utworzmy teraz nowy wektor X speliajacy ograniczenia, czyli taki, ze
x=B'b-B 'AnXn

gdzie Z; +t, za$ pozostale wspolrzedne niebazowe wektora X nie ulegaja zmianie
(to znaczy T = Z; dla niebazowych indeksow k # j). Bedziemy wtedy mieli

XB = B~ 'b-— BilAN)_(N —tBla (63)

Ze wzorow (6.2) i (6.3)
):(B =XB — tB_la

a oznaczajac d = B~ 'a
):(B =XB — td

(d to wektor ktory w przykladzie 6.1.2 byt rowny d = [—%, —%]T).
Wartosé funkcji celu ex dla x = X jest réwna

cXx =yb+ (CN — yAN))_(N + (C_j — ya)t
(niebazows czes¢ wektora X otrzymaliSmy z Xy przez zastapienie x; przez za-
stapienie j—tej wspolrzednej Z; przez Z; + t, pozostawiajac inne wspolrzedne
niebazowe bez zmiany).

Stad wynika wazna obserwacja.

Obserwacja 6.1.1 Jezeli w rozwigzaniu bazowym X zastgpimy T; przez T; =
Z; +t, a pozostate wspotrzedne niebazowe wektora X nie ulegng zmianie, to

Xp=%X—td
gdzie d = B~ 'a, a jest j—tq kolumng Ay oraz

cx =cX+ (¢; —ya)t
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Naszym celem jest zwiekszenie wartosci funkcji celu. Jest to mozliwe w kazdej
z nastepujacych sytuacji:

l.ci—ya>0, z; <g;
Wartosci funkeji celu mozna zwiekszy¢ przyjmujac pewne t > 0.

2. %; >dj, c;—ya<0
W tym przypadku warto$¢ z mozna zwiekszy¢ przyjmujac ; = z; +¢ dla
pewnego t ujemnego.

Po tych objasnieniach mozemy przedstawi¢ nasz algorytm nastepujaco:

Algorytm sympleks dla PPL (6.1) (ze zmiennymi ograniczonymi)
Niech x bedzie rozwiazaniem bazowym dopuszczalnym.

Krok 1. Rozwiaz uklad yB = cp.

Krok 2. Wybér zmiennej wchodzacej:
Zmienng wchodzgca moze byc zmienna niebazowa x; taka, ze

Przypadek (a): Z; < g;ic; > yalub

Przypadek (b): z; > d;jic; <ya

gdzie a jest kolumng macierzy A odpowiadajaca zmiennej x;.

Jesli ani przypadek (a) ani przypadek (b) nie zachodzi dla zadnej zmiennej

niebazowej STOP: x jest rozwiazaniem optymalnym.

Krok 3. Rozwiaz uktad Bd = a.
Zdefiniujmy: z,(t) = Z; + ¢, xp(t) = xp — td.
Krok 4. Przypadek (a). Jesli dla dowolnego ¢ dodatniego:
dj <w;j(t)<g; i dp<xp(t)<gs

(gdzie dp i gp sa wektorami powstalymi z wektorow d i g przez
opuszczenie wspoOlrzednych niebazowych) STOP: problem jest nie-
ograniczony.

Przypadek (b). Jesli dla dowolnego ¢t < 0
dj <z;(t) <g; 1 dp<xp(t)<gp
STOP: problem jest nieograniczony.
Krok 5. Przypadek (a). WeZzmy ¢, maksymalne spelniajace

dj <zj(te) <g; i dp<xplt) <gp (6.4)
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Przypadek (b). Niech ¢y, bedzie minimalne spelniajace
dj <wzi(to) <g; 1 dg<xp(t) <gs (6.5)
Jedli tg jest takie, ze
dj = zj(to) lub g; = z;(to)

to idz do Kroku 2 (z; pozostaje zmienng niebazowa). W przeciw-
nym przypadku wybierz indeks bazowy iy dla ktérego zachodzi

Lig (to) = diy lub (to) = Gig
z;, jest zmienng wychodzaca. |

Czytelnikowi pozostawiam wykazanie ponizszych twierdzen: pierwszy dowod
jest bardzo latwy, drugi wymaga zaadaptowania dowodu twierdzenia 3.3.2.

Twierdzenie 6.1.2 Jesli metoda sympleks dla problemu ograniczonego (6.1)
nie doprowadza do rozwigzania w skonczonej liczbie krokow, to algorytm wpada
w petle. |

Twierdzenie 6.1.3 Jesli do wyboru zmiennych wchodzgcych i wychodzgcych w
algorytmie sympleks dla problemu ograniczonego (6.1) stosujemy regute Blanda,
to algorytm koriczy sie po skoriczonej liczbie iteracyi. |

6.2 Inicjalizacja

Podobnie jak w przypadku standardowego PPL takze w przypadku zadania
ograniczonego istnieje problem inicjalizacji, to znaczy znalezienia jakiegokolwiek
bazowego rozwiazania dopuszczalnego czyli pierwszego dopuszczalnego stow-
nika. Takze w tym przypadku w poszukiwanie takiego stownika wprzegniemy
metode sympleks.

7 zadaniem

zmaksymalizuj Do Gy
przy ograniczeniach Z;—;l ai;x; =b; (i=1,...,m) (6.6)

skojarzymy zadanie PL w ktérym ograniczenia beda postaci:

Z;-Lzl ai;T;  + Tpgs = b (i=1,..,m) (6.7)
dip, < Tk g (k=1,..,n+m) '

IN

przy czym dla k > n dolne i gorne ograniczenia we wzorze (6.7) sa wyznaczane
w sposob opisany ponize].
Niech Z1, ..., Z4+m beda dane nastepujacymu wzorami:
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n
fi’nJri = bz — E aiji"j (’L = ]., ,m)
j=1

Jesli Z,,4; > 0 to w (6.7) przyjmujemy dp4; = 0, gnti = +00, jesli zag Zpyy <0
to dy4i = —00, gnyi =0.

Jest oczywiste, ze (6.6) ma rozwiazanie dopuszczalne wtedy i tylko wtedy, gdy
(6.7) ma rozwiazanie w ktorym z,+; = 0 (¢ = 1,...,m). Problemem ograniczo-
nym PL ktéry wystarczy rozwiazaé jest

2211 Wp+iln4q — 1MNaX
D=t ijt F G = b G=1,..m) (6.8)
dr < rr, < g (k=1,...,n+m)

: _ 1 gdy dnyi =
gdzie wn+i = { -1 egdy gnti = 0°
F1y ey Tntm jest jego rozwigzaniem dopuszezalnym. Jesli (6.8) ma rozwiazanie
optymalne zerowe (2,4, =0, ¢ = 1,...,m), to pierwszych n wspolrzednych tego
rozwiazania 1, ..., T, jest rozwiazaniem dopuszczalnym (6.6).

Problem (6.8) jest niesprzeczny,

6.2.1 ¢wiczenia

Cwiczenie 6.2.1 Znajdz wszystkie rozwiazania bazowe odpowiadajace w przy-
ktadzie 6.1.1 zmiennym bazowym x4, z¢. Znajdz inne zbiory zmiennych bazo-
wych dla tego przyktadu.

Cwiczenie 6.2.2 Rozwiaz PPL

Ty —To+ 23 < 7
xr1 + 2:132 — I3 S 6
-1 < x < 2
1 S T2 S 3
-0 < 73 < 4
2x1 +3x2 +x3 — max

Cwiczenie 6.2.3 Dany jest PPL:

2z =5x1 4+ 219 — 3x3+ 314 + 625 + x5 —
3.’[1 +$274IL‘3+21’4+53]5+$6 S 3
<

—bx1 + 4o + 223 — 324 + 225 + 376
x1 + 29 + 223 + x4 + 5 + 276
120, 2<29<10, 23<0, —3<24<3

i jego pierwszy stownik

z=05x1 4+ 2x9 — 3x3 + 314 + 625 + g — max

3x1 +x9 —4x3 + 224 + b5 + 26 + 7 = 3
—5x1 + 4xo + 203 — 3x4 + 225 + 36 + T8 = 25
1+ 29+ 223+ 4+ x5 + 226 = 4

120, 2<23<10, 23<0, -3<24<3
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Przyjmujac jako zmienne bazowe x1, x4, xg 1 rozwiazanie bazowe
(:l?l, XL2,T3,T4,T5,T6, L7, IS) = (97 2a Oa 737 745 07 07 61)

wykonaj nastepnag iteracje biorac jako zmienng wchodzaca xs.

73



74

Zadanie ograniczone



Rozdzial 7

Interpretacje 1 zastosowania

7.1 Interpretacja geometryczna

Naszej wyobrazni dostepnw jest interpretacja geometryczna przestrzeni R™ w
przypadkach n = 1,2 i 3 (p. podrozdziat 7.1.3). Przypadek n = 1 jest banalny,

zajmiemy sie wiec tylko przypadkami kiedy n =2 in = 3.

711 n=2

Przyjrzyjmy sie ponizszemu przyktadowi.

Przyktad 7.1.1

zmaksymalizuj 1
przy ograniczeniach z;
T
T

+

_|_

T2
T2
3],‘2

T1, T2

IV IAINIA

Zbior punktow (x1,x2) plaszczyzny spelniajacych warunek z; — 20 < 2 to
wszystkie punkty plaszczyzny lezace nad prosta xy — xo = 2, punkty (z1,z2)
spelniajace 1 + 3zo < 12 to wszystkie punkty lezace ponizej prostej x1 + 3z2 =
12, zbior punktéow (z1,x2) spelniajacych z; < 3 to punkty na lewo od prostej
x1 = 3 (oczywiscie w kazdym przypadku wlacznie z punktami lezacymi na od-
powiedniej prostej. Ograniczenia x1, s > 0 oznaczaja, ze chodzi nam o punkty

pierwszej ¢wiartki.

Tak wiec szuka¢ bedziemy maksimum funkcji z = z1 + a2 dla (21, 22) naleza-
cych do wielokata ograniczonego prostymi: z; — xzo = 2,

0, 1 =3, z2=0 (rys. 7.1.1).

(0]

1 +3$2 = ].2, Tr1 =
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xr1+210 =06 1 =3

Rys.6.1

Maksymalizacja funkcji z = x1+x2 oznacza, ze powinniSmy znalez¢é taka maksy-
malng stala C, zeby prosta x; + 2 = ¢ miala co najmniej jeden punkt wspolny
z naszym wielobokiem. Inaczej méwiac, musimy prosta x; + xo = 0 przesu-
naé réwnolegle najwyzej jak to mozliwe, tak jednak aby miata z wielobokiem
przeciecie niepuste. Jest jasne, ze optymalne potozenie prostej bedzie takie,
w ktorym jedynym punktem wspélnym prostej i wieloboku bedzie P = (3, 3).
Prosta bedzie miata rownanie (z1 — 3) + (2 — 3) = 0, a wiec x1 + 22 = 6 1
warto$¢ maksymalna z = 6.0J

Zauwazmy przy okazji, ze z sytuacja wiecej niz jednego rozwigzania bedziemy
mieli do czynienia w pewien sposob rzadko: odpowiedni bok wieloboku bedzie
musial by¢ réwnolegly do prostej reprezentujacej funkcje celu. Zbiér rozwia-
zan optymalnych bedzie wtedy nie punktem jak w przyktadzie 7.1.1, a zbiorem
punktoéw pewnego odcinka (boku wieloboku).

Dla ograniczen zadanych w przyktadzie 7.1.1 bedzie tak na przykltad wtedy,
gdy funkcja celu bedzie zadana wzorem z = x1 +3z3. Wtedy zbiorem rozwiazan
optymalnych bedzie odcinek laczacy punkty (0,4) i (3, 3), a warto$cia optymalne
z =12.
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7.1.2 n=3

Studiowanie tego przypadku potaczymy z badaniem przyktadu Klee-Minty’ego
dla n = 3.

Przyklad 7.1.2 Dla n = 3 przyktad Klee-Minty’ego wyglada nastepujaco:

zmaksymalizowaé z = 4x1+ 229 + 23

przy ograniczeniach 1 < 5
4z + 9 < 25
8r1 +4xs +x3 < 125
T1,T2,T3 Z 0

Czytelnik ktory wykonal ¢wiczenie 3.7.8 otrzymal osiem stownikow i tylez
rozwiazan bazowych:

0 5 5 0

0 0 5 2

- 0] o | 0] s | 0. 4 0
X = 5 xX“ = 0 xY = 0 x* = 0
25 5 0 0

125 85 65 125

0 5 5 0

25 5 0 0

s |25 6 | 65| 4 |85 | & | 125
EL s T oo |7 oo |*T 5
0 0 5 25

0 0 0 0

(trzy wspohrzedne tych rozwiazan odpowiadaja zmiennym decyzyjnym x4, xa, T3
podczas gdy trzy nastepne zmiennym sztucznym yi,ya, ys).
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Przyklad Klee-Minty’ego (n = 3)
Rys. 6.2

Przyjrzyjmy sie tej sytuacji na rysunku (rys. 6.2) na ktorym oczywiscie
uwzgledniamy jedynie wspolrzedne x-owe rozwiazan zas y1, ya, ys ignorujemy (z
oczywistych powodéw rysunek jest przeskalowany — skala na kazdej z osi jest

inna).
Zbiorem rozwigzan dopuszczalnych jest wieloscian wypukly o wierzchotkach
z', ..., 28, &ciany wielo§cianu odpowiadaja réwnosciom w ograniczeniach. Od

dotu nasz wielobok jest ograniczony przez plaszczyzne xzs = 0, od goéry przez
plaszczyzne 8x1 + 4xo + x3 = 125. Krawedzie wyznaczone s przez przecie-
cia plaszczyzn. Na przyktad krawedz laczaca wierzchotki (5,5,65) i (0,25,25)
zawarta jest w prostej

125
25

8xr1 + 4xo + x3
4oy +x +2

Wierzcholki to oczywiscie przeciecia trzech plaszczyzn — a wiec nasze roz-
wigzania bazowe! Teraz jasnym sie staje, jak bardzo jak bardzo pechowy dla
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algorytmu sympleks jest przyktad Klee-Minty’ego. Sympleks wybiera wierz-
chotki wieloScianu, przechodzac kolejno od wierzchotka do wierzchotka sasied-
niego po kzawedzi, za kazdym razem zwigkszajac (a raczej nie zmniejszajac)
wartos¢ funkcji celu. W przyktadzie Klee-Minty’ego zaczyna od najgorszego
rozwiazania a nastepnie najgorszy mozliwie wierzcholek sasiedni. W ten spo-
sob sympleks musi sprawdzié wszystkich osiem dla n = 3, a 2" w ogélnym
przypadku, wierzchotkéw (inaczej: rozwiazan bazowych) — a wiec wszystkie
mozliwe.

7.1.3 Komentarz

W wiekszosci ksiazek poswieconych programowaniu liniowemu interpretacja geo-
metryczna prezentowana jest na samym poczatku, zaraz po przedstawieniu pro-
blemu programowania liniowego lub algorytmu sympleks (por. [10], [17], [22]).
Taka metoda dydaktyczna ma duzo zalet. Interpretacja geometryczna jest bo-
wiem bardzo prosta i daje dobre intuicje. Niemniej, w tym bardzo pozytecznym
geometrycznym ujeciu kryje sie pewna pultapka. Sugeruje ono, ze wszystko jest
tu bardzo proste i tatwe do zobaczenia i narysowania. Tymczasem wcale tak
nie jest. Narysowaé i wyobrazi¢ sobie mozna jedynie przestrzenie 1—, 2— i
3—wymiarowe. Proby — niewiedzie¢ czemu bardzo modne — wyobrazenia sobie
przestrzeni wigcej niz 3—wymiarowych ! sa z gory skazane na niepowodzenie
z prostego powodu: przestrzen 4— (i wiecej) wymiarowa nie ma swojej inter-
pretacii geometrycznej w przestrzeniach mniej wymiarowych 2. 4—wymiarowa
przestrzenn w ktorej czwartym wymiarem jest czasnie stanowi tu zadnej pomocy.
Przestrzen n—wymiarowa jest dla n > 4 pojeciem czysto algebraicznym. Fakt,
ze jezyk tu uzywany jest zapozyczony z geometrii daje nam tyle, ze w naszej
wyobrazni jesteSmy w stanie kreowaé¢ obrazy — interpretacje w przestrzeniach
tej wyobrazni dostepnych, czyli 2— i 3—wymiarowych.

7.2 Powloki wypukle zbioréw

Definicja 7.2.1 Mowimy, Ze podzbior W C R™ jest wypukly 3 jezeli dla kaz-
dych dwdch elementow x € W iy € W odcinek je tgczqcy:

[7,y] ={ax + By : a, B > 0,0+ B =1}
jest zawarty w W.

Przykltad 7.2.1 Jest oczywistym, ze jedynymi podzbiorami wypuklymi R sa
przedzialy.

IChvatal w swojej ksiazce [4] tak pisze na ten temat: ... do not try to visualize
n—dimentional objects for n > 4. Such an effort is not only doomed to failure — it may
be dangerous to your mantional health. (If you do succeed, then you are in trouble).

2Bardziej dobitnie i prosto: przestrzei 4—wymiarowa nie jest 3—wymiarowa
(bo 3 < 4).

3Zbiory wypukle odgrywaja wazna role w wielu dziatach matematyki, szczegolnie w analizie
funkcjonalnej (por. [1]) i optymalizacji (por. [11]).
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W R? zbiory S i Sy przedstawione na rysunku 7.3.1 sa wypukle, zag S3 nie jest
zbiorem wypuklym.

Sl S2 53
Rys. 7.3.1

Banalnie prosty do udowodnienia jest nastepujacy wniosek ktorego dowdd
wobec tego pozostawiamy czytelnikowi.

Whniosek 7.2.1 Niech {W; : i € I} bedzie rodzing zbiordw wypuktych. Wtedy
przeciecie ;e Wi jest takze zbiorem wypuktym.[]

Whniosek 7.2.1, jakkolwiek by nie byl prosty do udowodnienia jest odpowie-
dzialny za bardzo wazne pojecie powtoki wypuktej zbioru.

Definicja 7.2.2 Niech X bedzie dowolnym podzbiorem R"™. Powloka wy-
pukla X nazywamy najmniejszy (w sensie zawierania zbiordw) zbior wypukly
W C R" zawierajgcy X . Piszemy wtedy

W = conv(X)

Przyklad 7.2.2 Dla zbioru Ss z rysunku 7.3.1 powloka wypukla przedstawio-
na jest na rysunku 7.3.2.

conv(Ss)
Rys. 7.3.2

Whniosek 7.2.2 Niech X bedzie dowolnym zbiorem zawartym w R™ i niech W
bedzie rodzing wszystkich zbioréw wypuktych zawierajgcych X. Wtedy

conv(X) = ﬂ w
wew

Dowéd. Poniewaz conv(X) € W Uy ey W C conv(X). Z drugiej strony,
skoro conv(X) jest najmniejszym, w sensie zawierania zbiorow, zbiorem wypu-
klym zawierajacym X, zachodzi conv(X) C W dla kazdego W € W. Stad za$
conv(X) CNywew W |
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Wnhiosek 7.2.3 Dla dowolnego zbioru X C R™ zachodzi zwigzek conv(X) =
{agvi + o+ apvy bk €N vy, o, v € X g, oy > 0500 + .o+, = 13 4,

Dowdd. Jest oczywiste, ze zbior A = {ayvi + ... + apvg : k € Njvy, .., v €
X;a1, .., > 0;a1+...4+ay = 1} zawiera X (aby otrzymaé wszystkie elementy
zbioru X wystarczy polozy¢ we wzorze na A k=11 a; = 1).

tatwo takze wykazaé, ze A jest zbiorem wypuklym. Rzeczywiscie, wezmy u, v €
A. Wykazemy, ze dla wszystkich o, 8 € R,«a,8 > 0 i takich, ze a + 5 = 1,
au+ Qv € A.

Skorou,v € A, toistnieja k,l € N oraz ay, ..., ag, 81, ..., S > 0oraz uy, ..., Uy, v, ...

X takie, ze a1 + ... +ap = B1+ ...+ 6 =11iu=ocju; + ...+ apug,v =
prvi+ ... + Bivi.
Wtedy

au+ v =a(ajuy + ... + agug) + B(B1vi + ... + Bivi)
= aoquy + ... + aapug + BB1vi + ... + BBivy

Tak wiec au+ pv jest kombinacja wektoréw uy, ..., ug, vy, ..., v; € X. Co wiecej,
wspolczynniki tej kombinacji sa oczywiscie nieujemne i aar; + ... + aag, + 561 +
e+ B8 =alar + ... +ap) + BB+ ...0) =a+ 5 =1. Czyli cu+ pv € A.

Dla udowodnienia prawdziwosci wniosku 7.2.3 pozostaje jeszcze wykazaé, ze
A jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym X czyli, ze dla kazdego
zbioru wypuklego W zawierajacego X zachodzi A C W.
Niech W bedzie zbiorem wypuktym, W O X i niech u € A. Istnieja wobec
tego k > 1(k € N),uy,....,ux € X, a1,...,a > 0, takie, ze a1 + ... + oy = 11
u=aju; + ... + agug. Korzystajac z indukcji matematycznej ze wzgledu na k
wykazemy, ze u € W.
Dla k = 1 zachodzi uczywiscie u € X i wobec W D X zachodzi takze u € W.
Przypusémy, ze k > 11inasza teza jest prawda dla k—1, to znaczy ze kazda kom-
binacja vy + ... + Br_1vk_1 w  ktorej vi,...,Vi_1 S X,
61, ~-~75k71 > 0751 + ...+ ﬁk,:[ = 1, naleiy do W.
Rozwazmy teraz kombinacje wypukta k elementow: u = ayvy + ... + agVvy,
ay, o > 0,vy, vk € X, a1 + ... + ap = 1. Wykazemy, ze u € W.
Mozemy zalozy¢, ze ay # 1 (w przeciwnym przypadku u = lug = u; € X).
Mamy

U= + ... + Qp_1Up_1 + QU =

« Qf—1
11—« u; + ... + up_1) + agu
( k)(l—ak 1 1—ap k—1) EUE
Oczywiscie 1%% >0dlai=1,..,k— 1. Co wiecej,
(e} p—1 _Ozl—f—...—l—ak_l_l—ak_l
1704;6 lfak_ lfak _170%_

4Kombinacje vy +...+apvy, gdzie ai, ..., ax > 0, a1+...4aj = 1 nazywamy kombinacja
wypukla vy, ..., vg.

, VI €
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Stad i z zalozenia indukcyjnego v = 13‘}1}9 u + ...+ f‘f;i u,_1 € W.

Poniewaz W jest z zatozenia zbiorem wypuklym
u=(1-ag)v+agu, €W

co koniczy dowdd wniosku 7.2.3. |

Whiosek 7.2.3 postuzy nam do wykazania ponizej twierdzenia Carathéodo-
ry’ego ktore mowi, ze w przestrzeni n wymiarowej k we wniosku 7.2.3 mozna
zastapi¢ przez n + 1.

Twierdzenie 7.2.4 (Carathéodory) Dla dowolnego zbioru X C R™ zachodzi
zwigzek

conv(X)={a1vi+ ...+ apvi : k<n+1,vq,..,vp € X,
a1y ey > 0,01 + .o+ o = 1}

Dowéd. 7Z wniosku 7.2.3 wynika, ze jesli istnieja k, «q,...,qp oraz
vi,..., Vi € X spelniajace a; > 0 (i = 1...,k), Zle a; = 1, takie, ze u =
a1Vy + ...apvE to u € conv(X) (w szczegolnosei wtedy gdy k < n + 1).
Wystarczy wiec wykazaé, ze jesli u € conv(X), to istnieje nie wiecej niz n + 1
wektorow ug, ..., uy i skalarow aq,...,ar, a; > 0 (i = 1,...,k), Zf:l a; = 1,
takich, ze u = aju; + ...apug. Dzieki wnioskowi 7.2.3 wiemy, ze istnieje [, wek-
tory vi,...,v; € X oraz wspdtczynniki 8; >0, j =1,...,1, 51 +...+ 5, = 1 takie,
zeuw= vy + ... + Byvy.

Zauwazmy teraz, ze rOwnania

{Ziﬁﬁivi = u (7.1)

—

Zi=1 Bz =

daja nam uktad k + 1 réwnan rzeczywistych liniowych, ktérych zmiennymi sg
B1, .-, B a wspotezynnikami wspoltrzedne wektorow vy, ..., v; (i jedynki w ostat-
nim réwnaniu), za$ wyrazami wolnymi sa wspolrzedne wektora u (i jedynka w
ostatnim réwnaniu).

Nasz nieoceniony wniosek 7.2.3 zapewnia nam, ze uklad (7.1) jest niesprzeczny.
Z twierdzenia 3.3.1 wynika wiec, ze ma nieujemne (!) rozwigzanie w ktorym
zmiennych bazowych jest n+ 1 (tyle ile rownan). Pamietamy takze, ze zmienne
niebazowe w rozwiazaniu bazowym przyjmuja warto$é¢ zero. To konczy dowod
twierdzenia 7.2.4. |

.

7.3 Uklady nieré6wnosci i réwnan liniowych

Niniejszy ustep po$wiecimy twierdzeniu Kuhna dotyczacemu uktadéw nieréwno-
Sci i réwnan liniowych ktére udowodnimy metodami programowania liniowego.
Juz w nastepnym ustepie bedziemy z tego twierdzenia korzysta¢ w dowodzie
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twierdzenia o rozdzielaniu (twierdzenie 7.4.1).
Ukladem réwnai i nieré6wnosci liniowych bedziemy nazywaé uktad postaci

Yijaijry < b (i€N) -
Y aiz; = bi (i€R) (7.2)

gdzie NUR = {1,...,m}.

Z tej postaci nieréwnosciami zetkneliSmy sie juz w ustepie 4.4 z ta niewielka réz-
nica, ze tym razem nie wyrdézniamy specjalnie nieréwnosci postaci
x; > 0, ktoére moga wystepowac jako specjalne przypadki nieréwnosdci postaci

> i1 iy < by
Tak jak juz to robiliSmy wielokrotnie, mozemy i tym razem wymnozy¢ kazda z
nieréwnosci Z?Zl ai;jx; < b; przez nieujemne y; otrzymujac

(i azi)yi < yibi (i €N)

oraz kazda z réwnosci 2?21 a;;jx; = b; przez, tym razem dowolne y; otrzymujac

(i aizi)yi = yibi (i € R)

by po zsumowaniu po ¢ = 1,...,m a nastepnie zmienieniu kolejnos$ci sumowania
po prawej stronie nieréwnosci otrzymac

Y (i agy)ry <0 3 yibs (7.3)

Zwr6émy uwage, ze w ten prosty sposéb otrzymaliémy pewne kryterium nie-
sprzecznosci uktadu (7.2). Nim kryterium to sformutujemy w postaci ogolnej,
przyjrzymy sie jak funkcjonuje ono na przykladzie.

Przyklad 7.3.1 Niech bedzie dany nastepujacy uklad nieréwnosci i réwnan
liniowych:

2£C1 — 7%2 + I3 S 1
—x1 + 3xs + 223 + Ty < 2

1 + ® — 13 < 0 (74)
3r1 + 229 + 23 4+ 24 = 6

Jesli w nierownosci (7.3) podstawimy y1 =1, yo =2, y3 =31 ys = —1, wtedy
otrzymamy 0z + Oz + Ozz — Ozy < —1 (a wiec sprzecznosé), przy czym tylko
zmienna odpowiadajaca réwnosci (y4) przyjmuje warto$¢ ujemna (yq4 = —1).
Stad wniosek, ze nasz uktad (7.4) jest sprzeczny. |

Definicja 7.3.1 Mowimy, ze uktad 7.2 jest niezgodny jesli istniejg liczby y1, ..., Ym
spetniajgce nastepujgce warunki

yp = 0 dla ieN
Yitiaiy; = 0 dla j=1,..,n (7.5)
2211 biy; < 0
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Wobec tego co powiedziano wyzej jest zupelnie oczywiste, ze jesli uklad jest
niezgodny, to jest sprzeczny. Okazuje sie, ze zaleznos¢ pomiedzy niezgodnoscia a
sprzecznoscig uktadu jest znacznie glebsza i niebanalna. Prawdziwe jest bowiem
nastepujace twierdzenie, udowodnione przez H-W. Kuhna w 1956 roku.

Twierdzenie 7.3.1 (Kuhn) Uktad nieréwnosci i réwnar liniowych (7.2) jest
sprzeczny wtedy i tylko wtedy, jezeli jest niezgodny.

Dowéd. Po tym co juz zostato powiedziane, wystarczy udowodnié, ze jezeli
uktad 7.2 jest sprzeczny, to jest takze niezgodny.
Rozwazmy nastepujacy problem programowania liniowego

.. . . m
zminimalizuj Y 7, 4
przy ograniczeniach:

2?21 AijTj + Wiknti < b €N (7.6)
Z;-lzl Qi Tj + Wiy = by 1E€R
Tn+i Z 0 (Z—l, ,m)

gdzie

o 1 gdy bl >0
Wnti =1 —1 gdy b <0

Jest oczywiste, ze uktad (7.2) jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy (7.6)
posiada rozwiazanie optymalne ktére ma warto$¢ zero (co moze mie¢ miejsce
jedynie jesli z,4y1 = ... = Zptm = 0). Nasz problem (7.6) jest oczywiscie
niesprzeczny (z; = 0, Zp4; =| b; | dladi = 1,...,m sa rozwiazaniem) i ograniczony
(nie ma rozwiazania o wartosci mniejszej niz zero). Rozwiazanie optymalne
istnieje wiec na mocy twierdzenia 3.3.1. Zauwazmy, ze minimalizacja funkcji
S Ty jest réwnowazna maksymalizacji Y i (—%p4i). Tak wiec problemem
dualnym do (7.6) jest

zminimalizuj Z?ll biyi
. . m
przy ograniczeniach > 1" a;;y;
w;iYi
Yi

0 7=1,...,n
-1 i=1,...m
0 1eN

(7.7)

VIVl

Jezeli uktad nieréwnosei i rownari liniowych (7.2) jest sprzeczny, to optymalna
wartos¢ funkeji celu Y-, (—2,44) jest sciSle ujemna, a stad na mocy ogolnej
zasady dualnosci (twierdzenie 4.4.2)

Zm: biy; < 0
i—1

Ta ostatnia nieréwno$¢ lacznie z ograniczeniami problemu (7.7) oznacza, ze
system (7.2) jest niezgodny. |
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7.4 WieloSciany i p6lprzestrzenie

Definicja 7.4.1 Niech aq, ..., a, beda liczbami rzeczywistymi nie réwnymi row-
nocze$nie zero (inaczej: a3 +...+a2 > 0). Zbiér wektorow x € R™ o wspotrzed-
nych 1, ..., z, speliajacych a1z1 + ... + a,x, > ¢ (gdzie ¢ jest pewna liczba
rzeczywista nazywamy polprzestrzenia. WieloScianem w R" nazywamy
przeciecie skoriczonej liczby polprzestrzeni.

Czytelnik zechce samodzielnie sprawdzié, ze kazdy wieloscian (w sensie powyz-
szej definicji) jest zbiorem wypuklym (por ¢wiczenie 7.6.8).

Celem niniejszego podrozdziatu jest pokazanie jak z twierdzenia 7.3.1 wynika
podane nizej twierdzenie o rozdzielaniu wieloScianow.

Twierdzenie 7.4.1 (O rozdzielaniu wielo$cianéw) Dia dowolnych wieloscia-
now Wy i@ Wy roztgcznych i niepustych, istniejg roztgczne pdtprzestrzenie Py i

Py takie, ze W1 C Py i« Wy C Ps.
Dowéd. Przypusémy, ze wieloSciany Wi 1 W5 dane sa w nastepujacy sposob:
Wi = {X eR": Aix < bl}

W2:{XERTLZA2XSb2}
Skoro W1 N Wy = (), to uktad nieréwnosci:

A1X S b1
Asx < by

jest sprzeczny, a wiec, na mocy twierdzenia 7.3.1 istnieja wektory y; € R™,ys €
R™2 o wspolrzednych nieujemnych (gdzie m; jest liczba wierszy macierzy A;,
i = 1,2) takie, ze

V1A +y2A; =0 (7.8)

yib1 +y2b2 <0 (7.9)

7 drugiego z powyzszych zwiazkéw wynika, ze y1b; < 0 lub ysbs < 0. Bez
straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze y1by < 0. Stad za$ wynika, ze y1 Ay #
0, w przeciwnym bowiem przypadku uklad A;x < b; bylby niezgodny, czyli
wieloscian Pj pusty, a to jest sprzeczne z zalozeniami. Zbiory {x:y;A1x < ¢}
oraz {x : y1A1x > ¢} sa wiec niepuste i rozne od calej przestrzeni dla dowolnego
c € R, czyli sa polprzestrzeniami. W szczegédlnosci poélprzestrzeniami sa

H1 = {X : y1A1x S Y1b1}

Hy = {x:y1A1x > —ysbo}
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Z (7.9) wynika, ze HiNHy = (). Poniewaz wspolrzedne wektora y; sa nieujemne,
dla kazdego wektora x € W7, czyli takiego, ze A1x < by, spelniona jest nie-
rownosé y1A1x < y1bi, a wiec x € Hy, Stad oczywiscie Wy C Hy. Wzor (7.8)
implikuje z kolei réwnosé

YiA1 = —y24A,

Kazdy x nalezacy do Ws, czyli taki, ze Asx < by spelnia wiec y1A1x =
—y2Aox. Z drugiej strony Asz < by, a poniewaz wspolrzedne wektora yo sa
nieujemne, zachodzi yo Asx < yob i w konsekwencji —ysb < —ysAsx = y1A1x
Wykazalismy wiec, ze Wy C Hs, co koniczy dowod twierdzenia. |

7.5 Metoda Fouriera—Motzkina
redukcji uktadéw nieré6wnosci

Niech bedzie dany ukltad nieréwnosci
Zaija:j sz izl,...,m (710)

Metoda Fouriera—Motzkina polega na stopniowej redukcji zmiennych tak, by w
koricu otrzymaé jedna zmienna niezalezna, a wiec uktad trywialny. Powiedzmy
od razu, ze to zmniejszanie liczby zmiennych bedzie sie odbywalo kosztem bar-
dzo szybkiego wzrostu liczby nier6wnosci.

bez straty ogolnosci mozna przyjac, ze w uktadzie (7.10)

— pierwszych m; zmiennych ma przy x; wspolczynnik dodatni,
— nastepne my nieréwnosci maja przy x; wspoétczynnik ujemny, zas

— w pozostatych m — (mj + ms) nieréwnosciach wspolezynnik przy x; jest
rOWNYy Zero.

Dzielac kazda z mi+ms nieréwnosci przez | a;; | (¢ =1, ...,m1+ms) otrzymamy
z (7.10) rownowazny mu uklad postaci

T1+ Zj 5 w < b i=1,..,m
—Z1+ Z] 2 Z] < blL t=m1+1,...,m; +mgy (711)
ZJ Qa”xj < b i=mp+me+1,..,m
czyli
331+ Zj 2 z] S b;/ Z = 1, MMy
R D D u > b i=mi+1 . m+me (7.12)
Py Qa”scj < W oi=mi+me+1,..,m
gdme aj; = aj; ib) =b;dlai=1,..,m1ii=mi+ma+1,..,moraz aj; = —aj;

b;/ — _b/ dla 7 = my + 1, ey MY + ma.
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Uktlad (7.12) jest z kolei rownowazny

/! n " /! n "
by, — Zj:g aj jrj < xS b — D00 o aq Ty,

1J Jj=2 T12]
(dla il :m1—|—1,...,m2; ig = 1,...,m1) (713)
digafxy <b i=mi+ma+1.,m

Zredukowane zadanie bedzie nastepujacym ukladem nieréwnosci:

Z?zz(ag’w» — ag’lj)mj <O —bf i =my+1,...,mg,
’ig = 1,...,m1 (714)
MU ala; <Y i=my+mo—+1,...m

Sprzecznosé uktadu (7.14) oznacza sprzecznosé ukladu (7.10). Natomiast jesli
uktad (7.14) jest niesprzeczny to kazde rozwiazanie xa, ..., ,, mozna rozszerzyé
do rozwiazania z1, 3, ..., x, dolaczajac dowolne x; spelniajace (7.13).
Zobaczymy jak opisana metoda funkcjonuje na przyktadzie.

Przyklad 7.5.1 Niech bedzie danu uktad rownan

2x1+ 4dxog— 63 < 8
r1— 2x0+ ry < 5
-1+ w9+ x3 <3
31‘27 41’3 S 12

Zastosujmy do tego uktadu kolejne etapy metody Fouriera—Motzkina. Po pierw-
sze, doprowadzamy do sytuacji w ktorej wspotczynniki przy z; sa rowne 1, —1
lub 0

r1+ 2x9— 3x3 < 4
r1— 230+ ry < 5
—T1+ T2+ w3 < 3
31‘27 41‘3 S 12

Stad
=3+ w2 +w3 <wy <4229 + 23
3+ xot+x3 <21 <H5+229 — 23 (715)
3$2—4$3§12

i zredukowany uktad nieré6wnosci
—3+{E2+SIJ5 S 4—2{E2+3!E3
-3+ 1o+ 2x3<5+2r9 — 23
3.132 — 4133 < 12

ktory po zredukowaniu przyjmie postaé

31‘2—2$3§7 $2—§x3§§
—T9 + 223 <8 a wiec —x9 + 223 <8

3wy — 4wz < 12 Ty — 33 <4
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Teraz redukujemy zmienna xo:

_ < <742
{ 8+2£L’3_£L’2_3+ T3 (716)

78+2$3§Z2§4+§$3

{

. Ten wynik za$ oznacza, ze dla kazdego x3 < % mozemy
znalezé odpowiednie wartosci xo i x3.

IAIA
ol

T3
T3

COINCO |

i ostatecznie x5 < 3L

dzieki (7.16) i (7.15

N

~~

Zauwazmy, ze przy uktadzie co najwyzej trzech nieré6wnosci liczba nieréw-
nosci przy kolejnych redukcjach nie zwieksza sie (tak wlasnie bylo w naszym
przyktadzie). Rozwigzujac samodzielnie nastepne ¢wiczenia czytelnik zauwazy,
ze liczba nieré6wnosci na og6! rosnie bardzo szybko w miare kolejnych redukcji.
Wiecej o redukeji uktadow nieréwnosci w [20].

Metoda eliminacji Fouriera-Motzkina daje nam inny algorytm rozwiazywa-
nia PPL. Rzeczywiscie, niech bedzie dany PPL

Ax<b
(7.17)
CcX — max

W celu znalezienia rozwiazania optymalnego dla (7.17) zastosujmy metode re-

dukcji do uktadu
<
{ Ax<b (7.18)

A—cx <0

gdzie A jest nowa zmienng. Redukowaé¢ bedziemy kolejne wspolrzedne wektora
x tak, ze w konicu pozostanie nam tylko zmienna \. Teraz wystarczy przyjaé¢ A
najwieksza mozliwa, by otrzymac rozwiazanie optymalne problemu (7.17).
Zauwazmy na koniec, ze metode Fouriera-Motzkina mozna stosowaé takze do
redukowania uktadéw w ktoérych wystepuja takze silne nieréwnosci.

7.6 ¢wiczenia

Cwiczenie 7.6.1 Niech bedzie dany PPL

—T1 + X9 S 3
—x1+2x9 < 7

T, 4225 < 13

201 +x2 < 14
—4x1+x0 > —19
—x1 + 3332 Z —2
T1,T2 > 0
z=4x1 +5r7 — max
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(a) Napisz posta¢ standardowsa i kanoniczng tego problemu.
(b) Podaj jego interpretacje geometryczna (wykonaj rysunek).
Nie stosujac algorytmu sympleks:

(c) Znajdz rozwiazanie optymalne. Czy istnieje tylko jedno optymalne rozwia-
zanie tego problemu?

(d) Zakladajac, ze wybor zmiennej wchodzacy dokonowany jest tak jak zazwy-
czaj (tj. zmienng wchodzaca jest ta ktorej dodatni wspolezynnik w funkeji
celu jest najwiekszy). podaj rozwiagzania bazowe kazdej iteracji.

(e) To samo pytanie przy wyborze zmiennej wchodzacej reguta Blanda.

W (d) i (e) zakladamy, ze pierwszym rozwigzaniem bazowym jest
x1 = x93 = z = 0 (w rozwigzaniach bazowych nalezy podaé¢ wartosci 1, z2 1 2).

Cwiczenie 7.6.2 Znajdz powloke wypukla zbiorow:
(a) X={(z,y) eR*:2? +4* <1,0<y, |z}
(b) X ={(1,1),(1,0),(0,1)}

(¢) Podaj przyktad zbioru X C R" takiego, ze jego powloka wypukla jest wy-
pukta kombinacja mniej niz n+ 1 elementéw zbioru X, oraz taki przyktad
by we wzorze

conv(X) ={au; + ...+ apt1:; >0dlai =1,...,n; Zai =1}
i=1

n + 1 nie data sie zastapi¢ przez nic mniejszego.

Cwiczenie 7.6.3 Zbadaj niesprzecznosé ponizszych uktadow.

1.
rT — 3%2 + r3 — X4 < 1
—2r; + 22 — 3 + 1wy < 2
xr1 — To — 23 + xzy < =3
207 4+ 3xe + w3 — my = 1
2.
X1 + X2 - Irs = 3
—xr1 + 9 — 223 < -1
3r1 + X9 < 2
3.

31‘1721324’4‘%3 Sl
2$1+$2—3$3§3
1 — 209+ 23 >3

T+ Treg — 33 > 2
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Cwiczenie 7.6.4 Metoda Fouriera-Motzkina zredukuj uklady nieréwnosci z
¢wiczen 7.6.1 1 7.6.3 niniejszego rozdziatu.

Cwiczenie 7.6.5 Wykorzystujac metode Fouriera-Motzkina znajdz maksymalna
warto$¢ x5 zmiennej xo dla ktorej spelniony jest uklad nieréwnosci

T, —To+3r3 < 4
—T1 — T2 +21‘3 § 6
1+ X9 + 51’3 > 1
1 +3x9—23 < 3

Cwiczenie 7.6.6 Korzystajac z metody Fouriera-Motzkina znajdz optymalne
rozwiazania problemow:

2581 +3$2 + 3
X1+ Tg — X3
x1 + 229 + 23
T1 +2T2 — 73

T1,T2,T3

VIV IAIA A

221 + x2 + 43

1
=)
o
"

1 — X2
T1 + X2

2I1 — T2
L1, T2

IV AN INIA

2r1 +r9 — max

Cwiczenie 7.6.7 Wykaz, ze dla kazdego zbioru skoriczonego X € R” powloka
wypukla jest przedzial domkniety.

Cwiczenie 7.6.8 Udowodnij, ze kazdy wielogcian jest zbiorem wypuklym.

Cwiczenie 7.6.9 Wskaz przyklady dowodzace, ze w twierdzeniu 7.4.1 wielo-
Sciandéw nie da sie zastapi¢ zbiorami wypuklymi.

Cwiczenie 7.6.10 Niech bedg dane dwa wielosciany w R*:

1 +2z0 —x3 Fr4 < 2

Wy —T1 —xo +2x3 —x4 < 3
31‘1 “+xo 72‘%3 —+x4 Z 4

211 —I9 +3x3 —ry < 2

W2 : 3561 —2932 —|—I3 +2.Z‘4 S 1
5y —8xg +1bxs +2x4 > 4

(a) Wykaz, 7€ W1 7é @,WQ 7é @ i W1 QWQ = Q)

(b) Postugujac sie metoda dowodu twierdzenia 7.4.1 wskaz roztaczne potprze-
strzenie P, i P, w R* takie, ze W1 C P, i Wy C Ps.



Rozdzial 8

Metody sieciowe

Problemy ktore bedziemy rozwiazywali przy pomocy metod sieciowych sa w rze-
czywistosci specjalnymi problemami programowania liniowego. Powstaé¢ moze
wiec pytanie: czy przypadkiem nie wywazamy otwartych drzwi? Po co szukaé
specjalnych metod do rozwiazywania specjalnych przypadkéw, skoro umiemy
rozwiazywaé przypadek ogdlny?

Jest kilka waznych powodéw zajmowania sie metodami sieciowymi. Wspo-
mnijmy kilka z nich.

1. Sieci i grafy sa wyjatkowo wdziecznym i dzialajacym na wyobraznie na-
rzedziem pozwalajacym latwo modelowaé¢ wiele zagadnienn. Jesli mamy
obliczy¢ sprawnosé — czyli przepustowosé — sieci komunikacyjnej, wodocia-
gowej czy kanalizacyjnej (por. [16]), to wygodniej nam i tatwiej w jezyku
i modelu sieci pozostaé¢ niz przechodzi¢ na jezyk réwnan i nieréwnosci.

2. Algorytmy sieciowe (grafowe) dotyczace omawianych zagadnieni sg szyb-
sze (o co nietrudno, skoro sympleks — przynajmniej teoretycznie jest, jak
widzieliémy w ustepie 3.5, beznadziejny!).

3. Wiele bardzo waznych twierdzen teorii graféw mozna latwo udowodni¢ ko-
rzystajac ze stynnego twierdzenia o maksymalnym przeptywie i minimal-
nym przekroju (twierdzenie 8.3.4). Niektore z tych twierdzen poznamy w
podrozdziale 8.7.

Pierwszy z powyzszych argumentéw ma charakter estetyczny i poznawczy.
Zobaczymy, ze wspomniane juz twierdzenie o maksymalnym przeplywie i mi-
nimalnym przekroju jest, w pewien sposob, konsekwencja zasady dualnosci po-
znanej w rozdziale 4 (twierdzenie 4.1.4).

Drugi argument ma charakter praktyczny, ostabiony przez wspomniane dobre
spisywanie sie sympleksu w praktyce.

1 Jeszcze raz podkreslmy, co znaczy to teoretycznie: sympleks jest algorytmem niewielo-
mianowym jak wykazuje przyklad Klee-Minty’ego, w praktycznych zas przykladach spisuje
sie bardzo dobrze.

91
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8.1 Grafy i sieci

Grafem zorientowanym nazywaé bedziemy pare G = (V, A), gdzie V jest dowol-
nym skonczonym zbiorem niepustym, nazywanym zbiorem
wierzchotkdéw, zas A pewnym podzbiorem zbioru dwuelementowych par (z,y) €
V x V takich, ze x # y. x jest wtedy poczgtkiem zas y koricem tuku e = (z,y). =
i y nazywamy 2 koricami tuku (z,y). Jedli (z,y) € A to méwimy, ze wierzchotki
x 1y sa polgczone w G. tuk (x,y) jest wtedy incydentny z wierzchotkami z i y.
Rzedem

arzdz”d grafu grafu G nazywamy liczbe |V|, zas rozmiarem G liczbe |A|. Ele-
menty zbioru A nazywamy tukami.

Dla wierzchotka = € V przez Nér () nazywamy zbior tych wierzchotkow y dla
ktorych (z,y) € A, za§ N (z) ={y: (y,z) € A}.

Graf zorientowany (bedziemy, dla wygody, méwili czasami po prostu graf)
ma bardzo prosta interpretacje graficzna: elementy zbioru V' (a wiec wierzchotki
grafu) bedziemy przedstawiali jako punkty plaszczyzny, zas tuki jako zakoriczone
strzatkami linie taczace odpowiednie wierzchotki.

Przyktad 8.1.1 Graf G = ({v1,v2,v3}, {e1 = (v1,v3),e2 = (vs,v1), €3 = (v1,02),e4 =
(vs,v2)}) interpretujemy tak, jak to zostalo przedstawione na rysunku 8.1.

V2
63 A
€4
€2
€1
U3
Rys. 8.1

Z kazdym grafem zorientowanym mozna skojarzy¢ wzajemnie jednoznacznie
dwie macierze: macierz sasiedztw i macierz incydencji.

2Niekonsekwentnie...
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8.1.1 Macierz sasiedztw grafu zorientowanego

Niech G = (V, A) bedzie pewnym grafem zorientowanym o n wierzchotkach
{v1, ..., vn}. Wtedy macierz T' € R™*™ = (a;j); j=1,...,n zdefiniowans wzorami

1 jedli (v,v5) €A
ST 0 jesli (vi,vj) ¢ A

Przyklad 8.1.1 (c.d.) Dla grafu z rysunku 8.1 macierz sasiedztw jest postaci
0 11
T=1(10 0 0
1 1 0

Zauwazmy, ze skoro zalozyliSmy, ze dla dowolnego tuku (z,y) zachodzi

x # y, macierz sasiedztw ma same zera na przekatnej gtownej.

8.1.2 Macierz incydencji

Macierzq incydencji grafu zorientowanego G = (V, A) o zbiorze wierzchotkow

V = {v1,...,0,} 1 zbiorze lukow A = {ey,..., e}, nazywamy macierz N =
(5) =y el e
j=1..m

1 jesli v; jest poczatkiem tuku e;
bij = —1 jesli v; jest koncem tuku e;
0 jedli v; i e; nie sg incydentne

Przyklad 8.1.1 Dla grafu z rysunku 8.1 macierza incydencji jest

N = 0 0 -1 -1

Wobec tego co wiemy z podrozdziatu 5.3 o macierzach totalnie unimodularnych
(wniosek 5.3.2) wazne beda konsekwencje ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 8.1.1 Macierz incydencji grafu zorientowanego jest totalnie uni-
modularna.

Dowo6d. Wykorzystamy twierdzenie 5.3.3. Zauwazmy, ze w macierzy incy-
dencji dowolnego grafu zorientowanego kazdej kolumnie odpowiada pewien tuk
grafu i sa w niej dwa wyrazy rézne od zera: —1 i 1 w wierszach odpowiadaja-
cych poczatkowi i konicowi tuku. Wystarczy wiec przyjaé jako zbiory Wi i Wy
wystepujace w zalozeniach twierdzenia 5.3.3 zbior wszystkich wierszy macierzy
incydencji grafu i zbioér pusty. |
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8.1.3 $ciezki i cykle
$ciezkg o dlugosci k w grafie G = (V,A) nazywamy ciag wierzchotkow
i tukéw

P = (’Ul, €1,UV2,€2, ...,V €5, Vit 1,y ...y ek,vk_H) (81)

takich, ze v; € V dlai = 1,....k + 1, e; jest tukiem o koncach v;,v;41 dla
t=1,..,k, oraz v; # v; dla i # j.

8.2

O tuku e; = (v;,v;41) méwimy, ze jest zgodny ze Sciezka P, za$ jesli e; =
(vit1,v;) MOWimy, ze e; jest niezgodny z P.

Na rysunku 8.2 tuki e; i e3 sa zgodne, zas tuk e; niezgodny ze Sciezka P =
(v1, €1, V2, €2, 03, €3,04), 0 tukach e; = (v1,v3), €2 = (v3,v2),e3 = (vs3,v4).

Jesli, dodatkowo, zatozymy, ze v1 = v, (przy zachowaniu v; # v; dla wszyst-
kich pozostalych przypadkow), to Sciezke (8.1) nazywamy cyklem.

8.2 Sieci

Graf G = (V, A) nazywali bedziemy siecig S, jezeli zdefiniowana jest pewna
funkcja
c:A—=R

Pisali bedziemy wtedy S = (V, A, ¢).

W zaleznosci od sytuacji, funkcje ¢ bedziemy nazywali przepustowoscia tukow?
lub dtugoscia tukéw?, czy wreszcie kosztem tukéw®. Z interpretacji sieci wynika,
ze na ogot nie bedzie klopotliwym zalozenie nieujemnosci funkcji c.

8.3 Przeplywy w sieciach

W sieci S moze by¢ wyrozniony pewien wierzcholek s, nazywany Zrédiem i inny
wierzchotek, powiedzmy ¢, ktory nazywaé bedziemy odptywem.

3Na przyktad gdy bedziemy mysleli o sieciach wodociggowych, kanalizacyjnych — ale takze,
czasami, drogowych.

4Na przyklad dla sieci komunikacyjnej.

5W sieci komunikacyjnej: gdy mys$limy raczej o cenie biletu niz odleglosci.
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Niech S = (V, A, c) bedzie siecia o zrodla s i odplywie ¢t oraz nieujemnej
funkcji przepustowosci ¢. O nieujemnej funkcji f : A — R mowimy, ze jest
przeptywem z s do t w S jezeli spetnia nastepujace warunki:

f(z,y) <c(z,y) dlakazdego (z,y) € A (8.2)

Z flz,y) — Z f(z,z) =0 dla kazdego x # s,t (8.3)

YyENT(z) zeN—(z)
Liczbe
= > flsy - D> flze)
yENT(s) 2EN~(s)

nazywamy wartoscig przeptywu f.

Przyktad 8.3.1 Niech S bedzie siecig jak na rysunku 8.3. Liczby wypisane
obok tukéw w kwadracikach oznaczajg przepustowosci tukow, a te bez kwadra-
cikow przeplywy. Jest bardzo tatwym sprawdzenie, ze na rysunku poprawnie
zdefiniowany jest przeplyw (spelnia warunki (8.2) i (8.3)), a wartos¢ tego prze-
plywu wynosi 5. O

Rys. 8.3

Problem optymalizacyjny narzuca si¢ teraz sam.

Problem maksymalnego przepltywu.
Dla danej sieci S = (V, A;¢) o #rddle s i odptywie t znaleZé przeplyw o maksy-
malnej wartosci.

W dalszym ciagu bedzie nam wygodnie bedzie nam przyjaé zamiast (z,y) ¢ A,
¢(x,y) = 0 1 istnienie wszystkich mozliwych tukéow w sieci. Interpretacja takiej
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umowy jest oczywista: nie ma przeplywu (a raczej jest przeplyw zerowy) na nie
istniejacych tukach®. Wtedy warunki (8.2) i (8.3) mozna zapisaé¢, odpowiednio,

flz,y) <c(z,y) dla wszystkich z,y € V (8.4)
Z flz,y) — Z f(z,2) =0 dla kazdego x # s,t (8.5)
yev zeV

a wzOr na warto$é przepltywu

w(f) =Y fls,y) =Y f(z3) (8.6)

yeVv zeV

Zauwazmy, ze przeplyw w przyktadzie 8.3.1 nie jest maksymalny. Zwie-

kszajac przepltyw na tukach: (s, a), (a,c),(c,b) 1 (¢,t) o 1 otrzymamy przeptyw
(warunki (8.2) i (8.3) sa dalej spetnione) i wartosé tego przepltywu wynosi 6.
Okaze sie, ze ten prosty pomyst znajdowania Sciezki prowadzacej z s do ¢ wzdtdz
ktorej mozna zwiekszy¢é przeplyw na poszczegélnych tukach o stala wartosé, jest
kluczows, ideg prowadzaca do rozwigzania problemu maksymalnego przeptywu
w sieciach.
Jest najzupelniej oczywiste, ze problem maksymalnego przeplywu jest pro-
blemem programowania liniowego. Wierzcholki sieci nazwiemy vg, vy, ..., Vn, 2
vg = 8, v, = t, przeptyw na tuku (v;,v;) oznaczymy przez z;; (zamiast f(v;,v;)
a przepustowos¢ tuku (v;, v;) przez ¢;;. Nasz problem maksymalnego przeptywu
jest PPL:

zmaksymalizuj 2z =3, ycaT0i — Zj:(vj,vs)eA Zjo
przy warunkach:

Z(U«io,vj)eA Ligj — Z(Uj,vio)eA Ljig = 0 (io =1,.,n— 1)
0< Tij < Cij, Z,] : (”Ui,’Uj) cA

(8.7)

Zauwazmy, ze jeSli przepustowosci tukow sg liczbami skoriczonymi, to problem
(8.7) jest ograniczony, posiada wiec rozwiazanie optymalne. Z powyzszego oraz
twierdzenia 8.1.1 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 8.3.1 Jesli funkcja przepustowosci tukéw przyjmuje wartosci catko-
wite, to problem maksymalnego przeptywu w tej sieci ma catkowite rozwigzanie
optymalne. |

Waznym pojeciem dla problemu maksymalnego przeplywu sa przekroj i jego
wartosc.

Niech bedzie dana sie¢ S = (V, A, ¢) ze zrodlem s i odptywem ¢ i niech W bedzie
takim podzbiorem V', ze s € Wit ¢ W. Zbior V—W oznaczmy przez W. Zbior
tukow

(W, W) = {(z,9) -5 € W,y € W}

W praktyce oznacza to, ze woda nie plynie jak nie ma rury.
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nazywamy przekrojem rozdzielajgcym s od t lub krétko przekrojem. Liczbe

(W)= Y )

(z,y)€(W,W)
nazywamy przepustowosciq przekroju (W, Ww).
Twierdzenie 8.3.2 Niech S = (V, A, c) bedzie siecig o Zrodle s i odplywie t.
Dla dowolnego przeptywu f i dla dowolnego przekroju (W, W) zachodzi nieréw-
nosé

w(f) < (W, W)

Dowéd. Sumujac odpowiednio wzory (8.6) i (8.5) po wszystkich z € W i
pamietajac, ze s € W,WNW =0, W UW =V, otrzymamy

w(f)=> flsu) =Y fw,9)+ > (D flay) - flza)| =

ueV veV zeW,z#s \yeV zeV
= Z f($7y)_ Z f(Z,(E):
zeW,yeV zeW,zeV
= > f@w+ D flay)
zeW,yeWw zEW,yeW
- > feo+ D fza)
rEW,2EW rEW,2EW

Zauwazmy, ze >y ew f(2,Y) = D cwew f(2, ), a wobec tego

wif)= > fl@y- > flz2) (8.8)

TEW,yew rEW,2zeW

Wartosci f(z,z) sa nieujemne, uwzgledniajac wiec nieréwnosci (8.4) otrzy-
mujemy

w(if)< > flay) < D clay) =c(W,W) (8:9)

zEW,yeW zEW,yeW

co koniczy dowod. |
Uwaga 8.1 Jezeli przeptyw f i przekrdj (W, W) spetniajq warunek
w(f) = c(W, W)

to na mocy twierdzenia 8.3.2 f jest przeptywem maksymalnym (a przekréj (W, W)
ma minimalng przepustowosé).
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W trakcie dowodu twierdzenia 8.3.2 otrzymalidémy nastepujaca wazna roéw-
nosé (8.8).

Uwaga 8.2 Dla kazdego przeptywu f i przekroju (W, W) zachodzi wzor

w(if)= > flev)— Y. flwy) (8.10)

zeEW,veW yEW,weWw

Whniosek 8.3.3 Dla kazdego przeptywu f zachodzi wzor

D)= ftx) = w(f)

zeV zeV

Whiosek 8.3.3 oznacza, ze w przyrodzie nic nie ginie, to co wyptyneto ze zrodta
wplywa do odptywul!

Dowéd wniosku 8.3.3. Wystarczy zastosowaé wzoér (8.10) do W = {t}. |
Twierdzenie 8.3.2 da nam mozliwo$¢ udowodnienia twierdzenia o maksymalnym
przeptywie i minimalnym przekroju, odkrytego niezaleznie przez Forda i Fulker-
sona [8] oraz Eliasa, Feinsteina i Shannona [7].

Twierdzenie 8.3.4 (Max flow min cut theorem) Maksymalna — wartosé
przepltywu ze Zrodta s do odplywu t w siect jest rowna warto$ci minimalnego
przekroju rozdzielajgcego s od t:

maz{w(f)|f — przeptyw z s do t } = min{c(W,W)|s € W,t € W}

Dowéd twierdzenia 8.3.4 polega de facto na wskazaniu algorytmu pozwala-
jacego znalez¢ maksymalny przeplyw w sieci, tzw. algorytm Sciezki powieksza-
jacej Forda—Fulkersona (p. [9]). Formalnie algorytm ten zostanie przedstawiony
poZniej.

Niech f bedzie przeptywem maksymalnym w sieci G = (V, A, ¢) ze 7rodia s do
odptywu t. Utworzmy rekurencjnie zbiér W w nastepujacy sposob:

l.seW

2. jeslizc e W, (z,y) € A, f(z,y) < c(z,y) toy e W

3. jesize W, (y,z) € Ai f(y,x) >0toy € W.

Kluczowa idea dowodu jest obserwacja, ze dla kazdego wierzchotka x € W
istnieje Sciezka
P = (20,€1,%1, ey Tp—1, Ch, Tk

taka, ze xg = s,z = « i dla kazdego e; zachodzi albo
e = (wi—1,2:) 1 f(e:) < cles) (8.11)

albo
e; = (xi,xi_l) i f(el) >0 (812)



8.3 Przeplywy w sieciach 99

Inaczej méwiac: warto$é przeptywu jest mniejsza od przepustowosci na wszyst-
kich tukach zgodnych i dodatnia na niezgodnych tukach $ciezki P.

Gdyby t nalezato do W, to istnialaby $ciezka P z s do t (tj. taka, ze zg = s i
xp, = t) spelniajaca warunki (8.11)—(8.12). Niech

g1 = min{c(e;) — f(e;)|e; — tuk zgodny P}

g2 = min{ f(e;)|e; — tuk niezgodny P}
oraz
e = min{ey, &2}

Jest oczywistym, ze € > 0, i ze dodajac € do funkcji przeplywu na tukach sciezki
P zgodnych i odejmujac € na hukach $ciezki P niezgodnych, inaczej moéwiac:
definiujac funkcje

~ f(e) jesli e nie jest tukiem P
fle)=1< f(e)+e jeslie jest tukiem zgodnym P
fle) —e  jedli e jest tukiem niezgodnym P

otrzymalibySmy nowa funkcje przeptywu ktorej wartosé wynositaby w(f) =
w(f) +¢e > w(f) co byloby sprzeczne z maksymalnoscia przeptywu f.

Stad wynika, ze ¢ nie jest elementem zbioru W i zbiér W ma nastepujace wia-
snosci:

1. seW
2.t¢ W
3. jesli (z,y) € A,z € W,y € W to f(z,t) = c(z,y)
4. jedli (x,y) € A,x € W,y € W to f(z,y) =0
Wobec (1) i (2) (W, W) jest przekrojem rozdzielajacym s i t. tuki spelniajace

(3) nazywaja sie nasyconymi , a takie ktore spetniaja (4) wyschnietymi. Wobec
(3) i (4) mamy

C(VV7 W) = Z c(x7y) = Z f($7y)

zEW,yeWw zEW,yeW
zEW,yeW zEW ,yeWw

co wobec twierdzenia 8.3.2 dowodzi, ze (W, W) jest przekrojem o przepustowosci
minimalnej. |
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8.4 Maksymalny przeplyw a dualnosé

W tym podrozdziale okaze sie, ze turerdzenie o maksymalnym przeptywie i mi-
nimalnym przekroju jest — w pewien sposob — zasada dualnosci dla problemu
maksymalnego przeptywu.

Zapiszmy problem maksymalnego przeptywu (8.4) — (8.6) w nieco innej postaci.
Niech bedzie dana sie¢ S = (V, A;c). Przeplywem w S jest funkcja f: A - R
spetniajaca nastepujace warunki:

0 dlazx#s,t

Zy:(m,y)GA f(x7 y) - Zz:(z,x)GA f(27 .’L‘) = w dlaz=s
—w dlaz=t

f(a,y) <c(z,y) dla (z,y) € A
flz,y) 2 0dla (z,y) € A
(8.13)
Wartoscia przeptywu f jest wtedy liczba w ktéra w naszym problemie maksy-
malizujemy:
w — max (8.14)

Problemem dualnym do problemu (8.13) — (8.14) jest problem nastepujacy’
(por. podrozdzial 4.4):
A(y) — AMx) + (2, y) 2 0 dla (z,y) € A

K(s) ) > 1 (8.15)

z = Z(m,y)GA C(xﬂ y),y(xﬂ y) — max

Zauwazmy, ze w problemie dualnym (8.15) nie ma ograniczen na znak zmien-
nych dualnych A(v) (dla v € V). Zmienne dualne odpowiadaja poszczegdlnym
ograniczeniom w problemie prymalnym. Tak wiec

Az) — sa zmiennymi odpowiadajacymi ograniczeniom

0 dlax#s,t
Z f(z,y) — Z flz,z)=¢ —w dlaz=s (8.16)
(z,y)€EA (z,x)€A w dlax=t

Kazdemu wierzchotkowi = sieci S odpowiada zmienna dualna ktéra nie
ma ograniczenia na znak gdyz we wzorze (8.16) jest rownosc.

~v(x,y) — sa zmiennymi dualnymi odpowiadajacymi ograniczeniu
fz,y) < ez, y) (8.17)

stad w problemie dualnym wystepuje ograniczenie na znak tej zmiennej®.

"Fakt, ze posta¢ problemu dualnego wyraza wzor (8.15) tatwiej zrozumiemy przypomi-
najac sobie, ze macierza problemu prymalnego jest macierz incydencji grafu (plus wiersze
odpowiadajace ograniczeniom na przepustowosci).

8Doradzam rozwigzanie éwiczenia 8.9.1 wlagnie teraz!
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Dowolny przekroj (W, W) rozdzielajacy s od t w sieci S definiuje pewne rozwia-
zanie dopuszczalne problemu (8.15) w nastepujacy sposob:

|1 jeslizeW
Alw) = { 0 jeslizg¢ W (8.18)

1 jedlizeW,yeWw

vz y) = { 0 w przeciwnym przypadku (8.19)

Staba zasada dualnosci w ogolnej postaci (twierdzenie 4.4.1) daje nam natych-
miast inny dowdd twierdzenia 8.3.2. Rzeczywiscie, funkcje A i v zdefiniowane
wzorami (8.18) i (8.19) przez dowolny przekrdj rozdzielajacy s od t daja pewne
rozwiazanie problemu (8.15).

Z kolei cala reszta dowodu twierdzenia 8.3.4 sprowadza sie do wykazania, ze pe-
wien przekroj okresla nam przy pomocy (8.18) i (8.19) rozwiazanie optymalne
(8.13) (zrobili to Dantzig i Fulkerson w [6]).

8.5 Algorytm Forda—Fulkersona

Niech S = (V, A;c) bedzie siecia a f przeplywem w S — jesli nie mamy lep-
szego, moze to by¢ przeptyw zerowy, tj. przeplyw réwny zero na wszystkich
tukach sieci. Algorytm — wykorzystujacy idee dowodu twierdzenia 8.3.4 polega
na cechowaniu wierzchotkow sieci cechami postaci (z~,¢) lub (z*,¢) oraz mo-
dyfikacji przeptywu jesli f okazatl sie przeptywem ktory nie jest maksymalny lub
znalezieniu przekroju o przepustowosci rownej wartosci przepltywu f.
Cechowanie. Wierzchotkowi s nadajemy ceche (—, 00).

Niech x bedzie wierzchotkiem ocechowanym. Z wierzchotka x cechujemy nie-
ocechowane jeszcze wierzchotki w jednej z dwoch sytuacji:

(a) jesli istnieje wierzchotek nieocechowany y taki, ze (x,y) € A1 f(x,y) <
c(z, y) to wierzchotkowi y nadajemy ceche (x1,e(y)), gdzie e(y) = min{e(x), c(z, y)—
fl@.y)},

(b) jesli istnieje nieocechowany wierzchotek y taki, ze (y,2) € Ai f(y,z) >0
to  wierzchotkowi y  nadajemy  ceche (x7,e(y)), gdzie

e(y) = min{e(z), f(y, 2)}

Postepowanie cechowania konczy sie jezeli zostal ocechowany odptyw t lub nie
ocechowano t, lecz procesu cechowania nie da sie kontynuowaé¢ (zadnego jeszcze
nieocechowanego wierzchotka nie da si¢ juz ocechowac).

(i) Jezeli ocechowaliémy wierzcholek ¢ to ¢ otrzymal ceche postaci (2, <) lub
(7, ¢e) (dla pewnego x € V).
W pierwszym przypadku modyfikujemy przeptyw na tuku (x,y) wzorem
fz,t) = f(z,t) = ¢, wdrugim f(t,z) = f(t,z) —e.
Wierzcholek z jest ocechowany. Jezeli pierwszy element jego cechy jest
postaci y* to do przepltywu na tuku (y,z) dodajemy ¢, jezeli jest to y—
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od przeptywu na tuku (z,y) odejmujemy e.

Powtarzajac te czynnosé odpowiednia liczbe razy dojdziemy w koricu do
zrodta s. Dojdziemy wzdloz wskazanej przez pierwsze elementy cech wierz-
cholkéw $ciezke zwana Sciezkq powiekszajgcg . Oczywiscie wartoéé no-
wego przeplywu f wynosi w(f)+e > w(f). Proces cechowania rozpoczy-
namy od nowa przyjmujac jako wyjsciowy przeplyw f .

(ii) Przypusémy, ze w procesie cechowania nie udalo si¢ ocechowa¢ wierzchotka
t, a zadnego nowego wierzchotka nie da si¢ juz ocechowaé. Jest oczywi-
stym, ze jezeli przez W oznaczymy zbiér wierzchotkéw ocechowanych to
(W, W) jest przekrojem rozdzielajacym s od t. Co wiecej, dla wszystkich
r € Wiy € W spehiajacych (x,y) € A zachodzi f(z,y) = c(z,y), a jesli
(y,x) € A to f(y,x) = 0. Na podstawie uwagi 8.2 otrzymamy

wif)= > flay- > fe)

rEWyeW reEW,yeW

= Z c(z,y) = c(W,W)

rEW,yeW

Na mocy uwagi 8.1 oznacza to, ze przepltyw f jest przepltywem maksymal-
nym. |

8.6 Przeplyw calkowity.
Zbieznosé algorytmu Forda—Fulkersona

Macierza ograniczeni problemu (8.7) jest macierz incydencji grafu zorientowa-
nego. 7 twierdzenia 8.1.1 i wniosku 5.3.2 wynika, ze istnieje taki przeptyw
maksymalny ktérego wartosci na wszystkich tukach sa catkowite. Co wiecej,
tatwo zauwazy¢, ze calkowite rozwiazanie problemu maksymalnego przeptywu
mozna znalezé przy pomocy algorytmu Forda—Fulkersona. W rzeczy samej, je-
§li tylko przeplyw poczatkowy jest calkowity'® kazda iteracja zwieksza wartogé
przeptywu o liczbe catkowita (liczba e o ktora zwieksza sie przeptyw jest wtedy
calkowita). Poniewaz warto$¢ przeplywu jest ograniczona przez przepustowosé
dowolnego przekroju, wszystkich iteracji bedzie co najwyzej tyle ile wynosi prze-
pustowos¢ (jakiegokolwiek) przekroju.

W sieci w ktorej przepustowosci sa liczbami wymiernymi, problem mozna tatwo
sprowadzi¢ do przypadku catkowitego. Wystarczy przemnozyé wszystkie prze-
pustowosci przez ich wspélny mianownik m. W otrzymanej sieci znajdujemy
mnaksymalny przeplyw a nastepnie wynik (t.j. zar6wno warto$¢ przepltywu
v(f) jak i przepltywy na wszystkich tukach) dzielimy przez m i otrzymujemy w
ten sposob optymalne rozwiazanie problemu wyj$ciowego.

9Doktadniej $ciezka powickszajaca (z ktora zetkneliémy sie juz w dowodzie twierdzenia
8.3.4) to Sciezka z s do t — wladnie przeszliSmy po niej pod prad.
10Jako pierwszy przeplyw mozna przyjaé przepltyw zerowy.
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Ze wzgledu na wazne zastosowania rozwiazan catkowitych problemu maksymal-
nego przeplywu ktére poznamy w dalszych podrozdziatach, zapiszmy nastepu-
jacy wniosek.

Whiosek 8.6.1 Jesli wszystkie ograniczenia przepustowosci tukow w problemie
(8.7) sq catkowite, to istnieje rozwigzanie optymalne tego problemu, ktérego war-
tosci na wszystkich tukach sqg catkowite. Co wiecej, rozwigzanie o tej wtasnosci
mozna otrzymaé stosujgc algorytm Forda—Fulkersona.

Niestety powyzsze wlasnosci algorytmu Forda—Fulkersona nie przenosza sie
na przypadek rzeczywisty''. Okazuje sie, ze mozna skonstruowaé prosty przy-
ktad sieci o przepustowosciach rzeczywistych niewymiernych taki, ze algorytm
Forda—Fulkersona nie tylko nie dostarcza rozwigzania optymalnego w skonczo-
nej liczbie krokéw, ale daje nieskoiiczony ciag przeptywow ktorych ciag wartosci
nie jest zbiezny do rozwigzania optymalnego! Przyktad takiej sieci podajemy
za [9)].

Przyklad 8.6.1 Zauwazmy wpierw, ze rozwigzaniem réwnania rekurencyjnego

~14++5

Ap+42 = Ap — Ap41, A0 = ]-7 a; = D)

n
jest a, = (‘1%‘/5) . Oznaczmy przez S sume szeregu 320 a,,

6 Z( 1+f)

n=0

(oczywiscie szereg Z::E) ayp jest szeregiem geometrycznym zbieznym).
Skonstruujmy sieé¢ (V, A; ¢) w ktorej V = {s, 1, ..., x4, Y1, ..., ya, t}, A = {(s,2;) :
i=1,..,4} U{(zs,y;) 16,5 =1,..,4} U{(yi, z;) 1 4,5 = 1,..., 4} U {(yi, vi) 1 7 #
Jyivg =1,..4y U {(yi,t) : ¢ = 1,...,4}. Przepustowosci tukow zdefiniowane sa
za$ nastepujaco. Dla tukow e; = (x4, 4;)(i =1,...,4):

c(zi,y1) =
c(x2,12) =
c(z3,y3) = az
6(3?4794) = a2

za$ dla pozostatych tukéw przepustowosci sg réwne S. Jest jasne, ze maksy-
malny przeptyw z s do t ma wartos$¢ 45. Tymczasem algorytm Forda—Fulkersona
moze postepowacé nastepujaco:

Poczatkowym przeplywem jest przeplyw rowny zero na wszystkich tukach.
Oznaczmy przez c,(e) = c¢(e) — fn(e) rezydualng przepustowosé tuku e, gdzie f,

11 Klopot tylko teoretyczny. Do$é trudno sobie wyobrazi¢ zadanie praktyczne w ktoérym
niezbedne byloby uwzglednianie ograniczen niewymiernych na przepustowos¢ tukéow.
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jest funkcja przepltywu wyznaczona po n—tej iteracji.
Pierwsza, $ciezka zwiekszajaca niech bedzie

Py = (s,21,y1,t)
Wtedy
ci(z1,91) =0, ci1(w2,y2) = a1, ci1(x3,y3) = az, c1(x4,y4) = a2
Nastepne iteracje definiujemy indukcyjnie. Przypusémy, ze
cn(€1) =0, ca(€z) = an, cnleh) = ant1, cal€}) = an41

gdzie €}, e, e}, €} sa pewnym przenumerowaniem lukoéw ej,eq, es,eq. Jako
nowg, Sciezke powiekszajaca przyjmiemy

/ / / /
57I2ay27x37y37t

Wtedy € = a,+1 1 o te warto§é mozemy zwiekszyé przeptyw wzdloz $ciezki
powiekszajacej. Otrzymamy

Cn-&-l(e/l) =0, Cn+1(€/2) = Gn42; Cn-&-l(eg) =0, Cn+1(e£1) = On+1

W nastepnym kroku bierzemy $ciezke powiekszajaca

! ! / ! / ! !
S, X9, Y2, Y15, %15 Y3, T35 Yat

W tej ostatniej Sciezce tuki (2], y1) 1 (25, y4) sa niezgodne (wszystkie pozostate
tuki sa zgodne). Zwiekszy¢ przeptyw nalezy teraz o a,y2 i otrzymamy

Cn+2(el1) = An+2, cn+2(el2) =0, Cn+2(eg) = Gn+2, Cn+1(eﬁi) = Gn+1

Po takim, przeprowadzonym w dwoch etapach, kroku algorytmu w dwoch eta-
pach wartos¢ przepltywu zwigksza si¢ 0 an+1 + any2 = a,. Nie tylko wiec
opisane operacje zwickszania przeplywu mozemy powtarzaé¢ w nieskoriczonosé,
ale warto$¢ przeptywu jest zbiezna do S, podczas gdy warto$é¢ przeptywu mak-
symalnego jest rowna 45.

8.7 Wnioski 1 zastosowania

Twierdzenie o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju i algorytm
Forda—Fulkersona sa zrodtem wielu waznych wnioskéw i prostych dowodéw waz-
nych twierdzen — takze takich ktore znane byly znacznie wczesniej. W bardzo
wielu przypadkach kluczowa role odgrywa tu wniosek 8.6.1.
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Zastosowania w teorii graféw

Do tej pory mowa byla jedynie o grafach zorientowanych. Teraz potrzebowaé
bedziemy grafu zwyklego i grafu dwudzielnego. Grafem zwyktym nazywamy pare
G = (V; E), gdzie V jest dowolnym zbiorem zwanym zbiorem wierzchotkéw grafu
G, za$ E jest pewnym podzbiorem zbioru dwuelementowych podzbioréw zbioru
V, czyli

Ec{{z,y}:z,yeV,x £y}

nazywanym zbiorem krawedzi grafu. Krawedz {z,y} grafu G, zapisujemy
krocej xy. x i y nazywamy jej konnicami. Jesli z,y € E to méwimy, ze z i y
sa wierzchotkami sgsiednimi lub polaczonymi . Zbiér sasiadéw wierzchotka
x w grafie G znaczamy przez Ng(z) ={y €V : zy € E}.

Grafy zwykle maja swoja — bardzo wygodna i sugestywna — interpretacje gra-
ficzna: wierzcholtki w tej reprezentacji sa przedstawiane jako punkty plaszczyzny
a krawedzie jako laczace je krzywe (p. rys. 8.5.1).

Zbior krawedzi F' C E jest niezalezny jezeli dla dowolnych réznych krawedzi
e, f € F zachodzi eN f = (). Zbiory niezalezne krawedzi grafu G nazywaé be-
dziemy skojarzeniami w grafie G.

Graf G nazywamy dwudzielnym jezeli istnieje podziat'? zbioru V = X UY
taki, ze dla kazdej krawedzi xy € E jeden z wierzchotkéw z,y nalezy do zbioru
X podczas gdy drugi nalezy do zbioru Y. Piszemy wtedy G = (X,Y; E).
Problem znajdowania skojarzen w grafach — na przyklad pelnych skojarzen
czyli takich zbiorow M niezaleznych krawedzi, ze |J,c,, e = V, lub skojarzen
o maksymalnej liczbie krawedzi, sa bardzo waznymi problemami teorii grafow,
posiadajacymi takze zastosowania (czy tez interpretacje) praktyczne.

Przyklad 8.7.1 W pewnym =zakladzie pracy zatrudnieni sa pracownicy
P1y--, Pk W zakladzie tym sa tez stanowiska pracy si,...,S;, przy czym nie
kazdy pracownik moze pracowaé przy kazdym stanowisku. Dla dobrego funkcjo-
nowania zakladu istotny jest problem jak przydzieli¢ stanowiska pracy wszyst-
kim zatrudnionym, by optymalnie wykorzystaé¢ pracownikéw i obsadzi¢ stano-
wiska pracy.

Taka sytuacja latwo daje sie opisa¢ przy pomocy grafu dwudzielnego G =
(X,Y; E), gdzie X = {p1,...,01},Y = {s1,...51},E = {pis; : p; moze
obstugiwaé stanowisko j}.

Nasz problem w jezyku teorii graféw mozna sformutowac tak: znajdz w G skoja-
rzenie M o maksymalnej liczbie krawedzi. Sytuacja bedzie oczywiscie najlepsza
wtedy, gdy takie skojarzenie bedzie pelnym skojarzeniem X w Y grafu dwu-
dzielnego G = (X,Y; E), t.j. wtedy gdy dla kazdego « € X istnieje krawedz
e € E taka, ze z € e!3.

W zwiazku z powyzszym przykladem powstaje naturalny problem: Fkiedy w
grafie dwudzielnym G = (X,Y; E) istnieje petne skojarzenie X wY ?
Na pytanie to odpowiada wazne twierdzenie Halla z 1935 roku.

12Przypomnijmy, ze zbiory X i Y sa podziatem V jezeli XUY =V i X Ny = 0.
13Zwrocié tu anlezy uwage na subtelng réznice pomiedzy petnym skojarzemiem w grafie
zwyklym i pelnym skojarzeniem X wY w grafie dwudzielnym (X,Y; E).
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Twierdzenie 8.7.1 (P. Hall) Niech G = (X,Y; E) bedzie grafem dwudziel-
nym. W G istnieje skojarzenie petne X w Y wtedy i tylko wtedy, jesli dla
kazdego podzbioru A C X zachodzi | A |<| Ng(A) |.

Dowdd. Zacznijmy od skojarzenia z grafem dwudzielnym G = (X,Y; E) sieci
S =(X'UY’; A, ¢) w sposob nastepujacy (por. rys. 8.5.1).

— zbiorem wierzchotkow sieci S jest V = X' UY’, gdzie

X' =X U{s}
Y =Y U{t}

— s jest zrodlem,
— t odptywem,

przy czym o wierzchotkach s i ¢t zakladamy, ze nie naleza do X UY i sa
miedzy sobg rézne.

— Zbiorem tukow sieci S jest A = {(z,y) : 2 = s,y € X lubz € X,zy €
E, lubzeY,y=t}.

— Funkcja przepustowosci ¢ : A — R dana jest wzorem

oz, y) = oo gdy zeXiyeY
Y= 1 gdy z=siyeXlubzeYiy=t

D1 53 0
1 V
P2 82 sq 1l g 1 Mgt
1 3
p3 S1 0
G S

Rys. 8.5.1

Oczywistym jest, ze maksymalny przeplyw calkowitoliczbowy w sieci S
wyznacza maksymalne skojarzenie w G i na odwrot: maksymalne skojarzenie w
G definiuje catkowitoliczbowy przeptyw w sieci S. Z wniosku 8.3.1 (lub 8.6.1)
wynika, ze istnieje maksymalny przepltyw w S przyjmujacy wartosci catkowite
na wszystkich tukach sieci'.

Przypu$émy wpierw, ze dla kazdego podzbioru A C X zachodzi |

Ng(A) |>| A |. Wykazemy, ze wtedy istnieje w S przeplyw f o wartosci

M 7Zauwazmy, ze +oco w definicji przepustowosci tukow sieci S mozna zastapi¢ wystarczajaco
duzymi liczbami caltkowitymi (na przyklad | X |).
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w(f) 2] X |-

Rzeczywiscie niech f bedzie catkowitoliczbowym przeplywem maksymalnym w
S iniech (W, W) bedzie przekrojem o przepustowosci minimalnej rozdzielajacym
s od T (na przyklad wyznaczonym przez algorytm Forda—Fulkersona).
Oznaczmy A =X NW oraz B=Y NW (p. rys. 8.5.2).

Rys. 8.5.2

Zauwazmy, ze nia ma tukow o poczatku w A i koricu w Y — B, w przeciwnym razie
mieliby$my ¢(W, W) = 400, a wigc istnieje przekrdj o mniejszej przepustowosci,
n.p. W= {s}®.

Stad B D Ng(A) i

c(WW)=[X-A|+|B|=|X|-[A|+]|B|>
2| X | =]A|+|Na(A) =] X |
Tak wiec istnieje przepltyw w S o wartosci w(f) >| X |, a skoro zaden przeptyw
nie moze mie¢ wartosci wiekszej niz | X |, w(f) =| X |.

tuki o niezeroeym przeplywie z X do Y w S wyznaczaja oczywiscie krawedzie
pelnego skojarzenia X w Y w grafie G.

Przypusémy teraz, ze w (G istnieje pelne skojarzenie X w Y. Wy-
kazemy, ze wtedy dla kazdego A C X zachodzi | A |<| Ng(A) |.
Rzeczywiscie, gdyby istnit zbior A C X taki, ze | A |>] Ng(A) | wtedy w
sieci S mogliby$my wzia¢ przekroj (W, W) ze zbiorem W = {s} U AU Ng(A).
Przepustowosé tego przekroju wynosi

c(W,W)=| X |- |A|+|Na(4) <] X|

Be({s}, X' UY' — {s}) =| X |< +oo.
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Skoro istnieje przekroj rozdzielajacy o przepustowosci mniejszej niz | X |, to w
S nie ma przeplywu o wartosci | X |, czyli w G nie istnieje skojarzenie pelne X
w Y — ta sprzeczno$é¢ konczy dowdd twierdzenia 8.7.1 |
Dla graféow dwudzielnych prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Zbioér roéznych reprezentantow

Niech bedzie dany zbiér X i pewna rodzina podzbioréw X tego zbioru. Kiedy
istnieje zbior Y C X taki, ze istnieje ro6znowartosciowa funkcja g : X — Y?
Jedli taki zbiér Y istnieje, nazywamy go zbiorem roznych reprezentantow rodziny

X.

Przyklad 8.7.2 W sejmie, senacie'® istnieja rézne komisje zajmujace sie 162-
nymi problemami 7.

Komisje te kedziemy traktowali jako podzbioru zbioru postéw (lub senato-
row). Kazda komisja ma swojego przewodniczacego. Wygodnie jest by prze-
wodniczacymi réznych komisji byly rézne osoby. Powstaje wiec problem: jak
powinny byé dobrane komisje by mogto tak by¢?

Problem istnienia zbioru réznych reprezentantéw mozna przettumaczyé na
jezyk teorii graféw nastepujaco:
Niech kazdemu zbiorowi X; € X odpowiada wierzchotek x; i niech A = {z; :
X; € X}, oraz B = X. Niech teraz G bedzie grafem dwudzielnym G = (A, B; E)
takim, ze E = { X,z : ¢ € X;}. Problem istnienia zbioru réznych reprezentantow
rodziny X jest rownowazny istnieniu w G skojarzenia pelnego zbioru A. Stad i
z twierdzenia 8.7.1 wynika bardzo tatwo nastepujacy wniosek.

Whiosek 8.7.2 (Hall) [12] Niech X bedzie rodzing n podzbioréw zbioru X.
Zbior roznych reprezentantéw rodziny X istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy unia
dowolnych k < n zbioréw rodziny X zawiera co najmniej k elementow.

Nastepne, stynne twierdzenie Kéniga-Egervary’ego, zostato opublikowane w ksiazce
Koniga [15] ktorej ukazanie sie w 1936 roku stalo sie, jak sie powszechnie uwaza,
zaczynem"trwajacego do dzi§ bardzo intensywnego rozwoju teorii grafow!s.

Twierdzenie 8.7.3 (Koniga-Egervary’ego) W grafie dwudzielnym G = (X,Y; E)
minimalna liczba wierzchotkow w zbtorze rozdzielajgcym X 1Y jest rowna liczbie
krawedzi w maksymalnym skojarzeniu.

Przyklad 8.7.3 Na rysunku 8.5.3 przedstawiono graf dwudzielny. Sprawdz, ze
wierzchotki wyrdznione tworza w nim zbiér rozdzielajacy i wskaz skojarzenie o trzech
krawedziach.

16 Takse Senacie Akademii Gorniczo—Hutniczej.

17W Senacie AGH sa to Komisje do Spraw Ksztalcenia, Naukowa, Budzetowa i inne.

187 pewnoscia powodéw gwattownego rozwoju teorii graféw bylo z pewnoscig wiele (np.
znany problem czterech koloréw, liczne zastosowania (w tym w informatyce)). Niewatpliwie
jednak ksiagzka Koniga odegrala w tym rozwoju duza role.
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Rys. 8.5.3

Dowéd twierdzenia 8.7.3 jest podobny do dowodu twierdzenia 8.7.1. Z grafem
G kojarzymy sie¢ S = (X', Y'; E') w identyczny co w dowodzie twierdzenia
8.7.1 sposob i zauwazamy, ze kazdemu przekrojowi (W, W)z W = AU B U {s},
A C X,B C Y, o przepustowosci w S rownej, jak widzielismy, | X — A | +
| B |, odpowiada zbior rozdzielajacy (X — A)UB ktory tezma | X — A |+ | B |
wierzchotkow. |

8.8 Przepustowos$é wierzchotkéow

Zanim powiemy jak powiemy jak uog6lni¢ twierdzenie 8.7.3 dla dowolnych gra-
fow (niekoniecznie dwudzielnych), powiedzmy jak poradzi¢ sobie z problemem
maksymalnego przeplywu w sieci w ktorej poza ograniczeniami na przepusto-
wosci tukéw dane sa takze przepustowosci wierzchotkow.

Mamy wtedy nastepujacy problem:

Dla danej sieci S = (X, A;c,¢), gdziec: A — RT ¢: X — R* o #rddle s i
odptywie t znalezé funkcje f: A — R spetniajgcg

Z flz,y) — Z f(z,2) =0 dla kazdego x € V — {s,1}

(z,y)€A (z,x)EA
Z flz,z) < é(x) dla kazdego x € V
(z,x)€A
0< flz,y) <c(z,y) dla wszystkich (z,y) € A

zmaksymalizowaé
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Rozwigzanie powyzszego problemu!? otrzymujemy bardzo latwo korzystajac z
poznanej juz metody dla sieci bez ograniczen przepustowosci wierzchotkow.
Tworzymy nowa sie¢ S’, A, ¢') w ktorej kazdy wierzcholek x zastepujemy dwoma
wierzchotkami z’ i z”.

Zbior tukow A’ i przepustowosci definiujemy nastepujaco:

1. A ={(2/,2"): 2z e VIU{(y", o) : (y,z) € A},
2. d(a',2") = é(x) dla kazdego xz € V,
3. ', 2") = c(z,y) jesli (y,z) € A

Jest oczywiste, ze wartos¢ maksymalnego przeptywu f w sieci S ze zrédla s do
odplywu ¢ jest rowna wartosci maksymalnego f’' przeplywu w S’ ze zrodla s
do odplywu t”.

Oczywistym jest takze, ze f’ mozna znalezé przy pomocy algorytmu Forda—
Fulkersona i w tatwy sposob sprowadzi¢ potem do przeptywu f w sieci S.

8.9 Twierdzenie Mengera

W niniejszym podrozdziale bedzie mowa o spojnosci grafu i parametrze x(G)
ktory jest w pewien sposéb miara spdjnosci grafu G. Zaréwno spdjnosé jak
parametr x sa podstawowymi, bardzo waznymi pojeciami teorii grafow.

Dla grafu G = (V; E) i podzbioru S C V przez G — S oznaczamy graf G’ =
(V- S;E), gdzie E' = {e € E: e CV — S}. Inaczej moéwiac, zbior krawedzi
grafu G — S to te krawedzie grafu G ktorych zaden z koncéw nie jest w S.
ciezka z x do y w grafie G = (V; E) nazywamy ciag wierzchotkow i krawedzi

P =(z1,e1,%2,€2, ..., T, €y Tht1)

(zieVyi=1,.,k+1,e; € E,j=1,..,k) taki, ze e; = x;x;41.

Mowimy, ze graf G jest spojny jesli dla dowolnych wierzchotkow x i y grafu G
istnieje Sciezka z = do y (méwimy takze Sciezka laczaca x z y).

Minimalna liczbe k taka, ze w grafie G istnieje zbiér wierzchotkéw S spelniajacy
warunki

1. |S|=k
2. G — S nie jest grafem spojnym lub ma tylko jeden wierzchotek

nazywamy liczba spojnosci grafu G , lub spdjnoscia grafu i oznaczamy
przez £(G).

19Zauwazmy, ze ograniczenia przepustowosci wierzchotkéw moga wystepowaé w zagadnie-
niach praktycznych. W sieciach komunikacyjnych czesto wierzcholki oznaczaja skrzyzowania
ulic. Jest oczywiste, ze mozliwos¢ wprowadzenia ograniczeri przepustowosci wierzchotkow —
skrzyzowan jest tu bardzo istotna.
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Przyklad 8.9.1 Czytelnik zechce sprawdzi¢, ze graf G przedstawiony na rysunku
8.5.1 ma liczbe spojnosci rowng 2 (k(G) = 2).

O grafie G dla ktorego x(G) = k moéwimy, ze jest [—spojny, dla kazdego [ <
k(G).

Przyklad 8.9.2 Graf G z rysunku 8.5.1 jest 1—spdjny i 2—spojny.

Oczywiscie grafy spojne sg 1—spdjne.

Niech G bedzie grafem spojnym (k(G) > 1). Zbior S taki, ze G — S nie jest
spOjny nazywamy separatorem grafu G. Separator S o minimalnej liczbie
wierzcholtkow (a wiec taki, ze | S |= x(G)) nazywamy separatorem minimalnym.
Niech P i P’ beda dwoma $ciezkami taczacymi dwa rozne wierzchotki x i y.
Moéwimy, ze P i P’ sg wewnetrznie rozlaczne jezeli jedynymi wspolnymi
wierzchotkami tych $ciezek sa x 1 y.

Twierdzenie 8.9.1 Maksymalna liczba Sciezek wewnetrznie roztgcznych tgczq-
cych dwa wierzchotki x i x grafu G jest rowna licznosci minimalnego separatora
rozdzielajacego x i y.

Dowdd. Z grafem G = (V; E) skojarzmy sie¢ S o zbiorze wierzchotkow V', oraz
zrodle, odplywie, zbiorze tukow A i funkcjami przepustowosci tukow i wierz-
chotkow zdefiniowanymi w sposéb nastepujacy:

1. x jest zrodtem sieci S,

2. y jest odptywem S,

3. kazdej krawedzi ab w grafie G odpowiadaja dwa tuki w S: (a,b) i (b, a),
4. przepustowosé¢ kazdego tuku wynosi 400,

5. przepustowosci wszystkich wierzchotkéw réznych od z i y wynosza 1,

6. przepustowosci x i y wynosza +oo.

Maksymalny caltkowitoliczbowy przeptyw z x do y wyznaczy nam oczywiscie
maksymalna liczbe $ciezek wewnatrznie rozlacznych z x do y. Przekréj o mi-
nimalnej przepustowosci w sieci S wyznaczy z kolei minimalny separator x od
y. 7Z twierdzenia o maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju wynika
teraz twierdzenie 8.9.1. |
Z twierdzenia 8.9.1 wynika natychmiast twierdzenie Mengera:

Whiosek 8.9.2 (Twierdzenie Mengera) W dowolnym grafie G kazde dwa
wierzchotki sq potgczone k(G) Sciezkami wewnetrznie roztgeznymi. |

Czytelnik zechce samodzielnie zastanowi¢ sie jak udowodnié nastepny wniosek,
ktory jest uogolnieniem twierdzenia Mengera (por. ¢wiczenie 8.9.4).

‘Whniosek 8.9.3 Niech A i B bedg dwoma roztgcznymi zbiorami wierzchotkdw
grafu G takimi, ze | A |, | B |> k(G). Wtedy istnieje w G k(G) wierzchotkowo
roztgeznych Sciezek z A do B.
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8.9.1 ¢wiczenia

Cwiczenie 8.9.1 Napisz problem prymalny i dualny dla znajdowania maksy-
malnego przeptywu w sieci przedstawionej na ponizszym rysunku (dla dowolnej
funkcji przepustowosci ¢ : A — R).

Cwiczenie 8.9.2 Metoda Forda-Fulkersona znajdz maksymalny przeptyw i mi-
nimalny przekrdj w ponizszej sieci.

Cwiczenie 8.9.3 Skorzystaj z algorytmu Forda-Fulkersona by znalezé maksy-
malne skojarzenie w grafie dwudzielnym G = (X,Y; E), gdzie:

X = {u7v7w’ x7y7 Z}
Y = {a’7bacadaeaf}
E = {ub, ud,va,vb, ve, b, xd, yb, yd, za, ze, z f, wd, we,w f }

Skomentuj otrzymany wynik.
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Cwiczenie 8.9.4 Wykaz, ze jesli graf jest k spojny to dla dowolnych roztacz-
nych zbiorow wierzchotkow A i B takich, ze |A|,|B| > k istnieje k $ciezek
Py, ..., Py o roztacznych zbiorach wierzchotkéw takich, ze poczatkowy wierzcho-
tek kazdej ze $ciezek jest w zbiorze A a koricowy w B.
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Rozdzial 9

Problem transportowy

W problemie transportowym zajmujemy sie przepltywami, podobnie jak w przy-
padku problemu maksymalnego przeptywu. Tym razem jednak zakladamy, ze
przepustowosci tukéw sa nieograniczone, natomiast z przeplywem zwiazane sg
koszty. Mamy wiec pewna liczbe magazynéw o okreslonych zasobach, pewna
liczbe odbiorcéow o okreslonych ptrzebach a takze wezty posrednie (stacje prze-
tadunkowe) do ktorych wplywa tyle samo transportowanych débr, co i wyplywa.
Mamy tez laczace wezly tuki przez ktore odbywa sie przeptyw dobr, ktory jest
zwiazany z pewnymi kosztami. Celem jest dostarczenie débr do odbiorcéw po
jak najmniejszym koszcie.

Takze tym razem bedziemy musieli poda¢ pewng, ilo$¢ informacji z teorii grafow,
konkretnie informacje o grafach zwanych drzewami, ktore beda nam niezbedne
w dalszej czesci algorytmu zwanego simpleksem sieciowym.

9.1 Drzewa

Trasa w grafie nieskierowanym G = (V; E) nazywamy ciag wierzchotkow Py, =
(v, V1, ..., E—1) taki, ze dowolne dwa kolejne wierzchtki trasy v;, v;11 sa pola-
czone krawedzia. Droga to taka trasa (vg,v1, ..., k1), W ktorej v; # v,y dla
1 =0,....,k — 2. Jedli dodatkowo vi_1 = vy, woéwczas droge nazywamy cyklem
(piszemy wtedy Ck = (vo,v1, ..., Vp—1,00)). O grafie G mowimy, ze jest spojny
jezeli dowolne dwa wierzchotki tego grafu sa potgczone drogg.

Dtlugoscia drogi (cyklu) nazywamy liczbe tworzacych je krawedzi.

Oczywiscie grafy Ps i Cy (przedstawione na rysunku 9.1) sa spdjne natomiast
graf, ktory jest suma Ps i Cy, czyli calym grafem przedstawionym na tym ry-
sunku jest niesp6jny. Maksymalny podgraf spojny grafu nazywamy skladowa.
Graf przedstawiony na rysunku 9.1 ma dwie sktadowe: Ps i Cy.

Drzewem nazywamy graf spojny nie zawierajacy cykli (p. rysunek 9.2).

Dla grafu G = (V; E) i dwoch niepotaczonych wierzchotkow u,v € V' przez
G + uv oznaczamy graf powstaly przez potaczenie w G wierzchotkow u i v
krawedzia. Inaczej G + wv = (V; EU {uv}).

115
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o o o o o

P Cy

Rysunek 9.1: Dwa grafy spojne

S

Rysunek 9.2: Drzewa

Twierdzenie 9.1.1 Graf G = (V; E) rzedu n = |V| > 2, niepelny, jest drze-
wem wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych dwdch niepotgczonych wierzchotkow
u,v € V graf G + uv zawiera doktadnie jeden cykl.

Dow"od.

e Przypusémy, ze G jest drzewem a u i v sa niepotaczonymi wierzchotkami

tego grafu. Skoro G jest spojny, istnieje w G droga laczaca u z v, po-
wiedzmy (u = vy, va,...,v% = v). Oczywiscie (v, va, ..., Vg, v1) jest cyklem
grafu G 4+ uv. Co wiecej, cykl ten jest jedynym cyklem w G 4 uwv. Gdyby
bowiem istnialy dwa cykle w G + wv, oba musialyby zawieraé¢ krawedz
uv, bowiem G jako drzewo zadnego cyklu nie zawiera. Mieliby$my, po-
wiedzmy, cykle (v = uy, ug, ..., u; = v,u) oraz (U = W1, W, ..y Wy, = U, U).
Wtedy jednak C' = (ug,u2, ..., u; = Wi, Win—1,...,w1 = u) bylby cyklem
w GL.

Przypu$émy, ze graf G jest taki, ze po potaczeniu dowolnych dwoch nie-
potaczonych wierzchotkéw istnieje w nim dokladnie jeden cykl.

1Zwracam uwage na luke w dowodzie. Zgodnie z definicja cyklu przyjeta w tym rozdziale,
wierzcholki w cyklu wystepuja co najwyzej jeden raz. W konstrukcji podanej w dowodzie
otrzymujemy cykl, w ktorym wierzchotki moga sie powtarzaé. latwo jednak te trudnosé¢ po-

konac.
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G jest grafem spojnym. Rzeczywiscie, jesli u,v € V to albo te dwa wierz-
chotki sa potaczone krawedzia (droga dtugosci 1), albo nie, lecz wtedy w
grafie G + uv krawedz uv jest zawarta w cyklu, skad tatwo wynika, ze u
jest w G polaczone Sciezka z v. Co wiecej, skoro dla dowolnych niepo-
taczonych w G wierzchotkéw u,v graf G, v zawiera dokladnie jeden cykl,
graf G nie moze zawiera¢ cyklu. |

Twierdzenie 9.1.2 Niech T = (V; E) bedzie drzewem rzedu n i niech v be-
dzie dowolnym wierzchotkiem drzewa T'. Wowczas istnieje takie uporzgdkowa-
nie vy,vs, ..., v, wierzchotkow grafu T, ze v = vy @ kazdy wierzchotek v; jest
potgczony z doktadnie jednym wierzchotkiem ze zbioru {v1,va,...,v;—1}.

Dow"od. Dla dowodu twierdzenia 9.1.2 podamy rekurencyjnie sposéb upo-
rzadkowania vy, vs, ..., v, wierzcholtkdéw spelniajacy warunki twierdzenia.
Oczywiscie musimy mieé¢ v; = v.

Przypusémy teraz, ze mamy uporzadkowanie m wierzchotkéw vy, ve, ..., vy, drzewa
T spelniajace warunki twierdzenia i na dodatek takie, ze podgraf drzewa T
indukowany przez te wierzcholki jest spojny (oczywiscie wynika stad, ze pod-
graf ten jest drzewem). Jesli m = n wowczas nasza konstrukcja jest zakon-
czona. Jesli nie, woéwczas ze spojnosci 1" wynika, ze istnieje wierzchotek = €
V — {v1,v2, ..., v} polaczony z jednym z wierzchotkow zbioru {vy,va, ..., U }.
Gdyby z byl polaczony z dwoma wierzchotkami sposrod {vy, ..., v, }, na prazy-
ktad gdyby uz € E,wx € E, gdzie u,w € {v1,...,vm},u # w, wowczas istnia-
laby droga P laczaca u z w w podgrafie indukowanym przez {vy, ..., v, } (wiemy,
ze ten podgraf jest spojny) i (zPz) bylby cyklem zawartym w T', a taki cykl nie
istnieje, bowiem T jest drzewem. Stad wynika, ze x moze by¢ polaczony tylko z
jednym wierzchotkiem zbioru {vy, ..., v, }. Mozemy wiec przyjac vpyr1 =z. B

Dla dowolnego grafu G = (V; E) liczbe jego wierzchotkow nazywamy rze-
dem grafu G i oznaczamy przez |G|. Liczbe krawedzi G nazywamy rozmiarem
grafu G i oznaczamy przez || G ||.

Dla dowolnego grafu G o zbiorze wierzchotkéow V' = {uq,...,u,} i zbiorze
krawedzi E = {ey,..., e} macierz incydencji M = M(G) zdefiniowana jest
wzorem

M | 1 jesli krawedz e; jest incydentna z wierzchotkiem v;
Y€1 0 w przeciwnym przypadku

W sytuacji takiej jak powyzej mowimy, ze macierz M ma wiersze indeksowane
wierzchotkami, a kolumny krawedziamu grafu G.

Przyktlad 9.1.1 Przykladowe uporzadkowanie wierzchotkéw Ps spelniajace wa-
runki twierdzenia 9.1.2 zaznaczono na rysunku 9.1. Na tym samym rysunku
przez e; oznaczono jedyna krawedz. ktora laczy wierzcholek v; z jedynym wierz-
chotkiem o indeksie mniejszym niz i. Dla takich oznaczen macierz incydencji
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jest réwna
€1 €2 €3 €4
vy |1 0 1 O
vo |1 1 0 O
M(Ps) = wl0 1 0 0 (9.1
vy |0 0 1 O
vs |0 0 0 1

(we wzorze (9.1) zaznaczono takze wierzcholki i krawedzie indeksujace poszcze-
golne wiersze i kolumny macierzy).

‘Whiosek 9.1.3 .
1. Dla dowolnego drzewa T prawdziwy jest wzor || T ||= |T| — 1.

2. Rzqd macierzy incydencji dowolnego drzewa rzedu n jest rowny n — 1.

Dow"od. Niech wierzchotkami drzewa T beda vy, vs, ..., v, uporzadkowane
tak, jak w twierdzeniu 9.1.2.

Dow. 1. Dowd6d pierwszej czesci wniosku jest oczywisty: dodajac do drzewa kolejny
wierzchotek v; dodajemy doktadnie jedng krawedz poza ¢ = 1 kiedy to nie
mamy jeszcze zadnej krawedzi.

Dow. 2. Macierz incydencji drzewa rzedu n ma n — 1 kolumn (tyle jest bowiem
krawedzi, ktorymi kolumny sa indeksowane). Stad rzad macierzy M jest co
najwyzej rowny n—1. Zauwazmy takze, ze po usunieciu pierwszego wiersza
otrzymamy macierz o rozmiarze (n — 1) x (n — 1), ktoére na przekatnej
ma jedynki, natomiast pod przekatna zera. Wyznacznik tak otrzymanej
macierzy kwadratowej jest roéwny 1, stad jej rzad jest rowny n — 1. Wobec
tego rzad macierzy incydencji drzewa jest rowny n — 1. |

9.2 Drzewa skierowane

Niech G = (V; E) bedzie grafem skierowanym. Szkieletem grafu G nazywamy
graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkow V' (a wiec tym samym, co zbior wierz-
chotkow grafu G, w ktorym kazdy tuk grafu G zastepujemy krawedzia powstala
z tego tuku przez pominiecie jego orientacji. Zauwazmy, ze szkieletem grafu
skierowanego moze by¢ graf, ktory nie jest grafem zwyklym, bowiem niektore
jego wierzchotki moga by¢ polaczone krawedziami wielokrotnymi. Tak jest na
przyklad dla graféw przedstawionych na rysunku 9.3. Graf G’ jest szkieletem
grafu skierowanego G i nie jest grafem zwyklym gdyz dwa jego wierzcholki sg
polaczone krawedzia podwojng (w ten sposob w G istnieje cykl dtugosei 2, co
w grafach nieskierowanych zwyklych nie jest mozliwe).

Drzewem skierowanym nazywamy graf skierowany, ktorego szkielet jest
drzewem. Nastepujacy wniosek jest dos¢ oczywista konsekwencja wczesniejszych
twierdzen dla drzew nieskierowanych. Przypomnijmy, ze cyklem w grafie skie-
rowanym jest ciagiem wierzchotkow Cj = (uq,us, ..., uk, u1) takich, ze u; # u;
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o« e

G G’
Rysunek 9.3:

dla i # j i kazde dwa kolejne wierzchotki na cyklu sg polaczone (przy czym nie
precyzujemy, czy (u;, ui+1) € E(Ck) czy tez (uit1,u;) € E(Cy)).

Wnhniosek 9.2.1 1. Graf skierowany G = (V3 E) rzedu n = |V| > 2, nie-
petny, jest drzewem wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnych dwdch niepo-
tgczonych wierzchotkéw u,v € V' graf G 4+ (u,v) zawiera doktadnie jeden
cykl.

2. Niech T bedzie drzewem skierowanym rzedu n ¢ niech v bedzie dowol-
nym wierzchotkiem drzewa T. Wdowczas istnieje takie uporzgdkowanie
V1, Vo, ..., Uy, wierzchotkow grafu T, zZe v = vy @ kazdy wierzchotek v; jest po-
tgczony, powiedzmy tukiem e;, z doktadnie jednym wierzchotkiem ze zbioru
{’Ul, V2, ey ’Uifl}.

3. Rozmiar dowolnego drzewa skierowanego rzedu n jest réwny n — 1.

4. Rzgd macierzy incydencji dowolnego grafu skierowanego rzedu m wynosi
n—1.

9.3 Problem transportowy - simpleks sieciowy

Celem naszych rozwazan bedzie przypisanie przeptywoéw tukom zadanej sieci
(zwanej siecia transportowa) w taki sposob aby spelnione byly oczekiwania od-
biorcéw (potrzeby). Transport tych dobr odbywa si¢ ze zbioru magazynow,
ktorych zapasy nie moga zostaé¢ przekroczone i odpywa sie w sieci, w ktorej
znany jest koszt jednostkowego (jednostki dobr) przeplywu przez kazdy tuk.
Przepustowosé tukéw nie jest ograniczona. Tym razem podejscie do problemu
jest takie, zeprzez kazdy tuk da sie przetransportowaé dowolng iloéé doébr, na-
tomiast istotne sg koszty, ktore minimalizujemy.

Nasza sieé jest wiec grafem skierowanym G = (V, A), przy czym V = MUOUP,
gdzie

e M - to magazyny,
e O - odbiorcy,

e P - wezly posrednie (mozemy tez interpretowaé te wierzchotki grafu G
jako stacje przetadunkowe).
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- Funkcja
c:E— R

jest funkcja kosztow - interpretujemy ja tak, ze przeplyw przez tuk e o
jednostek dobr kosztuje a - c(e).

- W kazdym magazynie m € M mamy okreslony zapas (powiedzmy) su-
rowca. Podobnie, kazdy odbiorca o € O ma pewne zapotrzebowanie na
transportowany w sieci surowiec. Dla naszego problemu wygodniej jednak
bedzie nam moéwi¢ wylacznie o zapotrzebowaniach w wierzchotkach.
Zapotrzebowania w wierzchotkach, ktore nazwaliSmy odbiorcami beda
dodatnie, zapotrzebowania w wierzchotkach posrednich beda rowne zeru,
natomiast w wierzchotkach, ktére nazwaliSmy magazynami zapotrzebo-
wania beda ujemne. W takiej konwencji funkcje f : V' — R bedziemy
nazywali przeplywem dopuszczalnym jezeli dla kazdego wierzchotka
v € V prawdziwa jest réwnosé

Yo f@v) = Y flv,z) =bv) (9-2)

z:(z,v)EA z:(v,x)EA
przy czym pamietamy, ze

<0 jesiveM
b(v) =0 jesliveP
>0 jesliveO

- Bedziemy zaklada¢, jakkolwiek by to bylo nieralne, ze suma wszystkich
zapotrzebowaii jest rowna sumie wszystkich zapasow?, czyli

> b(v) =0 (9.3)

veV

- Funkcja celu, ktora bedziemy minimalizowaé jest koszt catkowity trans-
portu, czyli

k(f) = Z c(e) - f(e) = min (9.4)

ecA

Z przeptywem f mozna skojarzy¢ wektor x o |E| wspotrzednych . = f(e), gdzie
e € E. Jesli f jest przeptywem dopuszczalnym (spelniajacym (9.2) to x takze
bedziemy nazywaé przeplywem dopuszczalnym. Podobnie, koszty jednostkowe
przeplywow przez tuki e € E tworza wektor ¢ o wspolrzednych c., zwany wek-
torem kosztow jednostkowych. Oznaczmy przez A macierz incydencji grafu

2To jest oczywiscie zalozenie zupelnie nierealne, taka sytuacja nigdy nie zdarza si¢ w
rzeczywistosci. Pézniej jednak zobaczymy, ze z sytuacja kiedy suma zapasow jest wieksza od
sumy zapotrzebowail (to znaczy gdy — >, car b(v) > -, ¢ b(v)) bardzo tatwo sobie poradzic.
W przypadku przeciwnym, to znaczy gdy suma zapasoéw jest mniejsza od sumy zapotrzebowan,
sytuacja jest beznadziejna: tego nie da sie rozwiaza¢. Potrzebna rewolucja.
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G i przez b wektor o wspotrzednych b, = b(v). Nasz problem mozemy teraz
zapisa¢ w postaci wektorowej

zminimalizuj c X

przy warunku: Ax=D>b (9-5)

Oczywiscie i tym razem mamy do czynienia z problemem programowania linio-
wego.

Dla tak postawionego zadania pokazemy metode, znacznie lepiej dopasowang
do tego zagadnienia niz poznany juz simpleks, zwana simpleksem sieciowym.
Na metode simpleksu siecioweg sktadaja sie dwa elementy: inicjalizacja i itera-
cje.

1. Inicjalizacja. Bedziemy musieli znalezé jakiekolwiek rozwiazanie dopu-
szczalne, to znaczy funkcje f : E — R spelniajaca uklad réwnan (9.2)
lub, co na jedno wychodzi, wektor x spelniajacy rownanie Ax = b. Otrzy-
mane na etapie inicjalizacji rozwiazanie bedziemy w nastepnym etapie
algorytmu polepsza¢ az do momentu, kiedy otrzymamy rozwiazanie opty-
malne.

2. Iteracje. Bedziemy polepsza¢ kolejno otrzymywane rozwiazania dopu-
szczalne az do momentu kiedy rozwazane rozwiazanie bedzie optymalne.

W dalszym ciagu opisu metody wykazemy, ze jesli aktualnego rozwiazania do-
puszczalnego nie da sie polepszy¢ metoda simpleksu sieciowego, to rozwiazanie
to jest optymalne oraz pokazemy jak rozwiazaé problem, ktory nie spetnia nie-
realistycznego zalozenia (9.3).

9.3.1 Iteracje

Przypu$émy, ze mamy rozwiagzanie dopuszczalne f. Co wiecej, przypusémy, ze
to rozwigzanie jest generowane przez pewne drzewo zawierajace wszystkie wierz-
chotki grafu G (to znaczy, ze wszystkie tuki dla ktorych przeptyw dopuszczalny
f jest niezerowy tworza pewne drzewo zawarte w G°).

To drzewo nazywaé bedziemy krétko drzewem dopuszczalnym.

Wykazemy, ze albo funkcja przepltywu dopuszczalnego f jest optymalna, albo
istnieje inne rozwigzanie dopuszczalne f’ takie, ze

o k(f) < k(f) oraz
e [’ takze jest generowana przez pewne drzewo.

Oznaczmy przez T drzewo dopuszczalne generowane przez rozwigzanie do-
puszczalne f.

3W rzeczywistoéci bedzie mogto byé¢ tak, ze podgraf grafu G generowany przez tuki na
ktorych dopuszczalna funkcja przeptywu f jest niezerowa nie jest drzewem, lecz nie posiada
cykli. To juz nam wystarczy. latwo bowiem sprawdzi¢, ze wtedy mozna zawsze dodaé ta-
kie tuki na ktorych jest przeplyw zerowy, dodanie ich do rozwiazania niewiele zmienia, a w
rezultacie otrzymamy drzewo.
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Krok 1. Uporzadkujmy wierzcholki zbioru V wszystkich wierzchotkéw grafu
G w taki sposob, by wierzcholek v; 11 byt potaczony ze zbiorem {vy, ..., v; }
doktadnie jednym tukiem e;.

Kluczows role w metodzie odgrywaja tak zwane uczciwe ceny w wierz-
chotkach.

Liczby y1,v2,...,yn € R nazywamy uczciwymi cenami jesli spelniaja
uktad réwnan

yi +c(vi,v;) =y;  dla (vi,v5) € A(T) (9.6)

Nazwa uczciwe ceny jest w pelni uzasadniona. Wiadomo bowiem skad si¢
te ceny biorg: w wierzchotku v; na cene¢ uczciwg sktadaja sie ceny dojscia
do tego wierzcholka (przy czym pamietamy, ze uzywamy wylacznie tukow
naszego drzewa T').

Macierz uktadu |V| —1 = n — 1 (rozmiar drzewa) rownani (9.6) jest ma-
cierza incydencji drzewa T, a wiec jest rzedu n — 1 (na mocy wniosku
9.2.1). Skoro za$ zmiennych jest n uktad ten jest niesprzeczny i jego zbior
rozwiazan zalezy od jednego parametru, oznaczmy go przez d.

Co wiecej, tatwo zauwazy¢, ze jesli yi,...,y, jest rozwigzaniem ukladu
(9.6), wowczas takze y; + d, ..., yn + d jest rozwiazaniem (9.6). Tak wiec
zawsze mozna znalezé rozwiazanie (9.6), w ktorym wszystkie uczciwe ceny
sa nieujemne (co prawda ceny ujemne nie przeszkadzalyby nam w popraw-
nych rachunkach, ale byloby to malo realistyczne?).

Od tego momentu prezentacji algorytmu bedzie towarzyszyt przyktad.

Przyklad 9.3.1 Niech graf G bedzie taki, jak na rysunku 9.4. Numerki
przy wierzchotkach oznaczaja ich poczatkowe etykiety, ktorych bedziemy
uzywac takze w przysztosci).

Rysunek 9.4: G

Wierzchotki 1 i 2 sa magazynami o zapotrzebowaniach 6 (kazdy z nich),

4Uczciwoéé tez musi mieé jakies granice. Na przyklad rozsadek.
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odbiorcami sa wierzchotki 5 i 6, zapotrzebowanie Te informacje wygodniej
zapis¢ w postaci tabelek.

magazyn | zapas odbiorca | zapotrzebowanie
1 6 ) 4
2 6 6 8

Roéwnania ukladu (9.2) przyjma postaci nastepujace:

ZT41 — x13 — T16 = —6

—T23 — T24 — Tas — T2g = —6
Z36 — T13 — T2z =0

ZT41 + Tas + Tae — 224 =0
Tos + x45 = 4

Z16 + T26 + T36 + Tag = 8

gdzie, dla wygody, przepltyw z ¢ do j oznaczono przez x;; (zamiast f(i, 7)).
Koszty jednostkowe przewozu przez poszczegblne tuki obrazuje ponizsza
tabelka.

tuk || (1,3) | (1,6) | (2,3) [ (2,4) [ (2,5) | (2,6) [ (3,6) [ (4, 1) | (4,5) | (4,6)
koszt | 4 [ 3 | 3 | 1 | 1 [ 3 | 5 | 2 | 1 |1

Na rysunku nastepnym (9.5) przedstawiono drzewo i rozwiazanie dopu-
szczalne f. Liczby wpisane obok lukéw sa wielkosciami przepltywéw na
tych tukach natomiast obok wierzchotkéw sa teraz wpisane etykiety wierz-
chotkow spelniajace warunek drugi wniosku 9.2.1. Obok lukéw wpisano
takze ich etykiety nadane jak o tym moéwi druga czesé wniosku 9.2.1. Przy-
pomnijmy, ze magazynami sa wierzchotki oznaczone teraz przez vy, vs, oba
o zapasie 6, natomiast odbiorcami vy i v5 0 zapotrzebowaniach, odpowied-
nio 81 4.

Rysunek 9.5: Pierwsze dopuszczalne drzewo i przeptyw:  f(ve,v1) =
6) f(v?)yvl) = 27 f(vlav4) = 87 f(U37U5) = 4a f(v?)a UG) =0

Koszt przepltywu wynosi

k(f)=6-4+2-3+8-54+4-1+0-1=74
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Macierz incydencji jest postaci

(&1 () €3 €4 €5
v | -1 -1 1 0 0
v | 1 0 0 0 0
M1 = s 0 1 0 1 1
vg | O 0 -1 0 0
vs | 0 0 0 -1 0
vg | 0 0 0 0 -1

Uktad rownan definiujacy uczciwe ceny jest nastepujacy (z lewej strony
zaznaczono tuki indeksujace kolejne rownania).

el : Yo +4 =1
€ : ys+3=1u1
es: y1+5 =1y
ey : ys+1=uys
es: ys+1=1ye

Rozwigzaniem tego uktadu (na dodatek takim, w ktorym wszystkie uczciwe
ceny sa nieujemune) jest na przyktad

y1=4, y2=0,y3=1, y4 =9, ys =2, yg = 2

Do przyktadu wrécimy, teraz nastepny krok algorytmu.

Krok 2. Zauwazmy teraz, ze jesli w sieci istnieje tuk (vg, v;) € A(G) taki, ktory

nie nalezy do drzewa dopuszczalnego T' oraz

yi + c(vg,v) <y (9.7)

wowczas mozemy zaopatrzy¢ wierzchotek v; w przesytane dobra po nizszej
cenie® wykorzystujac tuk (v, v;) (ten tuk nie jest w rozwigzaniu dopusz-
czalnym f wykorzystywany, bo nie nalezy do drzewa dopuszczalnego).
tuk (vg,v;) nazywamy tukiem wchodzacym.

Krok 3. Do grafu T dodajemy tuk (vg,v;) (graf otrzymany z grafu T przez

dodanie tuku (v, v;) oznaczamu przez T + (vi, v;)).

Na mocy wniosku 9.2.1 w grafie grafu T + (vg,v;) zawarty jest doktadnie
jeden cykl C'.

tuk (vg,v;) wyznacza pewna orientacje cyklu C (por. rys. 9.6). Wszystkie
tuki cyklu C sa albo zgodne albo niezgodne z ta orientacja.
Modyfikujemy przeplyw f

dodajac t na tukach zgodnych oraz

odejmujac t na tukach niezgodnych (na pozostatych tukach, tych, ktore
nie naleza do cyklu C przeplyw nie ulega zmianie).

5Formalnie udowodnimy ten fakt w twierdzeniach 9.3.1 1 9.3.2.
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Rysunek 9.6: Krok 2: dodajemy t na tukach zgodnych cyklu C' i odejmujemy
na niezgodnych

Zdefiniujmy nowa funkcje f; wzorem

f(vi,v5) jesli (v;,v;) nie jest tukiem cyklu C,
B fvi,v5) +t  jesli (v, v;) jest tukiem
fi= zgodnym cyklu C, (9.8)

f(vi,v;) =t jesli (v5,v;) jest tukiem
niezgodnym cyklu C

Twierdzenie 9.3.1 Jesli f jest przeptywem dopuszczalnym generowanym przez
drzewo T, y1, ..., Yn $G uczciwymi cenami wyznaczonymi z uktadu réwnarn (9.6),
istnieje tuk (v, v;) spetniajgcy nierdwnosé (9.7), C jest cyklem grafu G+ (vg,v;)
oraz

to = min{f(v;, vj) : (vi,v;) jest tukiem niezgodnym cyklu C'}

wowczas funkcja ﬁo jest takze przeptywem dopuszczalnym. Co wiecej, ﬁo jest
takze przeplywem generowanym przez pewne drzewo T'.

Twierdzenie 9.3.1 w zasadzie nie wymaga dowodu. Rzeczywiscie, przeptyw
netto przez wierzchotki nie zmienia si¢ wraz ze zmiana funkcji f na f; doktadnie
tak jak to miato miejsce dla $ciezek powiekszajacych w dowodzie twierdzenia
8.3.4, tak wiec f; jest przeptywem dopuszczalnym, skoro f jest przeplywem
dopuszczalnym. Co wiecej, skoro na pewnym tuku niezgodnym cyklu® C wartosé
przeplywu f jest rowna to (minimum wartosci przepltywu na tukach niezgodnych
cyklu C jest przyjeta dla pewnego tuku), funkcja przeptywu fy przyjmuje na
tym tuku warto$é zero. Usuwajac z grafu T+ (v;, v;) ten wlasnie tuk” niszezymy
w tym grafie jedyny cykl i otrzymujemy drzewo T".

Pozostaje nam teraz udowodnié, ze drzewo 1’ otrzymane w wyniku iteracji
jest lepsze od poprzedniego drzewa T' w tym sensie, ze koszt przeklywu ﬁo ge-
nerowanego przez drzewo T” jest mniejsze niz koszt przeplywu f.

SWykazemy poézniej, w twierdzeniu 9.3.2, ze tuk niezgodny w cyklu C istnieje
7Oczywiscie moze by¢ wiecej niz jeden tuk, na ktorym wartosé przeptywu f jest rowna to.
Wtedy wybieramy jeden z nich, dowolnie.
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Udowodnimy nieco wiecej mianowicie nie tylko, ze gdy istnieje tuk (v, v;) nie-
nalezacy do drzewa T taki, ze

Yk + c(vk, v1) <y (9.9)

to istnieje przeptyw lepszy (a przynajmniej nie gorszy®) od f od przeplywu f,
natomiast jesli tuk (vg,v;) spelniajacy (9.17), nie istnieje to rozwiazanie dopu-
szczalne f jest optymalne.

Twierdzenie 9.3.2 1. Jesli nie istnieje tuk (v, v;) nie nalezgcy do drzewa
T dla ktdrego spetniona jest nierdwnosé (9.17) wowczas rozwigzanie do-
puszczalne [ jest optymalne.

2. Jezeli (vg,v;) jest tukiem nie nalezgcym do drzewa dopuszczalnego T ta-
kim, ze spetniona jest nierdwnosé (9.17), wtedy dla rozwigzania dopusz-
czalnego fi, spetniona jest nieréwnosé k(f:,) < k(f).

Dow"od. Pamictamy, ze yi, ...,y sa rozwiazaniami uktadu réwnan (9.6),
ktore nazwaliémy uczciwymi cenami w wierzchotkach vy, ..., v, ponumerowanymi
dla drzewa T tak, jak we wniosku 9.2.1. Przez y oznaczmy wektor o wspotrzed-
nych yi, ..., y.

Niech x bedzie rozwiazaniem dopuszczalnym generowanym przez T a wiec ta-
kim, ze

Ax=Db
oraz z;; = 0 dla wszystkich 4, takich, ze (v;,v;) ¢ E(T) i niech X bedzie
dowolnym rozwiazaniem dopuszczalnym czyli takim wektorem, ze

Ax=Db
Zdefiniujmy wektor
c=c—yA (9.10)
Mamy wtedy
c(vi,vj) = ¢(vi,v5) + i — yj
i
c(v;,v;) =0 gdy (v;,v;) € E(T)
oraz
x;; =0 dlai,j takich, ze (v;,v;) ¢ E(T)
Stad

cx=0
Z rownosci (9.10) definiujacej € wynika, ze ¢ = ¢ + yA i w konsekwencji

cX = CX + yAX

8Problemem, kiedy k(ﬁo) = k(f) zajmiemy si¢ p6zniej. A problem jest powazny bo dla
simpleksu sieciowego, podobnie jak dla simpleksu, moze w takiej sytuacji wystapi¢ zjawisko
cyklicznosci.
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a wobec tego
cx=cx+yb (9.11)

Rownosé (9.11) jest spetniona dla kazdego rozwiazania dopuszczalnego X, a wiec
takze dla x = x, czyli

cx =cx+yb=yb
Korzystajac z ostatniej rownosci i z (9.11) otrzymujemy
cXx =CcX+cx (9.12)
(przypomnijmy: réwnosé (9.12) spetniona jest dla kazdego rozwiazania dopusz-
czalnego x generowanego przez drzewo 1 i dla dowolnego rozwiazania dopusz-

czalnego x).

1. Jesli nie istnieje tuk (vg, v;) ¢ E(T) taki, ze yi+c(vg, v1) < y; to oczywiscie
mamy

c(vg,v) = c(vg,v) +ye —y1 > 0

dla wszystkich (vg,v;) € E(G). Skoro na dodatek x > 0, mamy ¢x > 0 i
wobec tego (biorac pod uwage (9.12))

cX > cx (9.13)

dla dowolnego rozwiazania dopuszczalnego X, co oznacza, ze rozwiazanie
x jest optymalne. Dowdd pierwszej czasci twierdzenia jest zakonczony.

2. Przypusémy teraz, ze dla pewnego tuku v, v;) mamy
Yk + (v, v) < yi
Niech x bedzie teraz rozwiazaniem dopuszczalnym wyznaczonym przez

funkcje przeptywu f; (zdefiniowana wzorem (9.8). tuk (vg,v;) jest jedynym
dla ktorego réwnoczesnie zachodza zwiazki

é(’l)k7’l)l) 7é 01 Ty, 75 0
Stad cx = E(Uk, Ul)jvkm = E(Hk, ’Ul) - t.

Co wiecej, ¢(vg,v;) < 0 a wiec dla t > 0 mamy k(f;) = cXx < cx. Ta
ostatnia nier6wnosé konczy dowod twierdzenia. |

Przyklad 9.3.1 c.d. W naszym przyktadzie (str. 123) mamy
ys+c(vg,vg) =143=4<9=1y,

Po dodaniu do drzewa dopuszczalnego tuku (vs, v4) otrzymujemy cykl (trojkat)
przedstawiony na rysunku 9.7.
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(%

Rysunek 9.7: Krok 2: Cykl w T + (vs, v4)

Modyfikujemy funkcje przeptywu otrzymujac nowe wartosci dla tukéw znaj-
dujacych sie na cyklu dodajac lub odejmujac najwieksze ¢ mozliwe, to znaczy
nie dajace przeptywow ujemnych na tukach niezgodnych (w naszym przypadku
th=2).:

f(’Ug, ’()4) = 2
f_'(Ug, ’U4) = 0
flv,v4) = 6

Wartosci przeptywu na pozostatych tukach pozostawiamy bez zmian.

Po powrocie do wyjsciowych oznaczeri dla wierzchotkéw (z rysunku 9.4) otrzy-
mujemy przeptyw f(1,3) =6, f(3,6) =6, f(2,6) =2, f(2,4) =0, f(2,5) = 4.
Koszt nowego przeptywu wynosi k=6-44+0-1+4-1+2-3+6-5="70.
Teraz tworzymy nowe drzewo dopuszczalne 77 = T — (vs, v1 )+ (v3, v4). To nowo-
otrzymane drzewo jest teraz na nastepnym rysunku 9.8, w ktérym wierzchotki
sa oznaczone tak, jak na rysunku 9.4.

Rysunek 9.8: Drugie drzewo dopuszczalne

Etykiety wierzchotkow i tukow spetniajace warunki wniosku 9.2.1 zaznaczono
na rysunku 9.10
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Rysunek 9.9: Drugie drzewo dopuszczalne z nowymi etykietami wierzchotkow i
tukow

Uktad réwnan dla uczciwych cen w wierzchotkach przyjmie postaé

e1: Yo+4 = n
e2: y1+3 = y3
e3: ya+3 = y3
es: yat+1l = ys
es: y2+1 = ys

Jednym z rozwiazan tego uktadu (o cenach nieujemnych) jest y; = 4,y2 =
0,y3 =7,y =4,y5 =5,y6 = 1.

Teraz szukamy takich k, I, zeby yi + c(vg, v1) < y;. Mozna przyja¢ k = 6,1 = 3
io wtedy otrzymamy ys + c¢(vg,v3) =2 < 7 = y3.

W grafie T+ (vg, v3) (gdzie T jest teraz drzewem z rysunku 9.10 jedynym cyklem
jest cykl utworzony przez tuki (vg, v3), (v, v3) 1 (v4,v6). Modyfikujemy funkcje
przeplywu otrzymujac

i(’l)& ’Ug) = .]i(4, 6) = 2
f;(’U4, ’Ug) = [(2, 6) = 0
]f(v4, ’UG) = .]i(2, 4) = 2
]i(v%vl) = f_l(lv’?’) = 6
flo,vs) = f(3,6) = 6
flua,vs) = f(2,5) = 4

Wartosci nowego przeplywu na pozostalych tukach pozostaja nie zmienione (i
sa rowne zeru). Mozna sprawdzi¢, ze koszt nowego rozwiazania dopuszczalnego
wynosi 62.

Nowym drzewem jest powstale z poprzedniego przez dodanie tuku (1,6) i usu-
niecie (3,6).

Powtarzamy kolejny raz iteracje by w kolejnej otrzymaé rozwiazanie o warto-
Sciach przeplywow

f(1,3) =0, f(1,6) =6, f(4,6) =2, f(2,4) =2, f(2,5) =4
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i koszcie catkowitym réwnym 26. Wykorzystujemy teraz twierdzenie 9.3.2 by
wykazaé, ze to rozwiazanie jest juz optymalne.

9.3.2 Inicjalizacja

Znalezienie jakiegokolwiek rozwigzania dopuszczalnego generowanego przez pewne
drzewo nie jest problemem banalnym. Mozna go jednak rozwiA. . . za¢ wykorzy-
stujac samg metode simpleksu sieciowego.

Powiedzmy, ze dany jest graf G i w nim okreslony problem transportowy tak,
jak na stronie 120. Chcemy znalezé rozwiazanie dopuszczalne, na dodatek ge-
nerowane przez pewne drzewo. Problem znalezienia takiego rozwiazania (czyli
inicjalizacji algorytmu) mozna rozwiaza¢ nastepujaco.

Whpierw zdefiniujmy nowy graf G'.
Wybierzmy w zbiorze wierzchotkéw grafu G wierzchotek w. Wierzchotek ten
bedzie od tego momentu do korica dzialania algorytmu wierzchotkiem wyro6z-
nionym (taki wierzcholek w grafie nazywamy korzeniem).Zbiorem wierzchot-
kow grafu G’ jest zbior V' wierzchotkow grafu G. Zbiorem tukow G’ jest zbior
wszystkich tukéw grafu G oraz zbior tukéw postaci

e (m,w) jeslim e M i (m,w) ¢ E(G),
e (p,w)jeslipe Pi(p,w) ¢ E(G),
e (w,0)jeslio€ O1i(w,0) ¢ E(G).

Kazdy z tukéw postaci (w,x) lub (z,w), ktory nalezy do E(G’) a nie nalezy
do E(G), a wiec jest nowym tukiem dodanym do grafu na potrzebe inicjalizacji
algorytmu nazywamy tukiem sztucznym (dla odréznienia tuki grafu G be-
dziemy nazywaé¢ lukami oryginalnymi).

W tak skonstruowanym grafie bedziemy poszukiwali funkeji f : F(G') 3 ij - R

spelniajacej warunki
Y k)= Y fki) =by
)

i:ik€ E(G’ ki€ E(G")

dla dowolnego k € V. W zapisie wektorowym, chodzi¢ bedzie o wyznaczenie

wektora x spelniajacego
Soow— Y, m=Db
k€ B(G') i:kic B(G")

przy czym spelniony jest warunek zgodnosci
S ho=0
k

Ceny jednostkowe przeptywu przez krawedzie definiujemy wzorem

| 1 gdy ij jest tukiem sztucznym,
Pii=9 0 gdy ij jest tukiem grafu G
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Funkcja kosztow jest wiec ZMGE(G,) DijZij-

W tak zdefiniowanej sieci znajdujemy przeplyw o minimalnym koszcie, przy
pomocy simpleksu sieciowego i przyjmujac jako pierwsze drzewo dopuszczalne
T drzewo o zbiorze tukow

ET)={z2w:z€ MUP}U{wo:o0¢€ O}
przy czym przepltyw generowany przez T jest réwny
e —b; na kazdym tuku postaci kw, gdy k € M,
e 0 na tukach postaci kw, gdy k € P,
o by gdy k€ O.

Ten nowy problem transportowy nazwiemy pomocniczym (z problemem ory-
ginalnym Przypusémy, ze rozwiazanie optymalne tak sformulowanego problemu
transportowego jest generowane przez pewne drzewo T”. Moz sie zdarzy¢ jeden
z trzech przypadkow.

1. W T” jeden (lub wiecej) z tukow jest sztuczny i przeplyw przez ten tuk
jest niezerowy. Woéwczas rozwigzanie dopuszczalne problemu ory-
ginalnego nie istnieje.

Rzeczywiscie, gdyby istniato, to miatoby koszt zerowy (w problemie po-
mocniczym), tymczasem rozwigzanie generowane przez T’ ma oczywiscie
koszt dodatni, bowiem zawiera tuk sztuczny z przeplywem niezerowym).

2. T’ nie zawiera sztucznych tukow. Wtedy T’ jest drzewem dopuszczal-
nym problemu oryginalnego, a rozwigzanie optymalne problemu
pomocniczego jest rozwigzaniem dopuszczalnym problemu ory-
ginalnego. To rozwigzanie mozemy wiec przyjaé jako pierwsze w serii
iteracji dla tego problemu.

3. T' zawiera sztuczne tuki, ale na kazdym z nich jest zerowy przeplyw (w
rozwigzaniu optymalnym problemu pomocniczego).
Ten przypadek jest nieco bardziej skomplikowany i musimy sie mu przyj-
rzeé nieco dluzej.

9.3.3 Dekompozycja problemu transportowego

Zauwazmy wpierw, ze dla dowolnego rozwiazania x = (x;;) 1 podzbioru § C
V(G) zachodzi nastepujaca tozsamosé

Z Ti5 — Z xij:Zbk (914)

i¢S,jES i1€S,5¢S kesS

Formalny dowod tozsamosci (9.14) jest prosty: po jej lewej i prawej stronie
sa te rownania ktore w postaci macierzowej Ax = b odnosza sie do wierzchotkdéw
zbioru S. Interpretacja ekonomiczna tozsamosci (?7) jet nastepujaca:
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import — eksport débr = zapotrzebowanie zbioru S

Oznaczmy przez R dopelnienie zbioru S do V(G), czyli R = V(G)—S. Jedli
zbiory R i S sg niepuste i w grafie G spelnione sa dwa warunki:

(W1) Nie ma tukow ze zbioru R do zbioru S oraz

(W2) > esbr =0

to zbioér S niczego nie importuje, swoje potrzeby zaspokaja wlasnymi zapasami.
W zwiazku za$ z warunkiem (W2) zbiér S niczego nie moze eksportowac.

W takiej sytuacji méwimy, ze problem ma podzial lub dekompozycje.
Oczywiscie jesli istnieje dekompozycja problemu transportowego woéwczas ozna-
cza to, ze problem rozpada sie na dwa mniejsze problemy, ktére mozna rozwia-
zywaé niezaleznie.

Lemat 9.3.3 W przypadku 3, a wiec gdy w optymalnym rozwigzaniu problemu
pomocniczego optymalne drzewo T' zawiera sztuczne tuki, lecz dla kazdego ta-
kiego tuku przeptyw jest zerowy, istnieje dekompozycja problemu oryginalnego.

Dow"od. Niech y1,...,y, beda uczciwymi cenami w wierzchotkach wyznaczo-
nymi dla optymalnego drzewa T’ problemu pomocniczego zas$ x* rozwiagzaniem
optymalnym tego problemu.

Niech uv bedzie dowolnie wybranym lukiem sztucznym tego drzewa (wtedy,
zgodnie z zalozeniem lematu, z, = 0). Zdefiniujmy teraz nastepujace dwa
zbiory wierzcholtkow.

o R={k:yr <yu}
o S={k:yx >y}

Zbiory R i S daja pewien podzial zbioru V(G), bowiem
e RNS =10

e Mamy takze u € R oraz 4, = ¥y + Puv = Yu + 1, a wiec v € S skad wynika
ze 1 zbiér S jest niepusty.

e Prawda jest takze, ze RUS = V(G).
Pozostaje wiec do wykazania, ze ), g bx = 0.
Dla tukoéw oryginalnych 45 nie mozemy mieé¢ ¢ € R, j € S bo wtedy mieliby$Smy
Yi+Dij = Y5 > Yu = Y

czyli y; > y;, a wiec sprzecznosé. Nie ma wiec oryginalnych tukow skierowanych
ze zbioru R do zbioru S (czyli o poczatku w R i koncu w .5).
Pamietamy (na mocy (9.14)), ze

Sooan— Y an =) b (9.15)

i€ER,JES i€S,jER kesS
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Jedli teraz wiemy, na mocy zalozenia, ze dla rozwiazania x* problemu pomoc-
niczego x;; = 0 dla wszystkich tukéw sztucznych, zas tukoéw oryginalnych ij z
i€ R,j €S w ogdle nie ma, z rownosci (9.15) wynika, ze

_ Z al; = Z b (9.16)

i€S,jER keS

zaden z tukéw oryginalnych ij takich, ze ¢ € S,j € R nie nalezy do drzewa
T (w przeciwnym przypadku mielibysmy y; = y; + pij=y; (p;; = 0 dla tukow
oryginalnych) podczas gdy y; > y. > y;, skoro i € S,j € R). Sty za$ i z (refjuz
blisko) wynika, ze

Sh-n

kes

a wiec spelnione sa warunki dekompozycji (W1) i (W2), co bylo do okazania.ll

9.3.4 Modyfikacja uczciwych cen w wierzchotkach.

Przypomnijmy, ze dla danego drzewa T o zbiorze wierzchotkow V', |V| = n,
uczciwymi cenami w wierzchotkach sa liczby vy, ..., y, spelniajace uktad réwnan

Yi + Cij = Yj dla ij € E(T) (917)

Uktlad rownan (9.17) jest rzedu n — 1 i dowolne jego dwa rozwiazania réznia sie
o stala. Przekonamy sie, ze przechodzac w procesie iteracji simpleksu siecio-
wego od drzewa dopuszczalnego T’ do drzewa T + e — f nowe uczciwe ceny w
wierzchotkach (ceny uczciwe dla drzewa T + e — f) mozna tatwo obliczyé bez
rozwiazywania uktadu rownan typu (9.17) dla nowego drzewa.

Dla tuku wchodzacego e = uv i wychodzacego f oznaczmy przez T, skla-
dowg lasu T' — f zawierajaca wierzchotek u zas przez T, sktadowa zawierajaca
wierzchotek v.

Twierdzenie 9.3.4 Liczby 91, ..., Yn postaci

N T gdy k €T,
Yk _{ Y +C gdykeT, (9-18)

gdzie e = Ce +Yu — Yo spetniajg réwnanie (9.17) dla drzewa T +e— f (to znaczy
spetniajg uktad rownan y; + ¢;; = y; dlaij € E(T +e— f)).

Dow"od. Dla dowolnego ij € E(Ty,) U E(T,) bardzo tatwo sprawdzié, ze

Ui +cij = 5, stad jedyne co pozostaje, to sprawdzenie réwnosci odpowiadajacej
tukowi e = uv. Wtedy

yu+cuv:yu+cuv:yu+(éuv_yu+yv):yv+éuv:gv
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9.3.5 Procedura unikania zapetlenia

Jak juz zostalo zasygnalizowane wczesniej, w pewnych sytuacjach simpleks sie-
ciowy moze sie zapetlic. Moze tak sie zdarzyé, gdy dla kolejnych drzew do-
puszczalnych otrzymanych w procesie iteracji T;, Tjy1, ..., T34+ wartosci funkcji
celu sa réwne. Wtedy mogloby sie zdarzyé¢, ze T; = T;;, czyli mamy zapetle-
nie algorytmu. W niniejszym podrozdziale pokazemy procedure Cunninghama
pozwalajaca zapetlenia uniknaé®.

Dla danego drzewa T, tuku uwv € E(T) i korzenia w € V(T) mowimy, ze

e tuk uv jest skierowany do korzenia w jesli w € V(T,),
e wv jest skierowany od korzenia w jesli w € V(T,).

Korzenn w to dowolnie ustalony na caly proces optymalizacji wierzcholek
grafu G, ten sam, ktory wybraliSmy juz podczas inicjalizacji algorytmu.

Krok iteracji polegajacy na przejsciu od drzewa dopuszczalnego T; do drzewa
dopuszczalnego T;41 nazywamy zdegenerowanym jezeli wartosé funkcji celu
dla obu tych drzew jest taka sama.

Twierdzenie 9.3.5 Jesli dla kazdego zdegenerowanego kroku iteracji simpleksu
sieciowego prowadzgceego od drzewa T do drzewa T 4 e — f tuk wchodzqcy e jest
skierowany od korzenia w drzewa T + e — [, to algorytm simpleksu sieciowego
nie zapetla sie.

Dow"od. Dla danego dopuszczalnego drzewa T zdefiniujmy dwie funkcje.
9(T)=c-x

gdzie x jest rozwigzaniem zdeterminowanym przez drzewo T19, oraz

n

BT = (e — )

k=1

Ze wzgledu na wspomniane wyzej wlasnosci uczciwych cen w wierzchotkach
wiemy, ze nie sg one wyznaczone jednoznacznie, jednak kazde dwa rozwiazania
roznig sie o stata. Stad warto$é¢ funkcji h dla drzewa T jest juz wyznaczona
jednoznacznie.

Niech T3, T5, ... bedzie ciagiem kolejnych drzew dopuszczalnych otrzymanych
w wyniku iteracji i przypusémy, ze g(T;) = g(Ti+1), czyli przejscie od drzewa T;
do T;41 jest zdegenerowane. Powiedzmy, ze T; 11 = T; + e — f. Z zalozenia tuk
e jest skierowany od korzenia w w drzewie T;41, to znaczy w € (T;41),. Mamy
wtedy

n n

D@ = 00) = > (k= vu) + 2 [(Tiza)o]

k=1 k=1

9 Jak niemal we wszystkich zgadnieniach przedstawionych tutaj, opiera/lem sie na ksiazce
Chvatala [4]. W przypadku unikania zapetlenia wykorzystalem takze prace magisterska Elz-
biety Pelczar [18]

10Funkcja g to oczywiscie koszt rozwigzania dopuszczalnego generowanego przez drzewo 7.
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gdzie ¢, = c¢ + Yy — Yo Poniewaz ¢, < 0 jako, ze e jest hukiem wchodzacym,
prawdziwa jest nieré6wnosc¢

h(T;) > W(Tit1)

Stad juz wynika twierdzenie. Jesli bowiem ciag krokéw o drzewach T;, T;yq, ...

jest zdegenerowany, to znaczy ¢(T;) = ¢g(T;+1) dla pewnego i, to wowczas
h(T;) > h(Ti4+1) a stad juz wynika, ze zadne dwa drzewa w ciagu 11,75, ...
nie powtarzaja sie!'!. [ |

Pozostaje nam teraz wykazanie, ze dla dowolnego przejscia zdegenerowanego
algorytmu istnieje tuk uv skierowany od korzenia.

Definicja 9.3.1 Drzewo T nazywamy silnie dopuszczalnym jesli kazdy tuk
wv € E(T), dla ktorego x., = 0 jest skierowany od korzenia (czyli w € V(Ty,)).

Zauwazmy, ze jezeli wszystkie drzewa T7,T5, ... otrzymane w kolejnych ite-
racjach sa silnie dopuszczalne, to spelnione sa zalozenia twierdzenia 9.3.5 1 w
konsekwencji algorytm simpleksu sieciowego nie zapetla sie.

Drzewo poczatkowe T' = T} utworzone podczas inicjalizacji algorytmu jest
drzewem silnie dopuszczalnym bowiem wszystkie tuki postaci tego drzewa to:

e luki postaci mw gdzie m € M. Dla tych tukow z,,,, = —b,, # 0.

e Pozostale tuki, ktore sg postaci wz, gdzie z € PU O, a wiec skierowane
od korzenia w. To wérod tych tukéw beda tuki wchodzace o przepltywie
Zero.

Wystarczy wiec udowodnié, ze da sie wybieraé tuki wchodzace i wychodzace tak,
by z drzewa silnie dopuszczalnego otrzymywaé inne silne dopuszczalne drzewo
lub dekompozycje problemu na mniejsze, dla ktorych da sie przeprowadzi¢ po-
dobna manipulacje.

Definicja 9.3.2 {uk uwv € E(T) nazywamy ztym jesli
e jest skierowany do korzenia oraz
e 1,,=0.

Inaczej mowige, 2ty tuk to taki, ktorego istnienie powoduje, ze drzewo T nie jest
stlnie dopuszczalne.

Przypusémy, ze uv jest ztym tukiem drzewa T. Oznaczmy przez R = V(T,,)
i przez S = V(T,). Oczywiscie nie ma tukéw w drzewie T, o jednym koricu w
R a drugim w S. Z wykorzystywanej juz wczeéniej tozsamosci

Z Tij — Z xij:Zbk

icR,jes i€S,jER keS

HWarto sobie zdaé¢ sprawe dlaczego rzeczywiscie tak jest. Jesli w ciagu (7;) nie ma przejsé
zdegenerowanych sprawa jest oczywista. Jesli dla pewnych i, mamy g(T;) = g(Ti41) = ... =
9(Ti41) wowcezas h(T;) > h(Tip1) > ... > h(Tjqg), drzewa Ty, dla 1 < j < i 4 [ sa miedzy
sobg rézne. Wazne jednak jest i to, ze funkcja g jest slabo malejaca, dzieki czemu T) # Ty
dla dowolnych p # gq.
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wynika wiec, ze

> =0

kesS

(bowiem na wszystkich tukach ij takich, ze i € R,j € S lub ¢ € S,j € R mamy
x;; = 0). Jesli wiec nie istnieje w grafie G zaden tuk ij: i € R, j € S to spelnione
sa warunki (W1) i (W2) i problem dekomponuje sie na dwa mniejsze.

Jesli za$ istnieje tuk ij : ¢ € R, j € S to drzewo T mozemy zastapi¢ drzewem
T +ij — uv, ktére ma mniej ztych tukow niz drzewo T' (rzeczywiscie, T +ij — uv
powstaje przez zastapienia ztego tuku wwv tukiem 45, ktory jest skierowany od
w, a wiec nie jest tukiem ztym).

Aby mie¢ pewnos¢, ze w kazdym przejsciu otrzymujemy z drzewa silnie do-
puszczalnego inne drzewo silnie dopuszczalne (dzieki czemu algorytm nie bedzie
sie zapetlal) przyjmiemy specjalng zasade wyboru tukow wychodzacych, nato-
miast zachowamy dowolnos¢ wyboru tukéw wchodzacych.

Definicja 9.3.3 Niech T bedzie drzewem, podgrafem grafu G, e = uv € V(G) —
V(T). Pierwszy wierzchotek, w ktérym spotykajq sie Sciezki

o zu do korzenia
ze Sciezkq

e 2 v do korzenia

nazywamy spinaczem.

Rysunek 9.10: Cykl C ze spinaczem x
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Niech C' bedzie jedynym cyklem w grafie T 4+ uv uv = e.
Zasada Cunninghama

e Jako tuk wychodzacy przyjmij pierwszego kandydata napotkanego na cy-
klu C podczas przechodzenia po cyklu zgodnie z orientacja wyznaczong
przez tuk e, poczawszy od spinacza.

Zauwazmy, ze wszystkie tuki - kandydaci na tuki wychodzace na cyklu C
dalej beda mieé orientacje od korzenia. Prawdziwe jest wiec twierdzenie naste-

pujace.

Twierdzenie 9.3.6 Jesli wybor tuku wychodzgcego jest dokonywany wedtug za-
sady Cunninghama, wowczas simpleks sieciowy nie zapetla sie.

9.4 Zapotrzebowanie mniejsze od zasobow

Nierealistycznego w praktyce zalozenia, ze

Z b(v) = Z b(v)

veM veO

czyli, ze suma zapasoéw magazynoéw jest doktadnie réwna zapotrzebowan odbior-
cOw mozna sie pozbyé bardzo tatwo. Oczywiscie, tak jak wspomniane zostalto
wczesniej, zaktadaé¢ bedziemy spetnienie warunku

D b(w) =Y b(v)

veM veO

Dodajmy do naszej sieci, dla ktorej zaktadamy spelnienie warunkéw

—b(z) jeslizeM
Yo fwa)y - DY flmu)=40 jesliz e P

vi(v,z)EE z:(z,v)EE b(l‘) Jeéll ze0

dodatkowy wierzcholek, powiedzmy w, oraz wszystkie tuki postaci (m, w), gdzie
m € M. Koszty tych wszystkich nowych tukéow beda réwne zeru. Inaczej mo-
wigc, do sieci dodajemy dodatkowego, fikcyjnego odbiorce i fikcyjne tuki taczace
go z magazynami, ktory bedzie mial zapotrzebowanie réwne sumie wszystkich

nadwyzek, czyli
b(w) = > bv) = Y bv)

veEM veOD

Optymalne rozwigzanie w tak otrzymanej sieci jest rowne optymalnemu rozwia-
zaniu w sieci wyjsciowej (wystarczy pominaé przepltywy na fikeyjnych tukach).
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