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Rozdzial 1

Wstep

Zadania przedstawione w niniejszym zbiorze tylko w niewielkiej czesci sa
oryginalne. Momo to uznalem, ze udostepnienie ich w tej formie studentom
moze by¢ wygodne. Sg to bowiem zadania ktdre studenci sg zobowigzani
przygotowywaé na ¢wiczenia, to wlasnie, na stronie www Wydzialu Mate-
matyki Stosowanej AGH moga je w kazedej chwili znalezé. Adres strony:
http://www.uci.agh.edu.pl Zadania egzaminacyjne — to znaczy takie ktdre
pojawily sie kiedy$ juz na egzaminach, moga by¢ wskazowka jakiego stop-
nia trudnosci mozna sie spodziewa¢ na egzaminie.

A. Pawel Wojda
Krakow, 1 grudnia 2000
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Rozdzial 2

Program

Program przedstawiony w ukladzie tygodniowym - numery 1-14 oznaczaja
tygodnie semestru (tydzieri 15-ty jest przeznaczony na wyrdwnanie pow-
statych z réznych powodéw opdznien).

Czesé tatwiejszych teoretycznie zagadnien realizowana bedzie wylacznie pod-
czas ¢wiczen - w niektérych przypadkach zaznaczono to w propozycji.
Program nie zawiera zagadnien optymalizacji, rachunku prawdopodobien-
stwa ani metod numerycznych. Na realizacje tych hasel, czy cho¢by wspom-
nienie o nich, nie pozwala zbyt mala liczba godzin wykladu (150).

2.1 Semestr4g. w. + 4 g. cw.
1. Wiadomosci wstepne

1. Zbiory. Iloczyn kartezjanski. Kwantyfikatory. Relacja < w R. Kresy.
Zasada ciggtoéci w R. Funkcje - iniekcja, suriekcja i bijekcja.
Na cwiczeniach: zasada indukcji matematycznej. Powtorka rachunku
zdan.
Funkcje odwrotne. Funkcje cyklometryczne.

2. Zbieznos¢ i granice ciagéw rzeczywistych

Ciaggi. Przypomnienie wiadomosci ze szkoly o zbieznosci i grani-
cach ciggow rzeczywistych: jedynos¢ granicy, ograniczonos$é¢ ciaggoéw
zbieznych, twierdzenia o operacjach arytmetycznych na ciagach zbie-
znych, twierdzenie o trzech ciagach. Ciggi monotoniczne.
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ROZDZIAL 2. PROGRAM

Tw. Bolzano Weierstrassa.

Na ¢wiczeniach: Elementy geometrii analitycznej w przestrzeni: ilo-
czyn skalarny, wektorowy i mieszany w przestrzeni. Prosta na ptasz-
czyznie. Prosta i plaszczyzna w przestrzeni.

. Przyklady waznych granic: {/n, (1 + %)” Stata Eulera. Funkcje
hiperboliczne. Punkt skupienia zbioru. Granice dolna i gérna ciggéw
rzeczywistych.

Warunek Cauchy’ego, zupelnos¢ R.

3. Granice i ciato$é funkcji.

Definicja i wlasnosci granic funkcji. Twierdzenia o granicach operacji
arytmetycznych. Rozszerzenie pojecia granicy na R

. Ciagtos¢ funkcji w punkcie.
Twierdzenia o cigglosci ztozenia i operacji arytmetycznych na funke-

jach liczbowych. Wazne granice funkcji: lim, o (14+2)/%, lim, o S“;I

Punktowa i jednostajna zbieznosé ciagéw funkcyjnych. Ciaglosé gra-
nicy ciggu jednostajnie zbieznego funkcji cigglych.

4. Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej.

. Nieskoniczenie mate. Funkcje O i o (z — x¢).

Pochodna funkcji zmiennej rzeczywistej. Interpretacje, podstawowe
wlasnoéci, pochodne funkcji elementarnych. Roézniczka. Lemat Fer-
mata. Twierdzenia Rolle’a, Lagrange’a i Cauchy’ego (o przyrostach).

. Reguta de 'Hospitala. Twierdzenie o rézniczkowaniu ciggéw. Twier-
dzenia Taylora i MacLaurina. Wypuklo$¢ funkcji. Badanie zmi-
enno$ci funkcji. Styczna do krzywej w postaci parametrycznej.

5. Rachunek calkowy zmiennej rzeczywistej.

. Funkcja pierwotna - podstawowe twierdzenia o catkowaniu. Calki
funkcji elementarnych. Metody catkowania.

. Calka Riemanna - definicja i interpretacje. Twierdzenia o catkowalnosci
i wlasnosciach funkcji catkowalnych. Wilasnosci calek Riemanna. Twier-
dzenie Newtona-Leibnitza.



2.1. SEMESTR 4 G. W. + 4 G. CW. 9

8.

10.

11.

12.

13.

14.

Twierdzenie o wartosci sredniej dla catek Riemanna. Wzory na cal-
kowanie przez czesci i przez podstawianie dla calek Riemanna. Zas-
tosowania calek Riemanna. Calki niewlasciwe.

6. Algebra i geometria analityczna

Przestrzenie wektorowe nad R i C. Przyklady R™, R™™ - macierze.
Podprzestrzenie wektorowe.

Liniowa niezaleznosé¢ wektoréw. Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j.
Odwzorowania liniowe. Jadro i obraz. Rzad odwzorowania liniowego.

Macierz odwzorowania liniowego. Operacje na odwzorowaniach linio-
wych i macierzach.
Wyznacznik macierzy - definicja i wlasnosci.

Twierdzenie Laplace’a (rozwiniecie wyznacznika wzgledem wiersza
lub kolumny). Macierz odwrotna. Twierdzenie Cramera. Uklady
rownan liniowych. Metoda Gaussa. Twierdzenie Kroneckera Capel-
liego.

Zmiana bazy w przestrzeni wektorowej. Macierz przejscia. Macierze
podobne.

Formy liniowe, dwuliniowe, kwadratowe. Formy hermitowskie.
Twierdzenie Sylvestera. Iloczyn skalarny wektordw.

Wartosci i wektory wlasne. Diagonalizacja macierzy. Twierdzenie
Cayleya-Hamiltona. Wielomian minimalny macierzy. Postaé¢ Jor-
dana.

Na ¢wiczeniach: Metoda Lagrange’a sprowadzania formy kwadratowej
do postaci kanonicznej.

7. Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych.

Metryki i przestrzenie metryczne. Kula otwarta w przestrzeni me-
trycznej.

Przyktady. Metryka Czebyszewa - metryka jednostajnej zbieznosci.
Zbieznosé i cigglo$é w przestrzeniach metrycznych.

Warunek Cauchy’ego i przestrzenie metryczne zupelne.

Norma - przestrzenie unormowane i przestrzenie Banacha. Nierow-
nosé

Cauchy’ego. Metryka standardowa w R™.
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2.2 Semestr 4 g. w. + 4 g. ¢w.

1.

Funkcje wielu zmiennych rzeczywistych - granice i ciggtosé. Pochodna
funkcji jednej zmiennej rzeczywistej o wartosciach w przestrzeni unor-
mowanej.

Pochodne czastkowe. Twierdzenie o pochodnej funkcji zltozonej. Po-
chodne czastkowe wyzszych rzedow. Pochodne kierunkowe.

Rézniczka funkeji w przestrzeni unormowanej. Przyktady w R™. In-
terpretacja geometryczna. Zwiagzek z pochodna kierunkows. Przy-
padek funkcji R®* — R™, macierz pochodnej.

Wzdér Taylora dla funkcji wielu zmiennych.

Zastosowania rézniczek: ekstrema funkcji wielu zmiennych, funkcje
uwiklane, zastosowania geometryczne, ekstrema warunkowe. Metoda
mnoznika

Lagrange’a Pole wektorowe: potencjal, rotacja i diwergencja.

8. Rachunek caltkowy funkcji wielu zmiennych.

Calki podwdéjne - definicja. Twierdzenie o wartosci $redniej. Inter-
pretacje. Zamiana calki podwdjnej na iterowans.
Calki potrdjne - definicja, zamiana na catke iterowang.

Zamiana zmiennych w calkach wielokrotnych. Wspélrzedne sferyczne
i cylindryczne.

Calki krzywoliniowe skierowane. Interpretacja fizyczna. Zamiana na
calke Riemanna.

Twierdzenie Greene’a i jego konsekwencje, niezaleznos$¢ calki krzy-
woliniowej od drogi catkowania. Potencjat.

Calka krzywoliniowa nieskierowana: definicja, interpretacja, zamiana
na calke Riemanna.

Calka powierzchniowa niezorientowana. Interpretacje. Zamiana na
calke

podwdjna.

Calka powierzchniowa zorientowana i niezorientowana. Twierdzenie
Stokesa i twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego.

. Informacja o calce Lebesque’a.

9. Szeregi.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Szereg w przestrzeni unormowanej. Zbieznosé¢ szeregu. Twierdzenia

o zbieznosci szeregéw i ich sumach.

Warunek konieczny zbieznodci szeregu. Kryterium Leibniza.

Szeregi bezwzglednie zbiezne. Zbiezno$¢ szeregéw bezwzglednie zbie-
znych

w przestrzeniach Banacha.

Szeregi geometryczne i harmoniczne. Kryteria: poréwnawcze, Cau-
chy’ego i d’Alemberta zbieznosci bezwzglednej. Kryterium catkowe.

Szereg Taylora funkcji. Twierdzenie o szeregu Taylora.

Szeregi funkcyjne - jednostajna zbiezno$é. Kryterium Weierstrassa.
Szeregi potegowe - promien zbieznosci. Szereg pochodny szeregu
potegowego. Funkcje: wyktadnicza, cos i sin w C.

Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregéw. Kryterium catkowe zbieznosci
szeregow.

10. Funkcje zmiennej zespolonej.

Funkcja zespolona zmiennej rzeczywistej i zmiennej zespolonej. Po-
chodna funkcji zmiennej zespolonej. Wzory Cauchy-Riemanna.

Funkcje holomorficzne. Szeregi potegowe. Funkcje catkowite. Twier-
dzenie podstawowe Cauchy’ego. Wzér Cauchy’ego.

Funkcja holomorficzna w pierscieiu 0 <| z—zp |< R. Szereg Laurenta.
Residuum funkcji. Twierdzenie catkowe o residuach.

11. Réwnania rézniczkowe zwyczajne.

Réwnania rézniczkowe zwyczajne. Problem Cauchy’ego. Twierdzenie
o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania. Rdéwnania o zmiennych
rozdzielonych, réwnania liniowe rzedu pierwszego.

Réwnania Lagrange’a i Clairauta. Réwnania zupee - czynnik catku-
jacy. Rownania Bernouliego. Réwnania rzedu drugiego sprowadzalne
do réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego.

2.3 Semestr 2 g. w. + 2 g.¢w.

1.

Roéwnania liniowe rzedu drugiego. Réwnanie liniowe rzedu n o statych
wspolczynnikach. Rozwigzywanie réwnan liniowych jednorodnych o
stalych wspodlczynnikach.
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10.

11.
12.
13.

14.

ROZDZIAL 2. PROGRAM

Metody uzmiennania stalej i przewidywania dla réwnan liniowych
niejednorodnych rzedu n o staltych wspélczynnikach.

Uklady réwnan liniowych o stalych wspétczynnikach.

Metody rozwiazywania ukltadéw réwnan liniowych o stalych wspoétczynnikach.

12. Réwnania rézniczkowe czastkowe rzedu pierwszego i
drugiego.
Réwnania rézniczkowe czastkowe liniowe rzedu pierwszego.
Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu drugiego. Klasyfikacja.

Roéwnania: przewodnictwa, struny i Laplace’a.
13. Szeregi Fouriera

Tloczyn skalarny funkcji. Ciagi ortogonalne funkcji. Wzory Eulera-
Fouriera. Wielomiany ortogonalne i aproksymacja kwadratowa. Nie-
réwnos¢ Bessela.

Rozwijalno$¢ funkcji w szereg Fouriera.

Warunki i twierdzenie Dirichleta. Szeregi sinusowe i kosinusowe. Po-
sta¢ zespolona szeregu Fouriera.

14. Przeksztalcenia calkowe.

Wzor i przeksztalcenie catkowe Fouriera.
Przeksztalcenie Laplace’a.

Rachunek operatorowy i zastosowanie do rozwigzywania rownan roz-
niczkowych.

Informacja o teorii dystrybucji.



Rozdzial 3

Wiadomosci wstepne

1. Sprawdz, ze ponizsze zdania sa tautologiami:
pA(~p) - zasada wylaczonego $rodka
(p=¢q) < (~qg=~p) - zasada transpozycji
~ (~p)<p -zasada podwdjnego zaprzeczenia
(P=4q) < (~p) Vg

~(Vag) e (~p)A(~a)

~(pAq) e (~p)V(~q) } - prawa de Morgana

2. Zaprzecz formy zdaniowe
(a) Vo € X ¢(x) (b) 3z € X ¢(x)

3. Znajdz zbiory:

(a) nxe(l,z) (z* +1,8 —x)
(B) Upeqp) <2°+1,8—2>

4. Wykaz, ze w zbiorze liczb rzeczywistych M jest kresem gérnym zbioru
A wtedy i tylko wtedy gdy

l.VeeAxz <M

2.Ve<M3IdyeA:zx<y.
Sformutuj odpowiednie warunki dla kresu dolnego.

13



14 ROZDZIAL 3.  WIADOMOSCI WSTEPNE

5. Wykaz, ze v2 (1/(3), v/5) nie jest liczba wymierng.

6. Korzystajgc z zasady indukcji matematycznej wykaz wzory:

1
1+2+...+n:@
124224 . 4n?= n(n+1)6(2n+1)

n(n+1)

B+2 4. +nd=( 5 )2
(I1+p)">14np,oilep>—1

7. Przedstaw w postaci trygonometrycznej liczby zespolone:
1 =1 1+i =i V3—i

8. Oblicz:
1= (L) (130

9. Wyraz przy pomocy sina i cos «
(a) sin 3a (b) cos4a.

10. Podaj interpretacje geometryczng zbiorow:

A={zeC:|z|>2}

7
B={ze€C|2<|z|<3, %gargzgzﬂ}

11. Oblicz: (a) V1 —+3i (b) Vi (c) /=i (d) V1

12. Rozwigz réwnania w C:
2 tr+1=0 22+(1-2)r—2i=0

13. Niech I : 2z + 3y = 4 bedzie prosta a M (2,1) punktem plaszczyzny.
Napisz réwnanie prostej praechodzacej przez M oraz

- prostopadlej do [
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- réwnoleglej do [.

14. Dane sg cztery punkty w przestrzeni: A(1,1,1), B(2,3,0), C(1,1,2),

15.

16.

17.

M(5,3,1). Napisz réwnania:

- plaszczyzny w w ktérej leza A, B i C,
- prostej prostopadtej do 7 przechodzacej przez M.

plaszczyzny 7’ réwnoleglej do m przechodzacej przez M,

- sfery o érodku w M stycznej do 7.
Oblicz

- cosa isina, gdzie a jest katem pomiedzy wektorami AB oraz
AC,

- objetos$¢ réwnolegloscianu ktérego krawedziami sg odcinki AB, AC
i AM.

Roéwnania plaszczyzn i prostych nalezy poda¢ w postaci normalnej i
parametryczne;j.

Wykaz, ze dla dowolnej funkcji f : X — Y, podzbioréw Ay, As , A;
(i € I) zbioru X oraz By, By i Bj (j € J) zbioru Y zachodzg zwigzki:
(a) A1 C Az = f[A1] C f[A2]

(b) [Uie] A = Uie[ f1Ai]

( [ﬂie[ Ai] - ﬂiez f[Av]

(d) Bl CBy= f'[Bi] C f*1[32]
(

(

(g

N
&H

e) [ U ey Bil = UJeJ f_ [ ]

£) f [ﬂ]eJ B ] =1 ljes f

) flA4 A C f [7 C mozna zastapié przez = gdy f jest
dwracalna)

Dla dowolnej funkcji f : X — Y wykaz, ze

(i) f jest suriekcja wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g : Y —
X, taka ze fog=1idy

(ii) f jest iniekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja h : Y — X
taka ze ho f =idx

Niech f : A — A, gdzie A jest zbiorem skoriczonym. Wykaz, ze
nastepujace zdania sg réwnowazne:

(i) f jest iniekcja.

(ii) f jest suriekcja.
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(iil) f jest bijekcja.

18. Wykaz prawdziwos$¢ wzoréw:
; m
arcsinx + arccosx = 5
™
arctgr + arcctgr = 5

1
arcctgr = arctg— dla = >0
x
arcctgr = w + arctgl/xz dla = <0

19. Méwimy, ze zbiory A i B sg réwnoliczne jezeli istnieje bijekcja f :
A — B. Wykaz, ze: (a) Przedziaty (0,1) i (2, 8) sa réwnoliczne.

(b) Przedzial (=75, %) i R sa réwnoliczne.

Udowodnij, ze jesli A C B, A # B, Ai B sa réwnoliczne, wtedy A

jest zbiorem nieskoniczonym.



Rozdzial 4

Granice i ciaglosé¢ funkcji

1. Podaj definicje Heinego i Cauchy’ego granicy lim,_,, f(z) = b, gdzie
a,b e R.

2. Wykaz réwnowazno$¢ definicji Heinego i Cauchy’ego granicy funkcji
(takze w przypadku granic niewlasciwych).

3. Zmajdz granice lim,_oz%, a > 0.

4. Korzystajac z definicji Heinego granicy funkcji wykaz, ze
(a) limy 1 (2% — 22+ 3) =2
(b) limg o 22%24 =4
(c) lim, 0 sin(1/x) nie istnieje.

5. Korzystajac z definicji Cauchy’ego granicy, wykaz, ze

lim (2% — 1) = 0
r—0
i ; ; sinb5z 1 i . arctgz
6. Oblicz granice: lim,_,o S25L lim,_,o 2S0L iy, o S §mw7
lim (1 4 sinz)'/®
z—0
o (D) 13 In(14x) Cey e °_q
7. Udowodnij, ze: (i) limg_,o (z ) =1, (ii) limg 0 *—— = Ina.
: EORSURE log(14+10x . l—e™ 2 . 1
8. Oblicz granice: lim, ,q %, limg 0 55—, limgoo(l — )%,

limg o0 (1 + 25)*.

9. Wykaz cigglo$¢ funkeji cosz (w R) i /z (w RT).

17
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

ROZDZIAL 4. GRANICE I CIAGLOSC FUNKCJI

Dla jakiej wartosci a funkcja

f(x):{ Tl #2

a dla x =2

jest ciagla.

Zdefiniuj wartosci ponizszych funkcji w 0 tak, by byly ciagle w R
f(x) = z?sin 1,
et _e~®

g(z) = “—;

Zbadaj ciaglosé funkeji : y = &, y=e =7,

_ x? dlax <3
Y=Y 2041 dlaz>3

Zbadac ciaglosé i narysuj wykresy funkcji :
(a) zsin L (b) sgnx.

Wykaz, ze réwnanie 22 — 32z + 1 ma pierwiastek rzeczywisty. Znajdz
jego wartos$¢ przyblizong.

Wykaz, ze jesli ciagi (fr) 1 (gn) funkeji, frn, ,9n : X = R, n € N, sa
jednostajnie zbiezne do funkcji f i g to

(A) ciag (fn + gn) jest jednostajnie zbiezny do f + g

(B) ciag (fn — gn) jest jednostajnie zbiezny do f — g

(C) ciag max{ fn,gn} jest jednostajnie zbiezny do maz{f, g}

(D) cigg min{ fn, gn} jest jednostajnie zbiezny do min{f, g},

gdzie maz{f, g}(z) = maz{f(z), g(x)}.

Czy cigg funkcyjny

(a) (f7mzz)nen , dlaz € R, (b) (VZz+n+1— Vo +1)uen , dla
r€RT,

)z -z, 0<z<1,(d)az"—2a", 0<2r<1,

(e)w/x2+#,x€R,(f) nr_ 0<z<1,

Trnte
(g) n(4/xz+ %)7 rz € R.

jest jednostajnie zbiezny ?

Oblicz odleglo$é¢ Czebyszewa funkcji f,g: X — Y jezeli X =< 0,1 >,
Y =R, f(z) =¢", g(z) =x.



Rozdzial 5
Ciagi i granice

1. Wykaz réwnowazno$é nastepujacych zdan (1), (2), (3):
(1) lima, =a
(2) Kazdy podciag ciagu (a,,) jest zbiezny do a.
(3) Kazdy podciag ciagu (a,) zawiera podciag zbiezny do a.

2. 7 definicji zbieznosci wykaz, ze lim n”—,‘, =0
3. Wykaz, ze suma ciagu zbieznego i rozbieznego jest ciggiem rozbieznym.

4. Wykaz, ze jedli (a,) jest ciggiem rzeczywistym nieujemnym, takim
An41

ze im =2 = ¢ < 1 (> 1), wtedy (an) jest malejacy (rosnacy),
poczynajac od pewnego ng.

5. Oblicz granice:

: - 3y/nsinn!
lim(v/n +1—+/n) lim %,

142+...4n

lim =5

2,52 12
lim 42 +.Y.Ls+(n 1)

, (wskazéwka: wykaz, ze Y ), k* = %),

2, 92 12
lim 1543 +~~7~L;’|>(2’n n?

6. Oblicz granice ciagéw:
(0.2, 0.23, 0.233, 0.2333, ... ),

(V2,V2v2,1/2V/2V2, ...),
()" () (55) o

19
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11.

12.

13.

14.

ROZDZIAL 5. CIAGII GRANICE

(Vn?+n—v/n?—n) ((2"4—3")’17).

Wykaz, ze ciag (u,) zdefiniowany przez:

/ 1
Upyr =\ U2 + 57, w1 =1

jest zbiezny i znajdz jego granice.

Wykaz, ze lim 22! = 0.
Niech ug,vg € R, 0 < up < vp. Zdefiniujmy ciagi (u,) i (vy):

Uy + Uy

Un+1 = V/UnpUn Upy1l = 9

Wykaz, ze u, < v,, ze ciag (u,) jest rosngcy, ciag (v,) malejacy, ze
oba ciggi sy zbiezne i ze maja te sama granie.

Wykaz, ze cigg (u,) zdefiniowany przez : u; = v/2, U = /2 + Un_1
jest zbiezny i znajdz jego granice.

. s (2n+D)—(n—1)* . (n4+2)!+(n+1)!
Oblicz granice: lim G DA E (=T lim )= (1)t
lim LEatatetar g VT 02414 Ynitl

+i+i+ +5% V/nS+6n54+2+v/n"+3n3+1

pe
lim 1=243=4+...—2n lim 27=1
Vn2+1 2% 41

Rozwazmy ciag rzeczywisty (), taki ze | Tpi1—n |< @ | Tn—Tp_1 |
dla wszystkich n > 1. Z pomocg kryterium Cauchy’ego wykaz , ze
jezeli 0 < a < 1, wtedy (z,,) jest zbiezny.

Zbadaj zbieznosé ciggow:
(un) =(1—-3+3—-3+...+ %) (wskazéwka: mozna przyjzeé
sie ciggom (ugy,) oraz (u2n41))
1 1 1
(T:’, tgzt..t (2n—1)(2n+1))

1 1 1

Wykaz zbiezno$é ciggu (u,) zdefiniownego przez réwnosci: u; = v/6,

Up + 1 =1+/6 4+ up.
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Rozwazmy cigg zdefiniowany nastepujaco: 1 = u, + —, ug = 1.

Up
Wykaz, ze:
(a) cigg (uy) nie ma granicy skoriczonej,
(b) limu,, = +o0.
Zbadaj zbieznosé i obliczy¢ granice ciagu (u,,) zdefiniowanego przez:

Up = ln(l + un—l)a up > 0.

Wykaz, ze: lim% = 0 lim2 =0 limax =1 (a > 0),
limn# = 1.

Udowodnij, ze jesli lima,, = a to dla kazdego k € Z limaF = a*.

Niech 0 < a < 1, a > 0 i niech ¢, = a"n®.

(a) Wykaz, ze lim “2** = a.

(b) Wywnioskuj stad, ze ciag (c,,) jest zbiezny.
Wykaz, ze lim ¢, = 0.

. . . n 7 . .
Wykaz, ze dla dowolnego a, lim &7 = 0. Wskazéwka: mozna sig
wzorowaé na zadaniu poprzednim.

Wykaz, ze s jest punktem skupienia ciagu (a,), a, € R, wtedy i tylko
wtedy, gdy ciag (a,,) ma podciag zbiezny do s.

Niech S € R bedzie zbiorem punktéw skupienia pewnego ciggu (ay, )nen,
an € R. Wykaz, ze

(1) kazdy punkt skupienia zbioru S nalezy do S,

(2)inf S e S,supS €S,

S ma element najmniejszy i element najwekszy.

Sprawdz, ktore z twierdzeri dotyczacych granic ciagéw rzeczywistych

przenoszg sie dla granicy gérnej lim sup (granicy dolnej lim inf) ciggu
rzeczywistego.

Wykaz, ze produkt kartezjanski przestrzeni metrycznych zupekhych
jest przestrzeniag metryczng zupelng.

Niech a beedzie liczbg naturalng, zas (a,) ciagiem liczb naturalnych.
Wykaz, ze ciag (z,) zefiniowany przez:

To=a,ap; X1 =a,a001; I3 = a,a00102 ; ...

jest ciggiem Cauchy’ego.

Wykaz, ze kazdy podciag ciagu Cauchy’ego jest ciggiem Cauchy’ego.
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Rozdzial 6

Rachunek rézniczkowy
funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej

1. Wyjasnij co oznacza: f(x) =o0(1) (x — o).
2. Uzasadnij wzory:
o(1)+0(1)=0(1) (x— zo)
O(1)+0(1)=0(1) (z— x0)
o((z — zo)™) = (& — xg)"0(1) (z — =)
O((x — x0)™) = (x — 29)"O(1) (z — x0)
sin3z =3z +o(z) (z—>0)
3. Znajdz rzedy nieskonczenie malych:

sinz  (x —0)
3 +tgr (v —0)
4. Méwimy, ze funkcje f i g sa rownowazne dla z — xq, jezeli istnieje
taka funkcja h , ze f(x) = g(z)h(z), h(z) — 1 dla 2 — z(. Piszemy

wtedy f ~ g, (x = x0).
Wykaz, ze:
ok ~ 2k (2 —0)

sinz ~x, (r = 0)

23
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2sinx ~ x4+ zcosz, (x = 0)

1—cosxz ~ (2%/2), (x — 0)
Moéwimy, ze Az™ jest czedcig gtdwng funkeji f dla x — x¢ jesli f(x) ~
Ax™ xz — 0.
Okresl aib € R, a > 0, tak by funkcja x — In(a + x) + v/a + z byla

nieskonczenie malg mozliwie najwyzszego rzedu. Jaka jest wtedy jej
czes$é glowna?

5. Z definicji oblicz pochodne funkcji: (a) z2 (b) 1/x (c) ¢z (d) tgx

(e) arccosx

6. Wykaz, ze jesli f jest rézniczkowalna w x, to

lim n[f(z+1/n) = f(z)] = f'(z). (6.1)

n—-+4oo
Postuz sie funkcjg Dirichleta

1 dla z€Q
D(x)_{o da z€R-Q

do wykazania, ze spelienie warunku (6.1) nie jest wystarczajace do
istnienia pochodnej w punkcie x .

7. Uzyj rézniczki do obliczenia wartos$ci przyblizonych nastepujacych
wyrazen:

V37, (0,9)%/(0,941), tg(n/4+0,1).

8. Niech f:<a,b>—> R, a<b, x€ (a,b). Jezeli istnieje granica

lim f(zo+h) = f(xo)
h—0t h

= fjr(xo)

wtedy nazywamy ja pochodna prawostronng funkcji f w punkcie zg,
jezeli istnieje granica
h) —
lim f(@o + h) — f(z0)
h—0— h

= fL(x0)

wtedy nazywamy pochodng lewostronng funkcji f w punkcie g, a jesli

istnieje
. fleo+h)— flxzo—h)
Hm o = fslzo)

nazywamy ja wtedy pochodna symetryczna funkcji f w punkcie zg.
a) Udowodnij, ze funkcja rézniczkowalna w punkcie zg, ma w xg
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pochodne prawo- i lewostronng.

b) Wykaz, ze jedli f ma w xo pochodng lewostronng i prawostronna,
wtedy f ma w zy pochodna symetryczn’

¢) Niech f(x) =xsinl/x dlaz # 01 f(0) = 0. Udowodnij, ze f ma w
0 pochodng symetryczna, lecz nie ma ani pochodnej prawostronnej,
ani pochodnej lewostronnej w tym punkcie.

Niech )
_J = dla z <z
f(m)—{ ar+b dla z >z

Tak dobierz a i b, zeby funkcja f(x) byla rézniczkowalna w R .

Zmajdz pochodne funkcji zdefiniowanych wzorami:

f@) = gty f@) = e+ Vet Ve flo) = {2
fz) = si?(cosg z)cos(sin®z) f(x) =291/%) f(z) =e® + e

+ e
f(z) = In(In(lnz)) f(x) = Iny/i=202 f(2) = arccos(1 — z)/v/2

14+cosx

f(z) = In(1 + sin?z) — (sinz)(arctg(sinz)) f(z) = arctg(z +
Vita?) f(x) = vz
flx) =2 +2° +a*" ¢ f(x) =logee f(x)=|sin’z]|.

W kazdym z przykladéw f jest funkcja rzeczywista o wartosciach
rzeczywistych i dziedzinie naturalnej.

Niech

_ 2
{32’” dla 2z € (—o00,1)

J(@) = 1/z dla xe<1,400).

Wykaz, ze f spelnia w < 0,2 > zalozenia twierdzenia Lagrange’a i
wskaz ¢, dla ktérego f(2) — f(0) = 2f7(c).
Wykaz nieréwnodci:
x+
(a) zlnx +ylny > (x+y)In*F2  dla 2 >0,y >0
(b) e >1+2 dlaz >0
(c) 2 —2%/6 <sinzx <z dlax > 0.

Oblicz nastepujace granice:

lim,_,o(cosx — e“”z/g)/ac4 limy oo 2%/ 2(Va + 1+Vx — 1 —2y/7)

lim, s 4 oo (V26 + 25 — Vab — 2%)  lim,_o(1 — (cos x)5"%) /23
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lim, o (1/e® — 2?) limzﬁ(,r/g)Jr(sinQ x)t9%

14. Dla jakich wartosci  wielomian 1 — 22/2 przybliza funkcje cosz z
doktadnoscig do co najmniej 0,0001.

15. Oblicz z pomocg wzoru Taylora, nastepujace wielkosci:

e z dokladnoécig do 107°

sin1°  z dokladnoscig do 10~8

log11  z dokladnoécig do 107°
16. Zbadaj wykresy funkcji:

y=(r-2)/Vai2+1 y=lnz/yT y=(1+2%)e ™
y=In(z+vz? +1).



Rozdzial 7

Rachunek catkowy
zmiennej rzeczywistej

1. Oblicz nastepujgce calki nieoznaczone:

/x—i—l 395 /(\/ﬂ_@)zdx V1+ 2241 — 2?2
’ z ’ Vot —1
/(2‘”+3””)2dm.

2. Wykaz, ze jezeli [ f(z)dz = F(z) + C , wtedy
[ flaz +b)de = LF(ax +b) + C .

3. Oblicz:

\/72
/Qx 310dx / 1-2v+e ,/

1 —z —2z
mdaj, /(e +e ) dx

/ 1 d / dzx xdx 3dx
. dr _ e
(1 —cosz) 1+ sinz’ Vi—z2’ 8 -2

/ dxr dz / dxr / e* d
T
A+x)e ' ) ave2+1" ) @2+1)327 | 2+e”

/ In a;—f—\/l—l—av2 arctgacd / 2237 i
o —— dx.
xlnx ln Inx) 1422 1+LL‘2 ’ 9z _ 4=

27
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4. Metodg podstawiania oblicz nastepujace calki :

: In xdx dx
5(2 — 52°)%/34 ,/C0S5 Vsin zd ,/ ) / ;
/x( o e | it me ) ey e
/arctgf

i

5. W tym zadaniu nauczymy sie (troche inaczej) catkowaé funkcje po-
: . . . P
staci m (m € N), aw konsekwencji funkcje postaci ﬁ

, gdzie P(x) jest pewnym wielomianem.
Oznaczmy V,, = [ \/mdx oraz Y = ax? + bx + c.

(a) Liczac pochodng wyrazenia x™~1v/Y a nastepnie catkujac stron-
ami wykaz wzdr

1
2" WY = maVy, + (m — Vi1 + (m = 1)V oz (T1)

(b) Korzystajac z (7.1) wyraz Vi i nastepnie Vs przez VY i V.

(¢) Kontynuujac to postepowanie wywnioskuj, ze
Vin = mfl(x)\/? + A Vo

gdzie P,,_1 jest wielomianem stopnia m —1 za$ \,, pewna stalg.

(d) Wielomian P, i stala A\, znajdujemy metoda wspdlczynnikéw
nieoznaczonych .

(e) Przeéwicz na przykladach :

xdx

x dx
s 4 -
/\/x2+2x72 T /x3\/x2+1’ /(1+x)\/1$x27

23— 62+ 1lx—6
Va2 44z 43

zacznij od podstawienia x — o = §.

dx

w catkach typu [ (xﬂj%

6. Przyjmujac podstawienia trygonometryczne : * = asint , x = atgt,
r =asin®t i t.p. oblicz:

/’/a—’_xdx, /\/a2—x2d:ﬂ, /x,/ Y da
a—x 20 —x




10.

Oblicz:
[a?e**dx , [arctgzdz , [z*arccoszdz , [In(z+ v1+ 2?)dx

Sporzadz wykresy funkcji :
(a) F(z) =[] f(t)dt jezeli

t—1 dlat<0
f(t){1 dla t >0

(b) F(z)= [ [t+1]dt.
Oblicz fol ST gy 7 doktadnoscig do 0,001.

Celem zadania jest wykazanie wzoru Wallisa:

246..2n

n— oo

Niech I, = [7/*sin" adz , dlan € {0,1,2,...}
(a) Oblicz Iy oraz I.
(b) Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez czesci, wykaz, ze

-1
In = “ In72
n

(¢) Z (a) i (b) wywnioskuj, ze

Ign - (27’l—1)” 2 ™

(d) Jednym zdaniem uzasadnij nieréwnosci :
0 <sin?tlg <sin®z <sin® 'z

dla z € [0,7/2].

(e) Zacytuj twierdzenie, z ktérego wynikaja nieréwnosci
0 < Iont1 < Ion < Iop—

(f) wydedukuj stad granice

. IQn
lim
n—o0 Iop i1

b

- (135(?—1>> 1 .

29
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(a) granice

i
(h) wzér Wallisa (7.2).

11. Niech f bedzie funkcjg ciggla z R w R |, v i v dwiema funkcjami
rézniczkowalnymi z R w R i niech g bedzie funkcja zdefiniowang
wzorem

v(x)
o(x) = / f(tydt.

(a) Wykaz, ze ¢'(x) =v'(z)f(v(z)) — v (2) f(u()).
(b) Niech G bedzie funkcja zdefiniowana przez

Gla) = /:f dt

124+ 17
Oblicz G'(x).

12. Oblicz pole figury ptaskiej ograniczonej krzywymi

(a) y=sinz , y=cosz ; x€[F,]

(b) y* =2z, 2> +¢* =8

(c) a®2® —b*? —a®p? =0, z =2b

(d) =z, y=sin’z+x ; z € [0,7]
)

Y
y?> =2px , 27py’ = 8(x —p)’
13. Oblicz pole figury ograniczonej

(a) tukiem o réwnaniach

{ x = asin®t

y=acos’t ,0<t< /2,
osig Oz i osig Oy.

(b) r? =sin4d¢

(¢) 2%+ y3 = 3axy

(d) 2t +y* = a?(2® +y?)
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Oblicz dtugo$é tuku
r=acos’t, y=asin®t, 0<t<7w/2
x = a(cost +tsint) , y = a(sint —tcost) , 0 <t <2xw

Oblicz objetos¢ bryly powstalej przez obrdét obszaru ograniczonego
przez krzywa

(a) y=2%, y=2x wokét osi Ox
(b) x
Oblicz wspdlrzedne $rodka ciezkosci

2-y?=16, x=5 wokdl osi y.

(a) tuku cykloidy
x=r(t—sint) y=r(l—-cost) 0 <t < 2w

jesli gesto$¢ masy jest na tym tuku stala.
(b) tuku okregu
r=rcost y=rsint 0<t<m
jesli gestosé liniowa masy rozlozonej na tym tuku pu(t) = po+ puat.
Oblicz pole powierzchni bocznej bryly powstalej przez :
- obrét o 180° wokét osi OX elipsy b%z? + a’y? — a?b? =0
- obrét krzywej y = e=* (0 < & < +00) wokét osi OY.

Rozciagniecie sprezyny o 1 cm wymaga przylozenia sity 1 N. Oblicz
prace , ktérg trzeba wykonaé by rozciggnac te sprezyne do 5 cm .

Zbadaj zbieznoé¢ i ew. oblicz calki niewladciwe

400
/ e “eoswrdr (o,w > 0)
0

0 xdx

/¢<d>ﬁ [t [ e

e 1
/ tnxdx / v/ ac dxr
0 0 1 — X
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Rozdzial 8

Algebra i geometria
analityczna

1. W R definiujemy dzialanie wewnetrzne x
TkY=x+Yy—IY.

Sprawdz, czy dziatanie to jest przemienne? laczne? Czy ma element
neutralny? Czy dowolny element z € R ma element odwrotny ze
wzgledu na %7

2. Wykaz, ze w dowolnej grupie G
istnieje tylko jeden element neutralny,

dla dowolnego elementu istnieje tylko jeden element odwrotny.

3. Ktére z ponizszych zbioréw sa przestrzeniami wektorowymi:
(a) {(z,y) € R? : z — 2y > 0}
(b) {(z,y) eR%: 2 —2y =0}
(¢) {(z,y) eR?2:x — 2y +1=0}
(d) {(z,y) € R* 1y = 0}
(z dzialaniami jak w R2).

(e) {f: X = R: f(xo) =1}

33
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(N Af: X =R f(zo) =0}
(9) {f: X = R: f(z0) € {0,1}}

(z dzialaniami jak w {f : X — R}, z( jest pewnym elementem (nie-
pustego) zbioru X).

. Wykaz, ze w dowolnej przestrzeni wektorowej V nad ciatem F' zachodza

zwiagzki:
(—a)v = —(aw) Ov=06
a® =0 av=0=>a=0vVv=0

(gdzie 0 jest elementem neutralnym dla dodawania w ciele F', zas ©
wektorem zerowym, tzn. elementem neutralnym dla dodawania w
przestrzeni wektorowej V).

. Ktoére z ponizszych zbioréw sg podprzestrzeniami przestrzeni wek-

torowej R3?
A={(z,y,2} eR3 o +y+2=1,2—2=0}
B ={(z,y,2z} e R®: 2% + ¢y > 1}
C={(z,y,2} eR®*: 2 +y—2=0}

D = {(0,0,0)}
E={v:v=2(1,2,3)4+y(2,3,1), z,y € R}

. Niech U i W beda podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V' nad

cialem F. Ktore z ponizszych zbiorow sa podprzestrzeniami wek-
torowymi 7

) UNWw (b)UUW
QU+W={utw:uelU weW}
() NU ={ u:uelU}

. Sprawdz liniowa zaleznosé¢ zbiorow:

A={(1,2,3),(0,2,1),(1,2,2)} w R3
B={X°X,X2.}wR[X]

o~ {[8 ][ E1{2 2 ]punee
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D = {cosz, cos2z, cosdx,...} w Cr (zbidr funkcji ciggtych zbioru R
w R).

Wykaz, ze:
(a) kazdy zbidr zawierajacy wektor © jest liniowo zalezny,

(b) kazdy zbiér zawierajacy zbiér liniowo zalezny jest liniowo zalezny.
Sformutuj i udowodnij odpowiednie stwierdzenie dla zbioréw liniowo
niezaleznych.

Znajdz baze przestrzeni V zawierajaca wektory u i v, jezeli
V=R3 u=(1,-1,1), v=(1,1,2)
V=R3X], u=X2+1, v=X

1 1 1 0
1% R2><2
- ’“_[1 1}’ ”_[1 1]

Zbiér {u, v, w} jest bazg przestrzeni V. Wykaz, ze {u+v, u+w,v+w}
jest takze bazg przestrzeni V.

U i W sa podprzestrzeniami przestrzeni wektorowej V. Wykaz, ze

Unw oraz U4+W={utw:ueclU,weW}
sg podprzestrzeniami wektorowymi.
Udowodnij, ze jesli U i W sa skoniczenie wymiarowe, to

dim(U + W) < dimU + dimW oraz
dim(U + W) = dimU + dimW << UNW ={0}.

Ktore z ponizszych odwzorowan sg, a ktére nie sg liniowe ?

fiR® = R2 f(z,y.2) = (z+y,y—2)

g:R%Z = R2  g(x,y) = (xcost — ysint, vsint + ycost)

h:R[X] — R[X], h(P)=P?

Dla tych funkcji ktére sa liniowe:

(a) Znajdz jadro, obraz, bazy jadra i obrazu oraz wymiary tych pod-
przestrzeni.

(b) Wskaz macierze

- w bazach kanonicznych

- w dowolnie wybranych (lecz réznych od kanonicznych) bazach.
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13. Udowodnij, ze odwzorowanie liniowe T : V' — W jest iniektywne wt-
edy i tylko wtedy gdy KerT = {0}.

14. Wskaz odwzorowanie liniowe f : R? — R3, takie ze f(1,2) = (1,2,3),
f(2,1) =(1,3,2). Znajdz rzad f i wymiar Kerf.

15. Niech f : R2 - R3, ¢g:R3 = R2, f(z,y) = (v +y,z —y,2x +¥),
9(z,y,2) = (x +y,y — 2).
Sprawdz, ze f i g sg liniowe. Na dwa sposoby znajdz macierze f o g
i go f w bazach kanonicznych R? i R3:

Wykonujac zlozenie funkcji, nastepnie znajdujac macierz zlozenia.

Korzystajac z twierdzenia o macierzy zlozenia odwzorowan liniowych.

16. Wykaz, ze L(V,W) - zbiér odwzorowan liniowych przestrzeni wek-
torowej V' w przestrzenn wektorowa W, jest przestrzenig wektorows
(V i W sg przestrzeniami nad wspélnym cialem F'). Wykaz, ze jesli
A = {aq,...,an} jest bazg V za§ B = {b1,...,by} bazg W, to zbiér
{fij}i=t1,...nyj=1,..m, gdzie fi; : V. — W sa takimi odwzorowaniami
linjowymi, ze f;;(a;) = bj, jest bazg L(V,W).

17. Macierza operatora liniowego f : R® — R3

jest

w bazie kanonicznej {e1, €2, e3}

2 3
M= 21
3 2

—_ Ul =

Wykaz, ze wektory e} = 2e; + 3e + 2e3, ¢, = 3e; + 4dex + €3, €5 =
e1 + 2ey + 2e3 tworzg baze R3 i oblicz macierz f wzgledem tej bazy.

18. Niech
1 3 2 3
-1 2 3 0
M= 4 0O 1 2
2 1 5 -8

Redukujac M do macierzy tréjkatnej oblicz det M
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19. Wykorzystujac odpowiednie twierdzenie o rzedzie macierzy i wyz-
nacznikach jego podmacierzy wykaz, ze wektory (1,2,0,—1), (3,2, —1,—1)
i(—1,2,1,—3) sa liniowo niezalezne.

Nastepnie sprawdz niezalezno$¢ tych wektoréw

- 7 definicji

- korzystajac z redukcji Gaussa.

20. Wykaz, ze dlan > 4

12 22 32 S n?
22 32 42 o (n+1)?
det . . . S . =0.
(n—1)2 n? m+1)2 . . . (2n—2)2
n? (n+1)2 (n+2)?% . . . (2n—1)?

Jaki wynik otrzymamy dlan=1,2,3 7

21. Oblicz:
311 1 1
1 4 1 1 1
det 1 1 5 1 1
1 1 1 n+1 1
1 1 1 1 n—+ 2

22. Wyznacz rzedy macierzy

12 -1 1 e 1 1 1 1
5 1 2 1 1 a 1 11
A= 4 -1 a 0 B= 11 a 11
3 a 4 -1 1 1 1 a1

w zalezno$ci od parametru a.

23. Dla jakiej wartosci parametru a rzad macierzy

A:

Q= O
o O
Q= O
oo
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jest minimalny ?

24. Oblicz A~ jezeli

1 2 cost —sint
A_(Z 1) A_(sint cost)

1 2 -3 1 0 2
01 2 2 10

1 2 3 1 1 1

25. Rozwiaz nastepujacy uklad rownan:

21’1+2£B27QL’3+ZL’4 = 4
4x1 +3x20 —x3+224 = 6
8r1 +5xo —3x3 + 4wy = 12
921 + 329 — 223+ 224 = 6

26. Przedyskutuj rozwiazalnos¢ i ew. rozwigz w zaleznosci od wartosci
parametréw u, a, k,l ponizsze uktady réwnan:

ur + Yy + z + t =0 _
r + (I+uwy + 2z + t =0 ZJC;;yii:i
r + oy 4+ 24wz + t = 0 yr==a
T+ oy 4+ oz 4+t =0 (THytez=o

r — ky — 3z =0 _

lr + y — 5z =0 gi i_y :?

2v + ky + =z =0 y =

r 4+ y — z =0 vty =a

27. Niech a; = (2,1,-3), as = (3,2,-5), ag = (1,—-1,1), i x = (6,2,—7)
beda wektorami przestrzeni R3.
(a) Sprawdz, ze {a1, as,az} jest baza R3.
(b) Znajdz wspéhrzedne wektora x wzgledem tej bazy.
Niech f: R3 — R3 bedzie operatorem liniowym ktérego macierza w
bazie kanonicznej jest

11 —-11 5
A=1 20 -15 8
2 0 6
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29.

30.

31.

32.
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(¢) Znajdz macierz f w bazie {a1, a9, a3}
Uwaga: Punkty (a) i (b) prosze rozwiagza¢ na dwa sposoby (z wyko-
rzystaniem macierzy przejscia i bez).

Niech A = (aij)i7j:17,,_,n € F**x", Skalar

T’I“(A) = i: (0777
i=1

nazywamy $ladem macierzy A.
Wykaz, ze macierze podobne maja

(a) ten sam $lad,

(b) ten sam wyznacznik.
Czy podobne sg macierze A i B jezeli

o a=(31) 5=(4 1)
o a=(34) 53 1)

Na przyktadach macierzy z poprzedniego zadania sprawdz prawdziwosé
nastepujacego twierdzenia:

Twiedzenie Cayleya-Hamiltona. Dla dowolnej macierzy M € F™*™
zachodzi x(M) = 0, gdzie x jest wielomianem charaktrystycznym
macierzy M.

Dla kazdej z ponizszych macierzy sprawdz czy jest diagonalizowalna.
Jedli tak, to napisz jej postaé¢ diagonalna.

5 8 10 2 1 1 1 0 0
A= 4 1 8 B = 2 1 =2 c=11 2 =3
4 -4 -11 -1 0 -2 1 -1 0

Wskaz baze w ktérej operator liniowy f : R3 — R3, zdefiniowany
wzorem f(z,y,2) = (x + ¥, y, 22) ma macierz diagonalna.

Wykaz, ze f: RZ x R2 = R, f(x,y) = 21y1 — T1Y2 + Toy1 + 2231 jest
forma dwuliniows, znajdZ macierz ja reprezentujaca w bazie kanon-
icznej i w bazie {(1,2),(2,1)}.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

ROZDZIAL 8. ALGEBRA I GEOMETRIA ANALITYCZNA

Wykaz, ze dla dowolnych macierzy A, B € F"*" zachodzi (AB)T =
BT AT,

Wykaz, ze
(a) g : R® > 2 — 3w120 + 7273

(b) g: R3 > 1 — 23 + 22120 + 2273

jest forma kwadratowa. Znajdz macierz formy g w bazie kanonicznej.
Doprowadz g do postaci kanonicznej. Znajdz baze R® w ktérej g ma
posta¢ kanoniczna.

Zbadaj okreslonos¢ form kwadratowych ktérych macierzami sa

2 1 2 -1 123
1 2 -1 2 201
3 1 1
-9 -4 -1 1 1 1
-4 -2 -3 1 1
-1 -3 -4 1 2 1
Zmnajdz rozwiazanie ogélne uktadu réwnan:
fi = 5fi+8fa+16f3
fo = Afi+fo+8fs
fi = —4fi—4fo—11fs

a nastepnie rozwigzanie spelniajgce warunek poczatkowy f1(0) =

f2(0) = f3(0) = 1.

Wykaz, ze kazda przestrzen unormowana jest metryczna. Ktore z
ponizszych odwzorowan sg normami ?

(a) f:R?> (z,y) =z |+ |y
(b) g:R? 3 (z,y) = maz{|z|,|y [}
() h:R2> (x,y) =z +y]

Dla jakiej wartosci parametru a plaszczyzna 7 : z1 —3xa+23—4 =10
jest rownolegla do prostej

p 201 —axs +x3—1 = 0
’ 1'1+£L'2+£L'3+2 = 0
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39. Napisz réwnania plaszczyzn:
- przechodzacej przez A(3,—1,2) i prostopadtej do wektora (4,2, —2)

- przechodzacej przez B(3,—1,2) i réwnoleglej do wektoréw (2,1,3) i
(2.0,1).

40. Znajdz punkt przeciecia prostej:
r1=1—t, xo=2+41t x3=2t, x4=—-1+1

i hiperptaszczyzny: x1 — 2z + 3z3 — 4xy = 1.

41. Znajdz kat miedzy prostymi [; i I, w R*

o= 1t 51— 2%s + 3w3 4+ 224 = 3
. Ty = 2t . —
l1: ls: 3r1 —x9+x3—1 = 0

rs = 3+t a1 - 0

Trg = 4t T3 T4 o

Wskazowki

Do zadania 20. Kazdy wiersz odejmij od nastepnego otrzymujac w ten
spos6b macierz M’. Potem to samo z macierza M'. Dlan — 3 detM = —8.

Do Zadania 21. Pierwszy wiersz odejmij od wszystkich pozostalych,
potem z pierwszej kolumny wyciagnij 2, z drugiej 3, ..., z n-tej (n+1). Dodaj
wszystkie kolumny od pierwszej. Po rozwinieciu otrzymujemy detM =

1 1
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Rozdzial 9

Rachunek rézniczkowy
funkcji wielu zmiennych

1. Wykaz, ze funkcja
f:R23 (2,9) = 52 — 22y + ¢*

jest w R? normg. Narysuj interpretacje kuli otwartej K(0,0),1) (a
potem ogdlnie: K(A,r)) wzgledem tej normy.
Uzasadnij, dlaczego kazdy zbiér otwarty wzgledem tej normy jest ot-
warty wzgledem nastepujacych norm w R2:

a) R? 5 (z,y) = /22 +y? (norma standardowa)

b) R?2> (z,y) =|z|+|y| (norma takséwkowa)

2. Wykaz, ze odwzorowanie:

b
Cia,b> > (fa g) — / f(x)g($)dx cR

jest iloczynem skalarnym. Wskaz dwie funkcje ortogonalne wzgledem
tej normy.

3. Napisz réwnanie krzywej cigglej zawartej w zbiorze K((2,2),2) U
K((5,2),2) laczacej A(2, %) z B(5, 1—10)
4. Oblicz granice podwdjne i iterowane nastepujacych funkgji (o ile istnieja):

a) fla,y) =252, 250, y 0

b) f(x,y):(a:—&-y)sin%cos%, z—0 ,y—0

43
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5.

10.

11.

ZE22

c) f(x,y)zm, x—0, y—0

Oblicz nastepujace granice iterowane
a) f(z,y) = %, T — +oo, y— +0
b) f(x,y) = sin %,x — +00, Y — +00
c) f(z,y) =logz(x+y), z—=1, y—0
Oblicz granice podwdjne:

x4y

a) 11mac—>+oo,y—>+oo P—zyty?

b) limy— 00 y—+00 (352 + y2)6_(m+y)
2

T
: T
C) 11mz—)+oo,y—>+oo (ﬁ)

Wykaz, ze

(z+y)?
(a) funkcja f(z,y) = z24y? dia (z,y)) # (0,0) nie jest ciaggla
0 dla (z,y) = (0,0)

w (0,0).

3 3
(b) g(z,y) = { % dla(z,y) #(0,0) jest ciggla w R2.
0 dla (z,y) = (0,0)
Wskazéwka: Klopot oczywiscie z ciagloscig w (0,0). Skorzystaj z
faktu, ze dla (z,y) # (0,0), g(z,y) = (x—i—y)w. Teraz podstaw

2, 2 eity?
— 2 . .
T = Bt jest ograniczona.

oz ..
t=35 i wykaz, ze

. Wykaz, ze f : R?2 — R, zdefiniowana wzorem

dla 2*>+y?> >0

Y
={ =*+y°
f@y) { 0 dla 2*+y*=0

ma w (0,0) pochodne czgstkowe, lecz nie jest w tym punkcie ciggla.

. Wykaz, ze funkcja ¢ : R? 2 (hiha) — (h1 + h2)cos(z +y) jest

rézniczky funkcji zdefiniowanej w R? wzorem f(x,y) = sin (z + y).

Niech f: R — R2?, f(z,y) = /2% +y*. Wykaz, ze f ma pochodne
kierunkowe f; (0,0) we wszystkich kierunkach h € R, ale h — f7,(0,0)
nie jest liniowe. Czy f jest w (0,0) rézniczkowalna?

Czy funkcja f zdefiniowana w zadaniu 8 jest rézniczkowalna w (0,0)
N



12.

13.

14.

15.

16.
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Oblicz pochodne czgstkowe i zbadaj rézniczkowalnosé funkeji:
a) f(z,y) = e siny (w R? )

b) g(z,y) = (2* +y%)e ¥ (WR)

c) h(z,y) = ==z (W R? = {(0,0)}).

Wykaz, ze

(22 + y2)sin\/z21+7y2 dla z*+y*>0

z,y) =
f@9) {0 dla z?2+y*>=0

jest rézniczkowalna w (0,0) choé jej pochodne czastkowe w (0,0) nie
sg ciagle.
Wykaz, ze f : R® — R2 zdefiniowana przez

fla,y2) = (x + 9% 2y’2)

jest rézniczkowalna w R3. Napisz macierz rézniczki f. Podobnie dla
g : R? = R3 zdefiniowanej przez

g(u,v) = (u® + v,uv,e’).
Obliczy¢ macierz Jacobiego g o f (na dwa sposoby).
ZnajdZ pochodne funkcji y = () zdefiniowanych wzorami:

(a) z¥ =y"
2 2 — z
(b) Iny/a* +y? = arctgy

Wskaz zbiory punktéw w ktérych istnieje funkcja uwiklana z = f(x,y),
jezeli

(a) za? —y22 =1

(b) ye*sinz — 2nz — @
Na dwa sposoby:
rozniczkujac lewa strone rownania ze wzgledu na kolejne zmienne,

korzystajac ze wzoréw z wyktadu oblicz pierwsze i (wszystkie) drugie
pochodne czastkowe f.
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17. Niech f bedzie funkcja okreslong w zbiorze C, > funkcji cigglych na
przedziale < a,b > o wartosciach rzeczywistych i niech

b
ﬂw:/¢mfmm,

gdzie ¢ jest pewna funkcjg ciagla w < a,b >. Wykaz, ze f jest
rézniczkowalna w dowolnym punkcie u € C(< a,b >) i

b
A)h) =2 [ @yl

18. Napisz rownania plaszczyzn stycznych i prostych normalnych do
(a) wykreséw funkeji
flz,y) =2 +y* w punkcie M(1,2,5)
g(z,y) =y+Inx w punkcie M(1,1,1)

(b) powierzchni
22 g2 22
e + 2 + 2= 1 (elipsoida)

2 2
z = :% + z—Q (paraboloida)
a
2 2
2% = % + %2 (stozek)
a

z = zy (paraboloida hiperboliczna)

22 2 22
St p 2= 1 (hiperboloida jednopowlokowa)
a c

2 2 2
x L — (hiperboloida dwupowlokowa)

a2 b2 2

w dowolnym punkcie kazdej z tych powierzchni (takim jednak, ze
plaszczyzna styczna w tym punkcie istnieje).

19. Napisz réwnanie prostej stycznej do przeciecia stozka 2% = x2 + y?

(a) z walcem (x — 2)? 4+ y? = 4 w punkcie (5/4,/3, /4)
(b) z walcem (z —2)? + 22 =4 w (3,23, 3)



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Niech
f:R?3 (2,y) = f(z,y) = (zvy, 2 +y,alny) € R?

g:R33 (u,v,w) = g(u,v,w) = (u* + 0> + w?, vow) € R
Dwoma sposobami oblicz macierz rézniczki funkcji g o f w punkcie
(1,1):
(a) Znajdujac zlozenie funkcji g o f i nastepnie liczgc macierz jego
rézniczki.
(b) Obliczajac macierze pochodnych f i g a nastepnie znajdujac ich
iloczyn.

Oblicz macierz rézniczki funkcji (f o g)~! w punkcie (5,0) = (f o
9)(1,1).

Roztoz f(x + h,y + k,z + 1) wedlug poteg h, kil, gdy f(z,y,z) =
Ax? + By? + C2% +2Dxy + 2FExz + 2Fyz.

Roztéz w szereg Maclaurina funkcje:
flz,y) =€e"siny
g(z,y) = In(l + z)in(1 +y)
Wyznacz ekstrema funkcji:
2z = a3 +y? — 6zy — 39z + 18y + 29

u=2x%+y*+ 22 +2z+4y — 62
v=sinz+cosytcos(zr—y) (0<z<F;0<y<

).

ol

w=2x+y+4sinzsiny.

Wyznacz najmniejszg i najwiekszg wartosé funkcji
z=(z—y)?+ 2y — 2 wkwadracie: 0 <2 <1,0<y<1.

z=x% +y? — 122 + 16y, jedli 2% + y? < 1,

u =2+ 2y% + 322 jedli 22 + 42 + 22 < 100.

Wykaz, ze ze wszystkich trojkatéw o obwodzie 2p najwieksze pole ma

tréjkat réwnoboczny.

ZnajdZ najwickszg 1 najmniejsza warto$¢ funkcji f(x,y) = xye® w
zbiorze ograniczonym przez prostg y = 4 i parabole y = x2.
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Rozdzial 10

Calki wielokrotne,
krzywoliniowe i
powierzchniowe

1. Calke [ [, f(x,y)dxdy zamieri na calki iterowane fab dx f(;b((f)) flz,y)dy
i fcd dy blo) f(z,y)dy jesli Q jest

a(x)
(a) tréjkatem o wierzchotkach (0,0), (1,0) 1 (1,1)
(b) kotem 22 +y2 < y.

2. Zmien kolejnosé catkowania w catkach podwdéjnych :

[l [ s [ [ s

3. Oblicz [ [, | zy | dzdy gdy Q jest kolem o $rodku w (0,0) i promieniu
a.

4. Przechodzac do wspolrzednych biegunowych oblicz
// Va2 + y?dedy // sin v/22 + y2dxdy
z2+y2<a? m2<a24y2<4n?

5. Narysuj bryle ktérej objetos¢ wyznacza catka:

2 2
// V12— Lagdy
RS <] 49

49
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Oblicz objetosci bryt ograniczonych powierzchniami:
()z—1+x+y,z=0,x+y:1,x:O,y:O.
(b) z=a?+y? ,y=2?,y=1,2=0.
()zfxy,x—i-y—{—zfl z=0.

@ E+E+5 S+E=5% (>0

Znajdz wspétrzedne $rodka ciezkosci jednorodnej figury ograniczonej
krzywymi:

Vityyi=va, z=0, y=0.

Oblicz pole ktére z powierzchni z = zy wycina walec 22 + 3% = a? .

Przy pomocy calki potréjnej oblicz objetosé bryly ograniczonej powierzch-
niami:

24yt 42t =a?, 2Pyt =0, 2Py =22 (2> 0,0<a<b).

Przechodzac do wspdlrzednych cylindrycznych oblicz

///V(x2+y2)dxdydz

gdzie V jest bryla ograniczong powierzchniami: 22 4 3% = 2z, z = 2.
4 a

Oblicz catke potréjng [ [ [, /22 + 42 + z2dzdydz, gdzie V jest bryla
ograniczong powierzchnig x2? + y? + 22 = z.

Oblicz | K 2%dx + Jxydy, gdzie K jest czedcia okregu o érodku w
(0,0) zawartym miedzy punktami A(0, R) i B(R,0).

Jaka prace wykona punkt materialny poruszajacy sie w polu sik:
P=xz—2 Q=0, R=2r—2? potliku z=2% y=0o0d A(0,0,0)
do B(1,0,1).

Oblicz
a) [o(2? = 2xy)de + (y* — 2xy)dy, C: y=2*, -1 <z <1

<b> I ?(x+y>dw+<x— y)dy
f((7"27212 ,23) rdrx+ydy+zdz

Z1,Y1,%1) /224 y2 422

i korzystaja,C z twierdzenia Greene’a

d) $ xy’dy — 2?yde  C: 2?4 y? = a’.

e) §o €** sin2ydx + e** cos2ydy C: 9(x —1)* +4(x — 3)> =36

f) fc xy?dx+3 cos ydy gdzie C jest dodatnio zorientowanym brzegiem
obszaru ograniczonego krzywymi y = 22, y = x® w pierwszej ¢wiartce
ukladu wspélrzednych.
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15. Oblicz $; (o) 5)(362 —y?)ds.

16. Znajdz mas¢ krzywej v = 2cost, y = 3sint, 2 =1, t €< 0,5 >,
ktérej gestos¢é masy jest proporcjonalna do kwadratu odlegtoéci punktu
od punktu (0,0,0).

17. Oblicz calki powierzchniowe niezorientowane:

(a) [ [szyzdS, gdzie S jest wycinkiem sfery 22 +y>+2% =4, 2 >0,
y>0, z2z>0.

(b) [ [gay?22dS, gdzie S jest cescig stozka z = /22 + y? polozong
nad podzbiorem plaszczyzny Oxy ograniczonym nieréwnosciami:
x2+y2§1, x>0, y>0.

(c) [ [4coszdS, gdzie S jest wycinkiem plaszczyzny 2z+3y+4x = 2
ktérej rzutem na plaszczyzne Ozy jest 0 < <1, —1 <y <3.

@ [ fs e®* 9’48, gdzie S jet czedcia stozka 22 = 22 + y2 ponad
kotem
x2+y2§1dlax201y20.

(e) [ [qin(z®+y?+2%)dS, gdzie S jest czescig sfery a2 +y*+22 =5
ponad kolem z2 + y? < 1.

(f) [ Jg2dS, gdzie S jest czworoscianem ograniczonym plaszczyznami
uktadu wspétrzednych i ¢ +y + z = 1.

(8) [ [s(@*+y?)dS, gdzie S jest powierzchnig ograniczong zamknietym
walcem: 22 +y2=1, 0<2< 1.

18. Oblicz strumien cieczy przeptywajacej ku gérze przez péinocna sfere
22 + y? + 2% = 1 przy szybkodci przeptywu G(z,y, 2) = (—y, 2, 2).

19. Oblicz calki powierzchniowe zorientowane:

(a) [ [qxdydz + ydzdx + zdxdy, gdy
(i) S jest czedcia plaszezyzny z4+y+2 =3, >0, y >0, z > 0,
zorientowang ku goérze
(ii) S jest zamknieta, pémocng polows kuli:
22 +y? + 22 =1, 2 > 0 zorientowans na zewnatrz.
(b) [ Jqydydz — xdzdx + zydzdy, gdy S jest zadana przez:
z= (22 +2)V? 22 +y2 <1

20. Znajdz strumien wyplywajacy na zewnatrz powierzchni zamknietej S
gdy
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(a) S jest czworodcianem ograniczonym przez plaszczyzne 2z + 3y +
z = 11i plaszczyznami uktadu wspotrzednych a predkosé przeptywu
G(z,y,2) = (0,2,y).

(b) S jest ograniczona przez stozek x? +y? = 22 i plaszczyzne z = 1
a predkos$¢ przeptywu G(z,y, z) = (y, —, zy).

21. Podczas wykladu udowodnilismy, ze jesli pole wektorowe F' = (P, @, R)
i powierzchnia S spelniaja zalozenia twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego,

wtedy
//Rdxdyz/// a—Rdxdydz.
S \ 82

Udowodnij dwa ”brakujace ogniwa” dowodu twierdzenia Gaussa-Ostro-
gradskiego, t.j. réwnosci

[ ] ] 2t~ [ [ pi
///Vaaz?dxdydz—//Sdedw

22. Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego oblicz te z calek
zadan 18 i 19 w ktorych S jest powierzchnig zamkniets.

23. Oblicz strumien cieczy wyplywajacy na zewnatrz powierzchni S z pre-
dkoscia G.
(a) G(z,y,2) = (8zyz,2yz,6x2), S: 22 +y?* =4, 2=3, 2=5

(b> G(x,y,z)z( 3,1‘2,.’1}ZC082y), S:x=0, r=siny, y=0, y=
m, =0, z=xsiny.

(c) G(z,y,2) = (2%, 2y,22), S : 2+32x+3y=6, 2=0,y=0, 2=
0.

24. (por. 21) Na wyktadzie udowodnilimy, ze przy stosownych zalozeniach
(przypomnij jakich?!) o polu wektorowym F' i powierzchni S zachodzi

wzOr op op
Pdx = // —dzdr — —dzdy).
jgs S( 0z dy 2

Udowodnij pozostale dwa wzory uzupehliajac w ten sposéb dowdd
twierdzenia Stokesa.

25. Ponizsze calki oblicz

a) korzystajgc ze wzoru na zamiane catki krzywoliniowej na oznaczon
K tajg iane calki k liniowe 5
(bez korzystania z twierdzenia Stokesa),
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(b) korzystajac z twierdzenia Stokesa.

(W kazdym z przykladéw wybierz jedng z dwéch mozliwych orientacji
krzywej C.)

fc( x4+ y)dx + xzdy + (x + y)dz, C : = = cost, y = sint, z =
, 0t <27T
(i) fc( z)dx + (y + z)dy +sinzdz, C : +y? =4, 2=2

26. Korzystajac z twierdzenia Stokesa oblicz (C' zorientuj jakkolwiek):

(a) fc ydr+zdy+axdz, C : tréjkat o wierzchotkach (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0).
(b) fC zdx + xdy + ydz, gdzie C jest przecieciem powierzchni o
réwnaniu z = xy z walcem 2 + y? = 9.

) $o(z* — xy — y?)dx + yPlnydy + (x + y) sinbzdz, gdzie C' jest
przecieciem plaszczyzny x + y + z = 4 z plaszczyznami uktadu.
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Rozdzial 11

Calki powierzchniowe

1. Oblicz caltki powierzchniowe niezorientowane:

(a) [ [szyzdS, gdzie S jest wycinkiem kuli 22 +y%+22 =4, 2 >0,
y>0, z2z>0.

(b) [ [gxy?*22dS, gdzie S jest cescia stozka z = /22 + y? polozong
nad podzbiorem plaszczyzny Ozy ograniczonym nierownosciami:
22492 <1, >0, y>0.

(c) [ [qcoszdS, gdzie S jest wycinkiem plaszczyzny 22+ 3y+4x = 2
ktérej rzutem na plaszczyzne Ozxy jest 0 <z <1, —1 <y <3.

@ [ fs e®* 9’48, gdzie S jet czedcia stozka 22 = 22 + y2 ponad
kotem
224+y2<ldlaz>0iy>0.

(e) [ [gIn(z®+y®+2*)dS, gdzie S jest czedcig sfery #* 4y +2% =5
ponad kolem z2 + y? < 1.

(f) [ [42dS, gdzie S jest czworodcianem ograniczonym plaszczyznami
ukladu wspétrzednych i z +y + 2 = 1.

(8) [ [4(x*4y?)dS, gdzie S jest powierzchnig ograniczong zamknietym
walcem: 22 +y2=1, 0<z<1.

2. Oblicz strumien cieczy przeplywajacej ku gérze przez pdinocng sfere
22 + y? + 22 = 1 przy szybkodci przeptywu G(z,y, 2) = (—y, 2, 2).

3. Oblicz calki powierzchniowe zorientowane wiedzac, ze w kazdym z
przykladéw powierzchnia S jest zorientowana ku gérze:

(a) [ [qwdydz + ydede + zdedy, gdy
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ROZDZIAL 11. CALKI POWIERZCHNIOWE

(i) S jest zadane przez: t+y+2=3, x>0, y >0, 2 >0,
(ii) S jest zadane przez:
x2+y2—|—z2:1, z > 0.

(b) [ [sydydz — wdzdr + xydedy, gdy S jest zadana przez:
c= (@) ety <

. Znajdz strumien wyplywajacy na zewnatrz powierzchni zamknietej S

gdy

(a) S jest czworodcianem ograniczonym przez plaszczyzne 2z + 3y +
z = 11i plaszczyznami uktadu wspolrzednych a predkosé przeptywu
G(z,y,2) = (0,z,y).

(b) S jest ograniczona przez stozek x? +y? = 22 i plaszczyzne 2z = 1
a predko$¢ przeptywu G(z,y, z) = (y, —z, zy).

. Korzystajac z twierdzenia Gaussa-Ostrogradzkiego oblicz te z calek
zadan 3 i 4 w ktérych S jest powierzchnig zamkniety.

. Oblicz strumien cieczy wyplywajacy na zawnatrz powierzchni S z
predkoscig G.
(a) G(x,y,2) = (87yz,2yz,622), S: 22 +y*> =4, 2=3, z=5

(b) G(£E7yaz) = ( 3,$2,$26082y), S:z= 07 T = SZ’I’Ly, Y= 07 Y=
m, z =0, z =xsiny.

(c) G(z,y,2) = (22, 2y,22),S: 2+3x+3y=6, 2=0, y=0, 2 =
0.

. Ponizsze calki oblicz

a) korzystajac ze wzoru na zamiane calki krzywoliniowej na oznaczon
& € a
(bez korzystania z twierdzenia Stokesa),

(b) korzystajac z twierdzenia Stokesa.

(W kazdym z przykladéw wybierz jednz z dwéch mozliwych orientacji
krzywej C.)

(i) $.(z +y)de + zdy + (x + y)dz, C : x = cost, y = sint, z =
1,0<t<2r

(ii) $o(x+ 2)dx+ (y + 2)dy + sinzdz, C: 2> +y* =4, z =2
. Korzystajac z twierdzenia Stokesa oblicz (C' zorientuj jakkolwiek):

(a) $oyda+zdy+adz, C : tréjkat o wierzchotkach (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0).
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(b) $ozdx + xdy + ydz, gdzie C jest przecigciem powierzchni o
réwnaniu z = xy z walcem x? + y? = 9.

(¢) $,(2% — xy — y?)dx + y?Inydy + (x + y)sinbzdz, gdzie C jest
przecieciem plaszczyzny x + y + z = 4 z plaszczyznami ukladu.
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Rozdzial 12

Szeregi

1. Wykaz ze jesli X jest przestrzenig unormowang nad cialem K, wtedy:

] :z—=|lz|| +:(z,y)—mx+y A:iz— Iz
sg funkcjami cigglymi.
2. Zbadaj zbiezno$¢, bezwzgledna zbieznosé i ew. obliczyé¢ sumy sz-
eregbéw:
(a) 1-1/241/4—-1/8+ ...
(b) 1/2+1/34+1/4+1/9+ ...+ 1/2"+1/3" + ...
(©) X ey
(d) (Vn+2-2v/n+1++/n)

3. Zbadaj zbieznosé szeregdw:

(a) 0,001+ /0,001 + /0,001 + ...

(b) 1/101+1/2!+ ..+ 1/n! + ...

(c) 1/1001 + 1/2001 + 1/3001 + ...

(d) 1/vV2+1/2V3+ ..+ 1/nv/n+1+..

(e) 2 v/ (2n—1)(2n+1) "

4. Tle wyrazéw szeregu Z:g an, nalezy zsumowac, by obliczy¢ jego sume
z doktadnodcig do 0,001 jezeli:
(a) a, = (*13) L ) an = (="

n n!
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9.

10.

ROZDZIAL 12. SZEREGI

2

n?

Wykaz, ze jeli zbiezne sg szeregi > a2 i Y. b2, wtedy takze szeregi

S lanby|| oraz - (an + by)? sg zbiezne.

Zbadaj zbieznosé¢ szeregéw o wyrazie ogdlnym:
(a) 1000"/n!  (b) (nh)2/(2n)!  (c) 2"n!/n"
(d) 3"n!/n™  (e) n"'/(2n% 4+ n +1)(»+1/2

(f) (%)n/wl) (8) (VAT Z—vi—2) /ne (W) (1) (2z0)"

Okresl charakter zbieznosci ponizszych szeregdw funkcyjnych:
(a) >o0% o x™ wprzedziale (i) |z |[< ¢, ¢<1 (i) |z |< 1
ajn+l

(b) >0, (%_ n+1) -1<z<1

(C) Zlem O<zxr <40

Wykaz jednostajng zbieznos$é szeregéw we wskazanych zbiorach:

(b) 0, S weRY

S n? n —-n
() ol T +27)  j<[a|<2

(d) S5, 8 | |< oo

Wykaz, ze jesli szereg Y oo, | fu(z) | jest zbiezny jednostajnie w
przedziale < a,b >, to takze szereg > o fn(x) jest jednostajnie
zbiezny w < a,b >.

(a) Wykaz, ze ciag f,(z) = 2%+ Lsinn(z+ %) jest zbiezny jednos-
tajnie w R, a mimo to

(lim fn(x))/# lim f’rlz(x)

n—-+o0o n——+00

(b) Wykaz, ze cigg fn(x) = nzene’ jest zbiezny w < 0,1 >, lecz

1 1
/0( lim fn(:c))dx#ginolo/o fn(x)dz.

n—-+oo

Skomentuj!
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12.

13.

14.

15.
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Calkujac w przedziale < 0,1 > szereg 3,70 (—1)"2%" oblicz 30 (3;142: :
Podobnie, wykorzystaj rozwiniecie

1+ do obliczenia ::1(71)”*1% dlaz € (—1,1) oraz (*17):'_1’

1= do obliczenia S (-1t ””227:11 dlaz € (—1,1) oraz 3, (;i)_nl_l .

Przedstaw w postaci szeregéow calki niewlasciwe:

* sinx L arctgr
/ dx / g dx
o T 0 T

Ile wyrazéw odpowiedniego szeregu nalezy zsumowacé, by otrzymad
warto$é catki z doktadno$cia co najmniej 0,01 ?

Zbadaj zbidér okreslonosci i rézniczkowalnosci funkeji f zdefiniowanej
wzorem:

400

—-1)"x T
@ s@= W f@=3 gt

Zmnajdz promien zbieznodci szeregdw potegowych

oo (n))? n 00 n? n
i EQn))!x it 1+5)" =
+ n + 2n)!! n
ot (L 5+t 1) et (2(n+)1)!!x

Roztéz w szereg Taylora funkcje:

(a) fz) =™ (x=0) () fl)=1= @=0) (o) f(2) = 755

(x —0)
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Rozdzial 13

Funkcje zmiennej
zespolonej

1. Dwiema metodami oblicz pochodng funkcji f jesli
a) f(z) =2 +22  b) f(2) = 5

2. Wykaz, ze f(z) = Rez nie ma pochodnej w zadnym punkcie ptaszczyzny.

3. Sprawdz, czy funkcja
(a) f(z) =z —y+ily — )
(b) f(z) =z —y+i(z+y)
jest rozniczkowalna?

4. Oblicz promient zbieznodci szeregu 232—” W obliczeniach wyko-
rzystywany jest wzér r = 1, gdzie A = limsup /| a, |. Wskaz,
w ktérym miejscu rozumowania interweniuje fakt, ze w definicji A
wystepuje granica gérna, a nie zwykla granica ciggu?

5. Ktory z szeregow:

n n

z z
definiuje funkcje catkowita?

6. Znajdz funkcje holomorficzng f, takg ze Ref(z) = 23 — 3xy? dwiema
metodami:
a) odgadujac jedyne mozliwe rozwiazanie
b) korzystajac z odpowiedniego wzoru.

7. Wykaz, ze
(a) funkcje sin i cos nie sg ograniczone w C
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(b) e* # 0 dla kazdego z € bfC
(c) cosz = %

7 tego ostatniego wzoru wywnioskuj o okresowosci funkcji cos i sin,
wzory redukcyjne (formalnie identyczne z wzorami redukcyjnymi rzeczy-
wistych funkeji cos i sin, wzory na kosinus i sinus sumi oraz sin” z +

cos’z =1 (dla z € C.

. Oblicz calki:

a) §K(O;1) 2%dz  b) fK(OJ) | z—1]dz
¢) [uplz—1dzoraz [,;(z—1)dz po odcinku taczacym A(1,0) z
B(0,1)
Z2
d) fK(fl;l) Tz
e) $p 922dz  gdzie K =K(21), K=K(0;1), K= (-2;1).

22—4




Rozdzial 14

Rownania rozniczkowe

1. Wykaz, ze funkcja f jest rozwigzaniem odpowiedniego rownania rézniczkowego:
(a) f(z) =2vV1—22 yy =x— 223

(b) f(z) = [} #tdt xy =y+asinz

2. Podaj calki ogdlne i szczegdlne ponizszych réwnan:
(a) y' =wzesinz  y(0)=5 (b)y =175z y(0)=0

3. Rozwigzaniem ogdlnym pewnego réwnania rézniczkowego jest funkcja
f(x) = e®(C1 +Cox+C32% +23). Znajdz calke szczegdlng speiajaca
warunki poczgtkowe y(1) =0, y'(1) =1, y”(1) = 1.

4. ZnajdZ réwnanie rézniczkowe rodziny krzywych (gdzie k jest parame-
trem):

(a) y =ka® (b) r(p) = sirlftp

5. Narysuj pole kierunkéw réwnania
(a) v’ =a2®+2y* (b)y =2® -y

6. Rozwigz réwnania:
(a) sin*z+ (y)2 =1 (b) 2¢/ + (1 +y*)arctgy =0
()1 —a?—ayy =0

7. Znajdz calki szczegdlne réwnan:
(2) (1+ ey =e", y(1)=1
(b) sin 2zdr — ycos® 2zdy = 0, y(0) =2
(c) ¥ =2y — e>sinz + 2%e?®,  y(0) =1

8. Rozwigz réwnania
(a) jednorodne: y'(z+y)+x—y =0, xy =ylnZ, zyy' +22+y% =0
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(b) sprowadzalne do jednorodnych:

Cr—y—1)y =0-2y+1, z+y—2+(zx—y+4)y =0,
r—y+1l—(z+2y—1y' =0, z4+y+1—(x+y—2)y =0
(x +y)dzr+ 3z + 3y —4)dy, y(1)=0

9. Rozwigz réwnania:

Ery=a>=3c+2, y —y=we®, y +4y=>5sin3z
10. Znajdz calki szczegdlne réwnan:

W—5y+e  yl)=e

y +y = sinx y(m) =3

11. Wyznacz czynnik catkujacy i rozwigz réwnania rézniczkowe wiedzac,
ze istnieje czynnik calkujacy zalezny od jednej zmienne;j.

sy +y—ay' =0 Y+ (zy—1)y =0
2 —y+ay =0 2% -3y +zyy =0
sinz +e¥ +y'rcosxz =0
12. Wykaz, ze dla réwnania

P(z,y) +Q(z,y)y =0

(gdzie P i Q sy funkcjami klasy C' w D C R) istnieje czynnik
catkujacy postaci f(z)g(y) jesli istnieja funkcje ¢ i ¢ spelniajace
roéwnanie

oP(z,y) 0Q(z,y)
y or

= o(@)Q(x,y) — (y)P(x,y)

iwtedy f(z) = eJ e@da ; g(y) = eJ vy, Korzystajac z powyzszego,
znajdz czynnik calkujacy i rozwiaz rownanie

(a) 3zy’dz + 4x2ydy = 0

(b) (ycoszy + sinzy)dr + (x coszy + 2sinzy)dy = 0

13. Rozwigz réwnania:

LY

y + 2 =ay?lne  2zyy +x = 9>
T

/ 2
- da /g = 2we™ (% —y )y =2

VY
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14. Rozwigz réwnania:

/

=L | rsing (14 22y + 22y = 23
T

1

y//2 —4y' =0 (1+ x2)y” + y/2 -
vy'+1=0 y'(y—1) =27
y' -y =6z’ (Y +2)y" =y
y'(1+y%) = yy”

2

Az

15. Sprawdz, ze jedli p?> — 4q = 0 wtedy e** oraz ze*® s3 dwoma liniowo

niezaleznymi rozwiazaniami rownania
y'+py +aqy=0
(gdzie A jest jedynym rozwigzaniem réwnania charakterystycznego).
16. Podaj rozwiagzania ogélne rownan rézniczkowych:
vV ' +3yY —y=0 y' +4y +3y=0
y' +6y +5y=0 9" -5y +y=0
v -y +3y=0 o' +2y +10y

17. Dla réwnan z zadania poprzedniego znajdz rozwiazania spelniajace
warunki poczatkowe

18. Wykaz, Ze jesli ¢ jest calky szczegdlng réwnania
y' +p@)y +a(@)y = f()

zas 1 réwnania
Y +p(@)y +q(z)y = g(2)

wéwcezas ¢ + 1) jest calkg szczegdlng réwnania
y' +p@)y +a(@)y = f(z) +g(2)
19. Wykaz, ze jesli Ay, ..., \,, sa réznymi pierwiastkami réwnania
y™ 4+ p, 1y 4 agy =0

wtedy funkcje eM®, ..., e*? tworza uklad podstawowy tego réwnania.
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20. Rowigz (jedli sie da, to zaréwno metodg wariacji statych jak i metoda
przewidywania) réwnania:

x

e
y”fSy/+16y:I€2I y//72y/+y:;

Y =2 + 2y =e"cosz Y +y +y=eTsin

y' — Ay + 4y =2® —x " + 4y = 4cosx + 3sinx + sin2x — 8

y/l+4y20052$ y///_y7a+y/_y:xez_e—m+7

y/// _ 3y37 _ 3y/ —y= ex —r4 16 16y(4) —y = em/Q

y// o 31,// + 2y —_ 631/(1 4 ex)

21. Rozwigz w przedziale (0,400) réwnanie

22y —zy +y = dinx

wiedzac, ze y; = x oraz yo = xlnx tworza uklad fundamentalny
rozwigzan réwnania z%y” —zy’ +y =0

22. Rozwiagz:

y" +y=8cos2x —4sinx  y(r/2)=-1, y'(x/2)=0
yW =y =z +e” y(0)=0, y(0)=0 y"(0)=0 y"(0)=0
23. Sprowadz ponizsze uklady réownan liniowych do réwnan liniowych
odpowiedniego rzedu:

y o+ 2z =z

2 — 2y 4z = cosz
¥ - oz + oy — z =
vy o+ 2z y + oz et
2 — 2¢ 4+ y — 2z = cost

24. Niech D : (a,b) — R™*®

y12 y2 yn2
po | v oW
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26.
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y”
Wykaz, ze jezeli ygi) = . (i = 1,...,n), sa rozwigzaniami
ys)
uktadu réwnan liniowych jednorodnych:
Y1 +anyit . @Y =0
(J)
Yp tan1y1+ o ApnYn =0

i detD(xzg) # 0 dla pewnego xg € (a,b), wtedy detD(z) # 0 dla
kazdego z € (a,b).

Sprawdz, ze funkcje
(a) f,9,h:R—=R (b) f,g: R—=R
s liniowo niezaleznymi rozwigzaniami ukladu z’ = Az, gdzie
2 01
1 0
(a)A=|1 1 0 (b)A:[1 1]
0 00

Rozwigz uklady réwnan:

() ' =—x+y+z yY=x—y+z Z=z+y—=z
(b) 2’ =—y, ¢ =2x-3y
()’ =z Yy =3x4+Ty—9z, 2Z/=2y—=z
(@) 7' = dzty, o =—z—y
(e) ' =bx —6y—62, y =—-c+4y+22, 2 =3x—6y—4z
fH)a'==-22-5y, y=x+2y
()2 =y+z y=-x+z, Z=—m—y
(h) /_yv y :—9Z‘+6y, 33() 7 (O):4
Wa=| 7
i) 2’ = 1
2

() 2’ = 5 0 —3 x+ | 2

—-16 4 11 3

(

(m)ac—i—:c—i—y—t2 Y 4+y+z=2t 2Z+z=t

(n)te! —x—3y=t ty —x+y=0

(o)tx—|—6x y—32=0 ty +23x—6y—92=0 tz+x+y—22=0
(p)

p) ' +5x+y=e y +3y—z=e*
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Rozdzial 15

Szeregi Fouriera

1. Znajdz iloczyny skalarne funkcji (f, g), gdzie
(a) f,9:<0,2>= R, f(x)=2? g(x) =2
(b) f,g:< —m,m >— R, f(z) ==z, g(x) = sin3z.

2. Dlaczego odwzorowanie || ||: X > f — 1/f01 f2(x)dx nie jest norma

gdy X jest zbiorem funkcji R-catkowalnych w przedziale < 0,1 >, a
jest norma gdy X = Co,157

3. Oblicz normy kwadratowe funkcji f1 : ¢ — =z, fo : © — sgnx, f3 :
x — sinx, fi : @ = cosx i odleglodci kwadratowe pomiedzy f; a f;,
(i,j =1,2,3,4) w przedziale < —7, 7 >.

4. Wykaz, ze cigg funkcyjny (™) w przedziale < 0,1 > jest zbiezny
przecietnie z kwadratem do kazdej z funkcji:

f(x):{ 1 dla z€{0;0,51}

0 dia ze<0,1>-{0:0,51} 9@ =0da ze<0,1>.

Skomentuj!

5. Rozwin w szereg Fouriera funkcje:

(@) f(z)=[=| ve(=mm), (b)) fle)== z € (a,a+2l),
(¢) f(x)=sgn(cosz), (d) f(x) = arcsin (cos ),
(e) f(z)=cosTz re< —ma>, (f) flz)=sin’z+cos’s ze<—mm>

6. Rozwin funkcje f(z) = 22
(i) w szereg kosinuséw w przedziale < —m,m >
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ROZDZIAL 15. SZEREGI FOURIERA

(i) w szereg sinuséw w przedziale < 0,7 >

(iil) w szereg Fouriera w przedziale < 0,27 >

Narysuj wykresy funkcji i wykresy sum ich szeregéw Fouriera. Ko-
rzystajac z otrzymanych wynikow oblicz sumy szeregdw:

+o0o 1 Z+oo (71)"’+1 E+oo 1

n=1 n2> n=1 n2 n=1 (2n—1)2"

. Zmajdz wielomian X, (x) stopnia n taki, aby (przy dowolnie ustalonych

a 1 b) dla dowolnego wielomianu @(x) stopnia nizszego niz n za-
chodzila réwnosé

/a X (2)Q()dr = 0

Wskazéwka: Potraktuj wielomian X, (z) jako pochodng rzedu n pewnego
wielomianu R(x) stopnia 2n spehiajacego warunki:

R(a)=R'(a) = ...= R" Y(a) = 0.

. Udowodnij, ze ciag wielomianéw Legendre’a

L d"[(a? — 1)")

T onpl n"

Py(z)=1 P(x)

jest uktadem ortogonalnym funkcji w przedziale < —1,1 >.
Wskazéwka: Skorzystaj z zadania poprzedniego.



Rozdzial 16

Przeksztalcenia catkowe

1. Wykaz, ze funkcja

—1/2% dla z€Q,|z|>1
flx)=2< 1/2> dia e R-Q,|z|>1
1 dla zeR,|z|<1

nie jest bezwzglednie calkowalna, choé istnieje fjof | f(z) ]| de.

2. Wskaz przyktady funkcji spelniajacych zalozenia Twierdzenia Fouri-
era, oraz takich ktore tych zalozen nie spetniaja.

3. Przedstaw funkcje f : RT — R dana wzorem:
(a) f(x):{ l—2 dlald<2x<1
0 dla = >1
b) f(z) = e, (a > 0)

za pomoca (i) sinusowego (ii) kosinusowego wzoru Fouriera.

4. Znajdz widmo, widmo amplitudowe i widmo fazowe funkcji f(z) =
e~ (z).

5. Wykaz, ze widmo amplitudowe (| F(iw) |) jest funkcjg parzysta, zas
widmo fazowe ©(w) funkcja nieparzysta.

6. Podaj transformate Fouriera funkcji g(x) = 1(z) — 1(z — 3). Narysuj
wykresy czesci rzeczywistej i urojonej transformaty.

7. Znajdz funkcje f, taka, ze F(f(x)) = ge*‘”“", a > 0.

8. Zbadaj ktére z ponizszych funkcji sa oryginatami:
(a) f(t) = n(t)in(1+ %)
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10.

11.

12.

13.

ROZDZIAL 16. PRZEKSZTALCENIA CALKOWE

e) f(t) =n(t)e’ sin3t
f) £(t) = 27

Wykaz, ze jesli f jest oryginalem okresowym o okresie T > 0 (tzn
takim, ze dlat >0 f(t+T) = f(t) wtedy

1
1—e5T J,

T
L(f) = f(t)e "dt.

Oblicz transformaty oryginaléw:
(a) f(t) = sin3t
(b) (t) = cos2t |
0 dla t<0

(o) f(t) = 0 dla 2kr <t < (2k+1)m
20— (4k+2)7 dla (2k+Dm<t<2(k+1)m

Dla ponizszych réwnan i uktadéw réwnan rézniczkowych wskaz caltki
szczegllne przy pomocy rachunku operatorowego:

(a) 2" — bx' + 62 = 2¢¢  x(0) =2/(0) =1

(b) 2" —xz =sht z(0)=2'(0)=0

(c) 2" — 32" + 2z = 8te™" x(0) =2'(0) =0, z"(0)=

(d) 2™ + 22" +2=0 z(0) = x’(O) = 2"(0), ’”(O)

(f) 2’ =3y — =z, y—x+y+e z(0) =y(0) =0

(8) 2’ = —z4y+z, ¥ =z—y+z ' =zt+y+z, 2(0)=1, y(0)=
2(0) =0

(h) 22’ +y' +2y =cost, ' +y —y=c¢€', x(0)=y(0)=0
Dystrybucje

Wykaz, ze ciag {e””—l—%} jest podstawowy. Wskaz ciggi jemu réwnowazne.
Podaj inne przyklady ciggéw podstawowych i takich ktére podsta-
wowymi nie s3.

Uzasadnié fakt, ze ciag (d,)

0 dla t<0
n’t dla 0<t<i
dn(t) = on~n%t dla % <t S%

0 dla t>2

n



14.

(0]

jest podstawowym i definiuje dystrybycje delta Diraca.

Wykaz, ze ciag (fn), fo(x) = /22 + # jest podstawowy i definiuje
dystrybucje | z |.

oblicz pochodng tej dystrybucji. Zauwaz, ze druga pochodna dystry-
bucji | « | jest réwna 2§(x)

Wskazéwka: W tym celu najlepiej wykazaé, ze ciag (f,) réwnowazny
jest ciagowi (gy,)
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Rozdzial 17

Zadania egzaminacyjne

Kazdy z trzech semestrow konczy sie egzaminem ktory sklada sie z dwoch
czesci:

e praktycznej, ocenianej na 60 punktéw oraz
e teoretycznej, ocenianej na 40 punktow.

Zadania czesci praktycznej sa podobne do prezentowanych w rozdzialach
poprzednich, choé¢ nigdy nie sg to te same zadania. Zadania czesci teore-
tycznej dotycza bezposrednio wykladu, zawarte w nich przyklady sa takze,
w wielu przypadkach, zaczerpniete z wykladu. Przy kazdym z zestawow
zadan podalem date egzaminu podczas ktorego sie pojawil.

17.1 Pierwszy semestr

17.1.1 Teoria

1. Zdefiniuj catke Riemanna funkcji f :< a,b >— R.
Wykaz, ze jesli funkcje f i g sa R-calkowalne, a,8 € R, wtedy
calkowalna jest funkcja af 4+ Bg i zachodzi wzér

/abozf+ﬁga/abf+6/abg

2. Podaj definicje wypuklosci wykresu funkeji ku gérze (ku dotowi).
Zbadaj wypuktosé wykresu funkcji

f:Rox—22°+322—6x+38

7
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. Podaj definicje bazy przestrzeni wektorowej. Udowodnij, ze kazdy

wektor mozna jednoznacznie przedstawi¢ jako kombinacje liniowa
wektoréw bazy.

. Wypowiedz twierdzenie Lagrange’a. Wykaz nier6wnosé

|sinz —cosz |<|z—y]|.

17 czerwea 1997

17.1.2 Zadania

17.2 Drugi semestr

17.2.1 Teoria

1. Podaj definicje wyznacznika oraz wymien co najmniej szes¢ waznych

wlasnosci wyznacznikow.
Korzystajac ze wzoru Laplace’a oblicz det A, gdzie

4 5 2 07
5 2 8 0 2
A=| 7 3 2 1 3
13 3 21 0 2
3 0 0 0 O

Ile wynosi rzad macierzy A7

. Co oznacza, ze szereg 3,00 ay jest zbiezny?

Podaj kryteria Cauchy’ego i d’Alemberta zbieznosci bezwzglednej
szeregéw. Dla jakich x rzeczywistych zbiezny jest szereg:

a) Yo (’”)n7

n=1\n

b) S (2)"

n=1"""

. Wypowiedz twierdzenie Taylora dla funkcji f zdefiniowanej w prze-

strzeni unormowanej. Zastosuj ten wzor do funkcji
f:R*3 (z,y) = e"cosy

w punkcie (z,y) = (0,0) dla n = 2.
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4. Wypowiedz i udowodnij twierdzenie Greene’a. Korzystajac z tego
twierdzenia oblicz

% (2zy — by)dz + (x2 + y)dy,
K

gdzie K jest dodatnio =zorientowanym okregiem o $rodku
w (2o,y0) = (1,2) i promieniu 2.

17 czerwca 1997

1. Rozpoznaj ktére z ponizszych funkeji sa liniowe, a ktére nie (odpowied?
uzasadnij).
f:R%3(z,y) =z |+y €R
9:R? 3 (z,9) = (¢"y,e’z) € R?
h:Roz—z€eR
Wypowiedz twierdzenie ktore okresla zwigzek pomiedzy wymiarem
przestrzeni okreslonosci, wymiarem jgdra i rzedem odwzorowania lin-

iowego.
Co to jest rzad odwzorowania liniowego?

2. Wypowiedz twierdzenie Abela. Wyjaénij w jaki sposéb korzystajac z
réwnosci

rodt 1
In(1 = =1- Poat
n(l+x) /0 57 % Tia T4zt —a°+

mozna wyprowadzi¢ wzor na In2?
Wskazowka: Wykorzystuje sie jeszcze jedno, poza tw. Abela, twier-
dzenie poznane na wykladzie. Zacytuj to twierdzenie.

3. Oméw metode znajdywania ekstreméw lokalnych funkcji wielu zmi-
ennych. Znajdz ekstrema lokalne funkcji

f:R3(z,y) 2> —zy+y> cR.
4. Sprawdz ktére z ponizszych pdl jest potencjalne:
f:R23 (2,9) = (zsinz,ycosz) € R?

g:R? 3 (2,y) — (622%y,22° + 3cosy)

Dla tego z tych pdl ktére jest potencjalne oblicz calke krzywoliniowa
skierowang po krzywej o poczatku w (1,2) i koricu w (4, 3).

15 wrzesnia 1997
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17.2.2 Zadania
17.3 Trzeci semestr

17.3.1 Teoria

1. Podaj definicje réwnania rézniczkowego liniowego pierwszego rzedu i
oméw metode jego rozwigzywania. Rozwigz réwnanie:

y = ey + y? cos .
Jakiego typu jest to rownanie?
2. Podaj i udowodnij

a) warunek konieczny

b) warunek wystarczajacy

rozniczkowalnosci funkceji zespolone;j.
Wskaz przyklady: funkcji rézniczkowalnej i takiej ktéra nie jest
rézniczkowalna.

3. Wypowiedz i udowodnij wzory Eulera-Fouriera. Znajdz szereg try-
gonometryczny Fouriera funkcji

f<—mmr>z—2eR
i narysuj wykres jego sumy.

4. Podaj twierdzenie o wzorze Gaussa-Ostrogradskiego.
Oblicz strumien pola G(z,y,z) = (y,—x,zy) przez powierzchnie
wyznaczong réwnaniami

z=1iz= (224 ¢y*)?
korzystajac ze wzoru G-O i bez wykorzystania tego wzoru.

17 czerweca 1997

17.3.2 Zadania

1. Rozwigz rownanie rézniczkowe czgstkowe
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2. Podaj rozwigzanie ogdlne uktadu réwnan rézniczkowych

, 11
X_[ll}X,

wiedzgc, ze W(p) = p(p — 2) jest wielomianem charakterystycznym
macierzy tego uktadu.

3. Niech
2 z€(0,m)
fley)=¢ 1 z=0,n
0 zeR\[0,7]

(a) Rozwiil f w szereg Fouriera w (—m, 7) i zbadaj zbieznosé¢ otrzy-
manego szeregu.

(b) Przedstaw f przy pomocy wzoru catkowego Fouriera.

4. Rozwigzaé metodg operatorowg réwnanie: v +y =0, y'(0) = y(0) =
1.

28 stycznia 1999
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